
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

ข้อสอบกลางภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศึกษา 2564
ชืÉอวิชา พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra
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ผูส้อน ผูช้ว่ยศาสตรจารย์ ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 25%
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ข้อสอบ SET A
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
สาํหรบัจาํนวนนบั n ใด ๆ

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2n− 1)(2n+ 1) =
n

3
(2n+ 1)(2n+ 2)− n

1.2 (4 คะแนน) ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยพ์รอ้มกนั จงพิสจูนว์า่
ถา้ gcd(a+ b, a− b) = 1 แลว้ gcd(a, b) = 1

2. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (8 คะแนน) ให้ ∗ เป็นตวัดาํเนินการทวิภาคบน G = {1, 2, 3, 4} นิยามโดย

a ∗ b = เศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร ab2 ดว้ย 5

(ก) (4 คะแนน) จงสรา้งตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินการ ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาคา่ของ 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))
(ค) (2 คะแนน) จงหา k ทีÉทาํให้ a ∗ k = a ทกุ ๆ a ∈ G

แลว้ k เป็นเอกลกัษณข์อง ∗ หรอืไมเ่พราะเหตใุด
2.2 (4 คะแนน) จงหาตัวผกผันการคณูของ 71 ใน Z×101

3. (10 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = R× R∗ ดงันี Ê

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ ad, bd)

จงพิสจูนว์า่ (G, ∗) เป็นกรุป และจงตรวจสอบวา่ G เป็นกรุปอาบีเลียน หรอืไม่

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (4 คะแนน) ให้ (G, ∗) เป็นกรุป ให้ a ∈ G จงพิสจูนว์า่

ถา้ a ∗ a = a แลว้ a = e

4.2 (6 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = [0, 1) ดงันี Ê

x ∗ y =

{
x+ y เมืÉอ x+ y < 1

x+ y − 1 เมืÉอ x+ y ≥ 1

(ก) (2 คะแนน) จงแสดงวา่ 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ 0.25 และ 0.64
(ค) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ x ∈ G
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5. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (6 คะแนน) ให้ α, β ∈ S6 โดยทีÉ

α(2 5 6 4) = (2 5 6 3) และ (1 4 2 3)β = (1 2 3 4)

จงหา (αβ)2021 (ตอบในรูปวฏัจกัร (cycle))
5.2 (4 คะแนน) ใน S7 จงหา อันดับ (order) ของ α เมืÉอ

α = (1)(1 2)(1 2 3)(1 2 3 4)(1 2 3 4 5)(1 2 3 4 5 6)(1 2 3 4 5 6 7)

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา่H เป็น กรุปย่อย (subgroup) ของ GL3(R) เมืÉอ

H =


1 0 0
0 a 0
0 0 b

 : ab = 1


6.2 (3 คะแนน) จงหาจาํนวนกรุปย่อยทัÊงหมดของ Z99 × Z100

7. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (7 คะแนน) จงหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมดของ Z×50
7.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปจาํกดัโดยทีÉ |G| = 4

จงใชท้ฤษฎีบทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มีสมาชิกในG ทีÉมี อนัดบั (order)
เทา่กบั 2

8. (10 คะแนน) พิจารณากรุป Z2 × Z25

8.1 (2 คะแนน) Z2 × Z25 เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเ่พราะเหตใุด
8.2 (4 คะแนน) จงหา กรุปย่อย (subgroup) ทัÊงหมดของ Z2 × Z25

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรุปยอ่ยของ Z2 × Z25
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9. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
9.1 (6 คะแนน) ให้H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G และ a, b ∈ G จงพิสจูนว์า่

ab−1 ∈ H ก็ตอ่เมืÉอ Ha = Hb

9.2 (5 คะแนน) ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G และ g ∈ G จงพิสจูนว์า่
ถา้ Ng = gN แลว้ gNg−1 ⊆ N

10. (10 คะแนน) จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหาร (quotient group)
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 3̄)⟩

พรอ้มหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมด
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ข้อสอบ SET B
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
สาํหรบัจาํนวนนบั n ใด ๆ

2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2n(2n+ 2) =
4n

3
(n+ 1)(n+ 2)

1.2 (4 คะแนน) ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยพ์รอ้มกนั จงพิสจูนว์า่
ถา้ gcd(2a+ b, a− 2b) = 1 แลว้ gcd(a, b) = 1

2. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (8 คะแนน) ให้ ∗ เป็นตวัดาํเนินการทวิภาคบน G = {1, 2, 3, 4} นิยามโดย

a ∗ b = เศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร a2b ดว้ย 5

(ก) (4 คะแนน) จงสรา้งตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินการ ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาคา่ของ 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))
(ค) (2 คะแนน) จงหา k ทีÉทาํให้ k ∗ a = a ทกุ ๆ a ∈ G

แลว้ k เป็นเอกลกัษณข์อง ∗ หรอืไมเ่พราะเหตใุด
2.2 (4 คะแนน) จงหาตวัผกผนัการคณูของ 71 ใน Z×99

3. (10 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = R× R∗ ดงันี Ê

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ ad, bd)

จงพิสจูนว์า่ (G, ∗) เป็นกรุป และจงตรวจสอบวา่ G เป็นกรุปอาบีเลียน หรอืไม่

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (4 คะแนน) ให้ (G, ∗) เป็นกรุป ให้ a ∈ G จงพิสจูนว์า่

ถา้ a ∗ a = a แลว้ a = e

4.2 (6 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = [0, 1) ดงันี Ê

x ∗ y =

{
x+ y เมืÉอ x+ y < 1

x+ y − 1 เมืÉอ x+ y ≥ 1

(ก) (2 คะแนน) จงแสดงวา่ 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ 0.20 และ 0.99
(ค) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ x ∈ G
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5. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (6 คะแนน) ให้ α, β ∈ S6 โดยทีÉ

(2 5 6 3)α = (2 5 6 4) และ β(1 2 3 4) = (1 4 2 3)

จงหา (αβ)2021 (ตอบในรูปวฏัจกัร (cycle))
5.2 (4 คะแนน) ใน S7 จงหา อันดับ (order) ของ α เมืÉอ

α = (1 2 3 4 5 6 7)(1 2 3 4 5 6)(1 2 3 4 5)(1 2 3 4)(1 2 3)(1 2)(1)

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา่H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ GL3(R) เมืÉอ

H =


a 0 0
0 1 0
0 0 b

 : ab = 1


6.2 (3 คะแนน) จงหาจาํนวนกรุปย่อยทัÊงหมดของ Z111 × Z100

7. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (7 คะแนน) จงหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมดของ Z×50
7.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปจาํกดัโดยทีÉ |G| = 4

จงใช้ทฤษฎีบทของลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มีสมาชิกใน G ทีÉ มีอนัดบั
เทา่กบั 2

8. (10 คะแนน) พิจารณากรุป Z3 × Z25

8.1 (2 คะแนน) Z3 × Z25 เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเ่พราะเหตใุด
8.2 (4 คะแนน) จงหา กรุปย่อย (subgroup) ทัÊงหมดของ Z3 × Z25

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรุปยอ่ยของ Z3 × Z25
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9. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
9.1 (6 คะแนน) ให้H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G และ a, b ∈ G จงพิสจูนว์า่

a−1b ∈ H ก็ตอ่เมืÉอ aH = bH

9.2 (5 คะแนน) ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จงพิสจูนว์า่
ถา้ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G แลว้ Ng = gN ทกุ ๆ g ∈ G

10. (10 คะแนน) จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหาร (quotient group)
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 5̄)⟩

พรอ้มหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมด
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มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

เฉลยข้อสอบกลางภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศึกษา 2564
ชืÉอวิชา พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra
รหสัวิชา MAC3310
วนัเวลาสอบ วนัจนัทร์ ทีÉ 30 สงิหาคม 2564 เวลา 13:00 - 16:00
สถานทีÉสอบ หอ้งเรยีนออนไลน์ (โปรแกรม Zoom)
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คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 25%
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เฉลยข้อสอบ SET A
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
สาํหรบัจาํนวนนบั n ใด ๆ

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2n− 1)(2n+ 1) =
n

3
(2n+ 1)(2n+ 2)− n

บทพิสูจน์. สาํหรบั n ∈ N กาํหนดให้ P (n) แทนประโยค
1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2n− 1)(2n+ 1) =

n

3
(2n+ 1)(2n+ 2)− n

จะเห็นวา่ 1 · 3 = 3 = 4− 1 =
1

3
(3)(4)− 1 =

1

3
(2 · 1 + 1)(2 · 1 + 2)− 1 ดงันัÊน P (1) เป็นจรงิ

ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจรงิ นัÉนคือ
1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2k − 1)(2k + 1) =

k

3
(2k + 1)(2k + 2)− k

โดยสมมติฐาน จะไดว้า่

1 · 3 + 3 · 5 + · · ·+ (2k − 1)(2k + 1) + (2k + 1)(2k + 3) =
k

3
(2k + 1)(2k + 2)− k + (2k + 1)(2k + 3)

=
k

3
(2k + 1)(2k + 2)− k + (4k2 + 8k + 3)

=
k

3
(2k + 1)(2k + 2)− k + (4k2 + 8k + 4)− 1

=
k

3
(2k + 1)(2k + 2) + (2k + 2)2 − k − 1

= (2k + 2)

[
k

3
(2k + 1) + (2k + 2)

]
− (k + 1)

= 2(k + 1)

[
2k2 + k + 3(2k + 2)

3

]
− (k + 1)

= 2(k + 1)

[
2k2 + 7k + 6

3

]
− (k + 1)

= 2(k + 1)

[
(2k + 3)(k + 2)

3

]
− (k + 1)

= 2(k + 1)

[
(2k + 3)(k + 2)

3

]
− (k + 1)

=
k + 1

3
(2k + 3)2(k + 2)− (k + 1)

=
k + 1

3
(2k + 3)(2k + 4)− (k + 1)

ดงันัÊน P (k + 1) เป็นจรงิ โดยอปุนยัเชิงคณิตสรุปไดว้า่
1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2n− 1)(2n+ 1) =

n

3
(2n+ 1)(2n+ 2)− n ทกุ ๆ จาํนวนนบั n

1.2 (4 คะแนน) ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยพ์รอ้มกนั จงพิสจูนว์า่
ถา้ gcd(a+ b, a− b) = 1 แลว้ gcd(a, b) = 1

บทพิสูจน์. ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูยพ์รอ้มกนั โดยทีÉ gcd(a+ b, a− b) = 1

จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x และ y ซึÉง
(a+ b)x+ (a− b)y = 1

ทาํใหไ้ดว่า่
1 = ax+ bx+ ay − by = a(x+ y) + b(x− y)

ดงันัÊน gcd(a, b) = 1
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2. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (8 คะแนน) ให้ ∗ เป็นตวัดาํเนินการทวิภาคบน G = {1, 2, 3, 4} นิยามโดย
a ∗ b = เศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร ab2 ดว้ย 5

(ก) (4 คะแนน) จงสรา้งตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินการ ∗
วธีิทาํ

∗ 1 2 3 4
1 1 4 4 1
2 2 3 3 2
3 3 2 2 3
4 4 1 1 4

(ข) (2 คะแนน) จงหาคา่ของ 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))
วธีิทาํ จากตารางเคยเ์ลยจ์ะไดว้า่

1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4)) = 1 ∗ (2 ∗ 3) = 1 ∗ 3 = 4 #

(ค) (2 คะแนน) จงหา k ทีÉทาํให้ a ∗ k = a ทกุ ๆ a ∈ G
แลว้ k เป็นเอกลกัษณข์อง ∗ หรอืไมเ่พราะเหตใุด
วธีิทาํ จากตารางเคยเ์ลยจ์ะไดว้า่ a ∗ 1 = a และ a ∗ 4 = a ทกุ ๆ a ∈ G ดงันัÊน k = 1, 4

เนืÉองจาก 2 ∗ 1 = 2 ̸= 4 = 1 ∗ 2 ดงันัÊน 1 ไมเ่ป็นเอกลกัษณข์อง ∗
เนืÉองจาก 4 ∗ 1 = 4 ̸= 1 = 1 ∗ 4 ดงันัÊน 4 ไมเ่ป็นเอกลกัษณข์อง ∗ #

2.2 (4 คะแนน) จงหาตัวผกผันการคณูของ 71 ใน Z×
101

วธีิทาํ พิจารณาเมตรกิซใ์นการหา gcd(71, 101) = 1

101 1 0 R1

71 0 1 R2

30 1 −1 R3 = R1 −R2

11 −2 3 R4 = R2 − 2R3

8 5 −7 R5 = R3 − 2R4

3 −7 10 R6 = R4 −R5

2 19 −27 R7 = R5 − 2R6

1 −26 37 R8 = R6 −R7

ดงันัÊน 1 = 101(−26) + 71(37) จะไดว้า่
1̄ = 101(−26) + 71(37) = 71 · 37

ดงันัÊน 37 เป็นตวัผกผนัการคณูของ 71 ใน Z×
101
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3. (10 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = R× R∗ ดงันี Ê

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ ad, bd)

จงพิสจูนว์า่ (G, ∗) เป็นกรุป และจงตรวจสอบวา่ G เป็นกรุปอาบีเลียน หรอืไม่

บทพิสูจน์. ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R∗ × R จะไดว้า่
(a, b) ∗ [(c, d) ∗ (x, y)] = (a, b) ∗ (x+ cy, dy)

= ((x+ cy) + ady, b(dy))

= (x+ cy + ady, bdy)

= (x+ (c+ ad)y, (bd)y)

= (c+ ad, bd) ∗ (x, y)
= [(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (x, y)

ดงันัÊน ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ เนืÉองจาก
(a, b) ∗ (0, 1) = (0 + a1, b1) = (a, b) = (a+ 0b, 1b) = (0, 1) ∗ (a, b)

นัÉนคือ (0, 1) เป็นเอกลกัษณ์ สาํหรบั (a, b) ∈ R× R∗ นัÉนคือ b ̸= 0 จะไดว้า่

(a, b) ∗
(
−a

b
,
1

b

)
=

(
−a

b
+ a · 1

b
, b · 1

b

)
= (0, 1)(

−a

b
,
1

b

)
∗ (a, b) =

(
a+

(
−a

b

)
b,
1

b
· b
)

= (0, 1)

ดงันัÊน
(
1

a
,− b

a

)
เป็นตวัผกผนัของ (a, b) สรุปไดว้า่ (G, ∗) เป็นกรุป

เนืÉองจาก
(1, 2) ∗ (2, 1) = (2 + 1 · 1, 2 · 1) = (3, 2) ̸= (5, 2) = (1 + 2 · 2, 1 · 2) = (2, 1) ∗ (1, 2)

ดงันัÊน ∗ ไมมี่สมบตัิสลบัทีÉ นัÉนคือ G ไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (4 คะแนน) ให้ (G, ∗) เป็นกรุป ให้ a ∈ G จงพิสจูนว์า่
ถา้ a ∗ a = a แลว้ a = e

บทพิสูจน์. ให้ a ∈ G สมมติวา่ a ∗ a = a จะไดว้า่
a = a ∗ e = a ∗ (a ∗ a−1) = (a ∗ a) ∗ a−1 = a ∗ a−1 = e

ดงันัÊน a = e

4.2 (6 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = [0, 1) ดงันี Ê

x ∗ y =

{
x+ y เมืÉอ x+ y < 1

x+ y − 1 เมืÉอ x+ y ≥ 1

(ก) (2 คะแนน) จงแสดงวา่ 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
บทพิสูจน์. ให้ a ∈ G = [0, 1) จะไดว้า่ a+ 0 = a < 1

a ∗ 0 = a+ 0 = a = 0 + a = 0 ∗ a

ดงันัÊน 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ 0.25 และ 0.64

วธีิทาํ เนืÉองจาก
0.25 ∗ 0.75 = (0.25 + 0.75)− 1 = 0 = (0.75 + 0.25)− 1 = 0.75 ∗ 0.25

ดงันัÊน 0.75 เป็นตวัผกผนัของ 0.25
เนืÉองจาก

0.64 ∗ 0.36 = (0.64 + 0.36)− 1 = 0 = (0.36 + 0.64)− 1 = 0.36 ∗ 0.64

ดงันัÊน 0.64 เป็นตวัผกผนัของ 0.36
(ค) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ x ∈ G

วธีิทาํ จากการสงัเกตขอ้ (ข) จะไดว้า่ 1− x เป็นตวัผกผนัผนัของ x
บทพิสูจน์. ให้ x ∈ G = [0, 1)

กรณี x = 0 จะไดว้า่ 0 ∗ 0 = 0 + 0 = 0 ดงันัÊน 0 เป็นตวัผกผนัผนัของ 0
กรณี x ∈ (0, 1) ให้ y = 1− x จะเห็นวา่ 0 < 1− x < 1 และ x+ y = x+ (1− x) = 1 โดยทีÉ

x ∗ y = x+ y − 1 = x+ (1− x)− 1 = 0

y ∗ x = y + x− 1 = (1− x) + x− 1 = 0

ดงันัÊน 1− x เป็นตวัผกผนัผนัของ x
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5. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (6 คะแนน) ให้ α, β ∈ S6 โดยทีÉ
α(2 5 6 4) = (2 5 6 3) และ (1 4 2 3)β = (1 2 3 4)

จงหา (αβ)2021 (ตอบในรูปวฏัจกัร (cycle))
วธีิทาํ จะไดว้า่

α = (2 5 6 3)(2 5 6 4)−1 = (2 5 6 3)(4 6 5 2) =

(
1 2 3 4 5 6
1 4 2 3 5 6

)
= (2 4 3)

β = (1 4 2 3)−1(1 2 3 4) = (3 2 4 1)(1 2 3 4) =

(
1 2 3 4 5 6
4 2 1 3 5 6

)
= (1 4 3)

ฉะนัÊน

αβ = (2 4 3)(1 4 3) =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 2 5 6

)
= (1 3)(2 4)

ดงันัÊน
(αβ)2021 = [(1 3)(2 4)]2021

= (1 3)2021(2 4)2021

= (1 3)2020(1 3)(2 4)2020(2 4)

= [(1 3)2]1010(1 3)[(2 4)2]1010(2 4)

= (1)1010(1 3)(1)1010(2 4)

= (1)(1 3)(1)(2 4)

= (1 3)(2 4) #

5.2 (4 คะแนน) ใน S7 จงหา อันดับ (order) ของ α เมืÉอ
α = (1)(1 2)(1 2 3)(1 2 3 4)(1 2 3 4 5)(1 2 3 4 5 6)(1 2 3 4 5 6 7)

วธีิทาํ พิจารณา

α =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 3 6 2 7 4

)
= (2 5)(4 6 7)

ดงันัÊน
◦(α) = ℓcm(◦((2 5)), ◦((4 6 7))) = ℓcm(2, 3) = 6 #
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6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา่H เป็น กรุปย่อย (subgroup) ของ GL3(R) เมืÉอ

H =


1 0 0
0 a 0
0 0 b

 : ab = 1


วธีิทาํ ถา้ a = c = 1 แลว้ ac = 1 ดงันัÊน

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 เป็นสมาชิกในH

ให้A =

1 0 0
0 a 0
0 0 b

 และ B =

1 0 0
0 x 0
0 0 y

 เป็นสมาชิกในH นัÉนคือ ac = 1 และ xy = 1 แลว้

AB−1 =

1 0 0
0 a 0
0 0 b

1 0 0
0 x 0
0 0 y

−1

=

1 0 0
0 a 0
0 0 b

1 0 0
0 x−1 0
0 0 y−1

 =

1 0 0
0 ax−1 0
0 0 by−1


จะไดว้า่ (ax−1)(by−1) =

ab

xy
=

1

1
= 1 ดงันัÊน AB−1 ∈ H

ดงันัÊนH ≤ GL3(R)

6.2 (3 คะแนน) จงหาจาํนวนกรุปย่อยทัÊงหมดของ Z99 × Z100

วธีิทาํ เนืÉองจาก gcd(99, 100) = 1 ฉะนัÊน Z99 × Z100 เป็นกรุปวฏัจกัร
จะเห็นวา่ n = |Z99 × Z100| = 99 · 100 ดงันัÊนจาํนวนกรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z99 × Z100 เทา่กบั

τ(n) = τ(99 · 100)
= τ(32 · 11 · 22 · 52)
= τ(22 · 32 · 52 · 11)
= (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1)(1 + 1)

= 3(3)(3)(2)

= 54 #
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7. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (7 คะแนน) จงหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมดของ Z×
50

วธีิทาํ |Z×
50| = ϕ(50) = ϕ(2 · 52) = (2− 1)(52 − 5) = 20 จะเห็นวา่
(3)1 = 3

(3)2 = 9̄

(3)3 = 27

(3)4 = 81 = 31

(3)5 = (3)(3)4 = 93 = −7

(3)6 = (3)(3)5 = −21 = 29

(3)7 = (3)(3)6 = 87 = −13

(3)8 = (3)(3)7 = −39 = 11

(3)9 = (3)(3)8 = 33 = −17

(3)10 = (3)(3)9 = −51 = −1

(3)11 = (3)(3)10 = −3 = −3

(3)12 = (3)(3)11 = −9 = −9

(3)13 = (3)(3)12 = −27 = 23

(3)14 = (3)(3)13 = 69 = 19

(3)15 = (3)(3)14 = 57 = 7

(3)16 = (3)(3)15 = 21 = 21

(3)17 = (3)(3)16 = 63 = 13

(3)18 = (3)(3)17 = 39 = −11

(3)19 = (3)(3)18 = −33 = 17

(3)20 = (3)(3)19 = 51 = 1

ดงันัÊน 3̄ เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z×
50 และ 1 ≤ k < 20 ซึÉง gcd(k, 20) = 1 ประกอบไปดว้ย

k = 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19

จะไดว้า่ตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของ Z×
50 คือ

(3̄)1 = 3̄

(3̄)3 = 27

(3̄)7 = 37

(3̄)9 = 33

(3̄)11 = 47

(3̄)13 = 23

(3̄)17 = 13

(3̄)19 = 17

7.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปจาํกดัโดยทีÉ |G| = 4

จงใชท้ฤษฎีบทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มีสมาชิกในG ทีÉมี อนัดบั (order) เทา่กบั 2
วธีิทาํ
แบบที 1
สมมติวา่ |G| = 4 และH ≤ G จากทฤษฎีบทลากรองจ์ จะไดว้า่ |H| หาร 4 ลงตวั นัÉนคือ |H| = 1, 2, 4

ดงันัÊนมีกรุปยอ่ย |H| = 2 ให้H = {e, a} โดยทีÉ a ∈ G และ a ̸= e จะไดว้า่ a2 ∈ H นัÉนคือ
a2 = a หรอื a2 = e

ในกรณี a2 = a จะไดว้า่
a = ae = a(aa−1) = (aa)a−1 = a2a−1 = aa−1 = e

ซึÉงเกิดขอ้ขดัแยง้กบั a ̸= e ดงันัÊน a2 = e นัÉนคือ ◦(a) = 2

แบบที 2
สมมติวา่ |G| = 4 ให้ a ∈ G ซึÉง a ̸= e จะไดว้า่ ⟨a⟩ เป็นกรุปยอ่ยของ G โดยทฤษฎีบทลากรองจ์ จะไดว้า่ | ⟨a⟩ | หาร
|G| ลงตวั นัÉนคือ

◦(a) = | ⟨a⟩ | = 1, 2, 4

ถา้ ◦(a) = 1 จะไดว้า่ a = e เกิดขอ้ขดัแยง้
กรณีทีÉ ◦(a) = 2 ไดต้ามทีÉตอ้งการ
กรณี ◦(a) = 4 จะไดว้า่ ⟨a⟩ = G นัÉนคือ a เป็นตวัก่อกาํเนิด ฉะนัÊน G = {e, a, a2, a3} โดยทฤษฎีบทของจาํนวนตวั
ก่อกาํเนิดจะไดว้า่ a3 (gcd(3, 4) = 1) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G ดว้ย จะเห็นวา่ a2 ̸= e ทาํใหไ้ดว้า่ ◦(a2) = 2
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8. (10 คะแนน) พิจารณากรุป Z2 × Z25

8.1 (2 คะแนน) Z2 × Z25 เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเ่พราะเหตใุด
วธีิทาํ เนืÉองจาก gcd(2, 25) = 1 ดงันัÊน Z2 × Z25 เป็นกรุปวฏัจกัร

8.2 (4 คะแนน) จงหา กรุปย่อย (subgroup) ทัÊงหมดของ Z2 × Z25

วธีิทาํ จะเห็นไดว้า่ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z2 × Z25 และ |Z2 × Z25| = 2× 25 = 50

ตวัหารของ 50 คือ 1, 2, 5, 10, 25, 50 ดงันัÊนกรุปยอ่ยของ Z2 × Z25 คือ⟨
50

1
(1̄, 1̄)

⟩
= ⟨(0̄, 0̄)⟩ = {(0̄, 0̄)}⟨

50

2
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 0)

⟩
= {(0̄, 0̄), (1̄, 0)}⟨

50

5
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 10)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 10), (0̄, 20), (0̄, 5), (0̄, 15)}⟨

50

10
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 5̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (1̄, 5̄), (0̄, 10), (1̄, 15), (0̄, 20),

(1̄, 0), (0̄, 5), (1̄, 10), (0̄, 15), (1̄, 20)}⟨
50

25
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 2̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 2̄), (0̄, 4̄), (0̄, 6̄), (0̄, 8),

(0̄, 10), (0̄, 12), (0̄, 14), (0̄, 16), (1̄, 18),

(0̄, 20), (0̄, 22), (0̄, 24), (0̄, 1), (1̄, 3),

(0̄, 5), (0̄, 7), (0̄, 9), (0̄, 11), (1̄, 13),

(0̄, 15), (0̄, 17), (0̄, 19), (0̄, 21), (1̄, 23)}⟨
50

50
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 1̄)

⟩
= Z2 × Z25

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรุปยอ่ยของ Z2 × Z25

วธีิทาํ เขียนแลตทิซไดด้งันี Ê
⟨(1̄, 1̄)⟩

⟨(1̄, 5̄)⟩

⟨(0̄, 2̄)⟩

⟨
(1̄, 25)

⟩
⟨
(0̄, 10)

⟩

⟨(0̄, 0̄)⟩
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9. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (6 คะแนน) ให้H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G และ a, b ∈ G จงพิสจูนว์า่
ab−1 ∈ H ก็ตอ่เมืÉอ Ha = Hb

บทพิสูจน์. ให้H ≤ G และ a, b ∈ G

(→) สมมติวา่ ab−1 ∈ H จะไดว้า่มี h1 ∈ H ซึÉง ab−1 = h1 นัÉนคือ a = h1b และ b = h−1
1 a

ให้ x ∈ Ha จะไดว้า่มี h2 ∈ H ซึÉง x = h2a นัÉนคือ
x = h2(h1b) = (h1h2)b ∈ Hb

ดงันัÊนHa ⊆ Hb

ให้ y ∈ Hb จะไดว้า่มี h3 ∈ H ซึÉง y = h3b นัÉนคือ
y = h3(h

−1
1 a) = (h3h

−1
1 )a ∈ Ha

ดงันัÊนHb ⊆ Ha ฉะนัÊนHa = Hb

(←) สมมติวา่Ha = Hb เนืÉองจาก a = ea ∈ Ha ดงันัÊน a ∈ Hb จะไดว้า่มี h ∈ H ซึÉง a = hb นัÉนคือ
ab−1 = h ∈ H

9.2 (5 คะแนน) ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G และ g ∈ G จงพิสจูนว์า่
ถา้ Ng = gN แลว้ gNg−1 ⊆ N

บทพิสูจน์. ให้N ≤ G และ g ∈ G สมมติวา่Ng = gN

ให้ x ∈ gNg−1 จะไดว้า่มี n ∈ N ซึÉง x = gng−1 นัÉนคือ
xg = gn ∈ gN = Ng

จะไดว้า่มี n1 ∈ N ซึÉง xg = n1g ฉะนัÊน x = n1 ∈ N
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10. (10 คะแนน) จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหาร (quotient group)
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 3̄)⟩

พรอ้มหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมด
วธีิทาํ พิจารณา

[Z4 × Z15 : ⟨(2̄, 3̄)⟩] =
4 · 15
◦((2̄, 3̄))

=
60

ℓcm(2, 5) =
60

10
= 6

และ ⟨(2̄, 3̄)⟩ = {(0̄, 0̄), (2̄, 3̄), (0̄, 6), (2̄, 9̄), (0̄, 12), (2̄, 0), (0̄, 3), (2̄, 6), (0̄, 9), (2̄, 12)} แลว้
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (0̄, 0̄) = {(0̄, 0̄), (2̄, 3̄), (0̄, 6), (2̄, 9), (0̄, 12), (2̄, 0), (0̄, 3), (2̄, 6), (0̄, 9), (2̄, 12)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 0̄) = {(1̄, 0̄), (3̄, 3̄), (1̄, 6), (3̄, 9̄), (1̄, 12), (3̄, 0), (1̄, 3), (3̄, 6), (1̄, 9), (3̄, 12)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (0̄, 1̄) = {(0̄, 1̄), (2̄, 4̄), (0̄, 7), (2̄, 10), (0̄, 13), (2̄, 1), (0̄, 4), (2̄, 7), (0̄, 10), (2̄, 13)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄) = {(1̄, 1̄), (3̄, 4̄), (1̄, 7), (3̄, 10), (1̄, 13), (3̄, 1), (1̄, 4), (3̄, 7), (1̄, 10), (3̄, 13)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (2̄, 2̄) = {(2̄, 2̄), (0̄, 5̄), (2̄, 8), (0̄, 11), (2̄, 14), (0̄, 2), (2̄, 5), (0̄, 8), (2̄, 11), (0̄, 14)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (3̄, 5̄) = {(3̄, 5̄), (1̄, 8̄), (3̄, 11), (1̄, 14), (3̄, 0), (1̄, 5), (3̄, 8), (1̄, 11), (3̄, 14), (1̄, 2)}

ดงันัÊน
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 3̄)⟩ = {⟨(2̄, 3̄)⟩ , ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 0̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (0̄, 1̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄),

⟨(2̄, 3̄)⟩+ (2̄, 2̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (3̄, 5̄)}

เนืÉองจาก gcd(4, 15) = 1 ดงันัÊน Z4 × Z15 เป็นกรุปวฎัจกัร ทาํใหไ้ดว้า่ Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 3̄)⟩ เป็นกรุปวฎัจกัร
จะเห็นวา่ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z4 × Z15 ดงันัÊน

⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 3̄)⟩

แลว้ 1 ≤ k < 6 ซึÉง gcd(k, 6) = 1 คือ k = 1, 5 ดงันัÊนตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดคือ
1 (⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ 1(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄)

5 (⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ 5(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 5̄)
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เฉลยข้อสอบ SET B
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยวิธีอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
สาํหรบัจาํนวนนบั n ใด ๆ

2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2n(2n+ 2) =
4n

3
(n+ 1)(n+ 2)

บทพิสูจน์. สาํหรบั n ∈ N กาํหนดให้ P (n) แทนประโยค

2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2n(2n+ 2) =
4n

3
(n+ 1)(n+ 2)

จะเห็นวา่ 2 · 4 = 8 =
4

3
(2)(3) =

4

3
(1 + 1)(1 + 2)− 1 ดงันัÊน P (1) เป็นจรงิ

ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจรงิ นัÉนคือ

2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2k(2k + 2) =
4k

3
(k + 1)(k + 2)

โดยสมมติฐาน จะไดว้า่

2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2k(2k + 2) + (2k + 2)(2k + 4) =
4k

3
(k + 1)(k + 2) + (2k + 2)(2k + 4)

=
4k

3
(k + 1)(k + 2) + 2(k + 1)2(k + 2)

= (k + 1)(k + 2)

[
4k

3
+ 4

]
= (k + 1)(k + 2)

[
4k + 12

3

]
= (k + 1)(k + 2)

[
4(k + 3)

3

]
=

4(k + 1)

3
(k + 2)(k + 3)

ดงันัÊน P (k + 1) เป็นจรงิ โดยอปุนยัเชิงคณิตสรุปไดว้า่
2 · 4 + 4 · 6 + 6 · 8 + · · ·+ 2n(2n+ 2) =

4n

3
(n+ 1)(n+ 2) ทกุ ๆ จาํนวนนบั n

1.2 (4 คะแนน) ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยพ์รอ้มกนั จงพิสจูนว์า่
ถา้ gcd(2a+ b, a− 2b) = 1 แลว้ gcd(a, b) = 1

บทพิสูจน์. ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูยพ์รอ้มกนั โดยทีÉ gcd(2a+ b, a− 2b) = 1

จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x และ y ซึÉง
(2a+ b)x+ (a− 2b)y = 1

ทาํใหไ้ดว่า่
1 = 2ax+ bx+ ay − 2by = a(2x+ y) + b(x− 2y)

ดงันัÊน gcd(a, b) = 1
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2. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (8 คะแนน) ให้ ∗ เป็นตวัดาํเนินการทวิภาคบน G = {1, 2, 3, 4} นิยามโดย
a ∗ b = เศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร a2b ดว้ย 5

(ก) (4 คะแนน) จงสรา้งตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินการ ∗
วธีิทาํ

∗ 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 4 3 2 1
3 4 3 2 1
4 1 2 3 4

(ข) (2 คะแนน) จงหาคา่ของ 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))
วธีิทาํ จากตารางเคยเ์ลยจ์ะไดว้า่

1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4)) = 1 ∗ (2 ∗ 1) = 1 ∗ 4 = 4 #

(ค) (2 คะแนน) จงหา k ทีÉทาํให้ k ∗ a = a ทกุ ๆ a ∈ G
แลว้ k เป็นเอกลกัษณข์อง ∗ หรอืไมเ่พราะเหตใุด
วธีิทาํ จากตารางเคยเ์ลยจ์ะไดว้า่ 1 ∗ a = a และ 4 ∗ a = a ทกุ ๆ a ∈ G ดงันัÊน k = 1, 4

เนืÉองจาก 2 ∗ 1 = 4 ̸= 2 = 1 ∗ 2 ดงันัÊน 1 ไมเ่ป็นเอกลกัษณข์อง ∗
เนืÉองจาก 1 ∗ 4 = 4 ̸= 1 = 4 ∗ 1 ดงันัÊน 4 ไมเ่ป็นเอกลกัษณข์อง ∗ #

2.2 (4 คะแนน) จงหาตวัผกผนัการคณูของ 71 ใน Z×
99

วธีิทาํ พิจารณาเมตรกิซใ์นการหา gcd(71, 99) = 1

99 1 0 R1

71 0 1 R2

28 1 −1 R3 = R1 −R2

15 −2 3 R4 = R2 − 2R3

13 3 −4 R5 = R3 −R4

2 −5 7 R6 = R4 −R5

1 33 −46 R8 = R6 − 6R7

ดงันัÊน 1 = 99(33) + 71(−46) จะไดว้า่
1̄ = 99(33) + 71(−46) = 71 · −46 = 71 · 53

ดงันัÊน 53 เป็นตวัผกผนัการคณูของ 71 ใน Z×
99
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3. (10 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = R× R∗ ดงันี Ê

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ ad, bd)

จงพิสจูนว์า่ (G, ∗) เป็นกรุป และจงตรวจสอบวา่ G เป็นกรุปอาบีเลียน หรอืไม่

บทพิสูจน์. ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R× R∗

จะไดว้า่
(a, b) ∗ [(c, d) ∗ (x, y)] = (a, b) ∗ (x+ cy, dy)

= ((x+ cy) + ady, b(dy))

= (x+ cy + ady, bdy)

= (x+ (c+ ad)y, (bd)y)

= (c+ ad, bd) ∗ (x, y)
= [(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (x, y)

ดงันัÊน ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ เนืÉองจาก
(a, b) ∗ (0, 1) = (0 + a1, b1) = (a, b) = (a+ 0b, 1b) = (0, 1) ∗ (a, b)

นัÉนคือ (0, 1) เป็นเอกลกัษณ์ สาํหรบั (a, b) ∈ R× R∗ นัÉนคือ b ̸= 0 จะไดว้า่

(a, b) ∗
(
−a

b
,
1

b

)
=

(
−a

b
+ a · 1

b
, b · 1

b

)
= (0, 1)(

−a

b
,
1

b

)
∗ (a, b) =

(
a+

(
−a

b

)
b,
1

b
· b
)

= (0, 1)

ดงันัÊน
(
1

a
,− b

a

)
เป็นตวัผกผนัของ (a, b) สรุปไดว้า่ (G, ∗) เป็นกรุป

เนืÉองจาก
(1, 2) ∗ (2, 1) = (2 + 1 · 1, 2 · 1) = (3, 2) ̸= (5, 2) = (1 + 2 · 2, 1 · 2) = (2, 1) ∗ (1, 2)

ดงันัÊน ∗ ไมมี่สมบตัิสลบัทีÉ นัÉนคือ G ไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (4 คะแนน) ให้ (G, ∗) เป็นกรุป ให้ a ∈ G จงพิสจูนว์า่
ถา้ a ∗ a = a แลว้ a = e

บทพิสูจน์. ให้ a ∈ G สมมติวา่ a ∗ a = a จะไดว้า่
a = a ∗ e = a ∗ (a ∗ a−1) = (a ∗ a) ∗ a−1 = a ∗ a−1 = e

ดงันัÊน a = e

4.2 (6 คะแนน) นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ บน G = [0, 1) ดงันี Ê

x ∗ y =

{
x+ y เมืÉอ x+ y < 1

x+ y − 1 เมืÉอ x+ y ≥ 1

(ก) (2 คะแนน) จงแสดงวา่ 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
บทพิสูจน์. ให้ a ∈ G = [0, 1) จะไดว้า่ a+ 0 = a < 1

a ∗ 0 = a+ 0 = a = 0 + a = 0 ∗ a

ดงันัÊน 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
(ข) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ 0.20 และ 0.99

วธีิทาํ เนืÉองจาก
0.20 ∗ 0.80 = (0.20 + 0.80)− 1 = 0 = (0.80 + 0.20)− 1 = 0.80 ∗ 0.20

ดงันัÊน 0.80 เป็นตวัผกผนัของ 0.20
เนืÉองจาก

0.99 ∗ 0.01 = (0.99 + 0.01)− 1 = 0 = (0.01 + 0.99)− 1 = 0.01 ∗ 0.99

ดงันัÊน 0.01 เป็นตวัผกผนัของ 0.99
(ค) (2 คะแนน) จงหาตวัผกผนัของ x ∈ G

วธีิทาํ จากการสงัเกตขอ้ (ข) จะไดว้า่ 1− x เป็นตวัผกผนัผนัของ x
บทพิสูจน์. ให้ x ∈ G = [0, 1)

กรณี x = 0 จะไดว้า่ 0 ∗ 0 = 0 + 0 = 0 ดงันัÊน 0 เป็นตวัผกผนัผนัของ 0
กรณี x ∈ (0, 1) ให้ y = 1− x จะเห็นวา่ 0 < 1− x < 1 และ x+ y = x+ (1− x) = 1 โดยทีÉ

x ∗ y = x+ y − 1 = x+ (1− x)− 1 = 0

y ∗ x = y + x− 1 = (1− x) + x− 1 = 0

ดงันัÊน 1− x เป็นตวัผกผนัผนัของ x
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5. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (6 คะแนน) ให้ α, β ∈ S6 โดยทีÉ
(2 5 6 3)α = (2 5 6 4) และ β(1 2 3 4) = (1 4 2 3)

จงหา (αβ)2021 (ตอบในรูปวฏัจกัร (cycle))
วธีิทาํ จะไดว้า่

α = (2 5 6 3)−1(2 5 6 4) = (3 6 5 2)(2 5 6 4) =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 6 3 5 4

)
= (3 6 4)

β = (1 4 2 3)(1 2 3 4)−1 = (1 4 2 3)(4 3 2 1) =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 3 1 5 6

)
= (1 2 4)

ฉะนัÊน

αβ = (3 6 4)(1 2 4) =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 6 1 5 4

)
= (1 2 3 6 4)

ดงันัÊน
(αβ)2021 = [(1 2 3 6 4)]2021

= (1 2 3 6 4)2020(1 2 3 6 4)

= [(1 2 3 6 4)5]404(1 2 3 6 4)

= (1)404(1 2 3 6 4)

= (1)(1 2 3 6 4)

= (1 2 3 6 4) #

5.2 (4 คะแนน) ใน S7 จงหา อันดับ (order) ของ α เมืÉอ
α = (1 2 3 4 5 6 7)(1 2 3 4 5 6)(1 2 3 4 5)(1 2 3 4)(1 2 3)(1 2)(1)

วธีิทาํ พิจารณา

α =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 6 5 4 3 2 1

)
= (1 7)(2 6)(3 5)

ดงันัÊน
◦(α) = ℓcm(◦((1 7)), ◦((2 6)), ◦((3 5))) = ℓcm(2, 2, 2) = 2 #
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6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา่H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ GL3(R) เมืÉอ

H =


a 0 0
0 1 0
0 0 b

 : ab = 1


วธีิทาํ ถา้ a = c = 1 แลว้ ac = 1 ดงันัÊน

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 เป็นสมาชิกในH

ให้A =

a 0 0
0 1 0
0 0 b

 และ B =

x 0 0
0 1 0
0 0 y

 เป็นสมาชิกในH นัÉนคือ ac = 1 และ xy = 1 แลว้

AB−1 =

a 0 0
0 1 0
0 0 b

x 0 0
0 1 0
0 0 y

−1

=

a 0 0
0 1 0
0 0 b

x−1 0 0
0 1 0
0 0 y−1

 =

ax−1 0 0
0 1 0
0 0 by−1


จะไดว้า่ (ax−1)(by−1) =

ab

xy
=

1

1
= 1 ดงันัÊน AB−1 ∈ H

ดงันัÊนH ≤ GL3(R)

6.2 (3 คะแนน) จงหาจาํนวนกรุปย่อยทัÊงหมดของ Z111 × Z100

วธีิทาํ เนืÉองจาก gcd(111, 100) = 1 ฉะนัÊน Z111 × Z100 เป็นกรุปวฏัจกัร
จะเห็นวา่ n = |Z111 × Z100| = 111 · 100 ดงันัÊนจาํนวนกรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z111 × Z100 เทา่กบั

τ(n) = τ(111 · 100)
= τ(3 · 37 · 22 · 52)
= τ(22 · 3 · 52 · 37)
= (2 + 1)(1 + 1)(2 + 1)(1 + 1)

= 3(2)(3)(2)

= 36 #
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7. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (7 คะแนน) จงหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมดของ Z×
50

วธีิทาํ |Z×
50| = ϕ(50) = ϕ(2 · 52) = (2− 1)(52 − 5) = 20 จะเห็นวา่
(3)1 = 3

(3)2 = 9̄

(3)3 = 27

(3)4 = 81 = 31

(3)5 = (3)(3)4 = 93 = −7

(3)6 = (3)(3)5 = −21 = 29

(3)7 = (3)(3)6 = 87 = −13

(3)8 = (3)(3)7 = −39 = 11

(3)9 = (3)(3)8 = 33 = −17

(3)10 = (3)(3)9 = −51 = −1

(3)11 = (3)(3)10 = −3 = −3

(3)12 = (3)(3)11 = −9 = −9

(3)13 = (3)(3)12 = −27 = 23

(3)14 = (3)(3)13 = 69 = 19

(3)15 = (3)(3)14 = 57 = 7

(3)16 = (3)(3)15 = 21 = 21

(3)17 = (3)(3)16 = 63 = 13

(3)18 = (3)(3)17 = 39 = −11

(3)19 = (3)(3)18 = −33 = 17

(3)20 = (3)(3)19 = 51 = 1

ดงันัÊน 3̄ เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z×
50 และ 1 ≤ k < 20 ซึÉง gcd(k, 20) = 1 ประกอบไปดว้ย

k = 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19

จะไดว้า่ตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของ Z×
50 คือ

(3̄)1 = 3̄

(3̄)3 = 27

(3̄)7 = 37

(3̄)9 = 33

(3̄)11 = 47

(3̄)13 = 23

(3̄)17 = 13

(3̄)19 = 17

7.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปจาํกดัโดยทีÉ |G| = 4

จงใชท้ฤษฎีบทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มีสมาชิกในG ทีÉมี อนัดบั (order) เทา่กบั 2
วธีิทาํ
แบบที 1
สมมติวา่ |G| = 4 และH ≤ G จากทฤษฎีบทลากรองจ์ จะไดว้า่ |H| หาร 4 ลงตวั นัÉนคือ |H| = 1, 2, 4

ดงันัÊนมีกรุปยอ่ย |H| = 2 ให้H = {e, a} โดยทีÉ a ∈ G และ a ̸= e จะไดว้า่ a2 ∈ H นัÉนคือ
a2 = a หรอื a2 = e

ในกรณี a2 = a จะไดว้า่
a = ae = a(aa−1) = (aa)a−1 = a2a−1 = aa−1 = e

ซึÉงเกิดขอ้ขดัแยง้กบั a ̸= e ดงันัÊน a2 = e นัÉนคือ ◦(a) = 2

แบบที 2
สมมติวา่ |G| = 4 ให้ a ∈ G ซึÉง a ̸= e จะไดว้า่ ⟨a⟩ เป็นกรุปยอ่ยของ G โดยทฤษฎีบทลากรองจ์ จะไดว้า่ | ⟨a⟩ | หาร
|G| ลงตวั นัÉนคือ

◦(a) = | ⟨a⟩ | = 1, 2, 4

ถา้ ◦(a) = 1 จะไดว้า่ a = e เกิดขอ้ขดัแยง้
กรณีทีÉ ◦(a) = 2 ไดต้ามทีÉตอ้งการ
กรณี ◦(a) = 4 จะไดว้า่ ⟨a⟩ = G นัÉนคือ a เป็นตวัก่อกาํเนิด ฉะนัÊน G = {e, a, a2, a3} โดยทฤษฎีบทของจาํนวนตวั
ก่อกาํเนิดจะไดว้า่ a3 (gcd(3, 4) = 1) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G ดว้ย จะเห็นวา่ a2 ̸= e ทาํใหไ้ดว้า่ ◦(a2) = 2
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8. (10 คะแนน) พิจารณากรุป Z3 × Z25

8.1 (2 คะแนน) Z3 × Z25 เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเ่พราะเหตใุด
วธีิทาํ เนืÉองจาก gcd(3, 25) = 1 ดงันัÊน Z3 × Z25 เป็นกรุปวฏัจกัร

8.2 (4 คะแนน) จงหา กรุปย่อย (subgroup) ทัÊงหมดของ Z3 × Z25

วธีิทาํ จะเห็นไดว้า่ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z3 × Z25 และ |Z3 × Z25| = 3× 25 = 75

ตวัหารของ 75 คือ 1, 3, 5, 15, 25, 75 ดงันัÊนกรุปยอ่ยของ Z3 × Z25 คือ⟨
75

1
(1̄, 1̄)

⟩
= ⟨(0̄, 0̄)⟩ = {(0̄, 0̄)}⟨

75

3
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 0)

⟩
= {(0̄, 0̄), (1̄, 0), (2̄, 0)}⟨

75

5
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 15)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 15), (0̄, 5), (0̄, 20), (0̄, 10)}⟨

75

15
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(2, 5̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (2̄, 5̄), (1̄, 10), (0̄, 15), (2̄, 20),

(1̄, 0̄), (0̄, 5̄), (2̄, 10), (1̄, 15), (0, 20),

(2̄, 0̄), (1̄, 5̄), (0̄, 10), (2̄, 15), (1̄, 20)}⟨
75

25
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 3̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 3̄), (0̄, 6̄), (0̄, 9̄), (0̄, 12),

(0̄, 15), (0̄, 18), (0̄, 21), (0̄, 24), (0̄, 2),

(0̄, 5), (0̄, 8), (0̄, 11), (0̄, 14), (0̄, 17),

(0̄, 20), (0̄, 23), (0̄, 1), (0̄, 4), (0̄, 7),

(0̄, 10), (0̄, 13), (0̄, 16), (0̄, 19), (0̄, 22)}⟨
75

75
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 1̄)

⟩
= Z3 × Z25

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรุปยอ่ยของ Z3 × Z25

วธีิทาํ เขียนแลตทิซไดด้งันี Ê
⟨(1̄, 1̄)⟩

⟨(2̄, 5̄)⟩

⟨(0̄, 3̄)⟩

⟨
(1̄, 0)

⟩
⟨
(0̄, 15)

⟩

⟨(0̄, 0̄)⟩
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9. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (6 คะแนน) ให้H เป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G และ a, b ∈ G จงพิสจูนว์า่
a−1b ∈ H ก็ตอ่เมืÉอ aH = bH

บทพิสูจน์. ให้H ≤ G และ a, b ∈ G

(→) สมมติวา่ a−1b ∈ H จะไดว้า่มี h1 ∈ H ซึÉง a−1b = h1 นัÉนคือ b = ah1 และ a = bh−1
1

ให้ x ∈ aH จะไดว้า่มี h2 ∈ H ซึÉง x = ah2 นัÉนคือ
x = (bh−1

1 )h2 = b(h−1
1 h2) ∈ bH

ดงันัÊน aH ⊆ bH

ให้ y ∈ bH จะไดว้า่มี h3 ∈ H ซึÉง y = bh3 นัÉนคือ
y = (ah1)h3 = a(h1h3) ∈ aH

ดงันัÊน bH ⊆ aH ฉะนัÊน aHa = aH

(←) สมมติวา่ aH = bH เนืÉองจาก b = be ∈ bH ดงันัÊน b ∈ aH จะไดว้า่มี h ∈ H ซึÉง b = ah นัÉนคือ
a−1b = h ∈ H

9.2 (5 คะแนน) ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จงพิสจูนว์า่
ถา้ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G แลว้ Ng = gN ทกุ ๆ g ∈ G

บทพิสูจน์. ให้N ≤ G สมมติวา่ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G

ให้ a ∈ G และ x ∈ Na จะไดว้า่มี n ∈ N ซึÉง x = na เลือก g = a−1 ∈ G นัÉนคือ
a−1x = a−1na = gng−1 ∈ g−1Ng ⊆ N

จะไดว้า่มี n1 ∈ N ซึÉง a−1x = n1 ฉะนัÊน x = an1 ∈ aN ฉะนัÊนNa ⊆ aN

ให้ y ∈ aN จะไดว้า่มี n2 ∈ N ซึÉง y = an2 นัÉนคือ
ya−1 = an2a

−1 =∈ aNa−1 ⊆ N

จะไดว้า่มี n3 ∈ N ซึÉง ya−1 = n3 ฉะนัÊน y = n3a ∈ Na ฉะนัÊนNa ⊆ aN

ดงันัÊนNg = gN
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10. (10 คะแนน) จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหาร (quotient group)
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 5̄)⟩

พรอ้มหา ตัวก่อกาํเนิด (generator) ทัÊงหมด
วธีิทาํ พิจารณา

[Z4 × Z15 : ⟨(2̄, 5̄)⟩] =
4 · 15
◦((2̄, 5̄))

=
60

ℓcm(2, 3) =
60

6
= 10

และ ⟨(2̄, 5̄)⟩ = {(0̄, 0̄), (2̄, 5̄), (0̄, 10), (2̄, 0̄), (0̄, 5̄), (2̄, 10)} แลว้
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (0̄, 0̄) = {(0̄, 0̄), (2̄, 5̄), (0̄, 10), (2̄, 0̄), (0̄, 5̄), (2̄, 10)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 0̄) = {(1̄, 0̄), (3̄, 5̄), (1̄, 10), (3̄, 0̄), (1̄, 5̄), (3̄, 10)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (0̄, 1̄) = {(0̄, 1̄), (2̄, 6̄), (0̄, 11), (2̄, 1̄), (0̄, 6̄), (2̄, 11)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄) = {(1̄, 1̄), (3̄, 6̄), (1̄, 11), (3̄, 1̄), (1̄, 6̄), (3̄, 11)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 2̄) = {(1̄, 2̄), (3̄, 7̄), (1̄, 12), (3̄, 2̄), (1̄, 7̄), (3̄, 12)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 2̄) = {(2̄, 2̄), (0̄, 7̄), (2̄, 12), (0̄, 2̄), (2̄, 7̄), (0̄, 12)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 3̄) = {(2̄, 3̄), (0̄, 8̄), (2̄, 13), (0̄, 3̄), (2̄, 8̄), (0̄, 13)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 4̄) = {(1̄, 4̄), (3̄, 9̄), (1̄, 14), (3̄, 4̄), (1̄, 9̄), (3̄, 14)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 4̄) = {(2̄, 4̄), (0̄, 9̄), (2̄, 14), (0̄, 4̄), (2̄, 9̄), (0̄, 14)}
⟨(2̄, 5̄)⟩+ (3̄, 3̄) = {(3̄, 3̄), (1̄, 8̄), (3̄, 13), (1̄, 3̄), (3̄, 8̄), (1̄, 13)}

ดงันัÊน
Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 5̄)⟩ = {⟨(2̄, 5̄)⟩ , ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 0̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (0̄, 1̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 2̄)

⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 2̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 3̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 4̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (2̄, 4̄), ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (3̄, 3̄)}

เนืÉองจาก gcd(4, 15) = 1 ดงันัÊน Z4 × Z15 เป็นกรุปวฎัจกัร ทาํใหไ้ดว้า่ Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 5̄)⟩ เป็นกรุปวฎัจกัร
จะเห็นวา่ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z4 × Z15 ดงันัÊน

⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄) เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z4 × Z15/ ⟨(2̄, 5̄)⟩

แลว้ 1 ≤ k < 10 ซึÉง gcd(k, 10) = 1 คือ k = 1, 3, 7, 9 ดงันัÊนตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดคือ
1 (⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ 1(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄)

3 (⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ 3(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (3̄, 3̄)

7 (⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ 7(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (3̄, 7̄)

9 (⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 1̄)) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ 9(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 5̄)⟩+ (1̄, 9̄)
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