
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

ข้อสอบกลางภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศึกษา 2564
ชืÉอวิชา แคลคลูสั ๑ Calculus 1
รหสัวิชา MAC1302
วนัเวลาสอบ วนัอาทิตย์ ทีÉ 5 กนัยายน 2564 เวลา 9:00 - 12:00
สถานทีÉสอบ หอ้งเรยีนออนไลน์ (โปรแกรม Zoom)
ผูส้อน ผูช้่วยศาสตรจารย์ ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 25%
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ข้อสอบ SET A
1. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) lim
x→0

(x+
√
2)4 − 4

(x− 1)3 + 1

1.2 (5 คะแนน) lim
x→−2

√√
2− x+ 2− 2

x+ 2

2. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) lim

x→0

cos 2x− cosx
sin2 2x− x2

2.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

e−x sin(ex)

3. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (6 คะแนน) จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(√
x2 −

√
x2 + 2x

)
3.2 (6 คะแนน) ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั กาํหนดให้

f(x) =

{
ax2 + 3x เมืÉอ |x| ≤ 1

x2 − bx เมืÉอ |x| > 1

ถา้ f หาอนุพนัธไ์ด้ทีÉ x = 1 จงหาคา่ของ a และ b

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = 3

√
x+ 1 โดยใชบ้ทนิยาม

4.2 (5 คะแนน) ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทีÉ

f (1 + xg(x)) =
1

(e+ 1)arctanx

จงหา f ′(1) เมืÉอ g(0) = 1
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5. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ f(x) = xex จงหาคา่ของ f (2564)(−2564)

5.2 (6 คะแนน) ให้ y = x(arcsinx)
1
x จงหา dy

dx
ขณะ x =

1

2

6. (7 คะแนน) จงประมาณคา่ของ 1√
3.99

โดยใชค่้าเชิงอนุพนัธ์

7. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
7.1 (5 คะแนน) จงหาสมการเส้นสัมผัสของกราฟ

x2 + xy
√

1 + xy = x sec2 y

ทีÉจดุ (1, 0)

7.2 (5 คะแนน) นาํลวดยาว 100 ฟตุ ขดเป็นรูปเซกเตอร์ (sector) โดยมีพื ÊนทีÉมากสดุ เมืÉอรศัมี
เทา่ใด

8. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

8.1 (5 คะแนน) บา้นนาย ก อยู่รมิแมน่ํÊา เมืÉอนาย ก ยืนอยู่อีกฝากหนึÉงของแมน่ํÊาซึÉงตรงขา้มกบั
บา้นของเขาโดยมีระยะหา่ง 12 เมตร เขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊาดว้ยความเรว็ 10 เมตร
ตอ่นาที จงหาอตัราการเปลีÉยนแปลงของมมุเงยทีÉเขามองเห็นบา้นขณะเดินไปได้ 4 เมตร

8.2 (5 คะแนน) หากคณุกาํลงัเตรยีมสอนเนื Êอหาแคลคลูสัเบื Êองตน้สาํหรบันกัเรยีนชัÊน ม.6 และได้
อา่นตาํราเกีÉยวกบับทนิยามของอนพุนัธข์องฟังกช์นั f จากหนงัสือ 2 เลม่ โดยทีÉ
หนังสือเล่มทีÉ 1 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

หนังสือเล่มทีÉ 2 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x)− f(x− h)

h

คณุคิดวา่นิยามทัÊงสองแตกตา่งกนัหรอืไมเ่พราะเหตใุด จงใหเ้หตผุลประกอบ
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9. (15 คะแนน) จงร่างกราฟ f(x) =
ex

x− 1
และวิเคราะหก์ราฟโดยเติมคาํตอบลงในตารางใหถ้กูตอ้ง (ถา้ชอ่งใดไมมี่องคป์ระกอบดงักลา่วให้
เติมคาํวา่ ไม่ม)ี จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

โดเมน
จดุตดัแกน X และแกน Y
สมการเสน้กาํกบัแนวยืน
สมการเสน้กาํกบัแนวนอน
สมการเสน้กาํกบัแนวเอียง
จดุวิกฤต
จดุเปลีÉยนเวา้
จดุสงูสดุสมัพทัธ์
จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์
f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนชว่ง
f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง
f มีความเวา้อยูบ่น บนช่วง
f มีความเวา้อยูล่า่ง บนช่วง

10. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) lim
x→0

sec2 x− 1

x tan x+ x2

10.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)x−1
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ข้อสอบ SET B
1. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) lim
x→0

(x
√
2 + 1)4 − 1

(x− 1)3 + 1

1.2 (5 คะแนน) lim
x→−3

√√
1− x+ 2− 2

x+ 3

2. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) lim

x→0

cosx− cos 2x
sin2 x− 2x2

2.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

e−x cos(ex)

3. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 6 คะแนน) จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(√
x2 − 2x−

√
x2
)

3.2 (6 คะแนน) ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั กาํหนดให้

f(x) =

{
ax3 + 2x เมืÉอ |x| ≤ 1

x3 − bx เมืÉอ |x| > 1

ถา้ f หาอนุพนัธไ์ด้ทีÉ x = 1 จงหาคา่ของ a และ b

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = 3

√
x− 1 โดยใชบ้ทนิยาม

4.2 (5 คะแนน) ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทีÉ

f (1− xg(x)) =
1

(e− 1)arctanx

จงหา f ′(1) เมืÉอ g(0) = 1
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5. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ f(x) = xe−x จงหาคา่ของ f (2021)(2021)

5.2 (6 คะแนน) ให้ y = x(ex + x)x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

6. (7 คะแนน) จงประมาณคา่ของ 1√
4.01

โดยใชค่้าเชิงอนุพนัธ์

7. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
7.1 (5 คะแนน) จงหาสมการเส้นสัมผัสของกราฟ

lnx+ x
√
1 + xy = x tan2 y + x3

ทีÉจดุ (1, 0)

7.2 (5 คะแนน) นาํลวดยาว 100 ฟตุ ขดเป็นรูปเซกเตอร์ (sector) โดยมีพื ÊนทีÉมากสดุ เมืÉอมมุทีÉ
ศนูยก์ลางมีคา่กีÉเรเดียน

8. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

8.1 (5 คะแนน) บา้นนาย ก อยู่รมิแมน่ํÊา เมืÉอนาย ก ยืนอยู่อีกฝากหนึÉงของแมน่ํÊาซึÉงตรงขา้มกบั
บา้นของเขาโดยมีระยะหา่ง 12 เมตร เขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊาดว้ยความเรว็ 10 เมตร
ตอ่นาที นาย ก เคลืÉอนทีÉออกจากบา้นดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ขณะเขาเดินไปได้ 16 เมตร

8.2 (5 คะแนน) หากคณุกาํลงัเตรยีมสอนเนื Êอหาแคลคลูสัเบื Êองตน้สาํหรบันกัเรยีนชัÊน ม.6 และได้
อา่นตาํราเกีÉยวกบับทนิยามของอนพุนัธข์องฟังกช์นั f จากหนงัสือ 2 เลม่ โดยทีÉ
หนังสือเล่มทีÉ 1 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

หนังสือเล่มทีÉ 2 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x)− f(x− h)

h

คณุคิดวา่นิยามทัÊงสองแตกตา่งกนัหรอืไมเ่พราะเหตใุด จงใหเ้หตผุลประกอบ
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9. (15 คะแนน) จงร่างกราฟ f(x) =
ex

x+ 1
และวิเคราะหก์ราฟโดยเติมคาํตอบลงในตารางใหถ้กูตอ้ง (ถา้ชอ่งใดไมมี่องคป์ระกอบดงักลา่วให้
เติมคาํวา่ ไม่ม)ี จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

โดเมน
จดุตดัแกน X และแกน Y
สมการเสน้กาํกบัแนวยืน
สมการเสน้กาํกบัแนวนอน
สมการเสน้กาํกบัแนวเอียง
จดุวิกฤต
จดุเปลีÉยนเวา้
จดุสงูสดุสมัพทัธ์
จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์
f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนชว่ง
f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง
f มีความเวา้อยูบ่น บนช่วง
f มีความเวา้อยูล่า่ง บนช่วง

10. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) lim
x→0

cos2 x− 1

x tan x− x3

10.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)2x−10
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มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

เฉลยข้อสอบกลางภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศึกษา 2564
ชืÉอวิชา แคลคลูสั ๑ Calculus 1
รหสัวิชา MAC1302
วนัเวลาสอบ วนัอาทิตย์ ทีÉ 5 กนัยายน 2564 เวลา 9:00 - 12:00
สถานทีÉสอบ หอ้งเรยีนออนไลน์ (โปรแกรม Zoom)
ผูส้อน ผูช้่วยศาสตรจารย์ ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 25%
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เฉลยข้อสอบ SET A
1. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) lim
x→0

(x+
√
2)4 − 4

(x− 1)3 + 1

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0
จะไดว้า่

lim
x→0

(x+
√
2)4 − 4

(x− 1)3 + 1
= lim

x→0

[(x+
√
2)2 − 2][(x+

√
2)2 + 2]

[(x− 1) + 1][(x− 1)2 − (x− 1)1 + 12]

= lim
x→0

[(x2 + 2x
√
2 + 2)− 2][(x2 + 2x

√
2 + 2) + 2]

x[(x2 − 2x+ 1)− (x− 1) + 1]

= lim
x→0

[x2 + 2x
√
2][x2 + 2x

√
2 + 4]

x[x2 − 3x+ 3]

= lim
x→0

x[x+ 2
√
2][x2 + 2x

√
2 + 4]

x[x2 − 3x+ 3]

= lim
x→0

[x+ 2
√
2][x2 + 2x

√
2 + 4]

[x2 − 3x+ 3]

=
2
√
2(4)

3
=

8
√
2

3
#

1.2 (5 คะแนน) lim
x→−2

√√
2− x+ 2− 2

x+ 2

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0
จะไดว้า่

lim
x→−2

√√
2− x+ 2− 2

x+ 2
= lim

x→−2

√√
2− x+ 2− 2

x+ 2
·
√√

2− x+ 2 + 2√√
2− x+ 2 + 2

= lim
x→−2

(
√√

2− x+ 2)2 − 22

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)

= lim
x→−2

(
√
2− x+ 2)− 4

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)

= lim
x→−2

√
2− x− 2

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)

= lim
x→−2

√
2− x− 2

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)
·
√
2− x+ 2√
2− x+ 2

= lim
x→−2

(
√
2− x)2 − 22

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)(
√
2− x+ 2)

= lim
x→−2

(2− x)− 4

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)(
√
2− x+ 2)

= lim
x→−2

−(x+ 2)

(x+ 2)(
√√

2− x+ 2 + 2)(
√
2− x+ 2)

= lim
x→−2

−1

(
√√

2− x+ 2 + 2)(
√
2− x+ 2)

=
−1

(2 + 2)(2 + 2)
= − 1

16
#
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2. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) lim
x→0

cos 2x− cosx
sin2 2x− x2

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0
วธีิทีÉ 1 เปลีÉยนผลบวกเป็นผลคูณ จะไดว้า่

lim
x→0

cos 2x− cosx
sin2 2x− x2

= lim
x→0

−2 sin
(
3x
2

)
sin

(
x
2

)
x2

(
sin2 2x

x2 − 1
)

= lim
x→0

−2 sin
(
3x
2

)
sin

(
x
2

)
x2

(
4 sin2 2x

4x2 − 1
)

= lim
x→0

−2 · sin( 3x
2 )

x · sin(x
2 )

x

4
( sin 2x

2x

)2 − 1

= lim
x→0

−2 · sin( 3x
2 )

2
3
· 3x
2

· sin(x
2 )

2·x
2

4
( sin 2x

2x

)2 − 1

= lim
x→0

−3

(
sin( 3x

2 )
3x
2

)
· 1
2 ·

(
sin(x

2 )
x
2

)
4
( sin 2x

2x

)2 − 1

=
−3 · 1 · 1

2 · 1
4 · 12 − 1

= −1

2
#

วธีิทีÉ 2 ใช้สังยุค จะไดว้า่

lim
x→0

cos 2x− cosx
sin2 2x− x2

= lim
x→0

cos 2x− cosx
sin2 2x− x2

· cos 2x+ cosx
cos 2x+ cosx

= lim
x→0

cos2 2x− cos2 x
(sin2 2x− x2)(cos 2x+ cosx)

= lim
x→0

(1− sin2 2x)− (1− sin2 x)

(sin2 2x− x2)(cos 2x+ cosx)

= lim
x→0

sin2 x− sin2 2x

(sin2 2x− x2)(cos 2x+ cos 2x)

= lim
x→0

x2( sin2 x
x2 − sin2 2x

x2 )

x2( sin2 2x
x2 − 1)(cos 2x+ cosx)

= lim
x→0

( sinx
x

)2 − 4
( sin 2x

2x

)2((
4 sin 2x

2x

)2 − 1
)
(cos 2x+ cosx)

=
12 − 4 · 12

(4 · 12 − 1)(1 + 1)
= −1

2
#

2.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

e−x sin(ex)

วธีิทาํ เนืÉองจาก
−1 ≤ sin (ex) ≤ 1 ทกุ ๆ x ∈ R

จะไดว้า่ e−x > 0 เมืÉอ x ∈ R ดงันัÊน
−e−x ≤ e−x sin (ex) ≤ e−x

เนืÉองจาก lim
x→∞

−e−x = lim
x→∞

− 1

ex
= 0 และ lim

x→∞
e−x = lim

x→∞

1

ex
= 0

โดยทฤษฎีบทประกบ (Squeez theorem) จะไดว้า่
lim
x→∞

e−x sin(ex) = 0
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3. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (6 คะแนน) จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(√
x2 −

√
x2 + 2x

)
วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→−∞

(√
x2 −

√
x2 + 2x

)
= lim

x→−∞

(√
x2 −

√
x2 + 2x

)
·
√
x2 +

√
x2 + 2x√

x2 +
√
x2 + 2x

= lim
x→−∞

(
√
x2)2 − (

√
x2 + 2x)2√

x2 +
√
x2 + 2x

= lim
x→−∞

x2 − (x2 + 2x)

|x|+
√

x2(1 + 2
x)

= lim
x→−∞

−2x

−x+
√
x2

√
1 + 2

x

= lim
x→−∞

−2x

−x+ |x|
√

1 + 2
x

= lim
x→−∞

−2x

−x− x
√

1 + 2
x

= lim
x→−∞

−2x

−x
(
1 +

√
1 + 2

x

)
= lim

x→−∞

2

1 +
√

1 + 2
x

=
2

1 +
√
1 + 0

= 1 #

3.2 (6 คะแนน) ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั กาํหนดให้

f(x) =

{
ax2 + 3x เมืÉอ |x| ≤ 1

x2 − bx เมืÉอ |x| > 1

ถา้ f หาอนุพนัธไ์ด้ทีÉ x = 1 จงหาคา่ของ a และ b
วธีิทาํ เนืÉองจาก f หาอนพุนัธไ์ดที้É x = 1 จะไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ x = 1 นัÉนคือ

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x)

lim
x→1+

(x2 − bx) = lim
x→1−

(ax2 + 3x)

1− b = a+ 3

a+ b = −2 ...(1)

จะเห็นวา่
f ′(x) =

{
2ax+ 3 เมืÉอ |x| ≤ 1

2x− b เมืÉอ |x| > 1

นัÉนคือ f ′(1+) = f ′(1−) หรอื
2a(1) + 3 = 2(1)− b

2a+ b = −1 ...(2)

จาก (1) และ (2) จะไดว้า่ a = 1 และ b = −3 #

11



4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (5 คะแนน) จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = 3
√
x+ 1 โดยใชบ้ทนิยาม

วธีิทาํ จากบทนิยาม จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

3
√
x+ h+ 1− 3

√
x+ 1

h

= lim
h→0

3
√
x+ h+ 1− 3

√
x+ 1

h
· (

3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

( 3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

= lim
h→0

( 3
√
x+ h+ 1)3 − ( 3

√
x+ 1)3

h
[
( 3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

]
= lim

h→0

(x+ h+ 1)− (x+ 1)

h
[
( 3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

]
= lim

h→0

h

h
[
( 3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

]
= lim

h→0

1

( 3
√
x+ h+ 1)2 + 3

√
x+ h+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

=
1

( 3
√
x+ 1)2 + 3

√
x+ 1 3

√
x+ 1 + ( 3

√
x+ 1)2

=
1

3( 3
√
x+ 1)2

#

4.2 (5 คะแนน) ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทีÉ

f (1 + xg(x)) =
1

(e+ 1)arctanx

จงหา f ′(1) เมืÉอ g(0) = 1

วธีิทาํ พิจารณา
f (1 + xg(x)) = (e+ 1)− arctanx

d

dx
f (1 + xg(x)) =

d

dx
(e+ 1)− arctanx

f ′(1 + xg(x)) · d

dx
(1 + xg(x)) = (e+ 1)− arctanx ln(e+ 1) · d

dx
(− arctanx)

f ′(1 + xg(x)) · (g(x) + xg′(x)) = (e+ 1)− arctanx ln(e+ 1) ·
(
− 1

1 + x2

)
เมืÉอแทน x = 0 และ g(0) = 1 จะไดว้า่

f ′(1 + 0) · (g(0) + 0) = (e+ 1)0 ln(e+ 1) ·
(
− 1

1 + 0

)
f ′(1 + 0) · (1) = ln(e+ 1) · (−1)

f ′(1) = − ln(e+ 1) #
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5. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ f(x) = xex จงหาคา่ของ f (2564)(−2564)

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = xex + ex

f ′′(x) = (xex + ex) + ex = xex + 2ex

f ′′′(x) = (xex + ex) + 2ex = xex + 3ex

f (4)(x) = (xex + ex) + 3ex = xex + 4ex

...
f (2564)(x) = xex + 2564ex

ดงันัÊน
f (2564)(−2564) = −2564e−2564 + 2564e−2564 = 0 #

5.2 (6 คะแนน) ให้ y = x(arcsinx)
1
x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

2

วธีิทาํ พิจารณา
ln y = lnx(arcsinx)

1
x

= lnx+ ln(arcsinx)
1
x

= lnx+
1

x
ln(arcsinx)

= lnx+ x−1 · ln(arcsinx)

d

dx
ln y =

d

dx
lnx+

d

dx
x−1 · ln(arcsinx) + x−1 d

dx
ln(arcsinx)

1

y

dy

dx
=

1

x
− x−2 · ln(arcsinx) + x−1 · 1

arcsinx

d

dx
arcsinx

1

y

dy

dx
=

1

x
− 1

x2
· ln(arcsinx) +

1

x arcsinx

1√
1− x2

dy

dx
= y

[
1

x
− ln(arcsinx)

x2
+

1

x
√
1− x2 arcsinx

]
= x(arcsinx)

1
x

[
1

x
− ln(arcsinx)

x2
+

1

x
√
1− x2 arcsinx

]

เมืÉอแทน x = 1
2 จะไดว้า่

dy

dx
=

1

2
(arcsin 1

2
)2

2− ln(arcsin 1
2)

1
4

+
1

1
2

√
1− 1

4 arcsin 1
2


=

1

2

(π
6

)2
[
2− 4 ln(π

6
) +

2
√
3
2

π
6

]

=
π2

72

[
2− 4 ln(π

6
) +

24

π
√
3

]
#
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6. (7 คะแนน) จงประมาณคา่ของ 1√
3.99

โดยใชค่้าเชิงอนุพนัธ์

วธีิทาํ ให้ f(x) = 1√
x
จะไดว้า่ f ′(x) = −1

2
x−

3
2

พิจารณา x = 4 และ∆x = −0.01 จาก
f(x+∆x) ≈ f(x) + f(x)∆x

จะไดว้า่
1√
3.99

= f(3.99)

≈ f(4) + f ′(4) · (−0.01)

=
1√
4
− 1

2
4−

3
2 · (−0.01)

=
1

2
+

1

2
· 2−3 · (0.01)

=
1

2
+

0.01

16

=
801

1600
= 0.500625 #
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7. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (5 คะแนน) จงหาสมการเส้นสัมผัสของกราฟ
x2 + xy

√
1 + xy = x sec2 y

ทีÉจดุ (1, 0)

วธีิทาํ หาความชนัโดยพิจารณา
(x2 + xy

√
1 + xy)′ = (x sec2 y)′

(x2)′ + (xy)′
√

1 + xy + xy(
√

1 + xy)′ = x(sec2 y)′ + x′(sec2 y)

2x+ (xy′ + y)
√

1 + xy + xy · 1
2
(1 + xy)−

1
2 )(1 + xy)′ = x(2 sec y) sec y tan y · y′ + 1(sec2 y)

2x+ (xy′ + y)
√
1 + xy + xy · 1

2
√
1 + xy

(xy′ + y) = 2x sec2 y tan y · y′ + sec2 y

แทน x = 1 และ y = 0 จะไดว้า่
2 + (y′ + 0)

√
1 + 0 = 0 + 1

y′ = −1

ดงันัÊนสมการเสน้สมัผสัทีÉจดุ (1, 0) มีความชนัเทา่กบั −1 คือ y − 0 = −1(x− 1) หรอื y = −x+ 1 #

7.2 (5 คะแนน) นาํลวดยาว 100 ฟตุ ขดเป็นรูปเซกเตอร์ (sector) โดยมีพื ÊนทีÉมากสดุ เมืÉอรศัมีเทา่ใด
วธีิทาํ ให้ r เป็นรศัมีของวงกลม และ L เป็นสว่นความยาวของเสน้โคง้ของรูปเซกเตอร์
และ θ เป็นมมุของรูปเซกเตอรใ์นหนว่ยเรเดียน ดงันัÊน L = rθ

L

r

r

θ

จากทีÉโจทยก์าํหนดจะไดว้า่ 2r + L = 2r + rθ = 100 นัÉนคือ rθ = 100− 2r ให้A เป็นพื Êนของรูปเซกเตอร์ ดงันัÊน

A =
1

2
r2θ =

1

2
r(rθ) =

1

2
r(100− 2r) = 50r − r2

ฉะนัÊน
A′(r) = 50− 2r

ดงันัÊน r = 25 เป็นจดุวิกฤต เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมายอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง

25

−+

จะไดว้า่ r = 25 เป็นจดุสงูสดุของฟังกช์นั A

สรุปไดว้า่รูปเซกเตอรนี์ Êมีรศัมีเทา่กบั 25 ฟตุ จะใหรู้ปเซกเตอรมี์พื ÊนทีÉมากสดุ #
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8. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

8.1 (5 คะแนน) บา้นนาย ก อยู่รมิแมน่ํÊา เมืÉอนาย ก ยืนอยู่อีกฝากหนึÉงของแมน่ํÊาซึÉงตรงขา้มกบับา้นของเขาโดยมีระยะหา่ง 12
เมตร เขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊาดว้ยความเรว็ 10 เมตรตอ่นาที จงหาอตัราการเปลีÉยนแปลงของมมุเงยทีÉเขามองเห็น
บา้นขณะเดินไปได้ 4 เมตร
วธีิทาํ ให้ x เป็นระยะทางทีÉเขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊา และ θ เป็นมมุเงยทีÉเขามองเห็นบา้น

12

x

θ

บา้น

นาย ก

จากรูป tan θ =
12

x
= 12x−1

d

dt
tan θ =

d

dt
12x−1

sec2 θ · dθ
dt

= 12(−x−2)
dx

dt
dθ

dt
= − 12

x2 sec2 θ
dx

dt
= − 12

x2(1 + tan2 θ)

dx

dt

ขณะทีÉ x = 4 และ dx

dt
= 10 จะไดว้า่ tan θ =

12

3
= 3 และ

dθ

dt
= − 12

42(1 + 32)
(10) = −3

4
= −0.75

ดงันัÊนขณะนาย ก เดินไปได้ 4 เมตร อตัราการเปลีÉยนแปลงของมมุเงยทีÉเขามองเห็นบา้นจะลดลงดว้ยอตัรา 0.75 เรเดียน
ตอ่นาที #

8.2 (5 คะแนน) หากคณุกาํลงัเตรยีมสอนเนื Êอหาแคลคลูสัเบื Êองตน้สาํหรบันกัเรยีนชัÊน ม.6 และไดอ้า่นตาํราเกีÉยวกบับทนิยาม
ของอนพุนัธข์องฟังกช์นั f จากหนงัสือ 2 เลม่ โดยทีÉ
หนังสือเล่มทีÉ 1 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

หนังสือเล่มทีÉ 2 นิยามวา่
f ′(x) = lim

h→0

f(x)− f(x− h)

h

คณุคิดวา่นิยามทัÊงสองแตกตา่งกนัหรอืไมเ่พราะเหตใุด จงใหเ้หตผุลประกอบ

วธีิทาํ ไมแ่ตกตา่งกนั พิจารณาโดยการแทนตวัแปร h ดว้ย −hในนิยาม 2 จะไดว้า่

f ′(x) = lim
−h→0

f(x)− f(x− (−h))

−h

= lim
h→0

f(x)− f(x+ h))

−h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
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9. (15 คะแนน) จงร่างกราฟ f(x) =
ex

x− 1
และวิเคราะหก์ราฟโดยเติมคาํตอบลงในตารางใหถ้กูตอ้ง (ถา้ชอ่งใดไมมี่องคป์ระกอบดงักลา่วใหเ้ติมคาํวา่ ไม่ม)ี จงแสดงวิธีทาํ
โดยละเอียด

โดเมน R− {1}

จดุตดัแกน X และแกน Y (0,−1)

สมการเสน้กาํกบัแนวยืน x = 1

สมการเสน้กาํกบัแนวนอน y = 0

สมการเสน้กาํกบัแนวเอียง ไมมี่
จดุวิกฤต (2, e2)

จดุเปลีÉยนเวา้ ไมมี่
จดุสงูสดุสมัพทัธ์ ไมมี่
จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์ (2, e2)

f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง (2,∞)

f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง (−∞, 1), (1, 2)

f มีความเวา้อยูบ่น บนชว่ง (1,∞)

f มีความเวา้อยูล่า่ง บนชว่ง (−∞, 1)

วธีิทาํ 1. โดเมนของ f คือ R− {1} จะเห็นวา่ x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืÉองจาก

lim
x→1+

ex

x− 1
= ∞ และ lim

x→1−

ex

x− 1
= −∞

จาก

lim
x→∞

ex

x− 1
= ∞ และ lim

x→−∞

ex

x− 1
= 0

จะไดว้า่ y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
2. จะเห็นวา่ y ̸= 0 ไมมี่จดุตดัแกน X สาํหรบั x = 0 จะไดว้า่ y = −1 นัÉนคือ จดุตดัแกน Y คือ (0,−1)
3. พิจารณา

f ′(x) =
(x− 1)ex − ex(1)

(x− 1)2
=

ex(x− 2)

(x− 1)2

ดงันัÊน x = 2 เป็นจดุวิกฤต จะได้ f(2) = e2 ≈ 7.4 เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−−

1 2

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (2,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞, 1), (1, 2)
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4. พิจารณา

f ′′(x) =
(x− 1)2[(x− 2)ex + ex(1)]− (x− 2)ex2(x− 1)(1)

(x− 1)4

=
(x− 1)2ex(x− 1)− 2ex(x− 2)(x− 1)

(x− 1)4

=
ex(x− 1)[(x− 1)2 − 2(x− 2)]

(x− 1)4

=
ex[(x2 − 2x+ 1)− 2x+ 4]

(x− 1)3

=
ex[(x2 − 4x+ 4) + 1]

(x− 1)3

=
ex[(x− 2)2 + 1]

(x− 1)3

เนืÉองจาก (x− 2)2 + 1 ̸= 0 ดงันัÊนไมมี่เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−

1

f มีความเวา้อยูบ่นบน (1,∞) และความเวา้อยูล่า่งบน (∞, 1)

5. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

1 2

y′ − − +

y′′ − + +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้อยูล่า่ง

x = 1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้อยูบ่น

f(2) = e2

จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้อยูบ่น
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นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

−15

−10

−5

5

10

15

y = 0

x = 1
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10. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) lim
x→0

sec2 x− 1

x tanx+ x2

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ 0

0

lim
x→0

sec2 x− 1

x tanx+ x2
= lim

x→0

(sec2 x− 1)′

(x tanx+ x2)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→0

2(secx) secx tanx

tanx+ x sec2 x+ 2x

= lim
x→0

2 sec2 x tanx

tanx+ x sec2 x+ 2x
I.F.

0

0

= lim
x→0

(2 sec2 x tanx)′

(tanx+ x sec2 x+ 2x)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→0

4 secx(secx tanx) tanx+ 2 sec2 x sec2 x
sec2 x+ sec2 x+ 2x secx(secx tanx) + 2

=
0 + 2

1 + 1 + 0 + 2
=

1

2
#

10.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)x−1

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.00 ให้ y =
(
ex

−1 − 1
)x−1

จะไดว้า่

ln y = x−1 ln
(
ex

−1 − 1
)
=

ln
(
ex

−1 − 1
)

x

lim
x→∞

ln y = lim
x→∞

ln
(
ex

−1 − 1
)

x
I.F.

∞
∞

ln
(

lim
x→∞

y
)
= lim

x→∞

(
ln

(
ex

−1 − 1
))′

(x)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→∞

1

ex−1−1
· ex−1

(x−1)′

1

= lim
x→∞

1

ex−1 − 1
· ex−1

(−x−2)

= lim
x→∞

−x−2ex
−1

ex−1 − 1
I.F.

0

0

= lim
x→∞

(−x−2ex
−1
)′

(ex−1 − 1)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→∞

2x−3ex
−1 − x−2ex

−1 · (−x−2)

ex−1(−x−2)

= lim
x→∞

x−2ex
−1
[2x−1 + x−2]

−x−2ex−1

= lim
x→∞

−[2x−1 + x−2] = 0

lim
x→∞

y = e0 = 1

ดงันัÊน
lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)x−1

= 1 #
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เฉลยข้อสอบ SET B
1. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) lim
x→0

(x
√
2 + 1)4 − 1

(x− 1)3 + 1

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0
จะไดว้า่

lim
x→0

(x
√
2 + 1)4 − 1

(x− 1)3 + 1
= lim

x→0

[(x
√
2 + 1)2 − 1][(x

√
2 + 1)2 + 1]

[(x− 1) + 1][(x− 1)2 − (x− 1)1 + 12]

= lim
x→0

[(2x2 + 2x
√
2 + 1)− 1][(2x2 + 2x

√
2 + 1) + 1]

x[(x2 − 2x+ 1)− (x− 1) + 1]

= lim
x→0

[2x2 + 2x
√
2][2x2 + 2x

√
2 + 2]

x[x2 − 3x+ 3]

= lim
x→0

x[2x+ 2
√
2][2x2 + 2x

√
2 + 2]

x[x2 − 3x+ 3]

= lim
x→0

[2x+ 2
√
2][2x2 + 2x

√
2 + 2]

[x2 − 3x+ 3]

=
2
√
2(2)

3
=

4
√
2

3
#

1.2 (5 คะแนน) lim
x→−3

√√
1− x+ 2− 2

x+ 3

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0
จะไดว้า่

lim
x→−3

√√
1− x+ 2− 2

x+ 3
= lim

x→−3

√√
1− x+ 2− 2

x+ 3
·
√√

1− x+ 2 + 2√√
1− x+ 2 + 2

= lim
x→−3

(
√√

1− x+ 2)2 − 22

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)

= lim
x→−3

(
√
1− x+ 2)− 4

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)

= lim
x→−3

√
1− x− 2

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)

= lim
x→−3

√
1− x− 2

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)
·
√
1− x+ 2√
1− x+ 2

= lim
x→−3

(
√
1− x)2 − 22

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)(
√
1− x+ 2)

= lim
x→−3

(1− x)− 4

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)(
√
1− x+ 2)

= lim
x→−3

−(x+ 3)

(x+ 3)(
√√

1− x+ 2 + 2)(
√
1− x+ 2)

= lim
x→−3

−1

(
√√

1− x+ 2 + 2)(
√
1− x+ 2)

=
−1

(2 + 2)(2 + 2)
= − 1

16
#
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2. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (โดยไม่ใช้หลักเกณฑล์อปีตาล) แสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) lim
x→0

cosx− cos 2x
sin2 x− 2x2

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F. 0
0

วธีิทีÉ 1 เปลีÉยนผลบวกเป็นผลคูณ จะไดว้า่

lim
x→0

cosx− cos 2x
sin2 x− 2x2

= lim
x→0

−2 sin
(
3x
2

)
sin

(
−x

2

)
x2

(
sin2 x
x2 − 2

)
= lim

x→0

2 sin
(
3x
2

)
sin

(
x
2

)
x2

(
sin2 x
x2 − 2

)
= lim

x→0

2 · sin( 3x
2 )

x · sin(x
2 )

x( sinx
x

)2 − 2

= lim
x→0

2 · sin( 3x
2 )

2
3
· 3x
2

· sin(x
2 )

2·x
2( sinx

x

)2 − 2

= lim
x→0

3

(
sin( 3x

2 )
3x
2

)
· 1
2 ·

(
sin(x

2 )
x
2

)
( sinx

x

)2 − 2

=
3 · 1 · 1

2 · 1
12 − 2

= −3

2
#

วธีิทีÉ 2 ใช้สังยุค จะไดว้า่

lim
x→0

cosx− cos 2x
sin2 x− 2x2

= lim
x→0

cosx− cos 2x
sin2 x− 2x2

· cosx+ cos 2x
cosx+ cos 2x

= lim
x→0

cos2 x− cos2 2x
(sin2 x− 2x2)(cosx+ cos 2x)

= lim
x→0

(1− sin2 x)− (1− sin2 2x)

(sin2 x− 2x2)(cosx+ cos 2x)

= lim
x→0

sin2 2x− sin2 x

(sin2 x− 2x2)(cosx+ cos 2x)

= lim
x→0

x2( sin2 2x
x2 − sin2 x

x2 )

x2( sin2 x
x2 − 2)(cosx+ cos 2x)

= lim
x→0

4
( sin 2x

2x

)2 − ( sinx
x

)2(( sinx
x

)2 − 2
)
(cosx+ cos 2x)

=
4 · 12 − 12

(12 − 2)(1 + 1)
= −3

2
#

2.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

e−x cos(ex)

วธีิทาํ เนืÉองจาก
−1 ≤ cos (ex) ≤ 1 ทกุ ๆ x ∈ R

จะไดว้า่ e−x > 0 เมืÉอ x ∈ R ดงันัÊน
−e−x ≤ e−x cos (ex) ≤ e−x

เนืÉองจาก lim
x→∞

−e−x = lim
x→∞

− 1

ex
= 0 และ lim

x→∞
e−x = lim

x→∞

1

ex
= 0

โดยทฤษฎีบทประกบ (Squeez theorem) จะไดว้า่
lim
x→∞

e−x cos(ex) = 0
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3. (12 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (6 คะแนน) จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(√
x2 − 2x−

√
x2

)
วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูป I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→−∞

(√
x2 − 2x−

√
x2

)
= lim

x→−∞

(√
x2 − 2x−

√
x2

)
·
√
x2 − 2x+

√
x2

√
x2 − 2x+

√
x2

= lim
x→−∞

(
√
x2 − 2x)2 − (

√
x2)2

√
x2 + 2x+

√
x2

= lim
x→−∞

(x2 − 2x)− x2√
x2(1− 2

x) + |x|

= lim
x→−∞

−2x
√
x2

√
1− 2

x − x

= lim
x→−∞

−2x

|x|
√

1− 2
x − x

= lim
x→−∞

−2x

−x
√

1− 2
x − x

= lim
x→−∞

−2x

−x
(√

1− 2
x

)
+ 1

= lim
x→−∞

2√
1− 2

x + 1

=
2√

1 + 0 + 1
= 1 #

3.2 (6 คะแนน) ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั กาํหนดให้

f(x) =

{
ax3 + 2x เมืÉอ |x| ≤ 1

x3 − bx เมืÉอ |x| > 1

ถา้ f หาอนุพนัธไ์ด้ทีÉ x = 1 จงหาคา่ของ a และ b
วธีิทาํ เนืÉองจาก f หาอนพุนัธไ์ดที้É x = 1 จะไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ x = 1 นัÉนคือ

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x)

lim
x→1+

(x3 − bx) = lim
x→1−

(ax3 + 2x)

1− b = a+ 2

a+ b = −1 ...(1)

จะเห็นวา่
f ′(x) =

{
3ax2 + 2 เมืÉอ |x| ≤ 1

3x2 − b เมืÉอ |x| > 1

นัÉนคือ f ′(1+) = f ′(1−) หรอื
3a(1)2 + 2 = 3(1)2 − b

3a+ b = 1 ...(2)

จาก (1) และ (2) จะไดว้า่ a = 1 และ b = −2 #
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (5 คะแนน) จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = 3
√
x− 1 โดยใชบ้ทนิยาม

วธีิทาํ จากบทนิยาม จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

3
√
x+ h− 1− 3

√
x− 1

h

= lim
h→0

3
√
x+ h− 1− 3

√
x− 1

h
· (

3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

( 3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

= lim
h→0

( 3
√
x+ h− 1)3 − ( 3

√
x− 1)3

h
[
( 3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

]
= lim

h→0

(x+ h− 1)− (x− 1)

h
[
( 3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

]
= lim

h→0

h

h
[
( 3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

]
= lim

h→0

1

( 3
√
x+ h− 1)2 + 3

√
x+ h− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

=
1

( 3
√
x− 1)2 + 3

√
x− 1 3

√
x− 1 + ( 3

√
x− 1)2

=
1

3( 3
√
x− 1)2

#

4.2 (5 คะแนน) ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทีÉ

f (1− xg(x)) =
1

(e− 1)arctanx

จงหา f ′(1) เมืÉอ g(0) = 1

วธีิทาํ พิจารณา
f (1− xg(x)) = (e− 1)− arctanx

d

dx
f (1− xg(x)) =

d

dx
(e− 1)− arctanx

f ′(1− xg(x)) · d

dx
(1− xg(x)) = (e− 1)− arctanx ln(e− 1) · d

dx
(− arctanx)

f ′(1− xg(x)) · (−g(x)− xg′(x)) = (e− 1)− arctanx ln(e− 1) ·
(
− 1

1 + x2

)
เมืÉอแทน x = 0 และ g(0) = 1 จะไดว้า่

f ′(1− 0) · (−g(0)− 0) = (e− 1)0 ln(e− 1) ·
(
− 1

1 + 0

)
f ′(1 + 0) · (−1) = ln(e+ 1) · (−1)

f ′(1) = ln(e− 1) #
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5. (11 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ f(x) = xe−x จงหาคา่ของ f (2021)(2021)

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = −xe−x + e−x

f ′′(x) = −(−xe−x + e−x)− e−x = xe−x − 2e−x

f ′′′(x) = (−xe−x + e−x) + 2e−x = −xe−x + 3ex

f (4)(x) = −(−xe−x + e−x)− 3e−x = xe−x − 4e−x

...
f (2021)(x) = −xe−x + 2021e−x

ดงันัÊน
f (2021)(2021) = −2021e−2021 + 2021e−2021 = 0 #

5.2 (6 คะแนน) ให้ y = x(ex + x)x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

วธีิทาํ พิจารณา
ln y = lnx(ex + x)x

= lnx+ ln(ex + x)x

= lnx+ x ln(ex + x)

d

dx
ln y =

d

dx
lnx+

d

dx
x · ln(ex + x) + x

d

dx
ln(ex + x)

1

y

dy

dx
=

1

x
+ 1 · ln(ex + x) + x · 1

ex + x

d

dx
(ex + x)

1

y

dy

dx
=

1

x
+ ln(ex + x) +

x

(ex + x)
· (ex + 1)

dy

dx
= y

[
1

x
+ ln(ex + x) +

xex + x

(ex + x)

]
= x(ex + x)x

[
1

x
+ ln(ex + x) +

xex + x

(ex + x)

]

เมืÉอแทน x = 1 จะไดว้า่
dy

dx
= (e+ 1)

[
1 + ln(e+ 1) +

e+ 1

(e+ 1)

]
= (e+ 1) [1 + ln(e+ 1) + 1]

= (e+ 1) [2 + ln(e+ 1)] #
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6. (7 คะแนน) จงประมาณคา่ของ 1√
4.01

โดยใชค่้าเชิงอนุพนัธ์

วธีิทาํ ให้ f(x) = 1√
x
จะไดว้า่ f ′(x) = −1

2
x−

3
2

พิจารณา x = 4 และ∆x = 0.01 จาก
f(x+∆x) ≈ f(x) + f(x)∆x

จะไดว้า่
1√
4.01

= f(4.01)

≈ f(4) + f ′(4) · (0.01)

=
1√
4
− 1

2
4−

3
2 · 0.01

=
1

2
− 1

2
· 2−3 · 0.01

=
1

2
− 0.01

16

=
799

1600
= 0.499375 #
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7. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

7.1 (5 คะแนน) จงหาสมการเส้นสัมผัสของกราฟ
lnx+ x

√
1 + xy = x tan2 y + x3

ทีÉจดุ (1, 0)

วธีิทาํ หาความชนัโดยพิจารณา
(lnx+ x

√
1 + xy)′ = (x tan2 y + x3)′

(lnx)′ + x′
√

1 + xy + x(
√

1 + xy)′ = x′(tan2 y) + x(tan2 y)′ + (x3)′

1

x
+ 1

√
1 + xy + x · 1

2
(1 + xy)−

1
2 )(1 + xy)′ = 1(tan2 y) + x(2 tan y) sec2 y · y′ + 3x2

1

x
+

√
1 + xy + x · 1

2
√
1 + xy

(xy′ + y) = tan2 y + 2x tan y sec2 y · y′ + 3x2

แทน x = 1 และ y = 0 จะไดว้า่

1 + 1 + 1 · 1
2
(y′ + 0) = 0 + 0 + 3

y′ = 2

ดงันัÊนสมการเสน้สมัผสัทีÉจดุ (1, 0) มีความชัÊนเทา่กบั 2 คือ y − 0 = 2(x− 1) หรอื y = 2x− 2 #

7.2 (5 คะแนน) นาํลวดยาว 100 ฟตุ ขดเป็นรูปเซกเตอร์ (sector) โดยมีพื ÊนทีÉมากสดุ เมืÉอมมุทีÉศนูยก์ลางมีคา่กีÉเรเดียน
วธีิทาํ ให้ r เป็นรศัมีของวงกลม และ L เป็นสว่นความยาวของเสน้โคง้ของรูปเซกเตอร์
และ θ เป็นมมุของรูปเซกเตอรใ์นหนว่ยเรเดียน ดงันัÊน L = rθ

L

r

r

θ

จากทีÉโจทยก์าํหนดจะไดว้า่ 2r + L = 2r + rθ = 100 นัÉนคือ rθ = 100− 2r ให้A เป็นพื Êนของรูปเซกเตอร์ ดงันัÊน

A =
1

2
r2θ =

1

2
r(rθ) =

1

2
r(100− 2r) = 50r − r2

ฉะนัÊน
A′(r) = 50− 2r

ดงันัÊน r = 25 เป็นจดุวิกฤต เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมายอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง

25

−+

จะไดว้า่ r = 25 เป็นจดุสงูสดุของฟังกช์นั A ซึÉงจะไดว้า่ θ = 100−2(25)
25 = 2

สรุปไดว้า่มมุของรูปเซกเตอรนี์ Êเทา่กบั 2 เรเดียน จะใหรู้ปเซกเตอรมี์พื ÊนทีÉมากสดุ #
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8. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

8.1 (5 คะแนน) บา้นนาย ก อยู่รมิแมน่ํÊา เมืÉอนาย ก ยืนอยู่อีกฝากหนึÉงของแมน่ํÊาซึÉงตรงขา้มกบับา้นของเขาโดยมีระยะหา่ง
12 เมตร เขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊาดว้ยความเรว็ 10 เมตรตอ่นาที นาย ก เคลืÉอนทีÉออกจากบา้นดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด
ขณะเขาเดินไปได้ 16 เมตร
วธีิทาํ ให้ x เป็นระยะทางทีÉเขาเดินตามแนวขนานกบัแมน่ํÊา และ s เป็นระยะทางทีÉเขาอยูห่า่งจากบา้น

12

x

s

บา้น

นาย ก

จากรูป s =
√
122 + x2

ds

dt
=

d

dt

√
122 + x2

=
1

2
√
122 + x2

(2x)
dx

dt

=
x√

122 + x2
dx

dt

ขณะทีÉ x = 16 และ dx

dt
= 10 จะไดว้า่

ds

dt
=

16√
122 + 162

(10) =
16

20
(10) = 8

ดงันัÊนขณะเขาเดินไปได้ 16 เมตร นาย ก เคลืÉอนทีÉออกจากบา้นดว้ยอตัราเรว็ 8 เมตรตอ่นาที #

8.2 (5 คะแนน) หากคณุกาํลงัเตรยีมสอนเนื Êอหาแคลคลูสัเบื Êองตน้สาํหรบันกัเรยีนชัÊน ม.6 และไดอ้า่นตาํราเกีÉยวกบับทนิยาม
ของอนพุนัธข์องฟังกช์นั f จากหนงัสือ 2 เลม่ โดยทีÉ
หนังสือเล่มทีÉ 1 นิยามวา่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

หนังสือเล่มทีÉ 2 นิยามวา่
f ′(x) = lim

h→0

f(x)− f(x− h)

h

คณุคิดวา่นิยามทัÊงสองแตกตา่งกนัหรอืไมเ่พราะเหตใุด จงใหเ้หตผุลประกอบ
วธีิทาํ ไมแ่ตกตา่งกนั พิจารณาโดยการแทนตวัแปร h ดว้ย −hในนิยาม 2 จะไดว้า่

f ′(x) = lim
−h→0

f(x)− f(x− (−h))

−h

= lim
h→0

f(x)− f(x+ h))

−h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
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9. (15 คะแนน) จงร่างกราฟ f(x) =
ex

x+ 1
และวิเคราะหก์ราฟโดยเติมคาํตอบลงในตารางใหถ้กูตอ้ง (ถา้ชอ่งใดไมมี่องคป์ระกอบดงักลา่วใหเ้ติมคาํวา่ ไม่ม)ี จงแสดงวิธีทาํ
โดยละเอียด

โดเมน R− {−1}

จดุตดัแกน X และแกน Y (0, 1)

สมการเสน้กาํกบัแนวยืน x = −1

สมการเสน้กาํกบัแนวนอน y = 0

สมการเสน้กาํกบัแนวเอียง ไมมี่
จดุวิกฤต (0, 1)

จดุเปลีÉยนเวา้ ไมมี่
จดุสงูสดุสมัพทัธ์ ไมมี่
จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์ (0, 1)

f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง (0,∞)

f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง (−∞,−1), (−1, 0)

f มีความเวา้อยูบ่น บนชว่ง (−1,∞)

f มีความเวา้อยูล่า่ง บนชว่ง (−∞,−1)

วธีิทาํ 1. โดเมนของ f คือ R− {−1} จะเห็นวา่ x = −1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืÉองจาก

lim
x→−1+

ex

x+ 1
= ∞ และ lim

x→−1−

ex

x+ 1
= −∞

จาก

lim
x→∞

ex

x+ 1
= ∞ และ lim

x→−∞

ex

x+ 1
= 0

จะไดว้า่ y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
2. จะเห็นวา่ y ̸= 0 ไมมี่จดุตดัแกน X สาํหรบั x = 0 จะไดว้า่ y = 1 นัÉนคือ จดุตดัแกน Y คือ (0, 1)
3. พิจารณา

f ′(x) =
(x+ 1)ex − ex(1)

(x+ 1)2
=

xex

(x+ 1)2

ดงันัÊน x = 0 เป็นจดุวิกฤต จะได้ f(0) = 1 เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−−

−1 0

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (0,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞,−1), (−1, 0)
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4. พิจารณา

f ′′(x) =
(x+ 1)2(xex + ex)− xex2(x+ 1)(1)

(x+ 1)4

=
(x+ 1)2ex(x+ 1)− 2xex(x+ 1)

(x+ 1)4

=
ex(x+ 1)[(x+ 1)2 − 2x]

(x+ 1)4

=
ex[(x2 + 2x+ 1)− 2x]

(x+ 1)3

=
ex(x2 + 1)

(x+ 1)3

เนืÉองจาก x2 + 1 ̸= 0 ดงันัÊนไมมี่เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−

−1

f มีความเวา้อยูบ่นบน (−1,∞) และความเวา้อยูล่า่งบน (−∞,−1)

5. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

−1 0

y′ − − +

y′′ − + +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้อยูล่า่ง

x = −1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้อยูบ่น

f(0) = 1

จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้อยูบ่น
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นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

y = 0

x = −1
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10. (10 คะแนน) จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) lim
x→0

cos2 x− 1

x tanx− x3

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ 0

0

lim
x→0

cos2 x− 1

x tanx− x2
= lim

x→0

(cos2 x− 1)′

(x tanx− x3)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→0

2(cosx)(− sinx)

tanx+ x sec2 x− 3x2

= lim
x→0

− sin 2x

tanx+ x sec2 x− 2x
I.F.

0

0

= lim
x→0

(− sin 2x)′

(tanx+ x sec2 x− 3x2)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→0

−2 cos 2x
sec2 x+ sec2 x+ 2x secx(secx tanx)− 6x

=
−2

1 + 1 + 0 + 0
= −1 #

10.2 (5 คะแนน) lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)2x−1

วธีิทาํ ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.00 ให้ y =
(
ex

−1 − 1
)2x−1

จะไดว้า่

ln y = 2x−1 ln
(
ex

−1 − 1
)
=

2 ln
(
ex

−1 − 1
)

x

lim
x→∞

ln y = lim
x→∞

2 ln
(
ex

−1 − 1
)

x
I.F.

∞
∞

ln
(

lim
x→∞

y
)
= lim

x→∞

(
2 ln

(
ex

−1 − 1
))′

(x)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→∞

2

ex
−1−1

· ex−1
(x−1)′

1

= lim
x→∞

2

ex−1 − 1
· ex−1

(−x−2)

= lim
x→∞

−2x−2ex
−1

ex−1 − 1
I.F.

0

0

= lim
x→∞

(−2x−2ex
−1
)′

(ex−1 − 1)′
L’Hospital’ Law

= lim
x→∞

4x−3ex
−1 − 2x−2ex

−1 · (−x−2)

ex−1(−x−2)

= lim
x→∞

x−2ex
−1
[4x−1 + 2x−2]

−x−2ex−1

= lim
x→∞

−[4x−1 + 2x−2] = 0

lim
x→∞

y = e0 = 1

ดงันัÊน
lim
x→∞

(
ex

−1 − 1
)2x−1

= 1 #
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