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บทที่ 1
สมการเชงิอนพัุนธ

1.1 สมการเชงิอนพัุนธ
สมการทีแ่สดงความสัมพันธระหวาง ฟงกชันกับอนพัุนธของฟงกชันน้ัน เรยีกวาสมการเชงิอนพัุนธ
(differential equation) ตัวอยางเช น

1. สมการการเคลือ่นที ่ (Equation of motion)

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

2. สมการการเตบิโตของจำนวนประชากร (Population growth equation)
dP

dt
= kP

3. สมการคลืน่ในหนึง่มิติ (One-dimensional wave equation)
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนยิาม 1.1.1 สมการเชงิอนพัุนธของฟงกชันตัวแปรเดยีวเรยีกวา สมการเชงิอนพัุนธสามัญ
(Ordinary Differential Equation : ODE ) ถาสมการเชงิอนพัุนธ ของฟงกชันมากกวาหนึง่
ตัวแปรเรยีกวา สมการเชงิอนพัุนธยอย (Partial Differential Equation : PDE )
ตัวอยาง 1.1.2 จงตรวจสอบวาสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ เปน ODE หรอื PDE

สมการเชงิอนพัุนธ ODE PDE
d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx

5



6 บทท่ี 1. สมการเชงิอนพัุนธ

บทนยิาม 1.1.3 อันดับ (order) ของสมการเชงิอนพัุนธ คอือันดับสงูสดุของอนพัุนธที ่ปรากฎ
ในสมการน้ัน ดกีรี (degree) ของสมการเชงิอนพัุนธ คอืกำลังสงูสดุของอนพัุนธ อันดับสงูสดุที ่
ปรากฎทีป่รากฎในสมการน้ัน เมือ่จัดทกุ ๆ กำลังเปนจำนวนเต็มบวก

ตัวอยาง 1.1.4 จงบอกอันดับและดกีรขีองสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้
สมการเชงิอนพัุนธ อันดับ ดกีรี
dy

dx
= x3

y
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

= 0

xu

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂3u

∂t3

)3

= cost

xy2 = y′ +
√

1 + y′

บทนยิาม 1.1.5 เรยีกสมการเชงิอนพัุนธวา สมการเชงิเสน (linear equation) ถา
1. ทกุ ๆ ตัวแปรตามและอนพัุนธของตัวแปรตามมีเลขชี้กำลังเปน 1
2. ไมมีพจนในรปูผลคณูของตัวแปรตาม และ/หรอื อนพัุนธของตัวแปรตามปรากฏในสมการ
3. ไมมีพจนในรปูฟงกชันอดสัิยของตัวแปรตามหรอื อนพัุนธของตัวแปรตามปรากฏในสมการ

และเรยีกสมการเชงิอนพัุนธทีไ่มเปนสมการเชงิเสนวา สมการไมเชงิเสน (nonlinear equation)
ตัวอยาง 1.1.6 จงตรวจสอบวาสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ เปนสมการเชงิเสนหรอืไม

สมการเชงิอนพัุนธ สมการเชงิเสน สมการไมเชงิเสน
d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 3x2

y
d3y

dx3
+

dy

dx
= tanx

∂u

∂x
+

(
∂3u

∂t3

)2

= sinu

xy2 = y′ + yy′′

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ y = 0



1.1. สมการเชงิอนพัุนธ 7

สมการเชงิอนพัุนธสามัญอันดับ n เขียนในรปูทัว่ไปไดเปน
F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 (1.1)

ในกรณทีีส่มการ (1.1) เปนสมการเชงิเสน จะเขียนไดเปน

an(x)
dny

dxn
+ an−1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = f(x) (1.2)

เมือ่ an(x), an−1(x), ..., a1(x), a0(x) และ f(x) เปนฟงกชันของตัวแปร x ทีน่ยิามบนชวงหนึง่ของ
จำนวนจรงิ โดยที่ an(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ในชวงน้ัน ในกรณทีี ่ an(x), an−1(x), ..., a1(x), a0(x) เปน
คาคงตัว จะเรยีกสมการ (1.2) วาสมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนอันดับ n ทีม่ีสัมประสทิธิ์
เป นคาคงตัว (linear ordinary differential of order n with constant coefficients)
บทนยิาม 1.1.7 ผลเฉลย (solution) ของสมการเชงิอนพัุนธ คอืฟงกชันใด ๆ ไมวาจะนยิามโดย
ชัดแจง (explicit) หรอืโดยปรยิาย (implicit) ทีป่ราศจากอนพัุนธและสอดคลองสมการเชงิอนพัุนธ
น้ัน
ตัวอยาง 1.1.8 จงแสดงวา y = Ae−3x+Bex เมือ่ A,B เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของ
สมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอยาง 1.1.9 จงแสดงวา y = x− 1

x
เปนผลเฉลยของสมการ xy′ + y = 2x
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ตัวอยาง 1.1.10 จงแสดงวา x2y−xy2 = c เมือ่ c เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของสมการ
(x2 − 2xy)y′ = y2 − 2xy

บทนยิาม 1.1.11 ผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธ สามัญอันดับ n ซึง่ประกอบดวยคาคงตัวไม
เจาะจง n คา เรยีกวา ผลเฉลยทัว่ไป (general solution) ของสมการเชงิอนพัุนธ แตถาคา
คงตัวไมเจาะจงเหลาน้ันไดถกูแทนคาดวยคาคงตัวที ่แนนอนท้ัง n คา เรยีก ผลเฉลยเฉพาะ
(particular solution) และเรยีกผลเฉลยทีไ่มสามารถหาไดจากการกำหนดคาของคาคงตัวไม
เจาะจงในผลเฉลยทัว่ไปวา ผลเฉลยเอกฐาน (sigular solution)

ตัวอยาง 1.1.12 จงแสดงวา y =
1 + cet

1− cet
เมือ่ c เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยทัว่ไปของ

สมการ dy

dt
=

1

2
(y2 − 1) และหาผลเฉลยเฉพาะของสมการดังกลาวเมือ่ y(0) = 2
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ตัวอยาง 1.1.13 จงแสดงวา y = cx + c2 เมือ่ c เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยทัว่ไปของ
สมการ (y′)2 + xy′ − y = 0 และแสดงวา y = −x2

4
เปนผลเฉลยเอกฐานของสมการดังกลาว

บทนยิาม 1.1.14 ปญหาคาเริม่ตน (initial-value problem) คอืปญหาที่ประกอบไปดวย
สมการเชงิอนพัุนธสามัญอันดับ n F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 พรอมดวยเงือ่นไขเริม่ตน (initial
condition) ทีจ่ดุ x0 คอื

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1

เมือ่ y0, y1, ..., yn−1 เปนคาคงตัว และสนใจหาผลเฉลยที่ x ≥ x0

ตัวอยาง 1.1.15 สมการ d2y

dx2
+ x

dy

dx
= ex เมือ่ y(0) = 1 และ y′(0) = 2 เปนปญหาคาเริม่ตน

บทนยิาม 1.1.16 ปญหาคาขอบ (boubdary-value problem) คอืปญหาทีป่ระกอบไปดวย
สมการเชงิอนพัุนธสามัญอันดับ n F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 พรอมดวยเงือ่นไขขอบ (boundary
condition) ทีก่ำหนดคาของ y และ/หรอื คาของอนพัุนธ y ณ จดุของตัวแปรอสิระ x มากกวา
1 จดุ โดยเฉพาะอยางยิง่ถากำหนดคา y และ คาของอนพัุนธ y ทีจ่ดุ a และ b และสนใจหาผล
เฉลย y(x) โดย x ∈ [a, b]

ตัวอยาง 1.1.17 สมการ d2y

dx2
+ x

dy

dx
= ex เมือ่ y(0) = 1 และ y(5) = 3 เปนปญหาคาขอบ
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แบบฝ กหัด 1.1
1. จงบอกอันดับ ดกีรี รวมท้ังระบุวาสมการใดเปนสมการเชงิเสน หรอืเปนสมการไมเชงิเสน

1.1 dy

dx
+ 2xy = 4x

1.2 y′′′ + 2y′′ + 3y′ + 4y = cosx
1.3 ex

dy

dx
=

√
x2 + y′

1.4
(
dy

dx

)5

+ x
d2y

dx2
= ℓnx

1.5 (x2 − 1)y′ + xy2 + 1 = 0

1.6 u
∂2u

∂t2
= −∂u

∂x

2. จงแสดงวาฟงกชันทีก่ำหนดใหเปนผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธ

2.1 y = cx+
√
1− c2 เปนผลเฉลยทัว่ไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

2.2 (x− c)2 + y2 = a2 เปนผลเฉลยทัว่ไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

2.3 y2 − x = 0 เปนผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

2.4 y = 4 +
4

x
เปนผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0
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ตอไปจะพิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธอันดับหนึง่ดกีรหีนึง่
dy

dx
= f(x, y) หรอื M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

1.2 สมการแยกตัวแปรได
บทนยิาม 1.2.1 สมการเชงิอนพัุนธทีส่ามารถเขียนในรปู

dy

dx
= f(x)g(x) หรอื M1(x)M2(y)dx+N1(x)N2(y)dy = 0

เรยีกวาเปน สมการแบบแยกตัวแปรได (variable separable equation)
วธิหีาผลเฉลย ดังน้ันสมการแบบแยกตัวแปรได คอืสมการทีส่ามารถเขียนไดในรปู

M1(x)

N1(x)
dx+

N2(y)

M2(y)
dy = 0

การหาผลเฉลยของสมการแบบแยกตัวแปรไดคอืการอนิทรเิกรตแตละสวน∫
M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = c

เมือ่ c เปนคาคงตัวไมเจาะจง
ตัวอยาง 1.2.2 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1. 3(1− y2) dx− 2xy dy = 0 2. dy

dx
=

y − xy

x2 + 1
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ตัวอยาง 1.2.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1. (ℓn y)2y′ = x2y เมือ่ y(2) = 1

2. 4sin2x dy + sec2y dx = 0 เมือ่ y
(π
2

)
= π
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แบบฝ กหัด 1.2
1. จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 dy

dx
+ 2xy = 4x

1.2 (y4 + y)y′ = sinx− cosx
1.3 x3 dy

dx
=

√
x2 − x2y2 เมือ่ x > 0

1.4 3(4y2 + 1) dx = y(x− 1) dy

1.5 1 + ex

1− e−y
dy + ex+y dx = 0

1.6 (x2y + x2) dx = (xy2 − y2) dy

1.7 (x2 + 1)y′ + y2 + 1 = 0

1.8 (x2y2secxtanx+ xy2secx) dx+ xy3 dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

2.1 cos2xdy
dx

= sin2y เมือ่ y(0) =
π

2

2.2 √
x2 + 1

dy

dx
=

x

y
เมือ่ y(

√
3) = 2

2.3 dy =
9ex

ey2 + y2e2
dx เมือ่ y(1) = 3

2.4 x dy =
y

x− x3
dx เมือ่ y(2) = −2
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1.3 สมการเอกพันธ ุ
บทนยิาม 1.3.1 เรยีกฟงกชัน F (x, y) วาฟงกชันเอกพันธุดกีรี n (homogeneous function
of degree n) ถามีจำนวนเต็ม n ทีท่ำให

F (λx, λy) = λnF (x, y) สำหรับทกุ ๆ จำนวนจรงิบวก λ

ตัวอยาง 1.3.2 จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเอกพันธุหรอืไม ถาเปนดกีรเีทาใด
1. f(x, y) = x3 + 2xy2

2. f(x, y) =
x2 − 2y2

xy

3. f(x, y) =
1

y
cos

(
x

y

)
4. f(x, y) = x2sin(xy)

บทนยิาม 1.3.3 สมการเชงิอนพัุนธ M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 เปนสมการเชงิอนพัุนธ
เอกพันธ ุ (homogeneous differential equation) ถา M(x, y) และ N(x, y) เปนฟงกชันเอก
พันธุทีมี่ดกีรเีทากัน หรอืพิจารณาสมการเชงิอนพัุนธ

dy

dx
= F (x, y)

เปนสมการเชงิอนพัุนธเอกพันธก็ุตอเมือ่ F (x, y) เปนสมการเอกพันธุดกีรี 0
วธิหีาผลเฉลย เนือ่งจาก F (x, y) เปนสมการเอกพันธุดกีรี 0 ดังน้ัน F (x, y) = F (λx, λy)

ให λ =
1

x
เมือ่ x > 0 และ λ = −1

x
เมือ่ x < 0 จะไดวา

F (x, y) = F (λx, λy) = F
(
1,

y

x

)
= G

(y
x

)
ดังน้ันสมการเชงิอนพัุนธเอกพันธุจะอยูในรปู

dy

dx
= G

(y
x

)
ให v =

y

x
แลว y = vx ดังน้ัน dy

dx
= v + x

dv

dx
ทำใหไดวา

v + x
dv

dx
= G(v)

เห็นไดชัดวาเปนสมการแบบแยกตัวแปรไดในพจนของ x และ v
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ตัวอยาง 1.3.4 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้
1. (y2 − x2) dx+ xy dy = 0

2. x
dy

dx
− y = xcos

(y
x

)
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ตัวอยาง 1.3.5 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธ

xyy′ = x2e−
y
x + y2 เมือ่ y(1) = 0
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แบบฝ กหัด 1.3
1. จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 dy

dx
=

y2 + 2xy

x2

1.2 x dy −
(
xtan

(y
x

)
+ y

)
dx = 0

1.3 (x2y + y3) dx+ x3 dy = 0

1.4 2xy dx+ (x2 + y2) dy = 0

1.5 xy′ = x+ y

1.6 x
(
1 + ℓn

(y
x

))
y′ = y

1.7 2x dy − 2y dx =
√
x2 + 4y2 dx เมือ่ x > 0

1.8 2ye
x
y dx = (2xe

x
y − y) dy

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

2.1 dy

dx
=

x+ y

x− y
เมือ่ y(−1) = 0

2.2 x2y dx− (x3 − y3) dy = 0 เมือ่ y(1) = 1

2.3 14xyy′ = 6x2 − 7y2 เมือ่ y(−2) = 1

2.4 x2y′ = 3x2 − 2xy + y2 เมือ่ y(1) =
3

2
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1.4 สมการแมนตรง
บทนยิาม 1.4.1 สมการเชงิอนพัุนธ M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 เปนสมการเชงิอนพัุนธ
แมนตรง (exact differential equation) ก็ตอเมือ่มีฟงกชัน F (x, y) ทีท่ำให

∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

ทกุ ๆ (x, y) ในอาณาบรเิวณ R

วธิหีาผลเฉลย เนือ่งจาก M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 ดังน้ัน dF (x, y) = 0 น้ันคอื
ผลเฉลยทัว่ไปของสมการแมนตรงคอื F (x, y) = c

จากสมบัตคิาเชงิอนพัุนธจะไดวา
dF (x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy = M(x, y) dx+N(x, y) dy

ดังน้ัน
∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

จะไดวา ∂2F

∂y∂x
=

∂M

∂y
และ ∂2F

∂x∂y
=

∂N

∂x
ถา M,N, ∂M

∂y
และ ∂N

∂x
ตอเนือ่งในอาณา

บรเิวณ R จะไดวา
∂M

∂y
=

∂N

∂x

ดังน้ัน
F (x, y) =

∫
M(x, y) dx+ C(y)

หา C(y) ไดจาก ∂F

∂y
= N(x, y)

ในทำนองเดยีวกัน
F (x, y) =

∫
N(x, y) dy + C(x)

หา C(x) ไดจาก ∂F

∂x
= M(x, y)
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ตัวอยาง 1.4.2 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธ
(2xy3 − ye−x) dx+ (3x2y2 + e−x − 4) dy = 0
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ตัวอยาง 1.4.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธ

x+ y2

xy2
dy − y − 4

x2
dx = 0 เมือ่ y(−2) = 1
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แบบฝ กหัด 1.4
1. จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 2x− y3 − 3xy2y′ = 0

1.2 (2x− 5y) dy = (6x− 2y) dx

1.3 x(xcos(x2y)− 2y)y′ + 2xycos(x2y) = y2

1.4 (sinxy + xy + cosxy)dy
dx

+ y2cosxy = 0

1.5 3xy + 1

y
dx+

2y − x

y2
dy = 0

1.6 πy + (πx+ arcsiny)dy
dx

= sinx

1.7 ℓny
x

dx+ (
ℓnx
y

+ siny) dy = 0

1.8 (2xyex
2
+ siny) dx+ (x2ex

2y + xcosy − y) dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

2.1 (3x2y + 2xy) dx+ (x3 + x2 + 2y) dy = 0 เมือ่ y(1) = 2

2.2 (ey + yex) dx− (ex + xey) dy = 0 เมือ่ y(1) = 0

2.3 (sin2x− 2ycosx)y′ − 2ysinxcosx+ y2sinx = 0 เมือ่ y(0) = −2

2.4 ℓn(1 + y2) =

(
1

y
− 2xy

1 + y2

)
dy

dx
เมือ่ y(2) =

√
e− 1
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1.5 ตัวประกอบอนิทรกิรัล
ในกรณทีี ่ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เปนไมเปนสมการแมนตรงแตมี µ(x, y) ทีท่ำให

µ(x, y)(M(x, y) dx+N(x, y) dy) = 0

เปนสมการแมนตรง เราจะเรยีกฟงกชัน µ(x, y) นี้ วาตัวประกอบอนิทรกิรัล (integrating factor)
ของสมการเชงิอนพัุนธนี้ แลว

∂(µM)

∂y
=

∂(µN)

∂x

µ
∂M

∂y
+M

∂µ

∂y
= µ

∂N

∂x
+N

∂µ

∂x

ดังน้ัน
1

µ

(
N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y

)
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

กรณทีี ่ 1. µ เปนฟงกชันของตัวแปร x เพียงอยางเดยีว
1

µ
N
dµ

dx
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
d

dx
ℓn|µ| = ∂M

∂y
− ∂N

∂x

d

dx
ℓn|µ| = 1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= f(x)

ดังน้ัน µ = e
∫
f(x) dx

กรณทีี ่ 2. µ เปนฟงกชันของตัวแปร y เพียงอยางเดยีว
d

dy
ℓn|µ| = 1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
= g(y)

ดังน้ัน µ = e
∫
g(y) dy

สรปุไดวา

1. สำหรับ f(x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
มีตัวประกอบอนิทรกิรัลเปน µ = e

∫
f(x) dx

2. สำหรับ g(y) =
1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
มีตัวประกอบอนิทรกิรัลเปน µ = e

∫
g(y) dy
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ตัวอยาง 1.5.1 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้
1. (3x+ 2y2) dx+ 2xy dy = 0

2. (x2 + y2 + 1) dx+ x(x− 2y) dy = 0
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ตัวอยาง 1.5.2 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธ (1 + xsiny)y′ + cosy = 0

ตัวอยาง 1.5.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธ

2y(x2 − y + x) dx+ (x2 − 2y) dy = 0 เมือ่ y(0) = −1
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แบบฝ กหัด 1.5
1. จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 2xy dx+ (x3 + 2xy) dy = 0

1.2 (4xy − 3x− 3x2) dy − (2xy − y2 + y) dx = 0

1.3 (xy + y − 1) dx+ x3 x dy = 0

1.4 y(x+ y3) dx+ x(y3 − x) dy = 0

1.5 (xy − x2)y′ − xy + 1 = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

2.1 y(1 + x2y) dx− x dy = 0 เมือ่ y(1) = −1

2.2 (x2 + y) dx+ (x2cosy − x) dy = 0 เมือ่ y(2) = 0

2.3 1 + (xtany − 2secy)y′ = 0 เมือ่ y(−1) = π



26 บทท่ี 1. สมการเชงิอนพัุนธ

1.6 สมการเชงิเสนอันดับหนึง่
บทนยิาม 1.6.1 สมการเชงิเสนอันดับหนึง่ คอืสมการเชงิอนพัุนธทีอ่ยูในรปู

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

วธิหีาผลเฉลย สามารถจัดรปูไดเปน [P (x)y −Q(x)] dx+ dy = 0

ดังน้ัน M(x, y) = P (x)y −Q(x) และ N(x, y) = 1 จะไดวา

P (x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

ดังน้ัน µ = e
∫
P (x) dx

µ
dy

dx
+ µP (x)y = µQ(x)

d

dx
(µy) = µQ(x)

µy =

∫
µQ(x) dx+ C

ดังน้ันผลเฉลยทัว่ไปคอื
y =

1

µ

(∫
µQ(x) dx+ C

)
ตัวอยาง 1.6.2 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1. dy

dx
− 2xy = x

2. (ycotx− sec2x) dx+ dy = 0



1.6. สมการเชงิเสนอันดับหน่ึง 27
ตัวอยาง 1.6.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธ

(xy + x+ x3) dx+ (1 + x2) dy = 0 เมือ่ y(
√
3) = 1
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สมการเชงิอนพัุนธ อันดับหนึง่ดกีรีหนึง่บางสมการไมเปนสมการเชงิเสน เราอาจทำให เปน
สมการเชงิเสนโดยอาศัยการเปลีย่นตัวแปรที่เหมาะสม เช นสมการตอไปนี้ จะเรยีกวา สมการ
แบรนลูลี (Bernoulli's equation)

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn

เมือ่ n เปนคาคงตัว เปลีย่นตัวแปรโดยให z = y1−n จะสมการแบรนลูลจีะเปลีย่นเปนสมการเชงิ
เสนอันดับหนึง่

dz

dx
+ (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x)

จะได µ = e
∫
(1−n)P (x) dx ดังน้ันผลเฉลยทัว่ไปคอื z =

1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
หรอื

y1−n =
1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
ตัวอยาง 1.6.4 จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธ (1 + x2)

dy

dx
+ xy = x3y3
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ตัวอยาง 1.6.5 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธ

dy

dx
+

y

2x
=

x

y3
เมือ่ y(1) = 2
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แบบฝ กหัด 1.6
1. จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 dy

dx
+ ycotx = 5ecosx

1.2 x2y′ + 3xy + 2x5 = 0

1.3 (2y − 4) dx+ dy = 0

1.4 x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2

1.5 y′ − y =
1

1− e−x

1.6 dy

dx
+

y

xℓnx = x2

1.7 (3xy − 4y − 3x) dx+ (x2 − 3x+ 2) dy = 0

1.8 2(y − 3sinx)cosx dx+ sinx dy = 0

1.9 (x2 + y2) dx− 2xy dy = 0

1.10 (y + xy2) dx− dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

2.1 (x− 1)3
dy

dx
+ 4(x− 1)2y = x+ 1 เมือ่ y(3) =

1

2

2.2 (y − exsinx) dx+ dy = 0 เมือ่ y(0) = −1

2.3 (cosx)y′ + y = 1 เมือ่ y(π
4
) = 2

2.4 dy

dx
+

x3y

x4 + 1
= x7 เมือ่ y(0) = 1

2.5 xy′ + y = y2x2ex เมือ่ y(1) = e

2.6 x
dy

dx
+ y + 3 = x3(y + 3)3 เมือ่ y

(
−1

2

)
= −1



บทที่ 2
สมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสน

2.1 สมการเชงิเสนทัว่ไป
บทนยิาม 2.1.1 สมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนอันดับ n คอืสมการทีส่ามารถเขียนในรปู

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = f(x) (2.1)

โดยที่ an(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ในชวง I เรยีก an(x), an−1(x), ..., a1(x), a0(x) วาฟงกชันสัมประสทิธิ์
(coefficient functions) ของสมการ (2.1) และเรยีก an(x) ̸= 0 วาฟงกชันสัมประสทิธิ์ นำ
(leading coefficient functions)

• ถา f(x) = 0 เรยีกสมการ (2.1) วา สมการเอกพันธุ (homogeneous equation)
• ถา f(x) ̸= 0 เรยีกสมการ (2.1) วา สมการไมเอกพันธุ (nonhomogeneous equation)
และเรยีก f(x) วา พจนไมเอกพันธ (nonhomogeneous term) ของสมการ (2.1) และ
เรยีกสมการ

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0

วาเปน สมการเอกพันธสัุมพัทธ (related homogeneous equation) ของสมการ (2.1)
ตัวอยางเช น
1. d2y

dx2
+ 3

dy

dx
− xy = 0 เปนสมการเชงิเสนอันดับสองเอกพันธ ุ

2. 2
d4y

dx4
− x

dy

dx
+ y = cosx เปนสมการเชงิเสนอันดับสีไ่มเอกพันธ ุ

3. 2
d4y

dx4
− x

dy

dx
+ y = 0 เปนสมการเอกพันธสัุมพัทธของสมการ 2

d4y

dx4
− x

dy

dx
+ y = cosx

บทนยิาม 2.1.2 สมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสน (2.1) เปนปรกติ (normal) บนชวง I ก็ตอเมือ่
ฟงกชันสัมประสทิธิ์ an(x), an−1(x), ..., a1(x), a0(x) และฟงกชัน f(x) มีความตอเนือ่งบนชวง I

และ an(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ในชวง I

31
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ตัวอยาง 2.1.3 จงหาชวงทีท่ำใหสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ เปนปรกติ
1. y′′ + 2y′ + xy = 0

2. (x2 − 1)
d2y

dx2
+ x

dy

dx
− y = ex

3. x
d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
− ycosx = sinx

ทฤษฎบีท 2.1.4 ทฤษฎบีทการมีจรงิของผลเฉลยและมีเพยีงผลเฉลยเดยีว
กำหนดใหสมการ

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = f(x) (2.2)

เปนปรกตบินชวง I ให x0 ∈ I และ y0, y1, ..., yn−1 เปนจำนวนจรงิ แลวจะมีฟงกชัน y = y(x) ซึง่
นยิามบนชวง I เปนผลเฉลยเดยีว (unique solution) ของสมการ (2.2) ทีส่อดคลองเงือ่นไข
เริม่ตน

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1

บทแทรก 2.1.5 กำหนดใหสมการ
an(x)

dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0 (2.3)

เปนปรกติบนชวง I แลวจะมีฟงกชัน y ≡ 0 ซึง่นยิามบนชวง I เปนผลเฉลยเดยีวของสมการ
(2.3) ทีส่อดคลองเงือ่นไขเริม่ตน

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, ..., y(n−1)(x0) = 0

เมือ่ x0 ∈ I

หมายเหตุ y ≡ 0 หมายถงึ y(x) = 0 ทกุ ๆ x ∈ I
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บทนยิาม 2.1.6 ผลเฉลย y ≡ 0 ของสมการเชงิอนพัุนธวาเปน ผลเฉลยชัด (trivial solution)
ผลเฉลยทีเ่ปนอยางอืน่เรยีกวา ผลเฉลยไมชัด (nontrivial solution)
ทฤษฎบีท 2.1.7 ให y1 และ y2 เปนผลเฉลยของสมการ

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0 (2.4)

แลว y = c1y1 + c2y2 เมือ่ c1, c2 เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของสมการ (2.4)

ในทำนองเดยีวกัน ให y1, y2, ..., ym เปนผลเฉลยของสมการ (2.4) แลว
y = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cmym (2.5)

เมือ่ c1, c2, ..., cm เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของสมการ (2.4) และเรยีกสมการ (2.5)
วา ผลรวมเชงิเสน (linear combination) ของฟงกชัน y1, y2, ..., ym

ทฤษฎบีท 2.1.8 หลักการซอนทับ (Superposition Principle)
ผลรวมเชงิเสนใด ๆ ของผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธสามัญเอกพันธบุนช วง I ซึง่สมการเปน
ปรกติ จะเปนผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธสามัญเอกพันธน้ัุนบนชวง I

บทแทรก 2.1.9 ผลคณูคาคงตัวกับผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธสามัญเอกพันธ ุ เปนผลเฉลย
ของสมการเอกพันธุ น้ันดวย

ตัวอยาง 2.1.10 ให y1 = e−x และ y2 = e2x เปนผลเฉลยของสมการ y′′ − y′ − 2y = 0

จงแสดงวา y = c1y1 + c2y2 เมือ่ c1, c2 เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของสมการน้ันดวย
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ตัวอยาง 2.1.11 จงแสดงวา y1 = e−x และ y2 = e2x เปนผลเฉลยของสมการ yy′′ − (y′)2 = 0

จงตรวจสอบวา y = c1y1 + c2y2 เมือ่ c1, c2 เปนคาคงตัวไมเจาะจง เปนผลเฉลยของสมการน้ัน
หรอืไม

ตัวอยาง 2.1.12 จงหาผลเฉลยเดยีวของปญหาคาเริม่ตน

y′′ + y = 0 เมือ่ y(0) = 1 และ y′(0) = 1
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แบบฝ กหัด 2.1
1. จงหาชวงทีท่ำใหสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ เปนปรกติ

1.1 (x2 − 4)
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ ycosx = 5

1.2 y′′′ + 3xy′′ + ℓn(x)y = 2x

1.3 x
d3y

dx3
+
√
xy =

sinx
x2

1.4 y′′ − y =
1

1− e−x

1.5 dy

dx
+

y

x lnx = x2

2. จงแสดงวา y = sin2x เปนผลเฉลยเดยีวของสมการ y′′ + 4y = 0 ซึง่สอดคลองเงือ่นไข
y(0) = 0 และ y′(0) = 2

3. จงหาผลเฉลยเดยีวของสมการ y′′ − 2y′ + y = 0 เมือ่ y(0) = 1 และ y′(0) = 2 โดยที่ ex
และ xex เปนผลเฉลยของสมการดังกลาว

4. จงหาผลเฉลยเดยีวของสมการ x2y′′ +2xy′ − 12y = 0 เมือ่ y(1) = 4 และ y′(1) = 3 โดยที่
x3 และ x−4 เปนผลเฉลยของสมการดังกลาว

5. จงหาผลเฉลยเดยีวของปญหาคาเริม่ตน y′′ − 9y = 0 เมือ่ y(0) = 1 และ y′(0) = 1
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2.2 ความเป นอสิระเชงิเสน
บทนยิาม 2.2.1 ฟงกชัน f1, f2, ..., fn ซึง่นยิามบนชวง I เรยีกวา เป นอสิระเชงิเสนตอกัน
(linearly independent) ก็ตอเมือ่ ถา

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0 สำหรับทกุ ๆ คา x ใน I

แลวจะไดวา c1 = c2 = · · · = cn = 0 กรณเีปนอยางอืน่เรยีก f1, f2, ..., fn วา ไมเป นอสิระเชงิ
เสนตอกัน (linearly dependent)
ตัวอยาง 2.2.2 จงตรวจสอบวา

f1(x) = 1, f2(x) = x+ 1, f3(x) = x2 + 1, f4(x) = x2 + x

ซึง่นยิามบนชวง (−∞,∞) เปนอสิระเชงิเสนตอกันหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.3 จงตรวจสอบวา sinx และ cosx ซึง่นยิามบนชวง (−∞,∞) เปนอสิระเชงิเสนตอ
กันหรอืไม
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สมมตวิา f1, f2, ..., fn เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดอยางนอยถงึอันดับ n− 1 บนชวง I พิจารณา
c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0

c1f
′
1(x) + c2f

′
2(x) + · · ·+ cnf

′
n(x) = 0

...
c1f

(n−1)
1 (x) + c2f

(n−1)
2 (x) + · · ·+ cnf

(n−1)
n (x) = 0

นยิาม W (f1, f2, ..., fn : x) เรยีกวา รอนสเกยีนอันดับ n (nth-order Wronskian)
คอืดเีทอรมิแนนทีก่ำหนดโดย

W (f1, f2, ..., fn : x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f ′
1(x) f ′

2(x) · · · f ′
n(x)... ... . . . ...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ทฤษฎบีท 2.2.4 รอนสเกยีน W (f1, f2, ..., fn : x) ̸= 0 สำหรับบางคา x ∈ I แลว f1, f2, ..., fn

เปนอสิระเชงิเสนตอกัน
ตัวอยาง 2.2.5 จงตรวจสอบวา f1(x) = 2x, f2(x) = x2 + 1, f3(x) = x2 + 2, f4(x) = x2 − 1

บนชวง (−∞,∞) เปนอสิระเชงิเสนตอกันหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.6 ฟงกชัน sinx และ cosx บนชวง (−∞,∞) เปนอสิระเชงิเสนตอกันหรอืไม
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ทฤษฎบีท 2.2.7 สมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนเอกพันธุอันดับ n

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = 0 (2.6)

ซึง่เปนปรกตบินชวง I จะมีผลเฉลย y1, y2, ..., yn เปนอสิระเชงิเสนตอกัน
ตัวอยาง 2.2.8 จงแสดงวา y1 = ex และ y2 = x เปนผลเฉลยที่เปนอสิระเชงิเสนตอกันของ
สมการ (1− x)y′′ + xy′ − y = 0
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนอสิระเชงิเสนตอกันหรอืไม โดยใชบทนยิาม

1.1 f1(x) = x2 + 1, f2(x) = 3x, f3(x) = x2 − 1, f4(x) = x2 + 4x− 1

1.2 f1(x) = ex, f2(x) = e2x, f3(x) = e3x

1.3 f1(x) = sin2x, f2(x) = cos2x
1.4 f1(x) = sinx, f2(x) = sinxcosx
1.5 f1(x) = 1, f2(x) = sin2x, f3(x) = cos2x

2. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนอสิระเชงิเสนตอกันหรอืไม โดยใชรอนสเกยีน
2.1 f1(x) = x2 + 3, f2(x) = x+ 1, f3(x) = x2 − 1, f4(x) = x2 + x+ 2

2.2 f1(x) = ex, f2(x) = e2x, f3(x) = e3x

2.3 f1(x) = ex, f2(x) = xex, f3(x) = x2ex

2.4 f1(x) = sinx, f2(x) = xsinx, f3(x) = cosx

3. จงแสดงวาฟงกชันที ่กำหนดใหเปนผลเฉลยที่เปนอสิระเชงิเสนตอกันของสมการตอไปนี้
บนชวงซึง่เปนปรกติ
3.1 y′′ − 2y′ − 15y = 0 : y1 = e−3x, y2 = e5x

3.2 y′′ + 16y = 0 : y1 = cos4x, y2 = sin4x
3.3 y′′ + y′ + 5y = 0 : y1 = e−xcos2x, y2 = e−xsin2x
3.4 x2y′′ + xy′ − y = 0 : y1 = x, y2 = xℓnx
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2.3 ผลเฉลยบรบูิรณของสมการเอกพันธุ
ทฤษฎบีท 2.3.1 ให y1, y2, ..., yn เปนผลเฉลยเฉพาะใด ๆ ทีเ่ปนอสิระเชงิเสนตอกันของสมการ
เชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนเอกพันธุอันดับ n

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = 0 (2.7)

ซึง่สมการเปนปรกตบินชวง I แลวจะไดวา ผลเฉลยทกุ ๆ ผลเฉลยของสมการ (2.7) บนชวง I จะ
เปนผลรวมเชงิเสนของ y1, y2, ..., yn นัน่คอื ทกุ ๆ ผลเฉลย y ของสมการ (2.7) จะมีจำนวนจรงิ
c1, c2, ..., cn ซึง่สำหรับทกุคา x ∈ I

y = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn

บทนยิาม 2.3.2 ผลเฉลยเฉพาะใด ๆ ทีเ่ปนอสิระเชงิเสนตอกัน y1, y2, ..., yn ของสมการ (2.7)
ซึง่เปนสมการปรกติอันดับ n บนชวง I เรยีกวา ผลเฉลยหลักมลู (fundamental solutions)
และผลรวมเชงิเสน y = c1y1+ c2y2+ · · ·+ cnyn เมือ่ c1, c2, ..., cn เปนคาคงตัวไมเจาะจง เรยีกวา
ผลเฉลยบรบูิรณ (complete solution) หรอื ผลเฉลยทัว่ไป (general solution) ของสมการ
(2.7)
ตัวอยาง 2.3.3 จงใชฟงกชัน y1 = x−2 และ y2 = x−2ℓnx บนชวง (0,∞) หาผลเฉลยบรบูิรณ
ของสมการ

x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0
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ทฤษฎบีท 2.3.4 ให Y เปนผลเฉลยใด ๆ ทีเ่จาะจงของสมการไมเอกพันธุ

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = f(x) (2.8)

ถา y1, y2, ..., yn เปนผลเฉลยหลักมูลของสมการเอกพันธุสัมพัทธของสมการ (2.8)
an(x)y

(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = 0

แลวจะไดวาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (2.8) คอื
y = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn + Y

เมือ่ c1, c2, ..., cn เปนคาคงตัวไมเจาะจง
บทนยิาม 2.3.5 Y ทีเ่ปนผลเฉลยใด ๆ ของสมการ (2.8) เรยีกวา ปรพัินธเฉพาะ (particular
integral) หรอื ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution) ของสมการไมเอกพันธุ เขียนแทนดวย
yp และเรยีกผลรวมเชงิเสน c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn ซึง่เปนผลเฉลยบรบูิรณของสมการเอกพันธุ
สัมพัทธของสมการ (2.8) วา ฟงกชันเตมิเตม็ (complement function) ของสมการไมเอกพันธุ
เขียนแทนดวย yc

ดังน้ันผลเฉลยบรบูิรณหรอืผลเฉลยทัว่ไปของสมการ (2.8) คอื y = yc + yp

ตัวอยาง 2.3.6 ให y = c1e
x + c2x เปนผลเฉลยบรบิรณูของสมการ (1− x)y′′ + xy′ − y = 0

จงหาผลเฉลยบรบิรณูของสมการ (1− x)y′′ + xy′ − y = 5
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ทฤษฎบีท 2.3.7 หลักการซอนทับสำหรับสมการไมเอกพันธุ
ให yp1 , yp2 , ..., ypm เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการไมเอกพันธุตอไปนี้ตามลำดับ

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = f1(x)

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = f2(x)

...
an(x)y

(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = fm(x)

แลวจะไดวา yp = yp1 + yp2 + · · ·+ ypm เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ
an(x)y

(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fm(x)

ตัวอยาง 2.3.8 จงใชฟงกชัน 1

x− 1
,
ℓnx
x− 1

และ x2 หาผลเฉลยบรบิรณูของสมการ

x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 3x2 − 2x
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ตัวอยาง 2.3.9 จงผลเฉลยบรบิรณูของสมการ y′′ + 4y = ex + sinx
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แบบฝ กหัด 2.3
1. จงใชฟงกชันทีก่ำหนดให หาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 x2y′′ + 2xy′ − 12y = 0 : x3, x4, x−4, x−3

1.2 y′′ + 4y = 0 : 2cosx, 2sinx, cos2x, sin2x
1.3 y′′ − 2y′ + y = 0 : e−x, ex, xe−x, xex

1.4 (2x+ 1)y′′ − (4x+ 4)y′ + 4y = 0 : e2x, xex, x2, x+ 1

2. จงใชฟงกชันทีก่ำหนดให หาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้
2.1 x2y′′ − x(4− x)2y′ + (6− 2x)y = 2x− x2 : x2, x2ℓnx, x
2.2 y′′ − y′ − 2y = 15e5x : e−x, e2x, e5x

2.3 x2y′′ + xy′ − y = x : 1

x
, x,

1

2
xℓnx

3. จงผลเฉลยบรบิรณูของสมการ y′′ + 9y = x2 + cosx
4. จงผลเฉลยบรบิรณูของสมการ y′′ + 4y = e−x − sinx



บทที่ 3
สมการเอกพันธทุีม่ีสัมประสทิธิ์ เป นคา
คงตัว

3.1 สมการเชงิอนพัุนธอันดับสอง
พิจารณาสมการ

ay′′ + by′ + cy = 0 (3.1)

เมือ่ a, b, c เปนคาคงตัว โดยที่ a ̸= 0 จากการสังเกตสมมติวา y = emx เปนผลเฉลยหนึง่ของ
สมการ (3.1) ตอไปสนใจคาคงตัว m ทีท่ำใหเปนผลเฉลยของสมการดังกลาว นัน่คอื

a(emx)′′ + b(emx)′ + cemx = 0

am2emx + bmemx + cemx = 0

emx(am2 + bm+ c) = 0

เนือ่งจาก emx ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ R ดังน้ันตองเลอืกคา m ทีส่อดคลองสมการ
am2 + bm+ c = 0 (3.2)

เรยีกสมการ (3.2) วา สมการช วย (auxiliary equation) ซึง่มีรากคำตอบเปน

m =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

ทำใหพิจารณารากของสมการได 3 กรณคีอื
1. b2 − 4ac > 0 รากเปนจำนวนจรงิทีต่างกัน
2. b2 − 4ac = 0 รากเปนจำนวนจรงิทีซ่ำกัน
3. b2 − 4ac < 0 รากเปนจำนวนเชงิซอน

45
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กรณทีี ่ 1 รากจำนวนจรงิตางกัน (Distinct real roots)
กรณทีี ่ b2 − 4ac > 0 รากของสมการชวย (3.2) คอืจำนวนจรงิ m1 และ m2 โดยที่ m1 ̸= m2

ดังน้ัน y1 = em1x และ y2 = em2x เปนผลเฉลยของสมการ (3.1) เมือ่พิจารณารอนสเกยีน

W (y1, y2 : x) =

∣∣∣∣∣ em1x em2x

m1e
m1x m2e

m2x

∣∣∣∣∣ = (m2 −m1)e
(m1+m2)x

เนือ่งจาก m2 ̸= m1 ดังน้ัน W (y1, y2 : x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ R สรปุไดวา y1 และ y2 เปนอสิระเชงิ
เสนตอกัน ทำใหไดผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.1) คอื

y = c1e
m1x + c2e

m2x

เมือ่ c1 และ c2 เปนคาคงตัวไมเจาะจง
ตัวอยาง 3.1.1 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

1. y′′ − y′ − 2y = 0

2. y′′ + 2y′ − 15y = 0

3. 2y′′ − 5y′ − 3y = 0

4. y′′ − 2y′ − 2y = 0

ตัวอยาง 3.1.2 จงหาผลเฉลยของสมการ d2x

dt2
− 4x = 0 ที่สอดคลองเงือ่นไข x = 1 และ

dx

dt
= 0 เมือ่ t = 0
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กรณทีี ่ 2 รากจำนวนจรงิซ้ำ (Repeated real roots)
กรณทีี ่ b2 − 4ac = 0 รากของสมการชวย (3.2) มีรากซ้ำคอืจำนวนจรงิ m1 =

−b

2a
ดังน้ันผลเฉลย

หนึง่ของสมการ (3.1) คอื y1 = em1x ตอไปจะหาอกีผลเฉลยของสมการ (3.1) ทีเ่ปนอสิระเชงิเสน
ตอกัน ใหเปน y2

ให y2(x) = v(x)y1(x) โดยที่ v(x) ไมใช คาคงตัวเนือ่งจาก y1 และ y2 เปนอสิระเชงิเสนตอกัน
y′2 = vy′1 + y1v

′

y′′2 = vy′′1 + v′y′1 + y1v
′′ + y′1v

′ = vy′′1 + 2v′y′1 + y1v
′′

เนือ่งจาก y2 เปนผลเฉลยของสมการ (3.1) ดังน้ัน
a(vy′′1 + 2v′y′1 + y1v

′′) + b(vy′1 + y1v
′) + cvy1 = 0

ay1v
′′ + [2ay′1 + by1]v

′ + [ay′′1 + by′1 + cy1]v = 0

ay1v
′′ + [2ay′1 + by1]v

′ = 0

v′′ +

[
2
y′1
y1

+
b

a

]
v′ = 0

v′′

v′
= −2

y′1
y1

− b

a

โดยการหาปรพัินธจะไดวา
ℓn|v′| = −2ℓn|y1| − b

a
x+ c

v′ = e−2ℓn|y1|− b
a
x+c =

1

y21
· e−

b
a
xec

v′ =
1

(em1x)2
· e−

b
a
xec = e−(2m1+

b
a
)xec

เนือ่งจาก m1 =
−b

2a
จะไดวา

v′ = ec

v = xec + c0

โดยการเลอืก ec = 1 และ c0 = 0 จะไดวา v(x) = x ดังน้ัน y2 = xem1x

สรปุไดวาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.1) คอื
y = c1e

m1x + c2xe
m1x

เมือ่ c1 และ c2 เปนคาคงตัวไมเจาะจง
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ตัวอยาง 3.1.3 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

1. y′′ − 2y′ + y = 0

2. y′′ + 6y′ + 9y = 0

3. y′′ − 4y′ + 4y = 0

4. y′′ = 0

ตัวอยาง 3.1.4 จงหาผลเฉลยของสมการ d2y

dx2
− 10

dy

dx
+ 25y = 0 ทีส่อดคลองเงือ่นไข y = 3

และ dy

dx
= 4 เมือ่ x = 0
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กรณทีี ่ 3 รากเชงิซอนสังยุค (Conjugate complex roots)
กรณทีี ่ b2 − 4ac < 0 รากของสมการชวย (3.2) จะเปนจำนวนเชงิซอน p + qi และ p − qi เมือ่
p, q ∈ R ซึง่จะเหมือนกับกรณทีี ่ 1 ผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.1) คอื

y = Ae(p+qi)x +Be(p−qi)x (3.3)

เมือ่ A และ B เปนคาคงตัวไมเจาะจง จากสตูรของออยเลอร (Euler's formula)
eiθ = cosθ + isinθ

สำหรับจำนวนจรงิ θ ใด ๆ จะไดวา
y = Aepx · eiqx +Bepx · e−iqx

= epx
[
Aeiqx +Be−iqx

]
= epx [A(cos qx+ isinqx) +B(cos(−qx) + isin(−qx))]

= epx [A(cosqx+ isinqx) +B(cosqx− isinqx)]
= epx [(A+B)cosqx+ (Ai−Bi)sinqx]

ให c1 = (A+B) และ c2 = Ai−Bi ทำใหไดวา
y = epx(c1cosqx+ c2sinqx)

เปนผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.1)
ตัวอยาง 3.1.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

1. y′′ + y = 0

2. y′′ + 2y′ + 2y = 0

3. y′′ − 2y′ + 5y = 0

4. 2y′′ − y′ + 5y = 0
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ตัวอยาง 3.1.6 จงหาผลเฉลยของสมการ y′′+4y′+5y = 0 ทีส่อดคลองเงือ่นไข y(0) = 0 และ
y′(0) = 1

ตัวอยาง 3.1.7 จงหาผลเฉลยของสมการ 4
d2y

dx2
+16

dy

dx
+17y = 0 ทีส่อดคลองเงือ่นไข y(0) = 0

และ y′(π) = 1
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แบบฝ กหัด 3.1
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 y′′ − 3y′ + 2y = 0

1.2 y′′ − 4y′ + 2y = 0

1.3 4y′′ − 3y′ + 2y = 0

1.4 y′′ + 9y = 0

1.5 y′′ − y′ − 12y = 0

1.6 y′′ − 81y = 0

1.7 y′′ + 6y′ + 13y = 0

1.8 4y′′ − 10y′ + 25y = 0

1.9 9y′′ + 6y′ + y = 0

1.10 6y′′ − 7y′ − 20y = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปนี้ซึง่สอดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให
2.1 y′′ + 4y = 0 : y(0) = 2, y′(0) = 4

2.2 25y′′ + 20y′ + 4y = 0 : y(0) = y′(0) = 0

2.3 y′′ − 6y′ + 18y = 0 : y(0) = 0, y′(0) = 1

2.4 y′′ + y′ − 6y = 0 : y(0) = 1, y′(0) = −2

2.5 y′′ + 4y = 0 : y(0) = 2, y′(0) = 4
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3.2 ผลเฉลยบรบูิรณของสมการอันดับสงู
พิจารณาสมการ

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 (3.4)

เมือ่ ai เปนคาคงตัว ทกุ ๆ i = 1, 2, ..., n โดยที่ a ̸= 0 และ n > 2 มีสมการชวยคอื
anm

n + an−1m
n−1 + · · ·+ a1m+ a0 = 0 (3.5)

อาศัยหลัการเดยีวกับสมการกำลังสองจะไดวา
• กรณทีี ่ 1 รากของสมการชวย (3.5) แตกตางกัน n ราก คอืm1,m2, ...,mn ผลเฉลยบรบูิรณ
ของสมการ (3.4) คอื

y = c1e
m1x + c2e

m2x + · · ·+ cne
mnx

• กรณทีี ่ 2 มีรากของสมการชวย (3.5) yj ซำกัน k คร้ัง แลว xyj, x
2yj, ..., x

k−1yj เปนผล
เฉลยเฉพาะของสมการ (3.4) แลวผลรวมเชงิเสนใด ๆ ที่ไดจากจากรากที่แตกตางกัน
ท้ังหมดของสมการ (3.5) คอืผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.4)

ตัวอยาง 3.2.1 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
1. y′′′ − 5y′′ + 6y′ = 0

2. y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0

3. y′′′ + 4y′′ − 3y′ − 18y = 0

4. y(4) − 2y′′′ + 6y′′ − 8y′ + 8y = 0
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ตัวอยาง 3.2.2 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

1. y(4) − 8y′′′ + 26y′′ − 40y′ + 25y = 0

2. y(8) + 6y(6) − 32y′′ = 0

ตัวอยาง 3.2.3 จงหาผลเฉลยของสมการ y′′′ − 3y′ + 2y = 0 ทีส่อดคลองเงือ่นไข y(0) = 0,
y′(0) = 2 และ y′′(0) = 0
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 y′′′ − 3y′′ + y′ + 5y = 0

1.2 y′′′ + 27y = 0

1.3 y′′′ + y = 0

1.4 4y(4) − 4y′′′ − 3y′′ + 4y′ − y = 0

1.5 y′′′ − y′′ − y′ + y = 0

1.6 y′′′ + 5y′′ + 3y′ − 9y = 0

1.7 y(4) + y = 0

1.8 y(8) − 2y(6) + y(4) = 0

1.9 2y′′′ − 4y′′ − 2y′′ + 4y = 0

1.10 y(4) − 8y′ = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปนี้ซึง่สอดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให
2.1 y′′′ − 3y′′ + 4y = 0 : y = 1, y′ = −8, y′′ = −4 เมือ่ x = 0

2.2 y′′′ + y′′ = 0 : y = 2, y′ = 1, y′′ = −1 เมือ่ x = 0

2.3 y(4) − y′′′ = 0 : y = y′ = 1 เมือ่ x = 0 และ y′′ = y′′′ = e เมือ่ x = 1

2.4 y′′′ + y′ = 0 : y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 2

2.5 y(4) − y = 0 : y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1, y′′′(0) = 0
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3.3 ตัวดำเนนิการเชงิอนพัุนธ
ในหัวขอนี้ จะแนะนำสัญลักษณ

D =
d

dx

เรยีกวา ตัวดำเนนิการเชงิอนพัุนธ (differential operator) เรยีกส้ัน ๆ วา ตัวดำเนนิการ
ดังน้ัน Dy =

dy

dx
ตัวอยางเช น Dex = ex, Dsinx = cosx เปนตน ถาฟงกชัน f มีอนพัุนธอยาง

นอยอันดับที่ n จะไดวา
Dnf =

dnf

dxn

ตัวอยางเช น D2sinx = D(Dsinx) = D(cosx) = −sinx
และนยิาม D0 คอืตัวดำเนนิการทีมี่สมบัติ D0f = f เช น D0x3 = x3 โดยจะไมเขียน D0 ในนพิจน
ของตัวดำเนนิการ ให f, g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได จะไดสมบัตตัิวดำเนนิการดังตอไปนี้

1. Dc = 0 เมือ่ c เปนคาคงตัว
2. D(cf) = cDf เมือ่ c เปนคาคงตัว
3. D(f + g) = Df +Dg

4. D(fg) = fDg + gDf

ตัวอยาง 3.3.1 จงหาคาของนพิจนตอไปนี้
1. D(xex)

2. D(cosx+ x2 + 3)

3. D2(xcosx)

4. D3(ℓnx)
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เมือ่กำหนดตัวดำเนนิการทัว่ไปคอื
L = an(x)D

n + an−1D
n−1 + · · ·+ a1(x)D + a0(x) (3.6)

เรยีกวา L วา ตัวดำเนนิการเชงิเสน (linear operator) แลวจะไดวา L เปนตัวดำเนนิการเชงิ
อนพัุนธอันหนึง่ ถาฟงกชัน y มีอนพัุนธอยางนอยอันดับที่ n จะไดวา

Ly = an(x)D
ny + an−1D

n−1y + · · ·+ a1(x)Dy + a0(x)y (3.7)

ให L1, L2 และ L3 เปนตัวดำเนนิการเชงิเสน จะไดวา
1. L1 + L2 = L2 + L1 กฎการสลับทีส่ำหรับการบวก

2. (L1 + L2) + L3 = L1 + (L2 + L3) กฎการเปลีย่นกลุมสำหรับการบวก

3. (L1L2)L3 = L1(L2L3) กฎการเปลีย่นกลุมสำหรับการคณู
4. L1(L2 + L3) = L1L2 + L1L3 กฎการแจกแจงทางซาย
5. (L1 + L2)L3 = L1L3 + L2L3 กฎการแจกแจงทางขวา

ตัวอยาง 3.3.2 กำหนดให L1 = xD − 1, L2 = D + 1 และ L3 = 2D2 + 1 จงหา

1. L1 + L2

2. L1L2 และ L2L1

3. L2L3 และ L3L2
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สำหรับ L1L2 = L2L1 ก็ตอเมือ่ L1 และ L2 มีสัมประสทิธิ์ของเปนคาคงตัว
ตอไปพิจารณาสมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนอันดับ n

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = f(x) (3.8)

เขียนในรปูตัวดำเนนิการไดดังนี้[
an(x)D

n + an−1(x)D
n−1 + · · ·+ a1(x)D + a0(x)

]
y = f(x)

Ly = f(x)

ในกรณีที ่ L มีสัมประสทิธิ์ ของเปนคาคงตัว จะไดวา L อยูในรปูพหุนามใน D เขียนแทนดวย
P (D) นัน่คอื

P (D) = anD
n + an−1D

n−1 + · · ·+ a1D + a0

เมือ่ a0, a1, ...., an เปนคาคงตัว

ตัวอยาง 3.3.3 จงเขียนสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ โดยใชตัวดำเนนิการ D

1. xy′′ + 2xy′ + 6y = ex

2. (1 + x2)y′′ − y′ + y = xsinx

3. exy′′ + 4y′ − 3xy = 0

4. d2y

dx2
+ sinxdy

dx
= xcosx

ตัวอยาง 3.3.4 กำหนดให f(x) = x2 − ℓnx+ sinx จงหา (D − 3)(xD + 2x)f
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ตัวอยาง 3.3.5 กำหนดให P (D) = anD

n + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0

จงแสดงวา P (D)emx = emxP (m) เมือ่ m เปนคาคงตัว

ตัวอยาง 3.3.6 กำหนดให P (D) = anD
n + an−1D

n−1 + · · ·+ a1D + a0 จงแสดงวา

1. (D − a)neaxy = eaxDny เมือ่ a เปนคาคงตัว

2. eaxP (D)y = P (D − a)[eaxy] เมือ่ a เปนคาคงตัว
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงหาผลคณูของตัวดำเนนิการตอไปนี้

1.1 (xD + 2)(xD − 2)

1.2 (D + 2)(D − x)

1.3 (xD + x2)(D − ex)

1.4 (xD − 1)(D + x)

1.5 D(D − 1)(D + 2)

1.6 (D + 1)(D + 2)(D + 3)

2. จงนพิจนตอไปนี้
2.1 (D2 − 2D)(x3 + 1)

2.2 (D2 − 1)(ex + cosx)
2.3 (2D2 + 3D − 1)(2x3 − x)

2.4 (xD + 3)(x2 − 3)

2.5 (D2 + 3D + 2)(x2 + x+ ex)

2.6 (xD3 −D2 + xD + x)(ex − x2)

3. จงเขียนสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ โดยใชตัวดำเนนิการ D

3.1 xy′′ + xy′′ + y′ = 3

3.2 (1 + x)y′′′ + xy′ = sinx
3.3 exy′′ + xy′ − 3y′ = x

3.4 xy(4) + xy′′′ − exy′ + y = x3

3.5 d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 4y = ex
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3.4 ผลเฉลยทีไ่ดจากตัวดำเนนิการเชงิอนพัุนธ
พิจารณา eax เมือ่ a เปนคาคงตัว จะไดวา

Deax = aeax

Deax − aeax = 0

(D − a)eax = 0

ดังน้ัน eax เปนผลเฉลยของสมการ (D − a)y = 0 ทำนองเดยีวกัน ebx เปนผลเฉลยของสมการ
(D − b)y = 0 แลวสมการ

(D − a)(D − b)y = 0 (3.9)

มีผลเฉลยเปน eax และ ebx ถา a ̸= b โดยรอนสเกยีนจะไดวา eax และ ebx เปนอสิระเชงิตอกัน
ดังน้ันผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3.9) คอื

y = c1e
ax + c2e

bx

โดยอาศัยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร ถา a1, a2, ..., an เปนจำนวนจรงิทีแ่ตกตางกันท้ังหมดจะได
วาสมการ

(D − a1)(D − a2)(D − a3) · · · (D − an)y = 0 (3.10)

มีผลเฉลยบรบูิรณคอื
y = c1e

a1x + c2e
a2x + · · ·+ cne

anx

ตัวอยาง 3.4.1 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1. (D − 1)(D + 2)y = 0

2. (D2 −D − 6)y = 0

3. D(D2 + 6D + 8)y = 0

4. y′′ + y′ − 20y = 0
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จะเห็นวา D1 = 0 และ Dnxk = 0 เมือ่ k = 1, 2, ..., n − 1 ดังน้ัน 1, x, x2, ..., xn−1 เปนผล
เฉลยของสมการ

Dny = 0 (3.11)

โดยรอนสเกยีนจะไดวา 1, x, x2, ..., xn−1 เปนอสิระเชงิเสนตอกัน จะไดวาผลเฉลยบรบูิรณของ
สมการ (3.11) คอื

y = c1 + c2x+ c3x
2 + · · ·+ cnx

n−1

เนือ่งจาก (D − a)eax = 0 ทำใหไดวา (D − a)2eax = 0 และ
(D − a)2xeax = (D − a)(D − a)xeax

= (D − a)(xDeax + eaxDx− axeax)

= (D − a)(axeax + eax − axeax)

= (D − a)eax = 0

ดังน้ัน eax และ xeax เปนผลเฉลยของสมการ (D−a)2y = 0 ซึง่ผลเฉลยท้ังสองเปนอสิระเชงิเสน
ตอกัน สรปุไดวา y = c1e

ax + c2xe
ax ของสมการ (D − a)2y = 0 โดยอาศัยหลักการเดยีวกันจะ

ไดวาสมการ
(D − a)ny = 0 (3.12)

ผลเฉลยบรบูิรณคอื
y = (c1 + c2x+ c3x

2 + · · ·+ cnx
n−1)eax

ตัวอยาง 3.4.2 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1. D3y = 0

2. D2(D − 2)y = 0

3. (D2 −D)(D2 +D − 2)y = 0

4. y′′ + 4y′ + 4y = 0
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พิจารณาตัวดำเนนิการกับฟงกชันไซนและโคไซน

D2sinbx = D(Dsinbx) = D(bcosx) = −b2sinx
D2sinbx+ b2sinx = 0

(D2 + b2)sinbx = 0

ดังน้ัน sinbx เปนผลเฉลยของสมการ (D2 + b2)y = 0 เมือ่ b > 0 และ
D2cosbx = D(Dcosbx) = D(−bsinx) = −b2cosx

D2cosbx+ b2cosx = 0

(D2 + b2)cosbx = 0

ดังน้ัน cosbx เปนผลเฉลยของสมการ (D2 + b2)y = 0

เนือ่งจาก sinbx และ cosbx เปนอสิระเชงิเสนตอกัน ฉน้ัน y = c1cosbx + c2sinbx เปนผลเฉลย
บรบูิรณของสมการ

(D2 + b2)y = 0

และขยายแนวคดิไปยังกรณทัีว่ไปไดวาสมการ
(D2 + b2)ny = 0

มีผลเฉลยบรบูิรณคอื
y = (c1 + c2x+ · · ·+ cnx

n−1)cosbx+ (cn+1 + cn+2x+ · · ·+ c2nx
n−1)sinbx

ตัวอยาง 3.4.3 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1. (D2 + 4)y = 0

2. (D4 − 16)2y = 0

3. (D4 − 13D2 + 36)y = 0

4. y(4) + 6y′′ + 9y = 0
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แสดงไดโดยงายวา [(D − a)2 + b2]eaxsinbx = 0 และ [(D − a)2 + b2]eaxcosbx = 0

ดังน้ัน eaxsinbx และ eaxcosbx เปนผลเฉลยของสมการ [(D−a)2+ b2]y = 0 เมือ่ b > 0 เนือ่งจาก
eaxsinbx และ eaxcosbx เปนอสิระเชงิเสนตอกัน ดังน้ัน

y = eax[c1cosbx+ c2sinbx]

เปนผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
[(D − a)2 + b2]y = 0

และขยายแนวคดิไปยังกรณทัีว่ไปไดวาสมการ
[(D − a)2 + b2]ny = 0

มีผลเฉลยบรบูิรณคอื
y = eax[(c1 + c2x+ · · ·+ cnx

n−1)cosbx+ (cn+1 + cn+2x+ · · ·+ c2nx
n−1)sinbx]

ตัวอยาง 3.4.4 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1. [(D − 1)2 + 4]y = 0

2. (D2 + 2D + 2)2y = 0

3. (D − 1)(D4 − 3D2 − 4)2y = 0

4. y(4) + 8y′′ + 16y = 0
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ผลเฉลยทีไ่ดจากตัวดำเนนิการสรปุไดดังตารางตอไปนี้

สมการเชงิอนพัุนธ ผลเฉลยบรบูิรณ

(D − a1)(D − a2) · · · (D − an)y = 0 y = c1e
a1x + c2e

a2x + · · ·+ cne
anx

Dny = 0 y = c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1

(D − a)ny = 0 y = (c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1)eax

(D2 + b2)y = 0 y = c1cosbx+ c2sinbx

(D2 + b2)ny = 0 y = (c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1)cosbx

+(cn+1 + cn+2x+ · · ·+ c2nx
n−1)sinbx

[(D − a)2 + b2]y = 0 y = eax[c1cosbx+ c2sinbx]

[(D − a)2 + b2]ny = 0 y = eax(c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1)cosbx

+eax(cn+1 + cn+2x+ · · ·+ c2nx
n−1)sinbx

ตัวอยาง 3.4.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
D3(D − 2)(D + 3)2(D2 + 4)(D2 + 4D + 6)y = 0

ตัวอยาง 3.4.6 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y(5) − 9y′ = 0
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ตัวอยาง 3.4.7 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

(D2 − 4)2(D2 + 4)3(D − 4)2(D2 −D − 12)y = 0

ตัวอยาง 3.4.8 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = 0

ตัวอยาง 3.4.9 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′′ + 4y′′ + y′ + 4y = 0
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แบบฝ กหัด 3.4
จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้ โดยใชตัวดำเนนิการ
1. 4y′′ + y′ = 0

2. y′′ + 9y = 0

3. 12y′′ − 5y′ − 2y = 0

4. y′′ + 8y′ + 16y = 0

5. y′′ − 49y = 0

6. y′′ + 3y′ − 5y = 0

7. y′′ + y′ − 12y = 0

8. (3D2 + 2D + 1)y = 0

9. (D3 − 1)y = 0

10. y′′′ − 4y′′ − 5y′ = 0

11. (D3 − 5D2 + 3D + 9)y = 0

12. (16D4 + 24D2 + 9)y = 0

13. y′′′ + y′′ − 2y = 0

14. (D5 − 16D)y = 0

15. D2(D2 + 4D + 13)2y = 0

16. D(D2 + 1)2(D2 − 1)y = 0

17. (D2 + 4)(D2 − 4)y = 0

18. D3(D2 + 9)2(D2 − 9)3y = 0



บทที่ 4
สมการไมเอกพันธทุีม่ีสัมประสทิธิ์ เป นคา
คงตัว
ในบทนี้จะกลาวถงึการหาผลเฉลยของสมการไมเอกพันธ

an
dny

dxn
+ an−1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1

dy

dx
+ a0y = f(x)

เมือ่ a0, a1, ..., an เปนคาคงตัว หรอืเขียนไดเปน
P (D)y = f(x)

โดยที่ P (D) = anD
n + an−1D

n−1 + · · ·+ a1D+ a0 โดยบทที่ 2 ผลเฉลยบรบูิรณของสมการคอื
y = yc + yp

เมือ่ yc เปนฟงกชันเตมิซึง่คอืผลเฉลยบรบูิรณของสมการ P (D)y = 0 และ yp คอืปรพัินธเฉพาะ
การหา yc สามารถทำไดโดยวธิทีีแ่สดงในบทที่ 3 ดังน้ันในบทนี้จะนำเสนอวธิหีา yp คอื

1. วธิเีทยีบสัมประสทิธิ์
2. การหาปรพัินธเฉพาะดวยตัวดำเนนิการผกผัน
3. การแปรพารามิเตอร

4.1 วธิเีทยีบสัมประสทิธิ์
พิจารณาสมการ y′′ − y′ − 2y = ex เขียนในตัวดำเนนิ D ไดเปน (D2 −D− 2)y = ex = 0 นัน่คอื

(D − 2)(D + 1)y = 0

ดังน้ัน yc = c1e
2x + c2e

−x เมือ่พิจารณา (D − 1)ex ในทีน่ ี้ เรยีก D − 1 วาลบลาง ex จะไดวา
(D − 2)(D + 1)y = ex

(D − 1)(D − 2)(D + 1)y = (D − 1)ex

(D − 1)(D − 2)(D + 1)y = 0

67
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ดังน้ันสมการ y′′ − y′ − 2y = ex มีผลเฉลยบรณูคอื
y = c1e

2x + c2e
−x + c3e

x = yc + c3e
x

นัน่คอื yp = c3e
x เนือ่งจาก c3 ตองเปนคา ๆ หนึง่ ซึง่จะหาไดโดยความจรงิทีว่า yp เปนผลเฉลย

ของสมการ y′′ − y′ − 2y = ex นัน่คอื
(yp)

′′ − (yp)
′ − 2yp = ex

(c3e
x)′′ − (c3yp)

′ − 2c3e
x = 0

c3e
x − c3e

x − 2c3e
x = ex

−2c3e
x = ex

c3 = −1

2

ดังน้ันสมการ y′′ − y′ − 2y = ex มีผลเฉลยบรณูคอื

y = c1e
2x + c2e

−x − 1

2
ex

เรยีกวธินีี้ วา วธิเีทยีบสัมประสทิธิ์ (the method of undetermined coefficients)
บทนยิาม 4.1.1 ตัวดำเนนิการเชงิอนพัุนธเชงิเสน L ลบลาง (annihilate) ฟงกชัน f บนชวง I

ก็ตอเมือ่ Lf ≡ 0 บนชวง I

ขอสังเกต 4.1.2 ให P (D) และ Q(D) เปนตัวดำเนนิการเชงิอนพัุนธเชงิเสน แลว
1. ถา P (D) ลบลาง f(x) และ g(x) จะไดวา P (D) ลบลาง c1f(x) + c2g(x)

2. ถา P (D) และ Q(D) ลบลาง f(x) จะไดวา c1P (D) + c2Q(D) ลบลาง f(x)

3. ถา P (D) ลบลาง f(x) และ Q(D) ลบลาง g(x) จะไดวา P (D)Q(D) ลบลาง
c1f(x) + c2g(x)

จากบทที่ 3 สรปุไดวา
D ลบลาง 1

Dn ลบลาง 1, x, x2, ..., xn−1

(D − a) ลบลาง eax

(D − a)n ลบลาง eax, xeax, ..., xn−1eax

(D2 + b2) ลบลาง cosbx, sinbx
(D2 + b2)n ลบลาง cosbx, xcosbx, ..., xn−1cosbx และ

sinbx, xsinbx, ..., xn−1sinbx
(D − a)2 + b2 ลบลาง eaxcosbx, eaxsinbx
[(D − a)2 + b2]n ลบลาง eaxcosbx, xeaxcosbx, ..., xn−1eaxcosbx และ

eaxsinbx, xeaxsinbx, ..., xn−1eaxsinbx
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ตัวอยาง 4.1.3 จงหาตัวดำเนนิการทีล่บลางฟงกชันตอไปนี้

1. 4e2x − sinx− 6

2. 3cos2x− x2e−x + 5

3. 3xex + 4xcos3x+ x2 − x

4. 3xe−2x + exsin4x+ x3 − 7xexcos5x

ตัวอยาง 4.1.4 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′ + 7y′ + 12y = 24

ตัวอยาง 4.1.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′ + y′ − 6y = x2 + x
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ตัวอยาง 4.1.6 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

y′′ + 2y′ − 8y = 4e2x

ตัวอยาง 4.1.7 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′ + y′ = 3xe−x
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ตัวอยาง 4.1.8 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

y′′ + y′ = 5sinx

ตัวอยาง 4.1.9 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′ + 2y′ − 15y = excosx
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ตัวอยาง 4.1.10 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

y′′ + 9y′ = sin2x

ตัวอยาง 4.1.11 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
y′′ − y′ = x+ xex



4.1. วิธีเทียบสัมประสทิธ์ิ 73
ตัวอยาง 4.1.12 จงหารปูแบบปรพัินธเฉพาะของสมการ

y′′ + 2y′ + y = xe−x + xe2xsinx

ตัวอยาง 4.1.13 จงหารปูแบบปรพัินธเฉพาะของสมการ
y′′′ + 9y′ = 3x2 − 5x+ cos3x+ xsin3x
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงหาตัวดำเนนิการทีล่บลางฟงกชันตอไปนี้

1.1 e−x + e2x

1.2 3x− 4 + xe3x

1.3 −3x− 1
2
e4x

1.4 x2 − 3cos2x
1.5 xsin3x+ cos3x

1.6 e2xcos3x+ sinx
1.7 y(4) + y = 0

1.8 e−xsin2x− 3x3 − 1

1.9 cosx(x− ex)

1.10 sin32x

2. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

2.1 (D2 + 1)y = 7

2.2 (D3 − 3D + 2)y = 15

2.3 (D3 + 8D)y = 1− x2

2.4 (D5 −D2)y = 3ex

2.5 (D2 + 1)y = 5sin2x

2.6 (D4 − 4D2)2y = x

2.7 (D2 + 4D)y = 6sinx
2.8 (D2 − 1)y = cos2x
2.9 (D2 + 2D + 1)y = 6ex

2.10 (D3 −D)y = 5sin2x

3. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

3.1 y′′ + 4y′ + 4y = 2x− 1

3.2 y′′ + 4y′ + 5y = 2ex

3.3 y′′ + y = cosx+ 2sinx

3.4 y′′ + 3y′ = sinx+ 2cosx
3.5 y′′′ + y = sinx
3.6 y′′ + 2y′ + y = cos2x

4. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปนี้ซึง่สอดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให
4.1 y′′′ − 2y′′ + 10y′ = xex : y = −1, y′ = 0, y′′ = 1 เมือ่ x = 0

4.2 (D − 1)3y = 6ex : y = 0, y′ = 3e−1, y′′ = 0 เมือ่ x = −1

4.3 y(4) − 4y′′ = x2 : y = y′ = 1, y′′ = y′′′ = 0 เมือ่ x = 0

4.4 y′′ + 2y′ + 2y = sin3x : y(0) = 0, y′(0) = 0

5. จงหารปูแบบปรพัินธเฉพาะของสมการ
5.1 y′′ − 2y′ + 2y = exsinx
5.2 y′′ + 4y = 2xcos3x
5.3 y′′ + 3y′ + 2y = x(e−x + e−2x)

5.4 y(4) + 5y′′ + 4y = sinx+ cos2x
5.5 (D− 1)3(D2 − 4)y = xex + e2x + e−2x

5.6 y′′′ − y′′ − 12y′ = x− 2xe−3x
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4.2 การหาปรพัินธเฉพาะดวยตัวดำเนนิการผกผัน
พิจารณาสมการ Dy = f(x) หรอื dy

dx
= f(x) จะไดวา

y =

∫
f(x) dx

จาก Dy = f(x) เขียนไดวา y =
1

D
f(x) โดยนยิาม

1

D
f(x) =

∫
f(x) dx

เรยีก 1

D
วา ตัวดำเนนิการเชงิปรพัินธ (integral operator) สำหรับ n ∈ N นยิามโดย

1

Dn
f(x) =

1

Dn−1

[
1

D
f(x)

]
ตัวอยาง 4.2.1 จงหาผลของตัวดำเนนิการเชงิปรพัินธตอไปนี้

1. 1

D2
x2 2. 1

D3
sinx

บทนยิาม 4.2.2 ให P (D) เปนตัวดำเนนิเชงิอนพัุนธเชงิเสนแลว
1

P (D)
f(x) = g(x) ก็ตอเมือ่ f(x) = P (D)g(x)

บทนยิาม 4.2.3 เรยีกตัวดำเนนิการ 1

P (D)
วาเปน ตัวดำเนนิผกผัน (inverse operator) ของ

P (D) ซึง่มีสมบัตวิา
1

P (D)
P (D)f(x) = f(x)

ขอควรระวัง โดยทัว่ไป 1

P (D)
P (D) ̸= P (D)

1

P (D)
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ทฤษฎบีท 4.2.4 ให P (D), Q(D) เปนตัวดำเนนิเชงิอนพัุนธ เชงิเสน f, g เปนฟงกชัน และ α, β

เปนคาคงตัว แลว
1. 1

P (D)
[αf(x) + βg(x)] = α

1

P (D)
f(x) + β

1

P (D)
g(x)

2. 1

P (D)Q(D)
f(x) = α

1

P (D)

[
1

Q(D)
f(x)

]

3.
[
α

1

P (D)
+ β

1

Q(D)

]
f(x) = α

1

P (D)
f(x) + β

1

Q(D)
f(x)

ตอไปพิจารณาสมการ (D − a)yp = f(x) จะไดวา
e−ax(D − a)yp = e−axf(x)

e−axDyp − ae−axyp = e−axf(x)

D(e−axyp) = e−axf(x)

e−axyp =

∫
e−axf(x) dx

yp = eax
∫

e−axf(x) dx

จาก (D − a)yp = f(x) จะไดวา yp =
1

D − a
f(x) ดังน้ัน

1

D − a
f(x) = eax

∫
e−axf(x) dx

ในกรณทัีว่ไป สำหรับ k ∈ N จะไดวา
1

(D − a)k
f(x) =

1

(D − a)k−1

[
1

D − a
f(x)

]
ตัวอยาง 4.2.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ − 3y′ = e2x
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ตัวอยาง 4.2.6 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (D3 + 3D2 − 4)y = e5x

ตัวอยาง 4.2.7 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (D2 + 4D + 4)y = (x+ 1)e3x

ตัวอยาง 4.2.8 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (D2 − 2D + 1)y = sinx
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แบบที่ 1 f(x) เป นฟงกชันพหนุาม
ในกรณทีี ่ f(x) เปนพหนุามดกีรี m อาศัยอนกุรมเรขาคณติคอื

1

1− t
= 1 + t+ t2 + t3 + · · ·

เปลีย่นตัวดำเนนิการผกผันไดในรปู
1

P (D)
= A0 + A1D + A2D

2 + · · ·+ AmD
m + · · ·

เนือ่งจาก Dkf(x) ≡ 0 ทกุ ๆ k = m+ 1,m+ 2, ... ดังน้ัน
1

P (D)
f(x) = (A0 + A1D + A2D

2 + · · ·+ AmD
m)f(x)

ตัวอยาง 4.2.9 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D2 + 1)y = x3 + 3x− 5

ตัวอยาง 4.2.10 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ y′′ − y′ + 2y = x2 + 1
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แบบที่ 2 f(x) = eax และ f(x) = eaxF (x)

จากตัวอยาง 3.3.5 ทีว่า P (D)eax = P (a)eax เนือ่งจาก P (a) เปนจำนวนจรงิ และ P (a) ̸= 0

จะไดวา
P (D)

eax

P (a)
=

1

P (a)
P (D)eax =

1

P (a)
P (a)eax = eax

โดยบทนยิาม 4.2.2 สรปุไดวา
1

P (D)
eax =

eax

P (a)

ตัวอยาง 4.2.11 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการตอไปนี้

1. (D2 +D + 1)y = 3ex + 1

2. (D2 + 3)y = ex + 2e−x

3. (D3 +D + 1)y = e−2x + e2x + 3

4. y′′ − 4y′ + 4y = 3e5x − 1
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โดยตัวอยาง 3.3.6 ทีว่า eaxP (D)y = P (D − a)[eaxy] แทน D ดวย D + a และ y ดวย g(x)

จะไดวา
eaxP (D + a)g(x) = P (D)[eaxg(x)]

ให g(x) = 1

P (D + a)
F (x) จะไดวา

P (D)
1

P (D + a)
F (x) = eaxP (D + a)

1

P (D + a)
F (x) = eaxF (x)

โดยบทนยิาม 4.2.2 สรปุไดวา
1

P (D)
eaxF (x) = eax

1

P (D + a)
F (x)

เรยีกวา ทฤษฎบีทการเลือ่นของตัวดำเนนิการ (operation shift theorem)
ตัวอยาง 4.2.12 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D2 − 5D + 8)y = e2x(x2 + 1)

ตัวอยาง 4.2.13 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ − y′ − 2y = e−x
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แบบที่ 3 f(x) อยูในรปู sinbx และ cosbx โดยที่ b > 0

สามารถพิสจูนไดวา
1

P (D2)
cosbx =

1

P (−b2)
cosbx เมือ่ P (−b2) ̸= 0 และ b > 0

ทำนองเดยีวกันจะไดวา
1

P (D2)
sinbx =

1

P (−b2)
sinbx เมือ่ P (−b2) ̸= 0 และ b > 0

ตัวอยาง 4.2.14 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D2 + 2D − 3)y = sin3x

ตัวอยาง 4.2.15 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ − 2y′ + 3y = sin2x
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แบบที่ 4 f(x) อยูในรปู sinbx และ cosbx โดยที่ P (−b2) = 0

จากสตูรของออยเลอร eiθ = cosθ + isinθ ดังน้ัน
cosθ = Re(eiθ) และ sinθ = Im(eiθ)

ดังน้ัน
1

P (D)
cosbx =

1

P (D)
Re(eibx) = Re

(
1

P (D)
eibx · e0x

)
1

P (D)
sinbx =

1

P (D)
Im(eibx) = Im

(
1

P (D)
eibx · e0x

)

หาปรพัินธเฉพาะโดยอาศัยทฤษฎบีทการเลือ่นของตัวดำเนนิการ
ตัวอยาง 4.2.16 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D3 +D)y = sinx

ตัวอยาง 4.2.17 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = cosx
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แบบที่ 5 f(x) อยูในรปู xmsinbx และ xmcosbx
โดยหลักการเดยีวกับแบบที่ 4 จะไดวา

xmcosθ = Re(xmeiθ) และ xmsinθ = Im(xmeiθ)

ดังน้ัน
1

P (D)
xmcosbx =

1

P (D)
Re(eibxxm) = Re

(
1

P (D)
eibx · xm

)
1

P (D)
xmsinbx =

1

P (D)
Im(eibxxm) = Im

(
1

P (D)
eibx · xm

)

หาปรพัินธเฉพาะโดยอาศัยทฤษฎบีทการเลือ่นของตัวดำเนนิการ
ตัวอยาง 4.2.18 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D2 + 1)y = x2sin2x

ตัวอยาง 4.2.19 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D2 − 4D + 5)y = xe2xcosx
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ตัวอยาง 4.2.20 จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการ (D3 + 5D2 + 9D + 5)y = sinxcosx

ตัวอยาง 4.2.21 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (D2 − 4)y = x2e3x

ตัวอยาง 4.2.22 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (D2 − 2D + 5)y = excos2x
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 (D2 − 3D + 2)y = x2 − 3x+ 1

1.2 (D2 + 3D − 4)y = 24e2x

1.3 y′′ + 16y = 48sin4x
1.4 y′′ − y = 8xe2x

1.5 (D3 − 5D2 + 8D − 4)y = ex + e2x

1.6 y′′ + 6y′ + 13y = 60cosx+ 20

1.7 D2(D − 2)3y = 48e2x

1.8 (D4 − 16)y = 4sin2x
1.9 (D2 + 25)y = 5sin5x
1.10 y′′ + 2y′ + y = 10e−xcos4x

2. จงหาปรพัินธเฉพาะของสมการตอไปนี้

2.1 (D2 + 4D + 5)y = 4e−2xcosx
2.2 (D2 + 9)y = 10(ex − cos3x)
2.3 (D2 −D − 2)y = 4x2 − 3e−x

2.4 (D2 + 4)y = 4sinxcosx
2.5 (D2 + 2D + 2)y = xe−xsinx
2.6 y′′ − 2y′ + y = x3ex

2.7 y′′ + 2y′ − 3y = xex

2.8 y′′ − 6y′ + 13y = xe3xsinx

2.9 y(4) − 4y′′ = 4sinx
2.10 y(4) + y′′ = 3x2 + e−x

2.11 (D2 − 2D + 10)y = excos3x
2.12 (D2 + 2)y = x2sinx
2.13 (D2 − 4D + 5)y = sinxcos3x
2.14 y(4) + y′ = 3xex

2.15 (D2 −D − 6)y = x3 − x

2.16 (D3 + 1)y = xex + sinx
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4.3 การแปรพารามเิตอร
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการหาปรพัินธเฉพาะ โดยวธิีการแปรพารามเิตอร (variation of parameter)
ซึง่จะใชไดท้ังกรณทีีส่มการเชงิอนพัุนธทีมี่สัมประสทิธิ์ เปนตัวแปร เริม่ตนจากแนวคดิการหาผล
เฉลยของสมการเชงิอนพัุนธอันดับหนึง่

a1(x)y
′ + a0(x)y = f(x) (4.1)

พิจารณาสมการ a1(x)y
′ + a0(x)y = 0 จะไดวา

y′

y
= −a0(x)

a1(x)

ℓn|y| =
∫

−a0(x)

a1(x)
dx+ c

y = c1e
∫
−a0(x)

a1(x)
dx

ให yc = c1e
∫
−a0(x)

a1(x)
dx

= c1y1 เมือ่ y1 = e
∫
−a0(x)

a1(x)
dx จัดรปูสมการ a1(x)y

′+a0(x)y = f(x) ไดเปน

y′ +
a0(x)

a1(x)
y =

f(x)

a1(x)

จากหัวขอ 1.6 จะไดผลเฉลยเปน (โดยการตัดคาคงตัวออก)

yp = e
∫
−a0(x)

a1(x)
dx

(∫
f(x)

a1(x)
e
∫ a0(x)

a1(x)
dx
dx

)
= y1u1(x)

เมือ่ u1(x) =

∫
f(x)

a1(x)
e
∫ a0(x)

a1(x)
dx
dx เนือ่งจาก yp = y1u1 เปนผลเฉลยของสมการ (4.1) ดังน้ัน

a1(x)y
′
p + a0(x)yp = f(x)

a1(x)[y1u
′
1 + y1u

′
1] + a0(x)y1u1 = f(x)

u1[a1(x)y
′
1 + a0(x)y1] + a1(x)y1u

′
1 = f(x)

a1(x)y1u
′
1 = f(x)

u′
1 =

f(x)

a1(x)y1

u1(x) =

∫
f(x)

a1(x)y1
dx

สรปุไดวาสมการ a1(x)y
′ + a0(x)y = f(x) มีผลเฉลยบรบูิรณคอื

y = yc + yp = c1y1 + y1u1

เมือ่ y1 = e
∫
−a0(x)

a1(x)
dx และ u1 =

∫
f(x)

a1(x)y1
dx
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ตัวอยาง 4.3.1 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ xy′ − 2y = x3sinx

ตัวอยาง 4.3.2 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2
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ตอไปพิจารณาสมการเชงิอนพัุนธอันดับสอง

a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x)y = f(x) (4.2)

ฟงกชันเตมิเต็มของสมการ (4.2) คอื yc = c1y1 + c2y2 ทำการแปรพารามิเตอรจะไดวา
yp = u1y1 + u2y2

เปนปรพัินธเฉพาะของสมการ (4.2) โดยใชเงือ่นไขทีว่า yp เปนผลเฉลยของสมการ (4.2) ทำใหได
ขอสรปุวา

u1 = −
∫

y2
W (y1, y2 : x)

f(x)

a2(x)
dx และ u2 =

∫
y1

W (y1, y2 : x)

f(x)

a2(x)
dx

เมือ่ W (y1, y2; x) คอืรอนสเกยีนของ y1, y2

ตัวอยาง 4.3.3 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ + y = secx

ตัวอยาง 4.3.4 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ xy′′ + 2y′ = 6x กำหนดให yc = c1 + c2
1

x
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ตัวอยาง 4.3.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ + 2y′ − 3y = e−3x

ตัวอยาง 4.3.6 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ y′′ + 3y′ + 2y =
e−x

x
เมือ่ x > 0
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แบบฝ กหัด 4.3
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้ โดยใชการแปรพารามิเตอร

1.1 xy′ + 3y = tanx
1.2 y′ + xy = xe−x

1.3 y′′ − 4y′ + 3y = e−x

1.4 y′′ − y′ − 2y = e−x

1.5 y′′ + y = sinx
1.6 y′′ + y = tanx
1.7 x2y′′ + xy′ − y = x

1.8 x2y′′ − 2xy′ + 2y = x3ex

1.9 x2y′′ + xy′ − y =
1

x+ 1

1.10 x2y′′ − 2xy′ + 2y = xℓnx

1.11 y′′ − 3y′ + 2y = − e2x

1 + ex

1.12 xy′′ − (2x2 + 1)y′ = x5ex
2

2. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

2.1 y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y =
2ex

x2

2.2 y′′′ + y′ = cscx
2.3 y′′′ + y′ = cotx



บทที่ 5
ระบบสมการเชงิอนพัุนธ

ในบทนี้ จะกลาวถงึการหาผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนทีมี่สัมประสทิธิ์ เปนคา
คงตัว โดยมีสมการมากกวา 1 สมการ เมือ่กำหนดให x = x(t) และ y = y(t) และตัวดำเนนิการ
D =

d

dt
ตัวอยางเช น

1.
dx

dt
+ 2x+ 3y = 0

dy
dt

+ 3x+ 2y = et
หรอื

(D + 2)x+ 3y = 0

3x+ (D + 2)y = et

2.
d2x

dt2
+ dy

dt
+ 3y = sint

2dx
dt

+ d2y
dt2

− y = e−t
หรอื

D2x+ (D + 3)y = sint
2Dx+ (D2 − 1)y = e−t

สำหรับ 2 สมการเขียนในรปูทัว่ไปคอืP1(D)x+Q1(D)y = f1(t)

P2(D)x+Q2(D)y = f2(t)

สำหรับ 3 สมการเขียนในรปูทัว่ไปคอื
P1(D)x+Q1(D)y +R1(D)z = f1(t)

P2(D)x+Q2(D)y +R2(D)z = f2(t)

P3(D)x+Q3(D)y +R3(D)z = f3(t)

ตัวอยาง 5.0.7 จงเขียนระบบสมการในรปู D

x′ + y′ + x+ y = t

x′′ + 2y′ − x+ y = et
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5.1 การหาผลเฉลยโดยวธิกีำจัดตัวแปรตาม
พิจารณาสมการ

(D + 17)x+ (D − 1)y = et (5.1)
(D − 3)x+ y = 0 (5.2)

จะไดวา
(D − 1)(D − 3)x+ (D − 1)y = (D − 1)0

(D2 − 4D + 3)x+ (D − 1)y = 0 (5.3)

แลว (5.3)−(5.1) จะได

(D2 − 4D + 3)x− (D + 17)x = −et

(D2 − 5D − 14)x = −et

(D − 7)(D + 2)x = −et

จะได xc = c1e
−2t + c2e

7t และ

xp =
1

(D − 7)(D + 2)
(−et) = − et

(1− 7)(1 + 2)
=

1

18
et

ดังน้ัน x = c1e
−2t + c2e

7t +
1

18
et แทน x ลงในสมการ (5.2) จะได

y = −(D − 3)

(
c1e

−2t + c2e
7t +

1

18
et
)

= 5c1e
−2t − 4c2e

7t +
1

9
et

เรยีกวธินีี้ วา การกำจัดตัวแปรตาม (eliminating dependent variables)
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ตัวอยาง 5.1.1 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ
(D − 1)x + (D + 2)y = sint
(D + 1)x + Dy = cost



94 บทท่ี 5. ระบบสมการเชงิอนพัุนธ
ตัวอยาง 5.1.2 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

(D − 1)x + (D + 2)y = 1 + et

(D + 2)y + (D + 1)z = 2 + et

(D − 1)x + + (D + 1)z = 3 + et
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แบบฝ กหัด 5.1
จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้ โดยใชวธิกีำจัดตัวแปรตาม

1.
Dx = y

Dy = x

2.
Dx+ (D + 2)y = 0

(D − 3)x− 2y = 0

3.
x′ = 3x− y − 12

y′ = x′ + y + 4et

4.
(D2 − 1)x− y = 0

(D − 1)x+Dy = 0

5.
Dx+D2y = e3t

(D + 1)x+ (D − 1)y = 4e3t

6.


Dx = y

Dy = z

Dz = x
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5.2 การหาผลเฉลยโดยใชดเีทอรมแินนต
พิจารณาระบบสมการ

P1(D)x+Q1(D)y = f1(t)

P2(D)x+Q2(D)y = f2(t)

จะไดวา
Q2(D)P1(D)x+Q2(D)Q1(D)y = Q2(D)f1(t) (5.4)
Q1(D)P2(D)x+Q1(D)Q2(D)y = Q1(D)f2(t) (5.5)

แลว (5.4)−(5.5) คอื
[Q2(D)P1(D)−Q1(D)QP2(D)]x = Q2(D)f1(t)−Q1(D)f2(t) (5.6)

เขียนในรปูดเีทอรมิแนนตไดดังนี้∣∣∣∣∣P1(D) Q1(D)

P2(D) Q2(D)

∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣f1(t) Q1(D)

f2(t) Q2(D)

∣∣∣∣∣
ในทำนองเดยีวกัน ∣∣∣∣∣P1(D) Q1(D)

P2(D) Q2(D)

∣∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣∣P1(D) f1(t)

P2(D) f2(t)

∣∣∣∣∣
สำหรับระบบสมการ

P1(D)x+Q1(D)y +R1(D)z = f1(t)

P2(D)x+Q2(D)y +R2(D)z = f2(t)

P3(D)x+Q3(D)y +R3(D)z = f3(t)

อาศัยหลักการเดยีวกันจะไดวา∣∣∣∣∣∣∣
P1(D) Q1(D) R1(D)

P2(D) Q2(D) R2(D)

P3(D) Q3(D) R3(D)

∣∣∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣∣∣
f1(t) Q1(D) R1(D)

f2(t) Q2(D) R2(D)

f2(t) Q3(D) R3(D)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P1(D) Q1(D) R1(D)

P2(D) Q2(D) R2(D)

P3(D) Q3(D) R3(D)

∣∣∣∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣∣∣∣
P1(D) f1(t) R1(D)

P2(D) f2(t) R2(D)

P2(D) f3(t) R3(D)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P1(D) Q1(D) R1(D)

P2(D) Q2(D) R2(D)

P3(D) Q3(D) R3(D)

∣∣∣∣∣∣∣ z =

∣∣∣∣∣∣∣
P1(t) Q1(D) f1(t)

P2(t) Q2(D) f2(t)

P2(t) Q3(D) f3(t)

∣∣∣∣∣∣∣
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หาคำตอบของระบบสมการ
(D − 1)x+ (D + 2)y = sint (5.7)

(D + 1)x+Dy = cost (5.8)

โดยใชดเีทอรมิแนนต จะไดวา∣∣∣∣∣D − 1 D + 2

D + 1 D

∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣sint D + 2

cost D

∣∣∣∣∣
[D(D − 1)− (D + 1)(D + 2)]x = Dsint− (D + 2)cost

(D2 −D −D2 − 3D − 2)x = cost+ sint− 2cost
(−4D − 2)x = sint− cost
(2D + 1)x =

1

2
(cost− sint)

จะได xc = c1e
− 1

2
t และ

xp =
1

2D + 1
· 1
2
(cost− sint) = 1

2
(2D − 1)

1

4D2 − 1
(cost− sint)

=
1

2
(2D − 1)

1

4(−1)− 1
(cost− sint)

=
1

10
(3cost+ sint)

ดังน้ัน x = c1e
− 1

2
t +

1

10
(3cost+ sint) แทน x ลงในสมการ (5.8) จะไดวา

Dy = cost− (D + 1)

(
c1e

− 1
2
t +

1

10
(3cost+ sint)

)
= −1

2
c1e

− 1
2
t +

1

5
(3cost+ sint)

ดังน้ัน
y =

∫
−1

2
c1e

− 1
2
t +

1

5
(3cost+ sint)dt

= c1e
− 1

2
t +

1

5
(3sint− cost) + c2

เนือ่งจาก 2D + 1 มีดกีรีเปน 1 ดังน้ันตองมีคาคงตัวเพียงตัวเดยีว แทนคา x และ y ในสมการ
(5.7) จะไดวา

(D − 1)

(
c1e

− 1
2
t +

1

10
(3cost+ sint)

)
+ (D + 2)

(
c1e

− 1
2
t +

1

5
(3sint− cost) + c2

)
= sint

sint+ 2c2 = sint

ดังน้ัน c2 = 0 แลว y = c1e
− 1

2
t +

1

5
(3sint− cost)
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ตัวอยาง 5.2.1 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

dx

dt
= 2x+ 3y

dy

dt
= 2x+ y
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ตัวอยาง 5.2.2 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

(D2 + 2D)x + 5y = 0

Dx − (D − 2)y = 0

ทีส่อดคลองเงือ่นไข x(0) = 0, x′(0) = 0 เมือ่ y(0) = 1
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ตัวอยาง 5.2.3 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

(D − 1)x + (D + 2)y = 1 + et

(D + 2)y + (D + 1)z = 2 + et

(D − 1)x + + (D + 1)z = 3 + et
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ตัวอยาง 5.2.4 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

Dx + (D + 1)y = 1

(D + 1)x − (D − 1)z = 1

(D + 1)y + (D + 2)z = t

ทีส่อดคลองเงือ่นไข x = 0, y = 1, z = 0 เมือ่ t = 0
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของระบบสมการตอไปนี้

1.1
x′′ − x− 5y′ = t

2x′ − y′′ + 4y = 2

1.2


Dx− 6y = 0

x−Dy + z = 0

x+ y −Dz = 0

1.3
(D − 1)x+ (D2 + 1)y = 1

(D2 − 1)x+ (D + 1)y = 2

1.4
x′ − 2x+ 2y′ = 2− 4e2t

2x′ − 3x+ 3y′ − y = 0

1.5
2Dx+ (D − 1)y = t

Dx+Dy = t2

2. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ทีส่อดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให

2.1
Dx = −5x− y

Dy = 4x− y
: x(1) = 0, y(1) = 0

2.2
x′′ − x+ 5y′ = t

−2x′ + y′′ − 4y = 2
: x(0) = x′(0) = y(0) = y′(0) = 0

2.3
(D2 + 1)x+ 4(D − 1)y = 4et

(D − 1)x+ (D + 9)y = 0
: x(0) = 5, x′(0) = 0, y(0) = 1

2

2.4
(D2 − 1)x+ 5Dy = t

−2Dx+ (D2 − 4)y = −2
: x(0) = 9, x′(0) = 2, y(0) = 1, y′(0) = 0



บทที่ 6
สมการเชงิเสนทีม่ีสัมประสทิธิ์ เป นตัวแปร
ในบทนี้ จะกลาวถงึการหาผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธเชงิเสนทีมี่สัมประสทิธิ์เปนตัวแปร โดย
เริม่ตนจากสมการโคช-ีออยเลอร ซึง่อาศัยการเปลีย่นตัวแปร และสมการรปูแบบอืน่ๆ ซึง่คำ
ตอบมักออกมาในรปูอนกุรมกำลัง

6.1 สมการโคช-ีออยเลอร
ในหัวขอนี้ จะศกึษาการหาผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธเชงิเสนทีมี่สัมประสทิธิ์เปนตัวแปร

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy
′ + a0y = f(x) (6.1)

เรยีกวา สมการโคช-ีออยเลอร (Cauchy-Euler equation) เมือ่ a0, a1, ..., an เปนคาคงตัว
พิจารณาสมการ

ax2y′′ + bxy′ + cy = 0 (6.2)

โดยให x = ez แลวจะไดวา z = ℓnx และ dz

dx
=

1

x
เมือ่ x > 0 โดยกฎลกูโซจะได

y′ =
dy

dx
=

dy

dz
· dz
dx

=
1

x
· dy
dz

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
1

x
· dy
dz

)
=

1

x
· d

dx

(
dy

dz

)
+

dy

dz

(
− 1

x2

)
=

1

x
· d

2y

dz2
dx

dz
+

dy

dz

(
− 1

x2

)
=

1

x2
· d

2y

dz2
+

dy

dz

(
− 1

x2

)
=

1

x2

(
d2y

dz2
− dy

dz

)
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แทน y, y′ และ y′′ ลงในสมการ (6.2) จะไดวา

ax2 1

x2

(
d2y

dz2
− dy

dz

)
+ bx

(
1

x
· dy
dz

)
+ cy = 0

a
d2y

dz2
+ (b− a)

dy

dz
+ cy = 0

ดังน้ันสมการ (6.2) เปลีย่นเปนสมการทีมี่สัมประสทิธิ์เปนคาคงตัว ซึง่มีสมการชวยคอื
am2 + (b− a)m+ c = 0 หรอื am(m− 1) + bm+ c = 0

ซึง่หาผลเฉลยในรปู y = y(z) จากน้ันแทน z = ℓnx แลวจะไดคำตอบตามตองการ สวนใน
กรณี x < 0 ทำไดในทำนองเดยีวกันโดยการแทนคา −x = ez ดังน้ันโดยทัว่ไปจะหาผลเฉลยของ
สมการโคช-ีออยเลอรในกรณี x > 0 เทาน้ัน
ตัวอยาง 6.1.1 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0

ตัวอยาง 6.1.2 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0

ตัวอยาง 6.1.3 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ 3x2y′′ + 6xy′ + y = 0
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สมการโคช-ีออยเลอรเอกพันธุอันดับ n

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy
′ + a0y = 0 (6.3)

โดยการพิสจูนโดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร เขียนในรปูตัวดำเนนิการ D =
d

dz
ไดเปน

[anD(D − 1) · · · (D − n+ 1) + an−1D(D − 1) · · · (D − n+ 2) + · · ·+ a1D + a0]y = 0

สมการชวยคอื
anm(m− 1) · · · (m− n+ 1) + an−1m(m− 1) · · · (m− n+ 2) + · · ·+ a1m+ a0 = 0

ในกรณทีี ่ n = 3 สมการชวยคอื
a3m(m− 1)(m− 2) + a2m(m− 1) + a1m+ a0 = 0

ตัวอยาง 6.1.4 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x3y′′′ + 9x2y′′ + 19y′ + 8y = 0

ตัวอยาง 6.1.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x3y′′′ − 2x2y′′ − 2xy′ + 8y = 0
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ตัวอยาง 6.1.6 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ x3y′′′ + 4x2y′′ − 5xy′ − 15y = x4
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ตัวอยาง 6.1.7 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ

x2 d
2y

dx2
− x

dy

dx
+ 4y = cos(ℓnx) + sin(ℓnx)
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สมการเชงิอนพัุนธในรปูแบบ

an(ax+ b)ny(n) + an−1(ax+ b)n−1y(n−1) + · · ·+ a1(ax+ b)y′ + a0y = f(x) (6.4)

อาศัยหลักการเดยีวกับสมการโคช-ีออยเลอร โดยการเปลีย่นตัวแปร ax+ b = ez

แลว ℓn(ax+ b) = z เมือ่ x > − b
a
ตัวดำเนนิการ D =

d

dz
และกฎลกูโซแสดงไดวา

(ax+ b)
dny

dxn
= anD(D − 1) · · · (D − n+ 1)y

สมการ (6.4) จะเปลีย่นเปน

[ana
nD(D−1) · · · (D−n+1)+an−1a

n−1D(D−1) · · · (D−n+2)+· · ·+a1aD+a0]y = f

(
ez − b

a

)
ตัวอยาง 6.1.8 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (3x+2)2y′′+3(3x+2)y′−36y = 3x2+4x+1
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 x2y′′ + xy′ − y = 0

1.2 x2y′′ + xy′ + 4y = 0

1.3 4x2y′′ + 8xy′ + y = 0

1.4 x2y′′ − 2y = 0

1.5 25x2y′′ + 25xy′ + y = 0

1.6 x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0

1.7 x2y′′ + xy′ − y = 0

1.8 x2y′′ − 2xy′ − 4y = 0

1.9 x3y′′′ + 5x2y′′ + 7xy′ + 8y = 0

1.10 xy(4) + 6y′′′ = 0

1.11 2x2y′′ + 5xy′ + y = 3x+ 2

1.12 x2y′′ − xy′ + y = x5

1.13 x2y′′ − 4xy′ + 4y = x2

1.14 x3y′′ + x2y′ − xy = 3x3

1.15 xy′′′ + y′ = x

1.16 x3y′′′ − x2y′′ − 7xy′ + 16y = 9x− 16

2. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ทีส่อดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให
2.1 x2y′′ + xy′ + y = 0 : y(1) = 1, y′(1) = 2

2.2 x2y′′ + 3xy′ = 0 : y(1) = 0, y′(1) = 4

2.3 x2y′′ + 3xy′ + 3y = 0 : y(1) = 1, y′(1) = −5

2.4 x2y′′ + xy′ + y = 5x2 : y(1) = 1, y′(1) = 2

2.5 x2y′′′ + xy′′ + 4y′ = 4 : y(1) = 4
5
, y′(1) = y′′(1) = 0

3. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้
3.1 (x− 1)2y′′ − 2(x− 1)y′ − 4y = 0

3.2 (x+ 2)2y′′ + (x+ 2)y′ + y = 0

3.3 (x− 3)3y′′′ + 2(x− 3)x2y′′ − (x− 3)y′ + y = 0

3.4 (2x+ 1)2y′′ − 2(2x+ 1)y′ − 12y = 6x

3.5 (x+ 1)2y′′ + (x+ 1)y′ − y = ℓn2(x+ 1) + x− 1

4. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ทีส่อดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให
4.1 (x− 2)2y′′ + y = 0 : y(3) = 3, y′(3) = 3

4.2 (x+ 1)2y′′ − (x+ 1)y′ + y = 0 : y(0) = 1, y′(0) = 0

4.3 (x− 1)2y′′ − 5(x− 1)y + 9y = 0 : y(2) = y′(2) = 1

4.4 (x+ 1)2y′′ − 12y = 6 : y(0) = 1, y′(0) = −1
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6.2 จดุสามัญและจดุเอกฐาน
อนกุรมกำลัง (power series) รอบจดุ x = x0 คอือนกุรมอนันตในรปู

∞∑
n=0

an(x− x0)
n

เรยีก x0 วาจดุศนูยกลางของอนกุรมกำลัง สำหรับ x ∈ R อนกุรมกำลังมีลักษณะ 3 แบบ

1. อนกุรมลูเขาเฉพาะเพียงจดุเดยีวทีจ่ดุศนูยกลาง x0

2. อนกุรมลูเขาทกุคา x ซึง่ |x− x0| < R อนกุรมลูอกทกุคา x ซึง่ |x− x0| > R โดยที่ R > 0

3. อนกุรมลูเขาทกุคา x ∈ R

ให
∞∑
n=0

an(x − x0)
n เปนอนกุรมกำลังลูเขาเมือ่ x ∈ (x0 − R, x0 + R) โดยที่ R > 0 จะไดวามี

ฟงกชัน f นยิามบนชวง (x0 −R, x0 +R) ซึง่

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n

มีสมบัตบิางประการดังนี้

1. f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1

2.
∫

f(x) dx = c+
∞∑
n=0

an(x− x0)
n+1

n+ 1

3.
∞∑
n=0

an(x− x0)
n = 0 ทกุคา x ∈ (x0 −R, x0 +R) แลว an = 0 ทกุ ๆ n

บทนยิาม 6.2.1 จะกลาววา f(x) เปน ฟงกชันวเิคราะห (analytic function) ทีจ่ดุ x0 ก็ตอ
เมือ่ สามารถเขียน f(x) ดวยอนกุรมเทย เลอร (Taylor series) รอบจดุ x0

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

สำหรับทกุ ๆ x ∈ (x0 −R, x0 +R) โดยที่ R > 0

ตัวอยางฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ x0 = 0 เช น

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, 1

1− x
=

∞∑
n=0

xn
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ตอไปสนใจการผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธสามัญเชงิเสนเอกพันธุอันดับสอง
a(x)y′′ + b(x)y + c(x)y = 0

สามารถจัดรปูสมการไดเปน
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0 (6.5)

บทนยิาม 6.2.2 เรยีกจดุ x0 วา จดุสามัญ (ordinary point) ของสมการ (6.5) ถาฟงกชัน P (x)

และ Q(x) เปนฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ x0

บทนยิาม 6.2.3 เรยีกจดุ x0 วาเปน จดุเอกฐานปรกติ (regular singular point) ของสมการ
(6.5) ถาฟงกชัน (x− x0)P (x) และ (x− x0)

2Q(x) เปนฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ x0 ถาเปนอยางอืน่
เรยีกวา วาเปน จดุเอกฐานไมปรกติ (irregular singular point)
ตัวอยาง 6.2.4 จงหาจดุสามัญ จดุเอกฐานปรกติ และจดุเอกฐานไมปรกติ ของสมการ

x(x− 1)3y′′ + 2(x− 1)3y′ + 3y = 0

ตัวอยาง 6.2.5 จงหาจดุสามัญ จดุเอกฐานปรกติ และจดุเอกฐานไมปรกติ ของสมการ
x2(x− 3)2y′′ + 7(x− 3)y′ + (x+ 2)y = 0
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แบบฝ กหัด 6.2
จงหาจดุสามัญ จดุเอกฐานปรกติ และจดุเอกฐานไมปรกติ ของสมการตอไปนี้
1. xy′′ + y′ + xy = 0

2. (x2 + 1)y′′ + xy = 0

3. y′′ − xy = 0

4. (2x2 − 3)y′′ − 2xy′ + y = 0

5. (x2 − 4)2y′′ + (x− 2)y′ + y = 0

6. x2(x+ 1)2y′′ + (x2 − 1)y′ + 5y = 0

7. 8x2y′′ + 5xy′ − (x− 1)y = 0

8. (1− x2)y′′ − 2xy′ − 9y = 0

9. x(1− x2)y′′ − x(x− 1)y′ − xy = 0

10. (x2 − 9)y′′ − (x− 3)2y′ − (x+ 3)y = 0



6.3. ผลเฉลยรอบจดุสามัญ 113

6.3 ผลเฉลยรอบจดุสามัญ
ทฤษฎบีท 6.3.1 ถา x0 เปนจดุสามัญของสมการ

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0

จะไดวาสมการนี้ มีผลเฉลย 2 ผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุ x = x0 ทีเ่ปนอสิระเชงิเสนตอ
กัน
ตัวอยาง 6.3.2 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุ x = 0 ของสมการ y′′ + y′ + xy = 0

วธิทีำ เห็นไดชัด x = 0 เปนสดุสามัญของสมการ ให y =
∞∑
n=0

anx
n เปนผลเฉลยของสมการ จะ

ได
y′ =

∞∑
n=1

nanx
n−1 และ y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2

ดังน้ัน
∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 +

∞∑
n=1

nanx
n−1 +

∞∑
n=0

anx
n+1 = 0

ตอไปทำใหแตละอนกุรมเปน xn โดยการเปลีย่นคา n ดังนี้
∞∑

n+2=2

(n+ 2)(n+ 2− 1)an+2x
n+2−2 +

∞∑
n+1=1

(n+ 1)an+1x
n+1−1 +

∞∑
n−1=0

a(n−1)x
n−1+1 = 0

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n +

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

∞∑
n=1

a(n−1)x
n = 0

จากน้ันทำใหอนกุรมเริม่ตนทีจ่ดุเดยีวกันคอื n = 1 นัน่คอื

2a2 +
∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n + a1 +

∞∑
n=1

(n+ 1)an+1x
n +

∞∑
n=1

a(n−1)x
n = 0

(2a2 + a1) +
∞∑
n=1

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (n+ 1)an+1 + an−1]x
n = 0

สมการดังกลาวจะเปนจรงิก็ตอเมือ่
2a2 + a1 = 0

(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (n+ 1)an+1 + an−1 = 0 เมือ่ n ≥ 1

จะไดวา a2 = −1

2
a1 สำหรับ n ≥ 1 จะไดวา สตูรเวยีนเกดิ (recurrence formula)

an+2 = −(n+ 1)an+1 + an−1

(n+ 2)(n+ 1)

เมือ่แทนคา n = 1, 2, 3, ... จะไดวา
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n = 1 : a3 = −2a2 + a0
3 · 2

หรอื a3 =
a1
6

− a0
6

n = 2 : a4 = −3a2 + a1
4 · 3

หรอื a4 = −a1
8

+
a0
24

n = 3 : a5 = −4a2 + a2
5 · 4

หรอื a5 =
a1
40

− a0
120

...... ..................... ......................

ดังน้ันผลเฉลยของสมการนี้คอื
y = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + · · ·

= a0 + a1x− a1
2
x2 +

(a1
6

− a0
6

)
x3 +

(
−a1

8
+

a0
24

)
x4 +

(a1
40

− a0
120

)
x5 + · · ·

= a0

(
1− 1

6
x3 +

1

24
x4 − 1

120
x5 + · · ·

)
+ a1

(
x− 1

2
x2 +

1

6
x3 − 1

8
x5 + · · ·

)
ตัวอยาง 6.3.3 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการ y′′ + xy′ + y = 0
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ตัวอยาง 6.3.4 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการ
(1− x)y′′ + xy′ + y = 0



116 บทท่ี 6. สมการเชงิเสนท่ีมีสัมประสทิธ์ิเปนตัวแปร
ตัวอยาง 6.3.5 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการ

y′′ + xy′ + (1− x)y = 0 เมือ่ y(0) = 3 และ y′(0) = −2
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แบบฝ กหัด 6.3
1. จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการตอไปนี้

1.1 y′′ − 3y′ + 2y = 0

1.2 (1 + x)y′′ + y = 0

1.3 y′′ + x2y = 0

1.4 y′′ + x2y′ + 3xy = 0

1.5 (1− x)y′′ + (1− x)y′ + y = 0

1.6 y′′ − y′ + (3x+ 2)y = 0

1.7 (1− x2)y′′ + 2xy′ + 5y = 0

1.8 y′′ + xy′ + (2x2 + 1)y = 0

1.9 (x2 + 1)y′′ + xy′ + xy = 0

1.10 xy′′ − 2xy′ + 2y = 0

2. จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการตอไปนี้ ทีส่อดคลองเงือ่นไขที ่
กำหนดให
2.1 y′′ − xy′ + 2y = 0 : y(0) = 3, y′(0) = 3

2.2 y′′ + x2y′ + x2y = 0 : y(0) = 1, y′(0) = 4

2.3 y′′ + xy′ + 3xy = 0 : y(0) = 1, y′(0) = 5
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6.4 ผลเฉลยรอบจดุเอกฐานปรกติ
ทฤษฎบีท 6.4.1 ทฤษฎบีทของโฟรเบนอิสุ (Frobenius' Theorem)
ถา x0 เปนจดุเอกฐานปรกตขิองสมการ

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0

จะไดวาอยางนอยผลเฉลยหนึง่ของจะอยูในรปู
∞∑
n=0

an(x− x0)
n+r, a0 ̸= 0

สำหรับบางจำนวนจรงิ r และอนกุรมนี้ลูเขาอยางนอยสำหรับ 0 < x− x0 < R โดย R > 0

อาศัยหลัการเช นเดยีวกับหัวขอ 6.3 ในกรณทีีจ่ดุเอกฐานปรกตคิอื x = 0 จะไดคา r1 และ r2

ทำใหไดผลเฉลย y = c1y1 + c2y2 ได 3 ลักษณะดังนี้

1. กรณทีี ่ 1 r1 < r2 และ r2 − r1 ไมเปนจำนวนเต็ม
ผลเฉลยอยูในรปูอนกุรม 2 ผลเฉลยทีอ่สิระเชงิเสนตอกัน

y1 = xr1

∞∑
n=0

an(r1)x
n และ y2 = xr2

∞∑
n=0

an(r2)x
n

2. กรณทีี ่ 2 r1 − r0 หรอื r1 = r2

จะไดผลเฉลยหนึง่คอื
y1 = xr1

∞∑
n=0

an(r1)x
n

และอกีผลเฉลยคอื

y2 = y1

∫
e−

∫
P (x)dx

y21
dx หรอื y2 = y1ℓnx+ xr1

∞∑
n=1

bnx
n

3. กรณทีี ่ 3 r1 < r2 และ r2 − r1 เปนจำนวนเต็ม
(1) หาผลเฉลยโดยใชรากทีน่อยคอื r1

(2) ถาผลเฉลยบรณูตามขอ (1) ไมไดสามารถหาผลเฉลยบูรณไดจากรากทีม่ากคอื r2 ได
เปน y1 และหา y2 จาก

y2 = y1

∫
e−

∫
P (x)dx

y21
dx หรอื y2 = y1ℓnx+ xr1

∞∑
n=0

bnx
n
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ตัวอยาง 6.4.2 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ 9x2y′′ + (x+ 2)y = 0

วธิทีำ ให P (x) = 0 และ Q(x) =
x+ 2

9x2
เนือ่งจาก Q(x) ไมเปนฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ x = 0

ดังน้ัน x = 0 แต xP (x) = 0 และ x2Q(x) =
1

9
(x+ 2) เปนฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ x = 0

ดังน้ัน x = 0 เปนจดุเอกฐานปรกติ สมมตใิหผลเฉลยในรปู

y =
∞∑
n=0

anx
n+r, a0 ̸= 0

จะไดวา y′ =
∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 และ y′′ =

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 ดังน้ัน

9x2

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 + (x+ 2)

∞∑
n=0

anx
n+r = 0

∞∑
n=0

9(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r +

∞∑
n=0

anx
n+r+1 +

∞∑
n=0

2anx
n+r = 0

9r(r − 1)a0x
r +

∞∑
n=1

9(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r +

∞∑
n=0

anx
n+r+1 + 2a0x

r +
∞∑
n=1

2anx
n+r = 0

[9r(r − 1) + 2]a0x
r +

∞∑
n=0

9(n+ r + 1)(n+ r)an+1x
n+r+1 +

∞∑
n=0

anx
n+r+1

∞∑
n=0

2an+1x
n+r+1 = 0

[9r(r − 1) + 2]a0x
r +

∞∑
n=0

[{9(n+ r + 1)(n+ r) + 2}an+1 + an]x
n+r+1 = 0

ดังน้ัน
9r(r − 1) + 2 = 0

(3r − 1)(3r − 2) = 0

r =
1

3
,
2

3
(กรณทีี ่ 1)

และสตูรเวยีเกดิคอื
an+1 = − an

9(n+ r + 1)(n+ r) + 2

= − an
[3(n+ r) + 1][3(n+ r) + 2]

, n = 0, 1, 2, ...

เมือ่ r = r1 =
1
3

an+1 = − an
(3n+ 2)(3n+ 3)

, n = 0, 1, 2, ...

แลว
n = 0 : a1 = − a0

2 · 3
n = 1 : a2 = − a1

5 · 6
=

a0
2 · 3 · 5 · 6

n = 2 : a3 = − a2
8 · 9

= − a0
2 · 3 · 5 · 6 · 8 · 9

...... .....................
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ดังน้ัน
y = a0x

1
3

(
1− x

2 · 3
+

x2

2 · 3 · 5 · 6
− x3

2 · 3 · 5 · 6 · 8 · 9
+ · · ·

)
จะได

y1 = x
1
3

(
1− x

2 · 3
+

x2

2 · 3 · 5 · 6
− x3

2 · 3 · 5 · 6 · 8 · 9
+ · · ·

)
ตอไปกรณี r = r2 =

2
3

an+1 = − an
(3n+ 3)(3n+ 4)

, n = 0, 1, 2, ...

แลว
n = 0 : a1 = − a0

3 · 4
n = 1 : a2 = − a1

6 · 7
=

a0
3 · 4 · 6 · 7

n = 2 : a3 = − a2
9 · 10

= − a0
3 · 4 · 6 · 7 · 9 · 10

...... .....................

ดังน้ัน
y = a0x

2
3

(
1− x

3 · 4
+

x2

3 · 4 · 6 · 7
− x3

3 · 4 · 6 · 7 · 9 · 10
+ · · ·

)
จะได

y2 = x
2
3

(
1− x

3 · 4
+

x2

3 · 4 · 6 · 7
− x3

3 · 4 · 6 · 7 · 9 · 10
+ · · ·

)
ผลเฉลยบรบิรณูของสมการนี้คอื

y = c1y1 + c2y2

= c1x
1
3

(
1− x

2 · 3
+

x2

2 · 3 · 5 · 6
− · · ·

)
+ c2x

2
3

(
1− x

3 · 4
+

x2

3 · 4 · 6 · 7
− · · ·

)
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ตัวอยาง 6.4.3 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ 4x2y′′ + 2xy′ − xy = 0
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ตัวอยาง 6.4.4 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ 2xy′′ + 3y′ − y = 0
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ตัวอยาง 6.4.5 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ
x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0

วธิทีำ ให P (x) =
3x− 1

x(x− 1)
และ Q(x) =

1

x(x− 1)
เนือ่งจาก P (x) และ Q(x) ไมเปนฟงกชัน

วเิคราะหทีจ่ดุ x = 0 ดังน้ัน x = 0 แต xP (x) =
3x− 1

x− 1
และ x2Q(x) =

x

x− 1
เปนฟงกชัน

วเิคราะหทีจ่ดุ x = 0 ดังน้ัน x = 0 เปนจดุเอกฐานปรกติ สมมตใิหผลเฉลยในรปู

y =
∞∑
n=0

anx
n+r, a0 ̸= 0

จะไดวา y′ =
∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 และ y′′ =

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 ดังน้ัน

x(x− 1)
∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 + (3x− 1)

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 +

∞∑
n=0

anx
n+r = 0

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r −

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−1+

∞∑
n=0

3(n+ r)anx
n+r −

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 +

∞∑
n=0

anx
n+r = 0

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r − 1) + 3(n+ r) + 1]anx
n+r −

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r − 1) + (n+ r)]anx
n+r−1 = 0

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r + 2) + 1]anx
n+r −

∞∑
n=0

(n+ r)2anx
n+r−1 = 0

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r + 2) + 1]anx
n+r − r2a0x

r−1 −
∞∑
n=1

(n+ r)2anx
n+r−1 = 0

−r2a0x
r−1 +

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r + 2) + 1]anx
n+r −

∞∑
n=0

(n+ r + 1)2an+1x
n+r = 0

−r2a0x
r−1 +

∞∑
n=0

[{(n+ r)(n+ r + 2) + 1}an − (n+ r + 1)2an+1]x
n+r = 0

ดังน้ัน −r2 = 0 นัน่คอื r = 0, 0 (กรณทีี ่ 2) และสตูรเวยีนเกดิคอื

an+1 =
{(n+ r)(n+ r + 2) + 1}an

(n+ r + 1)2
, n = 0, 1, 2, ...

เมือ่ r = r1 = 0

an+1 =
(n2 + 2n+ 1)an

(n+ 1)2
= an, n = 0, 1, 2, ...

แลว a0 = a1 = a2 = · · · ดังน้ัน

y = a0x
0
(
1 + x+ x2 + · · ·

)
= a0

∞∑
n=0

xn =
a0

1− x



124 บทท่ี 6. สมการเชงิเสนท่ีมีสัมประสทิธ์ิเปนตัวแปร
จะได

y1 =
1

1− x

เนือ่งจาก P (x) =
3x− 1

x(x− 1)
และ

e−
∫
P (x)dx = e−

∫
3x−1

x(x−1)
dx = e−

∫
( 1
x
+ 2

x−1)dx

= e−ℓnx−2ℓn(x−1) =
1

x(x− 1)2

หา y2 จาก

y2 = y1

∫
e−

∫
P (x)dx

y21
dx

=
1

1− x

∫
(x− 1)2

x(x− 1)2
dx

=
1

1− x
ℓnx

ผลเฉลยบรบิรณูของสมการนี้คอื
y = c1y1 + c2y2

=
c1

1− x
+

c2
1− x

ℓnx
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ตัวอยาง 6.4.6 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ x2y′′− (x2+x)y′+ y = 0
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ตัวอยาง 6.4.7 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุกำเนดิของสมการ xy′′ − (x+ 4)y′ + 2y = 0

วธิทีำ ให P (x) = −x+ 4

x
และ Q(x) =

2

x
เนือ่งจาก P (x) และ Q(x) ไมเปนฟงกชันวเิคราะห

ทีจ่ดุ x = 0 ดังน้ัน x = 0 แต xP (x) = −(x + 4) และ x2Q(x) = 2x เปนฟงกชันวเิคราะหทีจ่ดุ
x = 0 ดังน้ัน x = 0 เปนจดุเอกฐานปรกติ สมมตใิหผลเฉลยในรปู

y =
∞∑
n=0

anx
n+r, a0 ̸= 0

จะไดวา y′ =
∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 และ y′′ =

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 ดังน้ัน

x
∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2 − (x+ 4)

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r−1 + 2

∞∑
n=0

anx
n+r = 0

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−1 −

∞∑
n=0

(n+ r)anx
n+r −

∞∑
n=0

4(n+ r)anx
n+r−1 +

∞∑
n=0

2anx
n+r = 0

∞∑
n=0

[(n+ r)(n+ r − 1)− 4(n+ r)]anx
n+r−1 −

∞∑
n=0

[(n+ r)− 2]anx
n+r = 0

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r − 5)anx
n+r−1 −

∞∑
n=0

(n+ r − 2)anx
n+r = 0

r(r − 5)a0x
r−1 +

∞∑
n=1

(n+ r)(n+ r − 5)anx
n+r−1 −

∞∑
n=0

(n+ r − 2)anx
n+r = 0

r(r − 5)a0x
r−1 +

∞∑
n=1

(n+ r)(n+ r − 5)anx
n+r−1 −

∞∑
n=1

(n+ r − 3)an−1x
n+r−1 = 0

r(r − 5)a0x
r−1 +

∞∑
n=1

[(n+ r)(n+ r − 5)an − (n+ r − 3)an−1]x
n+r−1 = 0

ดังน้ัน r(r − 5) = 0 นัน่คอื r = 0, 5 ให r1 = 0, r2 = 5 (กรณทีี ่ 3) และสตูรเวยีนเกดิคอื
(n+ r)(n+ r − 5)an = (n+ r − 3)an−1 n = 1, 2, 3, ...

เมือ่ r = r1 = 0 แลว n(n− 5)an = (n− 3)an−1 n = 1, 2, 3, ...

สำหรับ n = 1, 2, 3, 4 จะได
a1 =

1

2
a0, a2 =

1

6
a1 =

1

12
a0, a3 = 0, a4 = 0

เมือ่ n = 5 แลว a5 เปนจำนวนจรงิใด ๆ และสำหรับ n = 6, 7, 8, ... จะได
a6 =

1

2
a5, a7 =

2

7
a6 =

1

7
a5, a8 =

5

3 · 8
a7 =

5

3 · 7 · 8
a5, ...

ดังน้ัน
y = xr1

(
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·
)

= x0
(
a0 +

a0
2
x+

a0
12

x2 + a5x
5 +

a5
2
x6 +

a5
7
x7 + · · ·

)
= a0

(
1 +

1

2
x+

1

12
x2

)
+ a5

(
x5 +

1

2
x6 +

1

7
x7 + · · ·

)
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ตัวอยาง 6.4.8 จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมรอบจดุ x = 0 ของสมการ
x2y′′ − x(4− x)y′ + (6− 2x)y = 0
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แบบฝ กหัด 6.4
จงหาผลเฉลยในรปูอนกุรมกำลังรอบจดุกำเนดิของสมการตอไปนี้
1. 9x2y′′ + 9(x2 + x)y′ + (12x− 1)y = 0

2. xy′′ + y′ + xy = 0

3. x2y′′ −+3xy′ + (1 + x)y = 0

4. x2y′′ − 2xy′ + (2− x3)y = 0

5. 2x(x+ 1)y′′ + 3(x+ 1)y′ − y = 0

6. 8x2y′′ + 10xy′ − (1 + x)y = 0

7. x2y′′ + 3xy′ − (1− 2x)y = 0

8. x2y′′ + x2y′ − 2y = 0

9. x2y′′ + 2x(x− 2)y′ + 2(2− 3x)y = 0

10. x2y′′ + (x2 − x)y′ + y = 0

11. x2y′′ − x(4− x)y′ + (6− 2x)y = 0

12. 3x2y′′ − 2xy′ + (x+ 2)y = 0

13. 2x2(1− x)2′′ + 2(1− x)y′ + 2(2− 3x)y = 0

14. 2x2(1− x)y′′ − x(1 + 7x)y′ + y = 0

15. x2y′′ − x(1 + x)y′ + y = 0

16. x(1− x)y′′ + 2(1− x)y′ + 2y = 0



บทที่ 7
ฟงกชันพเิศษ

7.1 ฟงกชันแกมมา
บทนยิาม 7.1.1 ฟงกชันแกมมา (Gamma function) คอืฟงกชันคาจรงิทีก่ำหนดโดย

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt, x > 0

ทฤษฎบีท 7.1.2 สำหรับจำนวนจรงิ x > 0 จะไดวา
1. Γ(1) = 1

2. Γ(x+ 1) = xΓ(x)

บทพิสจูน . จากบทนยิาม
Γ(1) =

∫ ∞

0

e−t dt = lim
s→∞

∫ s

0

e−t dt

= lim
s→∞

[
−e−t

]s
0
= lim

s→∞

[
−e−s + 1

]
= 1

สำหรับจำนวนจรงิ x > 0 จะได
Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

e−ttx dt = lim
s→∞

∫ s

0

e−ttx dt

= lim
s→∞

([
−e−ttx

]s
0
+ x

∫ s

0

e−ttx−1dt

)
= lim

s→∞
(−e−ssx − 0) + x lim

s→∞

∫ s

0

e−ttx dt

= 0 + x

∫ ∞

0

e−ttx dt

= xΓ(x)

จากทฤษฎบีท 7.1.2 จะไดวา
Γ(2) = Γ(1 + 1) = 1Γ(1) = 1 · 1 = 1!

Γ(3) = Γ(2 + 1) = 2Γ(1) = 2 · 1 = 2!

Γ(4) = Γ(3 + 1) = 3Γ(1) = 3 · 2 · 1 = 3!

129
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โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรจะไดทฤษฎบีทตอไปนี้
ทฤษฎบีท 7.1.3 สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ จะไดวา

Γ(n+ 1) = n!

ตัวอยาง 7.1.4 จงหาคาของ

1.
∫ ∞

0

e−xx5 dx 2.
∫ ∞

0

e−2x4x2 dx

ทฤษฎบีท 7.1.5 Γ

(
1

2

)
=

√
π

บทพิสจูน . จากบทนยิาม
Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞

0

e−tt−
1
2 dt

โดยการเปลีย่นตัวแปร u = t2 จะได
Γ

(
1

2

)
= 2

∫ ∞

0

e−u2

du

แลว [
Γ

(
1

2

)]2
= 4

[∫ ∞

0

e−u2

du

] [∫ ∞

0

e−v2 dv

]
= 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(u2+v2) dudv

โดยการเปลีย่นการอนิทรเิกรตในรปูเชงิข้ัว u = rcosθ และ v = rsinθ จะได[
Γ

(
1

2

)]2
= 4

∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−r2r drdθ

= 4

∫ π
2

0

[
lim

s→∞

∫ s

0

e−r2r dr

]
dθ

= 4

∫ π
2

0

[
lim

s→∞

[
−e−r2

2

]s

0

]
dθ

= 4

∫ π
2

0

[
lim

s→∞

[
−e−s2

2
+

1

2

]]
dθ

= 2

∫ π
2

0

dθ = π

∴ Γ

(
1

2

)
=

√
π
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ตัวอยาง 7.1.6 จงหาคาของ

1. Γ

(
3

2

)
2. Γ

(
5

2

)
3. Γ

(
7

2

)
4. Γ

(
9

2

)

ฟงกชันแกมมาในรปู Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

• เมือ่ให t = u2 จะได Γ(x) = 2

∫ ∞

0

e−u2

u2x−1 du

• เมือ่ให t = ℓn
(
1

u

)
จะได Γ(x) =

∫ 1

0

[
ℓn

(
1

u

)]x−1

du

• เมือ่ให t = su, s > 0 จะได Γ(x) = sx
∫ ∞

0

e−suux−1 du

ตัวอยาง 7.1.7 จงหาคาของ
1.

∫ ∞

0

e−t2t2 dt

2.
∫ 1

0

[
ℓn

(
1

x

)]1.5
dx

3.
∫ ∞

0

e−2tt2 dt
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ทฤษฎบีท 7.1.8 สำหรับจำนวนจรงิบวก x และ y จะไดวา∫ π

2

0

cos2x−1θsin2y−1θ dθ =
Γ(x)Γ(y)

2Γ(x+ y)

ตัวอยาง 7.1.9 จงหาคาของ

1.
∫ π

2

0

cos5θsin7θ dθ

2.
∫ π

2

0

cos5θ dθ

3.
∫ π

2

0

cos3θsin2θ dθ

4.
∫ π

2

0

cos4θsin6θ dθ

ตัวอยาง 7.1.10 จงหาคาของ
∫ π

2

0

√sinθ dθ

ตัวอยาง 7.1.11 จงหาคาของ
∫ π

2

0

√secθ dθ
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ทฤษฎบีท 7.1.12 สตูรการทำซ้ำของเลอจองด (Legendre duplication formula)
สำหรับจำนวนจรงิบวก x จะไดวา

Γ(2x)Γ

(
1

2

)
= 22x−1Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
ตัวอยาง 7.1.13 จงหาคาของ

1. Γ

(
1

4

)
Γ

(
3

4

)
2. Γ

(
5

4

)
Γ

(
3

4

)

ตัวอยาง 7.1.14 จงหาคาของ
∫ π

2

0

√tanθ dθ

ตัวอยาง 7.1.15 จงหาคาของ
∫ π

2

0

√cotθ dθ
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แบบฝ กหัด 7.1
1. จงหาคาของปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫ ∞

0

e−xx1.5 dx

1.2
∫ ∞

0

e−xx− 1
2 dx

1.3
∫ ∞

0

e−x2

x− 1
2 dx

1.4
∫ ∞

0

e−x2

x
1
2 dx

1.5
∫ ∞

0

e−x3

x
1
2 dx

1.6
∫ 1

0

[
ℓn

(
1

x

)]7
dx

1.7
∫ 1

0

[
ℓn

(
1

x

)] 5
2

dx

1.8
∫ ∞

0

e−3xx3 dx

1.9
∫ π

2

0

cos3θsin2θ dθ

1.10
∫ π

2

0

sin5θ dθ

1.11
∫ π

2

0

cos2θsin6θ dθ

1.12
∫ π

2

0

cos2θ√sinθ dθ

2. จงหาพิสจูนขอความตอไปนี้

2.1 Γ(x) = 2

∫ ∞

0

e−u2

u2x−1 du เมือ่ให t = u2

2.2 Γ(x) =

∫ 1

0

[
ℓn

(
1

u

)]x−1

du เมือ่ให t = ℓn
(
1

u

)
2.3 Γ(x) = sx

∫ ∞

0

e−suux−1 du เมือ่ให t = su, s > 0

2.4
∫ π

2

0

cos2n+1θ dθ =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
สำหรับจำนวนเต็มบวก n
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7.2 ฟงกชันบีตา
บทนยิาม 7.2.1 ฟงกชันบีตา (Beta function) คอืฟงกชันคาจรงิของ 2 ตัวแปร ทีก่ำหนดโดย

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt, x > 0, y > 0

ตัวอยาง 7.2.2 จงหาคาของ
1. B(1, 1) 2. B(1, 2) 3. B(2, 1)

ทฤษฎบีท 7.2.3 สำหรับจำนวนจรงิ x > 0 และ y > 0 จะไดวา B(x, y) = B(x, y)

บทพิสจูน . จากบทนยิาม

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt

=

∫ 0

1

(1− u)x−1uy−1 (−du) แทน t = 1− u

=

∫ 1

0

uy−1(1− u)x−1 du

= B(y, x)

ฟงกชันบีตาในรปู B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt

• เมือ่ให t = u

u+ 1
จะได B(x, y) =

∫ ∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du

• เมือ่ให t = cos2θ จะได B(x, y) = 2

∫ π
2

0

cos2x−1θsin2y−1θ dθ

ทฤษฎบีท 7.2.4 สำหรับจำนวนจรงิบวก x และ y จะไดวา

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
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ตัวอยาง 7.2.5 จงหาคาของ

1. B(5, 3) 2. B

(
2,

3

2

)
3.

∫ 1

0

x2(1− x)
3
2dx

ตัวอยาง 7.2.6 จงหาคาของ
∫ ∞

0

1√
x(1 + x)

dx

ตัวอยาง 7.2.7 จงหาคาของ
∫ π

2

0

√cosθ dθ
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงหาคาของปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫ 1

0

x
√
1− x dx

1.2
∫ 1

0

x√
1− x

dx

1.3
∫ π

2

0

√sinθ dθ

1.4
∫ ∞

0

x2

(1 + x)9
dx

1.5
∫ 3

0

x4
√
9− x2 dx

1.6
∫ 1

0

√
x(1− x) dx

1.7
∫ 1

0

x4(1− x)10 dx

1.8
∫ 1

−1

√
−1 + x

1− x
dx

1.9
∫ ∞

0

x5(1− x)−10 dx

1.10
∫ π

2

0

sin7θ dθ

1.11
∫ ∞

0

√
x

(1 + x)5
dx

1.12
∫ π

2

0

√cscθ dθ

2. จงหาพิสจูนขอความตอไปนี้

2.1 B(x, y + 1) +B(x+ 1, y) = B(x, y) เมือ่ x > 0, y > 0

2.2 B(x, x) = 21−2xB

(
x,

1

2

)
เมือ่ x > 0
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7.3 พหนุามเลอจองด
บทนยิาม 7.3.1 สมการเชงิอนพัุนธแบบเลอจองดดันดับ n (Legendre's differential equation
of order n) คอืสมการทีอ่ยูในรปู

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0 (7.1)

เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวกหรอืศนูย และเรยีกผลเฉลยของสมการนี้ วาฟงกชันเลอจองด (Legendre
function)

เนือ่งจาก x = 0 เปนจดุสามัญของสมการ (7.1) นัน่คอืผลเฉลยอยูในรปู

y =
∞∑
k=0

akx
k

อาศัยหลักการเดยีวกับการหาผลเฉลยในหัวขอ 6.3 จะไดผลเฉลยดังทฤษฎบีทตอไปนี้
ทฤษฎบีท 7.3.2 ผลเฉลยบรบูิรณของสมการเชงิอนพัุนธแบบเลอจองดอันดับ n (7.1) คอื

y = c1Pn(x) + c2Qn(x) (7.2)

เรยีก Pn(x) วา พหุนามเลอจองดอันดับ n (Legendre polynomial of order n) ซึง่หาได
จาก

Pn(x) =
N∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2kk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k

โดยที่ N =
n

2
เมือ่ n เปนจำนวนคู และ N =

n− 1

2
เมือ่ n เปนจำนวนคี่ และ

Qn(x) = Pn(x)

∫
1

(1− x2)P 2
n(x)

dx

นอกจากนี้พหนุามเลอจองดสามารถหาไดจาก สตูรของโรดรกิซ (Rodrigues, formula)
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

ตัวอยาง 7.3.3 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0

วธิทีำ จะไดวาสมการนี้ เปนสมการเลอจองดอันดับ 1 ดังน้ัน
P1(x) =

1

211!

d

dx
(x2 − 1)1 =

1

2
(2x) = x

Q1(x) = P1(x)

∫
1

(1− x2)P 2
1 (x)

dx = x

∫
1

(1− x2)x2
dx = x

∫ [
1

1− x2
+

1

x2

]
dx

= x

∫ [
1

(1− x)(1 + x)
+

1

x2

]
dx = x

∫ [
1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)
+

1

x2

]
dx

=
x

2
[ℓn(1− x) + ℓn(1 + x)]− 1 = xℓn√1− x2 − 1

ดังน้ันผลเฉลยบรณูของสมการนี้คอื y = c1x+ c2(xℓn√1− x2 − 1)
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ตัวอยาง 7.3.4 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ (1− x2)y′′ − 2xy′ + 6y = 0

ตัวอยาง 7.3.5 จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการ
d

dx

[
(x+ 3)(x+ 2)

dy

dx

]
− 6y = 0

ให x = −1

2
(t+ 5)
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แบบฝ กหัด 7.3
1. จงหาผลเฉลยบรบูิรณของสมการตอไปนี้

1.1 (1− x2)y′′ − 2xy′ + 12y = 0

1.2 (1− x2)y′′ − 2xy′ + 20y = 0

1.3 (1− x2)y′′ − 2xy′ + 30y = 0

1.4 (1− x2)y′′ − 2xy′ + 72y = 0

1.5 (1− x2)y′′ − 2xy′ + 110y = 0

1.6 y′′ − (cotx)y′ + 6y = 0 ให t = −cosx
1.7 (e−2x − 1)y′′ − (e−2x + 1)y′ + 12y = 0 ให t = ex

1.8 x(1− x)y′′ + (1− 2x)y′ + 12y = 0 ให t = 1− 2x

1.9 (x+ 3)(x− 2)y′′ + (2x+ 1)y′ − 20y = 0 ให t = 1 + 2x

1.10 d

dx

[
(x− 2)(x− 3)

dy

dx

]
− 6y = 0 ให t = 2x− 5

1.11 d

dx

[
(x+ a)(x+ b)

dy

dx

]
− cy = 0 ให x =

1

2
[(a− b)t+ a+ b]

2. ให a, b เปนคาคงตัวใด ๆ และ c = n(n+ 1) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวกหรอืศนูย จงแสดง
วาสมการเชงิอนพัุนธ

d

dx

[
(x+ a)(x+ b)

dy

dx

]
− cy = 0 (7.3)

2.1 จงแสดงวาสมการ (7.3) เปนสมการเชงิอนพัุนธแบบเลอจองดอันดับ n

2.2 จงหาผลเฉลยของสมการ (7.3) ในรปู a, b เมือ่ c = 20



บทที่ 8
การแปลงลาปลาซ

8.1 ผลการแปลงลาปลาซ
บทนยิาม 8.1.1 กำหนดให f(t) เปนฟงกชันคาจรงิทีน่ยิามบน [0,∞) และ S เปนเซตที่ ∫∞

0
e−stf(t) dt

ลูเขาทกุคา s ∈ S เรยีกฟงกชัน นยิามโดย
F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t) dt, s ∈ S

วาเปน ผลการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) ของ f(t) เขียนแทนดวย L{f(t)}

ตัวอยาง 8.1.2 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(t) = 1

วธิทีำ
L{f(t)} = L{1} =

∫ ∞

0

e−st · 1 dt =
∫ ∞

0

e−st dt

= lim
r→∞

∫ r

0

e−st dt = lim
r→∞

[
−e−st

s

]r
0

= lim
r→∞

[
−e−sr

s
+

1

s

]
=

1

s
เมือ่ s > 0

ดังน้ัน
L{1} =

1

s
เมือ่ s > 0

ตัวอยาง 8.1.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(t) = eat เมือ่ a เปนคาคงตัว
วธิทีำ

L{f(t)} = L{eat} =

∫ ∞

0

e−st · eat dt =
∫ ∞

0

e(a−s)t dt

= lim
r→∞

∫ r

0

e(a−s)t dt = lim
r→∞

[
e(a−s)t

a− s

]r
0

= lim
r→∞

[
e(a−s)r

a− s
− 1

a− s

]
=

1

s− a
เมือ่ s > a

141
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ดังน้ัน
L{eat} =

1

s− a
เมือ่ s > a

ตัวอยาง 8.1.4 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(t) = cosbt เมือ่ b เปนคาคงตัว
วธิทีำ

L{f(t)} = L{cosbt} =

∫ ∞

0

e−stcosbt dt = lim
r→∞

∫ r

0

e−stcosbt dt

= lim
r→∞

[
1

D
e−stcosbt

]r
0

เมือ่ D =
d

dt

= lim
r→∞

[
e−st 1

D − s
cosbt

]r
0

= lim
r→∞

[
e−st(D + s)

1

D2 − s2
cosbt

]r
0

= lim
r→∞

[
e−st(D + s)

1

−b2 − s2
cosbt

]r
0

= lim
r→∞

[
− e−st

s2 + b2
(−bsinbt+ scosbt)

]r
0

= lim
r→∞

[
− e−sr

s2 + b2
(−bsinbr + scosbr) + s

s2 + b2

]
=

s

s2 + b2
เมือ่ s > 0

ดังน้ัน
L{cosbt} =

s

s2 + b2
เมือ่ s > 0

ในทำนองเดยีวกันจะไดวา
L{sinbt} =

b

s2 + b2
เมือ่ s > 0

ตัวอยาง 8.1.5 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(t) = tx

วธิทีำ
L{f(t)} = L{tx} =

∫ ∞

0

e−st · tx dt

=
1

sx+1

(
sx+1

∫ ∞

0

e−st · t(x+1)−1 dt

)
=

1

sx+1
Γ(n+ 1) เมือ่ s > 0, x > −1

ดังน้ัน
L{tx} =

Γ(x+ 1)

sx+1
เมือ่ s > 0, x > −1

ในกรณทีี ่ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
L{tn} =

n!

sn+1
เมือ่ s > 0
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ตัวอยาง 8.1.6 จงหาผลการแปลงลาปลาซของ f(t) =

t เมือ่ 0 < t < 1

1 เมือ่ t > 1

วธิทีำ
L{f(t)} =

∫ ∞

0

e−stf(t) dt =

∫ 1

0

e−stf(t) dt+

∫ ∞

1

e−stf(t) dt

=

∫ 1

0

e−stt dt+ lim
r→∞

∫ r

1

e−st · 1 dt

=

[
−e−st

s
t− e−st

s

]1
0

+ lim
r→∞

[
−e−st

s

]r
1

=

[
−e−s

s
− e−s

s
+

1

s

]
+ lim

r→∞

[
−e−sr

s
+

es

s

]
= −e−s

s
+

1

s
เมือ่ s > 0

ตารางสรปุผลการแปลงลาปลาซ

f(t) L{f(t)} เงือ่นไข

1
1

s
s > 0

eat
1

s− a
s > a เมือ่ a เปนคาคงตัว

cosbt s

s2 + b2
s > 0 เมือ่ b เปนคาคงตัว

sinbt b

s2 + b2
s > 0 เมือ่ b เปนคาคงตัว

tx
Γ(x+ 1)

sx+1
s > 0 และ x > −1

tn
n!

sn+1
s > 0 และ n = 1, 2, 3, ...

ตัวอยาง 8.1.7 จงหาผลการแปลงลาปลาซตอไปนี้

1. L{t2}

2. L{
√
t}

3. L{e3t}

4. L{e−2t}

5. L{sin5t}

6. L{cos7t}

7. L
{

1√
t

}
8. L

{√
et
}
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การมีอยูจรงิของผลการแปลงลาปลาซ
บทนยิาม 8.1.8 เรยีกฟงกชัน f(t) วา อันดับเลขชี้ กำลัง (exponential order) ถามีคาคงตัว
α และคาคงตัว M > 0 และ t0 > 0 ทีท่ำให

|f(t)| ≤ Meαt สำหรับทกุ ๆ t ≥ t0

และเขียนแทนดวย f(x) = O(eαt)

ทฤษฎบีท 8.1.9 ให f เปนฟงกชันคาจรงิ

1. ถา lim
t→∞

e−αt|f(t)| < ∞ สำหรับบางคาคงตัว α แลว f(t) เปนอันดับเลขชี้กำลัง

2. ถา lim
t→∞

e−αt|f(t)| = ∞ ทกุคาคงตัว α แลว f(t) ไมเปนอันดับเลขชี้กำลัง
ตัวอยาง 8.1.10 จงแสดงวา

1. f(t) =
e2t

2 + t
เปนอันดับเลขชี้กำลัง

2. f(t) = et
2 ไมเปนอันดับเลขชี้กำลัง

ทฤษฎบีท 8.1.11 การมีอยูจรงิของผลการแปลงลาปลาซ (Existence of Laplace transform)
ให f เปนฟงกชันคาจรงิ ซึง่

∫ t0

0

e−stf(t) dt มีคา ทกุ ๆ จำนวนจรงิบวก t0 และ f(t) = O(eαt)

สำหรับบางคาคงตัว α แลวผลการแปลงลาปลาซ L{f(t)} จะมีอยูจรงิเสมอเมือ่ s > α

บทนยิาม 8.1.12 จะกลาววาฟงกชัน f(t) ตอเนือ่งเป นช วง (piecewise continuous) บน [a, b]

ก็ตอเมือ่ f(t) ตอเนือ่งทกุ ๆ ชวงยอยของ [a, b]

ทฤษฎบีท 8.1.13 ถา f(t) เปนฟงกชันทีมี่ความตอเนือ่งเปนช วงบน [0, T ] เมือ่ T > 0

และ f(t) = O(eαt) สำหรับบางคาคงตัว α แลว
1. ผลการแปลงลาปลาซ L{f(t)} จะมีอยูจรงิเสมอเมือ่ s > α

2. lim
s→∞

L{f(t)} = 0 เมือ่ L{f(t)} = F (s)
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บทนยิาม 8.1.14 เรยีก f(t) วา ฟงกชันของช้ันเอ (function of class A) ถา f(t) เปนฟงกชัน
ทีมี่ความตอเนือ่งเปนช วงบน [0, T ] เมือ่ T > 0 และ f(t) = O(eαt) สำหรับบางคาคงตัว α

ทฤษฎบีท 8.1.15 ถา f(t) เปนฟงกชันของช้ันเอ แลว
1. ผลการแปลงลาปลาซ L{f(t)} จะมีอยูจรงิเสมอ

2. lim
s→∞

F (s) = 0 เมือ่ L{f(t)} = F (s)

ตัวอยาง 8.1.16 จงแสดงวา f(t) = t−
1
2 ไมเปนฟงกชันของช้ันเอ แตผลการแปลงลาปลาซมีอยู

จรงิ

โดยทฤษฎบีท 8.1.15 ถา lim
s→∞

F (s) ̸= 0 จะไมสามารถหาฟงกชันช้ันเอทีท่ำให L{f(t)} =

F (s) เช น F (s) =
s

s+ 1
ไมมีฟงกชันของช้ันเอซึง่ L{f(t)} =

s

s+ 1

ทฤษฎบีท 8.1.17 ถา f(t) และ g(t) เปนฟงกชันทีมี่ความตอเนือ่งเปนช วงบน [0, T ] เมือ่ T > 0

และ L{f(t)} = L{g(t)} เมือ่ s > s0 สำหรับบางคาคงตัว s0 แลวจะไดวา f(t0) = g(t0) เมือ่
t0 ∈ [0,∞) ซึง่ f(t) และ g(t) มีความตอเนือ่ง โดยเฉพาะอยางยิง่ ถา f(t) และ g(t) มีความตอ
เนือ่งบนชวง [0,∞) แลว f(t) = g(t) สำหรับทกุคา t ≥ 0

จากทฤษฎบีท 8.1.15 และ 8.1.17 จะไดวาถานยิาม F (s) บนชวง (s0,∞) สำหรับบางคาคงตัว
s0 และ lim

s→∞
F (s) = 0 จะไดวามีฟงกชัน f(t) เพียงฟงกชันเดยีวเทาน้ันทีเ่ปนฟงกชันตอเนือ่งบน

ชวง [0,∞) และเปนอันดับเลขชี้กำลังซึง่ L{f(t)} = F (s) และเรยีก f(t) วา ผลการแปลงลา
ปลาซผกผัน (inverse Laplace transform) ของ f(t) เขียนแทนดวย f(t) = L−1{F (s)}

1. L−1

{
1

s

}
= 1 เมือ่ s > 0

2. L−1

{
1

s− a

}
= eat เมือ่ s > a

3. L−1

{
s

s2 + b2

}
= cosbt เมือ่ s > 0

4. L−1

{
b

s2 + b2

}
= sinbt เมือ่ s > 0

5. L−1

{
n!

sn+1

}
= tn เมือ่ s > 0, n ∈ N

6. L−1

{
Γ(x+ 1)

sx+1

}
= tx เมือ่ s > 0, x > −1



146 บทท่ี 8. การแปลงลาปลาซ

แบบฝ กหัด 8.1
1. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(t) = 2x+ 1

1.2 f(t) = at2

1.3 f(t) = sin7t
1.4 f(t) = cos(−3t)

1.5 f(t) = e−5t

1.6 f(t) = t6

1.7 f(t) =

2 เมือ่ 0 < t < 2

t เมือ่ t > 2

1.8 f(t) =

t เมือ่ 0 < t < 3

2 เมือ่ t > 3

1.9 f(t) =

cost เมือ่ 0 < t < π

sint เมือ่ t > π

1.10 f(t) =

t2 เมือ่ 0 < t < 5

0 เมือ่ t > 5

2. จงแสดงวา f(t) = et
3 ไมมีผลการแปลงลาปลาซ

3. จงแสดงวา f(t) = tx เปนอันดับเลขชี้กำลัง ทกุจำนวนจรงิ x

4. จงแสดงวาฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันของช้ันเอ เมือ่ n เปนจำนวนเต็มไมเปนลบ และ k

เปนจำนวนจรงิ
4.1 sinkt

4.2 coskt

4.3 tncoskt

4.4 tnsinkt

4.5 coskt
t

4.6 sinkt
t
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8.2 สมบัตขิองผลการแปลงลาปลาซ
1. สมบัตเิชงิเสน (Linearity)
ทฤษฎบีท 8.2.1 ให a, b เปนคาคงตัว กำหนดให f(t) และ g(t) เปนฟงกชันทีส่ามารถหาผลการ
แปลงลาปลาซไดโดยที่ L{f(t)} และ L{g(t)} เมือ่ s > α และ s > β ตามลำดับ แลว

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)} เมือ่ s > max {α, β}

เรยีกสมบัตนิี้ วา สมบัตเิชงิเสน หรอืกลาวไดวา L เปนตัวดำเนนิการเชงิเสน (linear operator)
ตัวอยาง 8.2.2 จงหา L{2 + t+ 2t2 +

√
t− 3cos3t+ 2sin5t+ e−2t}

ตัวอยาง 8.2.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซ
1. L{cos22t}

2. L{cos3t sin2t}

3. L{sin33t}

4. L{cos4t}
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ตัวอยาง 8.2.4 นยิาม sinhx =
ex − e−x

2
และ coshx =

ex + e−x

2
เมือ่ x ∈ R จงหา

1. L{coshbt} 2. L{sinhbt}

ทฤษฎบีท 8.2.5 ให a, b เปนคาคงตัว กำหนดให F (s) และ G(s) เปนฟงกชันทีส่ามารถหาผล
การแปลงลาปลาซผกผันได แลว

L−1{aF (s) + bG(s)} = aL−1{F (s)}+ bL−1{G(s)}

หรอืกลาวไดวา L−1 เปนตัวดำเนนิการเชงิเสน
ตัวอยาง 8.2.6 จงหา

1. L−1

{
1

s5

}

2. L−1
{
s−

3
2

}

3. L−1

{
3

s2 + 16

}

4. L−1

{
s

4s2 + 9

}

5. L−1

{
1

2s+ 1

}

6. L−1

{
1

1− 3s

}
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ตัวอยาง 8.2.7 จงหา
1. L−1

{
1

s2 − 1

}

2. L−1

{
1

s4 − 1

}

3. L−1

{
2s2 − 3s+ 2

(s+ 2)(s2 + 4)

}
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2. สมบัตเิชงิการเลือ่น (Shifting)
ทฤษฎบีท 8.2.8 ทฤษฎบีทการเลือ่นบททีห่นึง่ (The first shifting theorem)
ถา f(t) เปนฟงกชันซึง่มีผลการแปลงลาปลาซคอื F (s) และ โดยที่ s > α เมือ่ α เปนคาคงตัว
แลว

L{eatf(t)} = F (s)|s→s−a = F (s− a) เมือ่ s > α + a

ตัวอยาง 8.2.9 จงหาผลการแปลงลาปลาซ
1. L{e3tt4}

2. L{e−tcos3t}

3. L{e5tsin2t}

4. L{e2tcos2t}

ตัวอยาง 8.2.10 จงหาผลการแปลงลาปลาซ
1. L{eatcoshbt} 2. L{eatsinhbt}
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ทฤษฎบีท 8.2.11 ให L{f(t)} = F (s) แลว
L−1{F (s− a)} = L−1{F (s)|s→s−a} = eatf(t)

ตัวอยาง 8.2.12 จงหา

1. L−1

{
1

(s− 1)3

}

2. L−1

{
1

(s+ 2)2 + 4

}

3. L−1

{
s

(s− 1)2 + 9

}

4. L−1

{
1

4s2 + 4s+ 9

}

ตัวอยาง 8.2.13 จงหา

1. L−1

{
s

s2 + 2s+ 1

}
2. L−1

{
s

s2 − 6s+ 13

}
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3. สมบัตกิารคณูดวย tn

ทฤษฎบีท 8.2.14 สมมตวิา L{f(t)} = F (s) แลว

L{tnf(t)} = (−1)n
dn

dsn
F (s) เมือ่ n ∈ N

ตัวอยาง 8.2.15 จงหาผลการแปลงลาปลาซ
1. L{e3tt4}

2. L{tcos3t}

3. L{t2sin2t}

4. L{t3cos2t}

ตัวอยาง 8.2.16 ให n ∈ N จงหาผลการแปลงลาปลาซ
1. L{tneat} 2. L{tnsinbt}



8.2. สมบัติของผลการแปลงลาปลาซ 153

ทฤษฎบีท 8.2.17 ให P (t) เปนพหนุาม และ D =
d

ds
แลว

L{P (t)f(t)} = P (−D)F (s)

โดยที่ L{f(t)} = F (s)

ตัวอยาง 8.2.18 จงหา
1. L

{
(1 + t− t2)et

}

2. L
{
(t3 − 2t− 4)cos2t}

3. L
{
(t5 + t2 − t)sin3t}

4. L
{
(1 + t+ t2)tetcosh2t}
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ทฤษฎบีท 8.2.19 ให L{f(t)} = F (s) แลว

L−1

{
(−1)n

dn

dsn
F (s)

}
= tnf(t)

ตัวอยาง 8.2.20 จงหา
1. L−1

{
1

(s+ 1)3

}

2. L−1

{
s

(s2 + 1)2

}
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ตัวอยาง 8.2.21 จงหา L−1

{
ℓn

(
1 +

c2

s2

)}
เมือ่ c เปนคาคงตัว

ตัวอยาง 8.2.22 จงหา
∫ ∞

0

te−2tsint dt ขอเสนอแนะ F (s) = L{tsint} เมือ่ s = 2
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4. ผลการแปลงลาปลาซของอนพัุนธของฟงกชัน
ทฤษฎบีท 8.2.23 ถา f(t), f ′(t), f ′′(t), ..., f (n−1)(t) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [0,∞) และเปน
อันดับเลขชี้กำลัง และถา f (n)(t) เปนฟงกชันเอ แลว

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0)

L{f ′′(t)} = s2L{f(t)} − sf(0)− f ′(0)

และกรณทัีว่ไปคอื
L{f (n)(t)} = snL{f(t)} − sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − sf (n−2)(0)− f (n−1)(0)

ตัวอยาง 8.2.24 จงหา L{cos2t} โดยใช L{f ′(t)} เมือ่ f(t) = cos2t

ตัวอยาง 8.2.25 จงหาผลเฉลยของของปญหาคาเริม่ตน

y′′ + 2y′ + 5y = 0 เมือ่ y(0) = 0, y′(0) = 0
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ตัวอยาง 8.2.26 จงหาสมการการเคลือ่นที ่ x(t) กับเวลา t ของลวดสปรงิทีแ่ขวนไวในแนวดิง่
โดยมีปลายดานหนึง่ดดิกับเพดาน ซึง่สอดคลอง

x′′(t) + 2x′(t) + 5x(t) = 0

เมือ่กำหนดให x(0) = 2 และ x′(0) = −4

ตัวอยาง 8.2.27 จงหาผลเฉลยของของปญหาคาเริม่ตน

y′′ + 4y = cos2t เมือ่ y(0) = 1, y′(0) = −6
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ตัวอยาง 8.2.28 จงหาผลเฉลยของของปญหาคาเริม่ตน

y′′ + 2y′ − 8y = et เมือ่ y(0) = 1, y′(0) = 4
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ตัวอยาง 8.2.29 จงหาผลเฉลยของของปญหาคาเริม่ตน

y′′ + y = 2t เมือ่ y
(π
4

)
=

π

2
, y′

(π
4

)
= 2−

√
2
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5. ผลการแปลงลาปลาซของปรพัินธ
ทฤษฎบีท 8.2.30 ถา L{f(t)} = F (s) จะไดวา

L
{∫ t

a

f(x) dx

}
=

1

s
F (s)− 1

s

∫ a

0

f(x) dx

โดยเฉพาะอยางยิง่

L
{∫ t

0

f(x) dx

}
=

1

s
F (s)

ในกรณลีาปลาซผกผันคอื

L−1

{
1

s
F (s)

}
=

∫ t

0

L−1{F (s)}t→x dx

ตัวอยาง 8.2.31 จงหา L
{∫ t

0

xcos2x dx
}

ตัวอยาง 8.2.32 จงหา L
{∫ t

0

exsinx dx
}
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ตัวอยาง 8.2.33 จงหา L−1

{
1

s(s2 + 1)

}

ตัวอยาง 8.2.34 จงหา L−1

{
1

s4 − s2

}
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6. ผลการแปลงลาปลาซของ f(t)

t

ทฤษฎบีท 8.2.35 ถา L{f(t)} = F (s) และ lim
t→0+

f(t)

t
หาคาได แลวจะไดวา

L
{
f(t)

t

}
=

∫ ∞

s

F (r) dr

ในกรณลีาปลาซผกผันคอื

L−1

{∫ ∞

s

F (r) dr

}
=

f(t)

t

ตัวอยาง 8.2.36 จงหา

1. L
{sint

t

}
2.

∫ ∞

0

sint
t

dt 3.
∫ ∞

0

e−t sint
t

dt
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ตัวอยาง 8.2.37 จงหา L−1

{
s

(s2 + 1)2

}
โดยให L{f(t)} =

s

(s2 + 1)2
แลวพิจารณา L

{
f(t)

t

}
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แบบฝ กหัด 8.2
1. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(t) = cos(3t+ 4)

1.2 f(t) = 3tet

1.3 f(t) = e3x−1 − 3

1.4 f(t) = e−t(t3 − 2)

1.5 f(t) = sin3t
1.6 f(t) = (tcost)3
1.7 f(t) = sin4cos6t
1.8 f(t) = sin23tcos35t
1.9 f(t) = e2t(cost+ sint)
1.10 f(t) = 3

2
e−t

1.11 f(t) = tetsint

1.12 f(t) = (1 + t+ 2t2)e−3t

1.13 f(t) =
et − e−t

t

1.14 f(t) = 2e4t − 3sintcos2t
1.15 f(t) = e4tt2

1.16 f(t) =

∫ t

0

e3xsin2x dx

1.17 f(t) =

∫ t

0

x3cos2x dx

1.18 f(t) =
1− cost

t

1.19 f(t) =
1− et

t

1.20 f(t) =
etsin2t

t

2. จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของฟงกชันตอไปนี้

2.1 F (s) =
1

(1 + s)2

2.2 F (s) =
2

(s− 3)3

2.3 F (s) =
s

(1 + s)2

2.4 F (s) =
3

s2 + 4s+ 9

2.5 F (s) =
s+ 1

(9s2 + 6s+ 5

2.6 F (s) =
s2 + 2s− 2

s2(s− 1)

2.7 F (s) =
2s

(s2 − 4)2

2.8 F (s) =
s+ 2

s2(s+ 1)

2.9 F (s) =
s+ 12

s2 + 4s

2.10 F (s) =
3s2 − 2s− 1

(s− 3)(s2 + 1)

2.11 F (s) =
s3 + 3s2 − s− 3

(s2 + 2s+ 5)2

2.12 F (s) =
s2 − 4

(s2 + 4)2

2.13 F (s) = arctan
(

2

s+ 3

)
2.14 F (s) =

1

2
ℓn

(
1 +

1

s2

)
3. จงหาผลเฉลยของปญหาคาเริม่ตนของ

3.1 y′′ − 4y = e−tcost : y(0) = 1, y′(0) = 0

3.2 y′′ + 7y′ + 10y = 4te−3t : y(0) = 0, y′(0) = −1

3.3 y′′ + y = e−tsinh2t : y(0) = 0, y′(0) = 1

3.4 y′′ − 6y′ + 9y = 6t2e3t : y(0) = 0, y′(0) = 0

3.5 y′′ + 2y′ + y = f(t) : y(0) = 0, y′(0) = 0
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8.3 ทฤษฎบีทสังวัตนาการ
บทนยิาม 8.3.1 ให f(t) และ g(t) เปนฟงกชันทีต่อเนือ่งเปนช วงบนชวง [0, T ] ใด ๆ และเปน
อันดับเลขชีเกำลัง สังวัฒนาการ (convulution) ของฟงกชัน f(t) และ g(t) เขียนแทนดวย
f(t) ∗ g(t) นยิามโดย

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0

f(x)g(t− x) dx

ขอสังเกต f ∗ g = g ∗ f

ตัวอยาง 8.3.2 จงหาสังวัฒนาการ
1. et ∗ sint 2. t ∗ et 3. t ∗ sint

ตัวอยาง 8.3.3 จงหา
1. L{et ∗ sint} 2. L{t ∗ et} 3. L{t ∗ sint}
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ทฤษฎบีท 8.3.4 ทฤษฎบีทสังวัตนาการ
ให f(t) และ g(t) เปนฟงกชันทีต่อเนือ่งเปนช วงบนชวง [0, T ] ใด ๆ และเปนอันดับเลขชเีกำลัง ถา
L{f(t)} = F (s) และ L{g(t)} = G(s) แลวจะไดวา

L{f(t) ∗ g(t)} = F (s)G(s)

และลาปลาซผกผันคอื
L−1{F (s)G(s)} = L−1{F (s)} ∗ L−1{G(s)} = f(t) ∗ g(t)

ตัวอยาง 8.3.5 จงหา L−1

{
1

s2(s− 1)

}

ตัวอยาง 8.3.6 จงหา L−1

{
2s

(s2 + 4)2

}
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แบบฝ กหัด 8.3
1. จงหาสังวัฒนาการ

1.1 t2 ∗ cost
1.2 cos2t ∗ et
1.3 t ∗ sin3t

1.4 eat ∗ cosbt
1.5 t3 ∗ e−3t

1.6 sinht ∗ t

2. จงหาผลการแปลงลาปลาซตอไปนี้

2.1 L{t2 ∗ cost}
2.2 L{cos2t ∗ et}
2.3 L{t ∗ sin3t}
2.4 L{eat ∗ cosbt}

2.5 L{t3 ∗ e−3t}

2.6 L{sinht ∗ t}
2.7 L{sint ∗ sint}
2.8 L{cost ∗ cost}

3. จงหาผลของการแปลงลาปลาซผกผันของฟงกชันตอไปนี้ โดยใชสังวัฒนาการ
3.1 L−1

{
1

s(s+ 1)

}
3.2 L−1

{
1

s2(s+ 2)

}
3.3 L−1

{
1

s2(s2 + 1)2

}
3.4 L−1

{
s

(s2 + 1)2

}
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8.4 ระบบสมการเชงิอนพัุนธ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธโดยใชผลการแปลงลาปลาซ

L{D2x} = s2X(s)− sx(0)− x′(0) และ L{Dx} = sX(s)− x(0)

จากน้ันระบบสมการจะอยูในรปูฟงกชัน s แลวแกระบบสมการเพือ่หา X(s) และ Y (s) สดุทาย
หาการแปลงลาปลาซผกผันจะไดผลเฉลยของระบบสมการดังกลาว
ตัวอยาง 8.4.1 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

(D2 + 2D)x+ 5y = 0

Dx− (D − 2)y = 0

เมือ่ x(0) = x′(0) = 0 และ y(0) = 1
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ตัวอยาง 8.4.2 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ

(D − 1)x+ (D + 2)y = sint
(D + 1)x+Dy = cost

เมือ่ x(0) = 0 และ y(0) = −1
2
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แบบฝ กหัด 8.4
จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.


dx

dt
= −5x− y

dy

dt
= 4x− y

: x(0) = 0, y(0) = 1

2.
(D2 + 1)x+ 4(D − 1)y = 4et

(D − 1)x+ (D + 9)y = 0
: x(0) = x′(0) = 0, y(0) = 1

2

3.
x′′ − x+ y′ = t

−2x′ + y′′ − 4y = −2
: x(0) = x′(0) = y(0) = y′(0) = 0

4.
(D2 + 2)x−Dy = 2t+ 5

(D − 1)x+ (D + 1)y = −2t− 1
: x(0) = 3, x′(0) = 0, y(0) = −3

5.
2x′ + 2x+ y′ − y = 3t

x′ + x+ y′ + y = 1
: x(0) = 1, y(0) = 3

6.


dx

dt
= 6x− 4y

dy

dt
= x+ 2y

: x(0) = 2, y(0) = 3

7.


dx

dt
= 2x− 8y

dy

dt
= x+ 6y

: x(0) = 4, y(0) = 1

8.



dx

dt
= −x+ y + z

dy

dt
= x− y + z

dz

dt
= x+ y + z

: x(0) = 1, y(0) = z(0) = 0

9.


x′′ + y′ − y = 0

2x′ − x+ z′ − z = 0

x′ + 3x+ y′ − 4y + 3z = 0

: x(0) = 1, x′(0) = 1, y(0) = z(0) = 0
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ตารางผลการแปลงลาปลาซ

f(t) F (s)

1
1

s

tn เมือ่ n = 1, 2, 3, ...
n!

sn+1

tx เมือ่ x > −1
Γ(x)

sx+1

eat
1

s− a

cosbt s

s2 + b2

sinbt b

s2 + b2

coshbt s

s2 − b2

sinhbt b

s2 − b2

tcosbt s2 − b2

(s2 + b2)2

tsinbt 2bs

(s2 + b2)2

eatf(t) F (s− a)

tnf(t) (−1)n
d

dsn
F (s)

f(t)

t

∫ ∞

s

F (r) dr

∫ t

0

f(x) dx
F (s)

s

f ′(t) sF (s)− f(0)

f ′′(t) s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

f (n)(t) snL{f(t)} − sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − sf (n−2)(0)− f (n−1)(0)
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