
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 9:00 - 12:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 3 พฤศจกิายน 2566 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 13 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ (R,+, ·) เปน็รงิ ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. (R,+) เปน็อาบเีลยีนกรปุ (abelian group)

ข. (R, ·) เปน็กึง่กรปุ (semi-group)

ค. R มสีมบัตกิารแจกแจง (distributive law)

ง. R มเีอกลักษณก์ารคณูคอื 1 เรยีกวา่ ยนูติ ี (unity)

จ. R มเีอกลักษณก์ารบวกคอื 0 เรยีกวา่ ศนูย์ (zero)

2. ให้ R และ S เปน็รงิ โดยที่ φ : R → S เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism)
ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง สำหรับ a, b ∈ R

ก. φ(a3) = [φ(a)]3

ข. φ(ab) = φ(a)φ(b)

ค. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

ง. φ(0R) = 0S

จ. φ(1R) = 1S

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. สมาชกิขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมใ่ช ่ ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ของ Z12

ก. 7̄

ข. 6̄

ค. 4̄

ง. 3̄

จ. 2̄

4. ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. อนิทกิรัลโดเมนมสีมบัตกิารตัดออกสำหรับการคณู (cancellation for multiplication)

ข. อนิทกิรัลโดเมนเปน็ฟลีด์

ค. ฟลีดเ์ปน็อนิทกิรัลโดเมน

ง. ฟลีดม์ไีอดลีเพยีง 2 ไอดลีเทา่นัน้

จ. Z เปน็อนิทกิรัลโดเมนทีไ่มเ่ปน็ฟลีด์

5. ให้ R[x] เปน็รงิพหนุาม (polynomial ring) ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. deg(p(x)q(x)) = deg p(x) + deg q(x) เมือ่ p(x), q(x) ∈ R[x]

ข. ถา้ deg p(x) = 0 แลว้ p(x) = a ∈ R

ค. 6x+ 6 ลดทอนได้ (reducicble) ใน Z[x]

ง. Z5[x]/ ⟨x2 + 1̄⟩ เปน็ฟลีด์ (field)

จ. ⟨x2 + 1̄⟩ เปน็ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ใน Z10[x]

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

จงหาจำนวนตัวหารศนูยข์อง Z9 × Z121

7.

จงหาจำนวนไอดลีทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลีใหญส่ดุของ Z2023

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

จงหา n ทีท่ำให้ φ : Z5 × Zn → Z3n+10 เปน็ ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)

9.

จงหาจำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับข้ัน (degree) ไมเ่กนิ 3 ใน Z3[x]

10.

Z5[x]/ ⟨x2 + 2̄⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับทีเ่ทา่ใด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : (Z,+) → (GL2(R), ·) นยิามโดย

φ(x) =

[
2x 0
0 2x

]
11.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism) หรอืไม ่

11.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

11.3 (2 คะแนน) มี x ∈ Z ทีท่ำให้

φ(x+ 2) = φ(x) + φ(2)

หรอืไมเ่พราะเหตใุด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)
ให้ K ⊴ G1 และนยิาม

N = {φ(k) : k ∈ K}

12.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ N ≤ G2 (N เปน็กรปุยอ่ย G2)

12.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ N ⊴ G2 (N เปน็กรปุยอ่ยปกติ G2)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

13. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

13.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เปน็รงิ (ring) ถา้นยิามการคณูใหม่ สำหรับ x ∈ R

a⊙ b = ax2b เมือ่ a, b ∈ R

จงแสดงวา่ (R,+,⊙) เปน็รงิดว้ย ( ax2b หมายถงึ a · x · x · b )

13.2 (5 คะแนน) กำหนดให้

S =


x y z
0 a 0
0 b 0

 : a, b, x, y, z ∈ R


จงตรวจสอบวา่ S เปน็ รงิยอ่ย (subring) ของ M33(R) หรอืไม ่

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
14. (10 คะแนน) กำหนดให้

I =


0 x 0
0 y 0
0 z 0

 : x, y, z ∈ R


จงตรวจสอบวา่

14.1 (4 คะแนน) I เปน็ ไอดลีขวา (right ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่

14.2 (4 คะแนน) I เปน็ ไอดลีซา้ย (left ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่

14.3 (2 คะแนน) I เปน็ ไอดลี (ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) ให้ p และ q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่

Zp2 × Zq2 มจีำนวนตัวหารศนูยเ์ทา่กับ 59 ตัว

จงหาจำนวนตัวหารศนูยข์อง Zp+q

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
16. (10 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z3 × Z8 พรอ้มเขยีนแลตทซิ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
17. (10 คะแนน) พจิารณาอนิทรกิรัลโดเมน Z[

√
−6]

17.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 5 +
√
−6 เปน็สมาชกิ ลดทอนไมไ่ด ้ (irreducible) ใน Z[

√
−6]

17.2 (5 คะแนน) จงยกตัวอยา่งสมาชกิทีไ่มใ่ช ่ สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−6]

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + x+ c และ Z3[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีด์

18.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z3 ทีท่ำให้ Z3[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 9

18.2 (5 คะแนน) ใช้ p(x) จาก 18.1 หาตัวผกผันการคณูของ
x+ 1̄ + ⟨p(x)⟩ ใน Z3[x]/ ⟨p(x)⟩

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 3 พฤศจกิายน 2566 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ (R,+, ·) เปน็รงิ ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. (R,+) เปน็อาบเีลยีนกรปุ (abelian group)

ข. (R, ·) เปน็กึง่กรปุ (semi-group)
ค. R มสีมบัตกิารแจกแจง (distributive law)
ง. R มเีอกลักษณก์ารคณูคอื 1 เรยีกวา่ ยนูติ ี (unity) Answer
จ. R มเีอกลักษณก์ารบวกคอื 0 เรยีกวา่ ศนูย์ (zero)

ตอบขอ้ ง. โดยทัว่ไปรงิไมจ่ำเปน็ตอ้งมเีอกลักษณก์ารคณูหรอืยนูติ ี

2. ให้ R และ S เปน็รงิ โดยที่ φ : R → S เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism)
ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง สำหรับ a, b ∈ R

ก. φ(a3) = [φ(a)]3

ข. φ(ab) = φ(a)φ(b)

ค. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

ง. φ(0R) = 0S

จ. φ(1R) = 1S Answer

ตอบขอ้ จ. โดยทัว่ไปรงิไมจ่ำเปน็ตอ้งมเีอกลักษณก์ารคณูหรอืยนูติ ี

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. สมาชกิขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมใ่ช ่ ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ของ Z12

ก. 7̄ Answer
ข. 6̄

ค. 4̄

ง. 3̄

จ. 2̄

ตอบขอ้ ก. เนือ่งจาก gcd(7, 12) = 1 ดังนัน้ 7̄ ไมใ่ชตั่วหารศนูยข์อง Z12

4. ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. อนิทกิรัลโดเมนมสีมบัตกิารตัดออกสำหรับการคณู (cancellation for multiplication)

ข. อนิทกิรัลโดเมนเปน็ฟลีด์ Answer
ค. ฟลีดเ์ปน็อนิทกิรัลโดเมน
ง. ฟลีดม์ไีอดลีเพยีง 2 ไอดลีเทา่นัน้
จ. Z เปน็อนิทกิรัลโดเมนทีไ่มเ่ปน็ฟลีด์

ตอบขอ้ ข. อนิทกิรัลโดมเมนทีม่สีมาชกิจำกัดตัวจะเปน็ฟลีด์

5. ให้ R[x] เปน็รงิพหนุาม (polynomial ring) ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. deg(p(x)q(x)) = deg p(x) + deg q(x) เมือ่ p(x), q(x) ∈ R[x]

ข. ถา้ deg p(x) = 0 แลว้ p(x) = a ∈ R

ค. 6x+ 6 ลดทอนได้ (reducicble) ใน Z[x] Answer
ง. Z5[x]/ ⟨x2 + 1̄⟩ เปน็ฟลีด์ (field)
จ. ⟨x2 + 1̄⟩ เปน็ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ใน Z10[x]

ตอบขอ้ ค. เนือ่งจาก
6x+ 6 = 6(x+ 1)

ซึง่ 6 และ x+ 1 ไมใ่ชห่นว่ยใน ดังนัน้ 6x+ 6 ลดทอนไดใ้น Z[x]

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 15



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 428

จงหาจำนวนตัวหารศนูยข์อง Z9 × Z121

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(9, 121) = 1 ดังนัน้ Z9 × Z121
∼= Z9×121 นัน่คอื n = 9× 121

มจีำนวนตัวหารศนูยเ์ทา่กับ
(n− 1)− ϕ(n) = (9× 121− 1)− ϕ(9× 121)

= 1088− (32 − 31)(112 − 111)

= 1088− 6(110)

= 428 #

7. ตอบ 4

จงหาจำนวนไอดลีทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลีใหญส่ดุของ Z2023

แนวคำตอบ เนือ่งจาก
τ(2023) = τ(7 · 172) = (1 + 1)(2 + 1) = 6

จะไดว้า่มไีอดสีทัง้หมด 6 ไอดลี โดยมี ⟨7̄⟩ และ
⟨
17
⟩
เปน็ไอดลีใหญส่ดุ ดังนัน้ไอดลีทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลีใหญส่ดุของ

Z2023 เทา่กับ 6− 2 = 4 ไอดลี #

8. ตอบ 5

จงหา n ทีท่ำให้ φ : Z5 × Zn → Z3n+10 เปน็ ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)
แนวคำตอบ จะไดว้า่ Z5 × Zn

∼= Z3n+10 ดังนัน้
5× n = 3n+ 10

2n = 10

n = 5 #

9. ตอบ 80

จงหาจำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับข้ัน (degree) ไมเ่กนิ 3 ใน Z3[x]

แนวคำตอบ พจิารณาพหนุาม ax3 + bx2 + cx + d โดยที่ a, b, c, d ∈ Z3 ดังนัน้จำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับขัน้
(degree) ไมเ่กนิ 3 ใน Z3[x] เทา่กับ

3× 3× 3× 3− 1 = 34 − 1 = 81− 1 = 80 #

10. ตอบ 25

Z5[x]/ ⟨x2 + 2̄⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับทีเ่ทา่ใด
แนวคำตอบ จะเหน็วา่ p = 5 และ n = deg(x2 + 1̄) = 2 ดังนัน้ Z5[x]/ ⟨x2 + 2̄⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ

pn = 52 = 25 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : (Z,+) → (GL2(R), ·) นยิามโดย

φ(x) =

[
2x 0
0 2x

]
11.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism) หรอืไม ่

แนวคำตอบ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) =

[
2x+y 0
0 2x+y

]
=

[
2x · 2y 0

0 2x · 2y
]
=

[
2x 0
0 2x

] [
2y 0
0 2y

]
= φ(x)φ(y)

ดังนัน้ φ เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน
11.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

แนวคำตอบ พจิารณา

Ker(φ) =

{
x ∈ Z : φ(x) =

[
1 0
0 1

]}
=

{
x ∈ Z :

[
2x 0
0 2x

]
=

[
1 0
0 1

]}
= {x ∈ Z : 2x = 1} = {0}

11.3 (2 คะแนน) มี x ∈ Z ทีท่ำให้

φ(x+ 2) = φ(x) + φ(2)

หรอืไมเ่พราะเหตใุด
แนวคำตอบ สมมตวิา่มจีำนวนเตม็ x ซึง่[

2x+2 0
0 2x+2

]
= φ(x+ 2) = φ(x) + φ(2) =

[
2x 0
0 2x

]
+

[
22 0
0 22

]
ทำใหไ้ดว้า่ 2x+2 = 2x + 22 นัน่คอื

22 · 2x = 2x + 4

4 · 2x − 2x = 4

3 · 2x = 4

จะไดว้า่ 3 | 4 ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้ ดังนัน้ไมม่จีำนวนเตม็ x ทีท่ำให้ φ(x+ 2) = φ(x) + φ(2)
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12. (10 คะแนน) ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)
ให้ K ⊴ G1 และนยิาม

N = {φ(k) : k ∈ K}

12.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ N ≤ G2 (N เปน็กรปุยอ่ย G2)
แนวคำตอบ เนือ่งจาก e1 ∈ G1 และ φ(e1) = e2 ∈ G2 จะไดว้า่ φ(e1) ∈ N นัน่คอื N ̸= ∅
ให้ a, b ∈ N จะไดว้า่มี k1, k2 ∈ K ซึง่ φ(k1) = a และ φ(k2) = b แลว้

ab−1 = φ(k1)[φ(k2)]
−1

= φ(k1)φ(k
−1
2 )

= φ(k1k
−1
2 )

เนือ่งจาก k1k
−1
2 ∈ K (เพราะวา่ K ≤ G1) ดังนัน้ ab−1 = φ(k1k

−1
2 ) ∈ N สรปุไดว้า่ N ≤ G2

12.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ N ⊴ G2 (N เปน็กรปุยอ่ยปกติ G2)
แนวคำตอบ ให้ g2 ∈ G2 จะไดว้า่มี g1 ∈ G1 ซึง่ φ(g1) = g2 (เนือ่งจาก φ เปน็ฟงักชั์นทัว่ถงึ)
ให้ x ∈ g2Ng−1

2 จะไดว้า่มี n ∈ N ซึง่ x = g2ng
−1
2 ฉะนัน้มี k ∈ K ซึง่ φ(k) = n ทำใหไ้ดว้า่

x = φ(g1)φ(k)[φ(g1)]
−1

= φ(g1)φ(k)φ(g
−1
1 )

= φ(g1kg
−1
1 )

เนือ่งจาก g1kg
−1
1 ∈ K (เพราะวา่ K ⊴ G1) ดังนัน้ x = φ(g1kg

−1
1 ) ∈ N สรปุไดว้า่ N ⊴ G2
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13. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

13.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เปน็รงิ (ring) ถา้นยิามการคณูใหม่ สำหรับ x ∈ R

a⊙ b = ax2b เมือ่ a, b ∈ R

จงแสดงวา่ (R,+,⊙) เปน็รงิดว้ย ( ax2b หมายถงึ a · x · x · b )
แนวคำตอบ เนือ่งจาก (R,+) เปน็อาบเีลยีนกรปุ เพยีงพอทีจ่ะเปน็พสิจูน์วา่ (R,⊙) เปน็กงึกรปุ และมี
สมบัตกิารแจกแจง
ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (bx2c)

= ax2(bx2c)

= (ax2b)x2c

= (ax2b)⊙ c

= (a⊙ b)⊙ c

และ

a⊙ (b+ c) = ax2(b+ c) = ax2b+ ax2c = a⊙ b+ a⊙ c

(b+ c)⊙ a = (b+ c)x2a = bx2a+ cx2a = b⊙ a+ c⊙ a

ดังนัน้ (R,+,⊙) เปน็รงิ
13.2 (5 คะแนน) กำหนดให้

S =


x y z
0 a 0
0 b 0

 : a, b, x, y, z ∈ R


จงตรวจสอบวา่ S เปน็ รงิยอ่ย (subring) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ ให้ a, b, x, y, z, s, t, u, v, w ∈ R จะไดว้า่x y z

0 a 0
0 b 0

−

s t u
0 v 0
0 w 0

 =

x− s y − t z − u
0 a− v 0
0 b− w 0

 ∈ S

x y z
0 a 0
0 b 0

s t u
0 v 0
0 w 0

 =

xs xtyv + zw xu
0 av 0
0 bw 0

 ∈ S

ดังนัน้ S เปน็รงิยอ่ยของ M33(R)
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14. (10 คะแนน) กำหนดให้

I =


0 x 0
0 y 0
0 z 0

 : x, y, z ∈ R


จงตรวจสอบวา่

14.1 (4 คะแนน) I เปน็ ไอดลีขวา (right ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ ให้ x, y, z, a, b, c, d, e, f, g, h, t ∈ R จะไดว้า่0 1 0

0 1 0
0 1 0

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 /∈ I

ดังนัน้ I ไมเ่ปน็ไอดลีขวาของ M33(R)

14.2 (4 คะแนน) I เปน็ ไอดลีซา้ย (left ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ ให้ x, y, z, a, b, c, d, e, f, g, h, t ∈ R จะไดว้า่a b c

d e f
g h t

0 x 0
0 y 0
0 z 0

 =

0 ax+ by + cz 0
0 dx+ ey + fz 0
0 gx+ hy + tz 0

 ∈ I

ดังนัน้ I เปน็ไอดลีซา้ยของ M33(R)

14.3 (2 คะแนน) I เปน็ ไอดลี (ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ เนือ่งจาก I ไมเ่ปน็ไอดลีขวา จากขอ้ 14.1 สรปุไดว้า่ I ไมเ่ปน็ไอดลีของ M33(R)
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15. (10 คะแนน) ให้ p และ q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่

Zp2 × Zq2 มจีำนวนตัวหารศนูยเ์ทา่กับ 59 ตัว

จงหาจำนวนตัวหารศนูยข์อง Zp+q

แนวคำตอบ สมมตวิา่ p = q ตัวหารศนูยข์อง Zp2 คอื p̄ จะไดว้า่

ตัวหารศนูย์ เง ือ่นไข จำนวนตัวหารศนูย์
(0̄, x̄) x = 1, 2, 3, ..., p2 − 1 p2 − 1
(x̄, 0̄) x = 1, 2, 3, ..., p2 − 1 p2 − 1
(p̄, x̄) x = 1, 2, 3, ..., p2 − 1 p2 − 1
(x̄, p̄) x = 1, 2, 3, ..., p2 − 1 p2 − 1

จะไดว้า่จำนวนตัวหารศนูยข์อง Zp2 × Zq2 เทา่กับ 4(p2 − 1) = 59 จะไดว้า่ 4 | 59 ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้ ดังนัน้ p ̸= q

ฉะนัน้ gcd(p, q) = 1 จำนวนตัวหารศนุยข์อง Zp2 × Zq2 เทา่กับ

(p2q2 − 1)− ϕ(p2q2) = 59

p2q2 − 1− (p2 − p)(q2 − q) = 59

p2q2 − 1− (p2q2 − p2q − q2p+ pq) = 59

pq(p+ q − 1) = 60 = 10 · 6 = 15 · 4

จะไดว้า่ 1 < p, q < 6 พจิารณาคา่จากตาราง

p q pq(p+ q − 1)
2 3 24
2 5 60
3 5 105

ดังนัน้ p = 2 และ q = 5 หรอื p = 5 และ q = 2 ทำใหไ้ดว้า่ p+ q = 7

ดังนัน้จำนวนจำนวนตัวหารศนูยข์อง Zp+q = Z7 เทา่กับ

(7− 1)− ϕ(7) = 6− 6 = 0 #
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16. (10 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z3 × Z8 พรอ้มเขยีนแลตทซิ

แนวคำตอบ ไอดสีของ Z3 คอื ⟨0̄⟩ ,Z3 และ ไอดสีของ Z8 คอื ⟨0̄⟩ , ⟨2̄⟩ , ⟨4̄⟩ ,Z8

ไอดลีทัง้หมดของ Z5 × Z6 คอื

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨2̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨4̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z8

Z3 × ⟨0̄⟩ Z3 × ⟨2̄⟩ Z3 × ⟨4̄⟩ Z3 × Z8

เขยีนแลตทซิโดยไมม่ไีอดสี Z3 × Z8 ไดดั้งรปู

Z3 × ⟨2̄⟩

Z3 × ⟨4̄⟩

Z3 × ⟨0̄⟩3 ตัว

6 ตัว

12 ตัว

⟨0̄⟩ × Z8

⟨0̄⟩ × ⟨2̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨4̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ 1 ตัว

2 ตัว

4 ตัว

8 ตัว

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z3 × ⟨2̄⟩ และ ⟨0̄⟩ × Z8 เปน็ไอดลีใหญส่ดุของ Z3 × Z8
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17. (10 คะแนน) พจิารณาอนิทรกิรัลโดเมน Z[

√
−6]

17.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 5 +
√
−6 เปน็สมาชกิ ลดทอนไมไ่ด ้ (irreducible) ใน Z[

√
−6]

แนวคำตอบ ห้ a, b, c, d ∈ Z โดยที่ 5 +
√
−6 = (a+ b

√
−6)(c+ d

√
−6) จะไดว้า่

(ac− 6bd) + (ad+ bc)
√
−6 = 5 +

√
−6

ดังนัน้ ac− 6bd = 5 และ ad+ bc = 1 แลว้

(a− b
√
−6)(c− d

√
−6) = (ac− 6bd)− (bc+ ad)

√
−6 = 5−

√
−6

ฉะนัน้

(a2 + 6b2)(c2 + 6d2) = (a+ b
√
−6)(c+ d

√
−6)(a− b

√
−6)(c− d

√
−6)

= (5 +
√
−6)(5−

√
−6)

= 52 + 6 = 31 = 1 · 31 (เปน็จำนวนเฉพาะ)

นัน่คอื a2 + 6b2 = 1 และ c2 + 6d2 = 31 หรอื a2 + 6b2 = 31 และ c2 + 6d2 = 1
จะไดว้า่ a+ b

√
−6 หรอื c+ d

√
−6 เปน็หนว่ย สรปุไดว้า่ 5 +

√
−6 เปน็สมาชกิลดทอนไมไ่ดใ้น Z[

√
−6]

17.2 (5 คะแนน) จงยกตัวอยา่งสมาชกิทีไ่มใ่ช ่ สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−6]

แนวคำตอบ จะเหน็วา่
31 · 1 = 31 = (5 +

√
−6)(5−

√
−6)

จะไดว้า่ 31 | (5 +
√
−6)(5−

√
−6)

สมมตวิา่ 31 | (5 +
√
−6) จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซึง่

31(x+ y
√
−6) = 5 +

√
−6

31x+ 31y
√
−6 = 5 +

√
−6

ทำใหไ้ดว้า่ 31x = 5 ซึง่เปน็ไปไมไ่ดเ้พราะวา่ x ∈ Z ดังนัน้ 31 ∤ (5 +
√
−6)

ในทำนองเดยีวกัน 31 ∤ (5−
√
−6)

สรปุไดว้า่ 31 ไมเ่ปน็สมาชกิเฉพาะของ Z[
√
−6]
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18. (10 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + x+ c และ Z3[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีด์

18.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z3 ทีท่ำให้ Z3[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 9
แนวคำตอบ สมมตวิา่ p(x) = x2 + cx+ 1̄ ลดทอนไดใ้น Z3[x] จะไดว้า่มี a, b ∈ Z3 ซึง่

x2 + x+ c = (x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

นัน่คอื a+ b = 1̄ และ ab = c พจิารณาคา่ทีเ่ปน็ไปไดจ้ากตาราง
a b a+ b ab = c
0̄ 1̄ 1̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 0̄
2̄ 2̄ 1̄ 1̄

จากตารางจะเหน็ไดว้า่ ab ̸= 2̄ จะทำใหเ้กดิขอ้ขัดแยง้เมือ่ ab = 2̄ ดังนัน้เลอืก c = 2̄
จะทำใหไ้ดว้า่ p(x) = x2 + x+ 2̄ ลดทอนไมไ่ดใ้น Z3[x]

โดยทฤษฎบีทจะสรปุไดว้า่ Z3[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 32 = 9

18.2 (5 คะแนน) ใช้ p(x) จาก 18.1 หาตัวผกผันการคณูของ
x+ 1̄ + ⟨p(x)⟩ ใน Z3[x]/ ⟨p(x)⟩

แนวคำตอบ สำหรับ p(x) = x2 + x+ 2̄ ให้ a, b ∈ Z3

(ax+ b+
⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
)(x+ 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
(ax+ b)(x+ 1̄) +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
ax2 + ax+ bx+ b+

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
a(x2 + x+ 2̄)− 2̄a+ bx+ b+

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
bx+ (b− 2̄a) +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
จะไดว้า่ b = 0̄ และ 0̄− 2̄a = b− 2̄a = 1̄ นัน่คอื

2̄a = −1̄ = 2̄ −→ a = 1̄

ดังนัน้ x+
⟨
x2 + x+ 2̄

⟩
เปน็ตักผกผันของ x+ 1̄ + ⟨x2 + x+ 2̄⟩ ใน Z3[x]/ ⟨x2 + x+ 2̄⟩
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