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• ข้อ 1-15 แบบเติมคาํตอบ/ตวัเลือก ขอ้ละ 1 คะแนน (รวม 15 คะแนน)
• ข้อ 16-24 แบบแสดงวิธีทาํ ขอ้ละ 10 คะแนน (รวม 90 คะแนน)

ข้อ 1
1. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (−5, π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั

a. (5, π) b. (5, 2π) c. (−5,−π) d. (5,−2π)

2. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (5, π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั
a. (5,−π) b. (−5, 2π) c. (−5,−π) d. (−5,−2π)

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (5,−π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั
a. (5, π) b. (−5, 2π) c. (−5, π) d. (−5,−2π)

4. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (−5,−π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั
a. (−5, π) b. (5, 2π) c. (5,−2π) d. (5,−π)

ข้อ 2
1. เมืÉอแปลงจดุ (2,−

√
12) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )

2. เมืÉอแปลงจดุ (−2,−
√
12) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )

3. เมืÉอแปลงจดุ (
√
12,−2) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )

4. เมืÉอแปลงจดุ (−
√
12,−2) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )
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ข้อ 3
1. ให้ a > 0 ถา้ (a, a+ 1) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

จงหาคา่ของ a
2. ให้ a > 0 ถา้ (a− 1, a) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

จงหาคา่ของ a
3. ให้ a < 0 ถา้ (a+ 1, a) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

จงหาคา่ของ a
4. ให้ a < 0 ถา้ (a, a− 1) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

จงหาคา่ของ a

ข้อ 4
1. สมการ r = sin θ sin 2θ ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัฉาก

a. (x2 + y2)2 = 2y2x

b. x2 + y2 = 2y2x

c. (x2 + y2)2 = 2x2y

d. x2 + y2 = 2x2y

2. สมการ r = cos θ sin 2θ ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัฉาก
a. (x2 + y2)2 = 2y2x

b. x2 + y2 = 2y2x

c. (x2 + y2)2 = 2x2y

d. x2 + y2 = 2x2y
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ข้อ 5
1. สมการ (x− 3)2 + y2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. r = 6 cos θ ANS
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ

2. สมการ x2 + (y − 3)2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว
a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ ANS

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ

3. สมการ (x+ 3)2 + y2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว
a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ ANS
d. r = −6 sin θ

4. สมการ x2 + (y + 3)2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว
a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ ANS

ข้อ 6
1. ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ถา้ (r, θ) คือจดุตดัของกราฟ r = 1 + 2 cos θ และ r = 1− 2 sin θ ขอ้ใด

ไมถ่กูตอ้ง
a. θ = π

4 ANS
b. θ = 3π

4

c. r = 1 +
√
2

d. r = 1−
√
2

2. ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ถา้ (r, θ) คือจดุตดัของกราฟ r = 1− 2 cos θ และ r = 1 + 2 sin θ ขอ้ใด
ไมถ่กูตอ้ง
a. θ = 5π

4 ANS
b. θ = 7π

4

c. r = 1 +
√
2

d. r = 1−
√
2
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ข้อ 7
1. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =

√
x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > |y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ |y|}

2. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
1√

x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > |y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ |y|}

3. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
√

x2 − 4y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > 2y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ 2y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > 2|y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ 2|y|}

4. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
1√

4x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : 2x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : 2x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : 2|x| > |y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : 2|x| ≥ |y|}
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ข้อ 8
1. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(x, h+ 1)− f(x, 1)

h
=

x2 + 2 cosx
ex

ทกุคา่ x ∈ R

แลว้ fy(0, 1) มีคา่เทา่ใด
2. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(x, h− 1)− f(x,−1)

h
=

x2 − 2 cosx
ex

ทกุคา่ x ∈ R

แลว้ fy(0,−1) มีคา่เทา่ใด
3. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(h+ 1, y)− f(1, y)

h
=

ey + 2 cos y
y2 + 1

ทกุคา่ y ∈ R

แลว้ fx(1, 0)
4. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(h− 1, y)− f(−1, y)

h
=

ey − 2 cos y
y2 + 1

ทกุคา่ y ∈ R

แลว้ fx(−1, 0)
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ข้อ 9
1. กาํหนดให้

f(x, y) = x2 + y2 + xy + 3x

ขอ้ใดคือ (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข ∂f
∂x = 0 และ ∂f

∂y = 0

a. (2,−1) b. (−2, 1) c. (1,−2) d. (−1, 2)

2. กาํหนดให้
f(x, y) = x2 + y2 + xy + 3y

ขอ้ใดคือ (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข ∂f
∂x = 0 และ ∂f

∂y = 0

a. (2,−1) b. (−2, 1) c. (1,−2) d. (−1, 2)

ข้อ 10

1. กาํหนดให้ f(x, y) = 0 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

2. กาํหนดให้ f(x, y) = 1 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ 1

1

f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

3. กาํหนดให้ f(x, y) = 1 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

1

∫ 1

0

f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

ข้อ 11

1. ขอ้ใดคือโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ 2−x2

x2

f(x, y) dydx มีคา่เทา่ใด

a. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ x ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
b. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ y ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
c. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ x ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}
d. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ y ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}

2. ขอ้ใดคือโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

−1

∫ 2−x2

x2

f(x, y) dydx มีคา่เทา่ใด

a. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
b. {(x, y) ∈ R× R : |y| ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
c. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}
d. {(x, y) ∈ R× R : |y| ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}
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ข้อ 12

1. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

2. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

3. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 4

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

4. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 4

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

ข้อ 13

1. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 0

−1

∫ x

−x

ex
2

dydx มีคา่เทา่กบัขอ้ใด
a. 1 + e b. 1− e c. 1 + 1

e d. 1− 1
e

2. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 0

−1

∫ x

−x

e−x2

dydx มีคา่เทา่กบัขอ้ใด
a. −1 + e b. −1− e c. −1 + 1

e d. −1− 1
e
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ข้อ 14

1. กาํหนดให้ S = {(x, y) ∈ R× R : x2 + y2 ≤ 4} แลว้
∫∫
S

f(x, y)dA มีคา่เทา่กบัขอ้ใด

a.
∫ 2π

0

∫ 2

0

f(r cos θ, r sin θ) drdθ

b.
∫ 2π

0

∫ 4

0

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

c.
∫ π

−π

∫ 4

0

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

d.
∫ π

−π

∫ 2

0

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

2. กาํหนดให้ S = {(x, y) ∈ R× R : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} แลว้
∫∫
S

f(x, y)dA มีคา่เทา่กบัขอ้

ใด
a.

∫ 2π

0

∫ 2

1

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

b.
∫ 2π

0

∫ 4

1

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

c.
∫ π

−π

∫ 4

1

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

d.
∫ π

−π

∫ 2

1

f(r cos θ, r sin θ) drdθ

ข้อ 15
1. y = x+ ex เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธใ์นขอ้ใด

a. y′′ − y′ = y

b. y′′ − y′ + 1 = 0

c. y′′ − y − x = 0

d. xy′ + y = xy′′ − 1

2. y = x+ ex เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธใ์นขอ้ใด
a. y′′ − y′ = y

b. y′′ − y′ − 1 = 0

c. y′′ − y + x = 0

d. xy′ + y = xy′′ − 1
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ข้อ 16
1. (10 คะแนน) จงหาพื ÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

4
r = sin2 θ

2. (10 คะแนน) จงหาพื ÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

4

r = cos2 θ
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3. (10 คะแนน) จงหาพื ÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

3
r = sin2 θ

4. (10 คะแนน) จงหาพื ÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1
θ =

π

6
r = cos2 θ

11



ข้อ 17
1. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

1.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y2 + ex

1.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(y
x

)
2. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

2.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x2 + ey

2.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arcsin
(y
x

)
3. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

3.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x4 + ey

3.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arccos
(y
x

)
4. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

4.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y4 + ex

4.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arccot
(y
x

)

ข้อ 18

1. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 + y และ v = x+ y2 จงหา ∂2z

∂x∂y

2. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 + y และ v = x+ y2 จงหา ∂2z

∂y∂x

3. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 − y และ v = x− y2 จงหา ∂2z

∂x∂y

4. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 − y และ v = x− y2 จงหา ∂2z

∂y∂x
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ข้อ 19
1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

1.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(
x

y

)
จงหา fxxy(x, y)

1.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.01 +

√
0.99)

ตอบในรูปทศนิยม
2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

2.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(y
x

)
จงหา fxxy(x, y)

2.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.02 +

√
0.98)

ตอบในรูปทศนิยม
3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

3.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(
x

y

)
จงหา fyyx(x, y)

3.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.03 +

√
0.97)

ตอบในรูปทศนิยม
4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

4.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(y
x

)
จงหา fyyx(x, y)

4.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.04 +

√
0.96)

ตอบในรูปทศนิยม
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ข้อ 20

1. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ y2

−y

f(x, y) dxdy

1.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
1.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

2. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ y

−y2
f(x, y) dxdy

2.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
2.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

3. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ x2

−x

f(x, y) dydx

3.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
3.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

4. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ x

−x2

f(x, y) dydx

4.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
4.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
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ข้อ 21

1. (10 คะแนน) จงหาหาคา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ √
1−(x−1)2

0

√
x2 + y2 dydx

2. (10 คะแนน) จงหาหาคา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ 0

−
√

1−(x−1)2

√
x2 + y2 dydx

ข้อ 22
1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2

1.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex + ex

yex + y

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
2.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 2t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2

2.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex − ex

yex + y

3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
3.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 3t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ

∂2u

∂t2
= 9

∂2u

∂x2

3.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex + ex

yex − y

4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
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4.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 4t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ
∂2u

∂t2
= 16

∂2u

∂x2

4.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex − ex

yex − y

ข้อ 23
1. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการ

dy

dx
=

2x+ y

x+ 2y

2. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการ
dy

dx
=

2x− y2

y + 2xy

ข้อ 24
1. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ

(x2 − 1)
dy

dx
+ 2y = (x+ 1)2(x− 1) เมืÉอ y(0) = 1

2. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ

(x2 − x)
dy

dx
+ y = (xy)2(x− 1) เมืÉอ y(2) = 1
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เฉลยข้อสอบปลายภาค
ข้อ 1

1. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (−5, π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั

a. (5, π) ANS b. (5, 2π) c. (−5,−π) d. (5,−2π)

วธีิทาํ จดุ (−5, π) แปลงไดเ้ป็น (−5 cosπ,−5 sinπ) = (5, 0) ในระบบพิกดัฉาก แตจ่ดุในขอ้ a. (5, π) แปลงไดเ้ป็น
(5 cosπ, 5 sinπ) = (−5, 0)

ดงันัÊน (5, π) เป็นคนละจดุกบั (−5, π)

2. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (5, π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั

a. (5,−π) b. (−5, 2π) c. (−5,−π) ANS d. (−5,−2π)

วธีิทาํ จดุ (5, π) แปลงไดเ้ป็น (5 cosπ, 5 sinπ) = (−5, 0) ในระบบพิกดัฉาก แตจ่ดุในขอ้ c. (−5,−π) แปลงไดเ้ป็น
(−5 cos(−π),−5 sin(−π)) = (5, 0)

ดงันัÊน (−5,−π) เป็นคนละจดุกบั (5, π)

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (5,−π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั

a. (5, π) b. (−5, 2π) c. (−5, π) ANS d. (−5,−2π)

วธีิทาํ จดุ (5,−π) แปลงไดเ้ป็น (5 cos(−π), 5 sin(−π)) = (−5, 0) ในระบบพิกดัฉาก แต่จดุในขอ้ c. (−5, π) แปลงได้
เป็น

(−5 cosπ,−5 sinπ) = (5, 0)

ดงันัÊน (−5, π) เป็นคนละจดุกบั (5,−π)

4. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊไมใ่ชจ่ดุ (−5,−π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊวเดียวกนั

a. (−5, π) b. (5, 2π) c. (5,−2π) d. (5,−π) ANS

วธีิทาํ จดุ (−5,−π) แปลงไดเ้ป็น (−5 cos(−π),−5 sin(−π)) = (5, 0) ในระบบพิกดัฉาก แต่จดุในขอ้ d. (5,−π) แปลง
ไดเ้ป็น

(5 cos(−π), 5 sin(−π)) = (−5, 0)

ดงันัÊน (5,−π) เป็นคนละจดุกบั (−5,−π)
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ข้อ 2
1. เมืÉอแปลงจดุ (2,−

√
12) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) ANS b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )

วธีิทาํ จะไดว้า่ r
√
22 + (−

√
12)2 = 4 และ tan θ = −

√
12

2 = −
√
3 นัÉนคือ θ คือมมุ 60 องศาเทียบกบัแกน X ในจตภุาคทีÉ

2 จะไดว้า่ θ = 2π
3 ซึÉงตรงกบัจดุ

(4,
2π

3
)

2. เมืÉอแปลงจดุ (−2,−
√
12) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) ANS c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 )

วธีิทาํ จะไดว้า่ r
√

(−2)2 + (−
√
12)2 = 4 และ tan θ = −

√
12

−2 =
√
3 นัÉนคือ θ คือมมุ 60 องศาเทียบกบัแกน X ในจตภุาค

ทีÉ 3 จะไดว้า่ θ = 4π
3 ซึÉงตรงกบัจดุ

(4,
4π

3
)

3. เมืÉอแปลงจดุ (
√
12,−2) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) ANS d. (4, 7π6 )

วธีิทาํ จะไดว้า่ r
√

(
√
12)2 + (−2)2 = 4 และ tan θ = −2√

12
= − 1√

3
นัÉนคือ θ คือมมุ 30 องศาเทียบกบัแกน X ในจตภุาคทีÉ

2 จะไดว้า่ θ = 5π
6 ซึÉงตรงกบัจดุ

(4,
5π

6
)

4. เมืÉอแปลงจดุ (−
√
12,−2) ในระบบพิกดัฉาก จะตรงกบัจดุใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. (4, 2π3 ) b. (4, 4π3 ) c. (4, 5π6 ) d. (4, 7π6 ) ANS

วธีิทาํ จะไดว้า่ r
√

(−
√
12)2 + (−2)2 = 4 และ tan θ = −2

−
√
12

= 1√
3
นัÉนคือ θ คือมมุ 30 องศาเทียบกบัแกน X ในจตภุาค

ทีÉ 3 จะไดว้า่ θ = 7π
6 ซึÉงตรงกบัจดุ

(4,
7π

6
)
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ข้อ 3
1. ให้ a > 0 ถา้ (a, a+ 1) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่
a2 + (a+ 1)2 = (−5)2

a2 + a2 + 2a+ 1 = 25

2a2 + 2a− 24 = 0

2(a− 3)(a+ 4) = 0

a = 3,−4

ดงันัÊน a = 3 #

2. ให้ a > 0 ถา้ (a− 1, a) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ จงหาคา่ของ a
วธีิทาํ จะเห็นวา่

(a− 1)2 + a2 = (−5)2

a2 − 2a+ 1 + a2 = 25

2a2 − 2a− 24 = 0

2(a+ 3)(a− 4) = 0

a = −3, 4

ดงันัÊน a = 4 #

3. ให้ a < 0 ถา้ (a+ 1, a) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ จงหาคา่ของ a
วธีิทาํ จะเห็นวา่

(a+ 1)2 + a2 = (−5)2

a2 + 2a+ 1 + a2 = 25

2a2 + 2a− 24 = 0

2(a− 3)(a+ 4) = 0

a = 3,−4

ดงันัÊน a = −4 #

4. ให้ a < 0 ถา้ (a, a− 1) เป็นระบบพิกดัฉาก (−5, θ) เมืÉอเปลีÉยนไปอยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ จงหาคา่ของ a
วธีิทาํ จะเห็นวา่

a2 + (a− 1)2 = (−5)2

a2 + a2 − 2a+ 1 = 25

2a2 − 2a− 24 = 0

2(a+ 3)(a− 4) = 0

a = −3, 4

ดงันัÊน a = −3 #
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ข้อ 4
1. สมการ r = sin θ sin 2θ ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัฉาก

a. (x2 + y2)2 = 2y2x ANS
b. x2 + y2 = 2y2x

c. (x2 + y2)2 = 2x2y

d. x2 + y2 = 2x2y

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
r = sin θ sin 2θ = sin θ · 2 sin θ cos θ = 2 sin2 θ cos θ

r · r3 = 2r2 sin2 θ · r cos θ
(r2)2 = 2(r sin θ)2(r cos θ)

(x2 + y2)2 = 2y2x #

2. สมการ r = cos θ sin 2θ ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัฉาก

a. (x2 + y2)2 = 2y2x

b. x2 + y2 = 2y2x

c. (x2 + y2)2 = 2x2y ANS
d. x2 + y2 = 2x2y

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
r = cos θ sin 2θ = cos θ · 2 sin θ cos θ = 2 cos2 θ sin θ

r · r3 = 2r2 cos2 θ · r sin θ

(r2)2 = 2(r cos θ)2(r sin θ)

(x2 + y2)2 = 2x2y #
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ข้อ 5
1. สมการ (x− 3)2 + y2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. r = 6 cos θ ANS
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
x2 − 6x+ 9 + y2 = 9

x2 + y2 = 6x

r2 = 6r cos θ
r = 6 cos θ #

2. สมการ x2 + (y − 3)2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ ANS

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
x2 + y2 − 6y + 9 = 9

x2 + y2 = 6y

r2 = 6r sin θ

r = 6 sin θ #

3. สมการ (x+ 3)2 + y2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ ANS
d. r = −6 sin θ

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
x2 + 6x+ 9 + y2 = 9

x2 + y2 = −6x

r2 = −6r cos θ
r = −6 cos θ #

4. สมการ x2 + (y + 3)2 = 9 ในระบบพิกดัฉาก ตรงกบัสมการใดในระบบพิกดัเชิงขัÊว

a. r = 6 cos θ
b. r = 6 sin θ

c. r = −6 cos θ
d. r = −6 sin θ ANS

วธีิทาํ ให้ x = r cos θ และ x = r sin θ นัÉนคือ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่
x2 + y2 + 6y + 9 = 9

x2 + y2 = −6y

r2 = −6r sin θ

r = −6 sin θ #

21



ข้อ 6
1. ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ถา้ (r, θ) คือจดุตดัของกราฟ r = 1 + 2 cos θ และ r = 1− 2 sin θ ขอ้ใดไมถ่กูตอ้ง

a. θ = π
4 ANS

b. θ = 3π
4

c. r = 1 +
√
2

d. r = 1−
√
2

วธีิทาํ พิจารณา
1 + 2 cos θ = 1− 2 sin θ

cos θ = − sin θ

tan θ = −1

จะไดว้า่ θ คือมมุ 45 องศากบัแกน X อยูใ่นจตภุาคทีÉ 2 และ 4 นัÉนคือ θ = 3π
4 , 7π4 แลว้

r = 1 + 2 cos 3π
4

= 1−
√
2

หรอื

r = 1 + 2 cos 7π
4

= 1 +
√
2

2. ในระบบพิกดัเชิงขัÊว ถา้ (r, θ) คือจดุตดัของกราฟ r = 1− 2 cos θ และ r = 1 + 2 sin θ ขอ้ใดไมถ่กูตอ้ง

a. θ = 5π
4 ANS

b. θ = 7π
4

c. r = 1 +
√
2

d. r = 1−
√
2

วธีิทาํ พิจารณา
1− 2 cos θ = 1 + 2 sin θ

− cos θ = sin θ

tan θ = −1

จะไดว้า่ θ คือมมุ 45 องศากบัแกน X อยูใ่นจตภุาคทีÉ 2 และ 4 นัÉนคือ θ = 3π
4 , 7π4 แลว้

r = 1− 2 cos 3π
4

= 1 +
√
2

หรอื

r = 1− 2 cos 7π
4

= 1−
√
2
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ข้อ 7
1. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =

√
x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > |y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ |y|} ANS

วธีิทาํ จะไดว้า่ x2 − y2 ≥ 0 นัÉนคือ x2 ≥ y2 ฉะนัÊน |x| ≥ |y| ดงันัÊน
Dom(f) = {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ |y|}

2. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
1√

x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > |y|} ANS
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ |y|}

วธีิทาํ เนืÉองจาก√
x2 − y2 > 0 จะไดว้า่ x2 − y2 > 0 นัÉนคือ x2 > y2 ฉะนัÊน |x| > |y| ดงันัÊน

Dom(f) = {(x, y) ∈ R× R : |x| > |y|}

3. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
√

x2 − 4y2

a. {(x, y) ∈ R× R : x > 2y}
b. {(x, y) ∈ R× R : x ≥ 2y}

c. {(x, y) ∈ R× R : |x| > 2|y|}
d. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ 2|y|} ANS

วธีิทาํ จะไดว้า่ x2 − 4y2 ≥ 0 นัÉนคือ x2 ≥ 4y2 ฉะนัÊน |x| ≥ 2|y| ดงันัÊน
Dom(f) = {(x, y) ∈ R× R : |x| ≥ 2|y|}

4. ขอ้ใดคือโดเมนของฟังกช์นั f(x, y) =
1√

4x2 − y2

a. {(x, y) ∈ R× R : 2x > y}
b. {(x, y) ∈ R× R : 2x ≥ y}

c. {(x, y) ∈ R× R : 2|x| > |y|} ANS
d. {(x, y) ∈ R× R : 2|x| ≥ |y|}

วธีิทาํ เนืÉองจาก√
4x2 − y2 > 0 จะไดว้า่ 4x2 − y2 > 0 นัÉนคือ 4x2 > y2 ฉะนัÊน 2|x| > |y| ดงันัÊน

Dom(f) = {(x, y) ∈ R× R : 2|x| > |y|}
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ข้อ 8
1. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(x, h+ 1)− f(x, 1)

h
=

x2 + 2 cosx
ex

ทกุคา่ x ∈ R

แลว้ fy(0, 1) มีคา่เทา่ใด
วธีิทาํ โดยบทนิยามอนพุนัธจ์ะไดว้า่

fy(x, 1) = lim
h→0

f(x, h+ 1)− f(x, 1)

h
=

x2 + 2 cosx
ex

ดงันัÊน fy(0, 1) =
0 + 2

1
= 2 #

2. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(x, h− 1)− f(x,−1)

h
=

x2 − 2 cosx
ex

ทกุคา่ x ∈ R

แลว้ fy(0,−1) มีคา่เทา่ใด
วธีิทาํ โดยบทนิยามอนพุนัธจ์ะไดว้า่

fy(x,−1) = lim
h→0

f(x, h− 1)− f(x,−1)

h
=

x2 − 2 cosx
ex

ดงันัÊน fy(0,−1) =
0− 2

1
= −2 #

3. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(h+ 1, y)− f(1, y)

h
=

ey + 2 cos y
y2 + 1

ทกุคา่ y ∈ R

แลว้ fx(1, 0)
วธีิทาํ โดยบทนิยามอนพุนัธจ์ะไดว้า่

fx(1, y) = lim
h→0

f(h+ 1, y)− f(1, y)

h
=

ey + 2 cos y
y2 + 1

ดงันัÊน fx(1, 0) =
1 + 2

0 + 1
= 3 #

4. ให้ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปรทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

lim
h→0

f(h− 1, y)− f(−1, y)

h
=

ey − 2 cos y
y2 + 1

ทกุคา่ y ∈ R

แลว้ fx(−1, 0)

วธีิทาํ โดยบทนิยามอนพุนัธจ์ะไดว้า่

fx(−1, y) = lim
h→0

f(h− 1, y)− f(−1, y)

h
=

ey − 2 cos y
y2 + 1

ดงันัÊน fx(−1, 0) =
1− 2

0 + 1
= −1 #
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ข้อ 9
1. กาํหนดให้

f(x, y) = x2 + y2 + xy + 3x

ขอ้ใดคือ (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข ∂f
∂x = 0 และ ∂f

∂y = 0

a. (2,−1) b. (−2, 1) ANS c. (1,−2) d. (−1, 2)

วธีิทาํ จะไดว้า่
∂f

∂x
= 2x+ y + 3 = 0 และ ∂f

∂y
= 2y + x = 0

จากการแกร้ะบบสมการจะไดว้า่ x = −2, y = 1

2. กาํหนดให้
f(x, y) = x2 + y2 + xy + 3y

ขอ้ใดคือ (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข ∂f
∂x = 0 และ ∂f

∂y = 0

a. (2,−1) b. (−2, 1) c. (1,−2) ANS d. (−1, 2)

วธีิทาํ จะไดว้า่
∂f

∂x
= 2x+ y = 0 และ ∂f

∂y
= 2y + x+ 3 = 0

จากการแกร้ะบบสมการจะไดว้า่ x = 1, y = −2

ข้อ 10
1. กาํหนดให้ f(x, y) = 0 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0
0 dxdy =

∫ 1

0
[c]x=1

x=0 dy =

∫ 1

0
0 dy = [c]10 = 0 #

2. กาํหนดให้ f(x, y) = 1 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ 1

1
f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 1

0

∫ 1

1
f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

1
1 dxdy =

∫ 1

0
[x]x=1

x=1 dy =

∫ 1

0
0 dy = [c]10 = 0 #

3. กาํหนดให้ f(x, y) = 1 คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

1

∫ 1

0
f(x, y) dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 1

1

∫ 1

0
f(x, y) dxdy =

∫ 1

1

∫ 1

0
1 dxdy =

∫ 1

1
[x]x=1

x=0 dy =

∫ 1

1
1 dy = [x]11 = 0 #
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ข้อ 11
1. ขอ้ใดคือโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 1

0

∫ 2−x2

x2

f(x, y) dydx มีคา่เทา่ใด

a. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ x ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2} ANS
b. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ y ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
c. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ x ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}
d. {(x, y) ∈ R× R : 0 ≤ y ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}

2. ขอ้ใดคือโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

−1

∫ 2−x2

x2

f(x, y) dydx มีคา่เทา่ใด

a. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2} ANS
b. {(x, y) ∈ R× R : |y| ≤ 1 และ x2 ≤ y ≤ 2− x2}
c. {(x, y) ∈ R× R : |x| ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}
d. {(x, y) ∈ R× R : |y| ≤ 1 และ 2− x2 ≤ y ≤ x2}

ข้อ 12
1. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 2

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 2

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy =

∫ 2

0
y

[
−1

x

]x=2

x=1

dy =

∫ 2

0
y · 1

2
dy =

[
y2

4

]2
0

= 1 #

2. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 2

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy =

∫ 2

0
2y

[
−1

x

]x=2

x=1

dy =

∫ 2

0
2y · 1

2
dy =

[
y2

2

]2
0

= 2 #

3. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 4

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 4

0

∫ 2

1

y

x2
dxdy =

∫ 4

0
y

[
−1

x

]x=2

x=1

dy =

∫ 4

0
y · 1

2
dy =

[
y2

4

]4
0

= 4 #

4. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 4

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ ∫ 4

0

∫ 2

1

2y

x2
dxdy =

∫ 4

0
2y

[
−1

x

]x=2

x=1

dy =

∫ 4

0
2y · 1

2
dy =

[
y2

2

]4
0

= 8 #
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ข้อ 13
1. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 0

−1

∫ x

−x
ex

2
dydx มีคา่เทา่กบัขอ้ใด

a. 1 + e b. 1− e ANS c. 1 + 1
e d. 1− 1

e

วธีิทาํ ∫ 0

−1

∫ x

−x
ex

2
dydx =

∫ 0

−1
ex

2
[y]y=x

y=−x dx =

∫ 0

−1
2xex

2
dx =

[
ex

2
]0
−1

= 1− e #

2. คา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 0

−1

∫ x

−x
e−x2

dydx มีคา่เทา่กบัขอ้ใด

a. −1 + e b. −1− e c. −1 + 1
e ANS d. −1− 1

e

วธีิทาํ ∫ 0

−1

∫ x

−x
e−x2

dydx =

∫ 0

−1
e−x2

[y]y=x
y=−x dx =

∫ 0

−1
2xe−x2

dx =
[
−e−x2

]0
−1

= −1 + e−1 #

ข้อ 14
1. กาํหนดให้ S = {(x, y) ∈ R× R : x2 + y2 ≤ 4} แลว้

∫∫
S

f(x, y)dA มีคา่เทา่กบัขอ้ใด

a.
∫ 2π

0

∫ 2

0
f(r cos θ, r sin θ) drdθ

b.
∫ 2π

0

∫ 4

0
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

c.
∫ π

−π

∫ 4

0
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

d.
∫ π

−π

∫ 2

0
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ ANS

แนวคดิ โดเมนคือพื ÊนทีÉรูปวงกลมศนูยก์ลางทีÉจดุกาํเนิด รศัมี 2 หน่วย

2. กาํหนดให้ S = {(x, y) ∈ R× R : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} แลว้
∫∫
S

f(x, y)dA มีคา่เทา่กบัขอ้ใด

a.
∫ 2π

0

∫ 2

1
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ ANS

b.
∫ 2π

0

∫ 4

1
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

c.
∫ π

−π

∫ 4

1
f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ

d.
∫ π

−π

∫ 2

1
f(r cos θ, r sin θ) drdθ

แนวคดิ โดเมนคือพื ÊนทีÉระหวา่งรูปวงกลมศนูยก์ลางทีÉจดุกาํเนิดทีÉมีรศัมี 1 หนว่ย และ 2 หน่วย
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ข้อ 15
1. y = x+ ex เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธใ์นขอ้ใด

a. y′′ − y′ = y

b. y′′ − y′ + 1 = 0 ANS
c. y′′ − y − x = 0

d. xy′ + y = xy′′ − 1

วธีิทาํ พิจารณา y′ = 1 + ex และ y′′ = ex จะไดว้า่
y′′ − y′ + 1 = ex − (1 + ex) + 1 = 0

2. y = x+ ex เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธใ์นขอ้ใด
a. y′′ − y′ = y

b. y′′ − y′ − 1 = 0

c. y′′ − y + x = 0 ANS
d. xy′ + y = xy′′ − 1

วธีิทาํ พิจารณา y′ = 1 + ex และ y′′ = ex จะไดว้า่
y′′ − y + x = ex − (x+ ex) + x = 0
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ข้อ 16
1. (10 คะแนน) จงหาพืÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

4
r = sin2 θ

วธีิทาํ จากกราฟพืÊนทีÉแรเงาคือพื ÊนทีÉสว่นทีÉปิดลอ้มเสน้โคง้ r = sin2 θ บนช่วง [π4 , π] ดงันัÊน

A =

∫ π

π
4

1

2
r2 dθ =

1

2

∫ π

π
4

(sin2 θ)2 dθ

=
1

2

∫ π

π
4

(
1− cos 2θ

2

)2

dθ

=
1

2

∫ π

π
4

1− 2 cos 2θ + cos2 2θ
4

dθ

=
1

8

∫ π

π
4

1− 2 cos 2θ + cos2 2θ dθ

=
1

8

∫ π

π
4

1− 2 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

8

∫ π

π
4

2− 4 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

16

∫ π

π
4

3− 4 cos 2θ + cos 4θ dθ

=
1

16

[
3θ − 2 sin 2θ +

1

4
sin 4θ

]π
π
4

=
1

16
[3π − 0 + 0]− 1

16

[
3π

4
− 2 + 0

]
=

3π

16
− 3π

64
+

1

8

=
9π

64
+

1

8
#
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2. (10 คะแนน) จงหาพืÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

4

r = cos2 θ

วธีิทาํ จากกราฟพืÊนทีÉแรเงาคือพื ÊนทีÉสว่นทีÉปิดลอ้มเสน้โคง้ r = cos2 θ บนช่วง [−π
2 ,

π
4 ] ดงันัÊน

A =

∫ π
4

−π
2

1

2
r2 dθ =

1

2

∫ π
4

−π
2

(cos2 θ)2 dθ

=
1

2

∫ π
4

−π
2

(
1 + cos 2θ

2

)2

dθ

=
1

2

∫ π
4

−π
2

1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ
4

dθ

=
1

8

∫ π
4

−π
2

1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ dθ

=
1

8

∫ π
4

−π
2

1 + 2 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

8

∫ π
4

−π
2

2 + 4 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

16

∫ π
4

−π
2

3 + 4 cos 2θ + cos 4θ dθ

=
1

16

[
3θ + 2 sin 2θ +

1

4
sin 4θ

]π
4

−π
2

=
1

16

[
3π

4
+ 2 + 0

]
− 1

16

[
−3π

2
+ 0 + 0

]
=

3π

64
+

1

8
+

3π

32

=
9π

64
+

1

8
#
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3. (10 คะแนน) จงหาพืÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

3
r = sin2 θ

วธีิทาํ จากกราฟพืÊนทีÉแรเงาคือพื ÊนทีÉสว่นทีÉปิดลอ้มเสน้โคง้ r = sin2 θ บนช่วง [π3 , π] ดงันัÊน

A =

∫ π

π
3

1

2
r2 dθ =

1

2

∫ π

π
3

(sin2 θ)2 dθ

=
1

2

∫ π

π
3

(
1− cos 2θ

2

)2

dθ

=
1

2

∫ π

π
3

1− 2 cos 2θ + cos2 2θ
4

dθ

=
1

8

∫ π

π
3

1− 2 cos 2θ + cos2 2θ dθ

=
1

8

∫ π

π
3

1− 2 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

8

∫ π

π
3

2− 4 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

16

∫ π

π
3

3− 4 cos 2θ + cos 4θ dθ

=
1

16

[
3θ − 2 sin 2θ +

1

4
sin 4θ

]π
π
3

=
1

16
[3π − 0 + 0]− 1

16

[
π −

√
3−

√
3

8

]

=
3π

16
− π

16
+

√
3

16
+

√
3

128

=
π

8
+

9
√
3

128
#
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4. (10 คะแนน) จงหาพืÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปริพนัธใ์นรูปเชิงขัÊว

X

Y

−1 0 1

−1

1
θ =

π

6
r = cos2 θ

วธีิทาํ จากกราฟพืÊนทีÉแรเงาคือพื ÊนทีÉสว่นทีÉปิดลอ้มเสน้โคง้ r = cos2 θ บนช่วง [−π
2 ,

π
6 ] ดงันัÊน

A =

∫ π
6

−π
2

1

2
r2 dθ =

1

2

∫ π
6

−π
2

(cos2 θ)2 dθ

=
1

2

∫ π
6

−π
2

(
1 + cos 2θ

2

)2

dθ

=
1

2

∫ π
6

−π
2

1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ
4

dθ

=
1

8

∫ π
6

−π
2

1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ dθ

=
1

8

∫ π
6

−π
2

1 + 2 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

8

∫ π
6

−π
2

2 + 4 cos 2θ + 1 + cos 4θ
2

dθ

=
1

16

∫ π
6

−π
2

3 + 4 cos 2θ + cos 4θ dθ

=
1

16

[
3θ + 2 sin 2θ +

1

4
sin 4θ

]π
6

−π
2

=
1

16

[
π

2
+

√
3 +

√
3

8

]
− 1

16

[
−3π

2
+ 0 + 0

]
=

π

32
+

√
3

16
+

√
3

128
+

3π

32

=
π

8
+

9
√
3

128
#
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ข้อ 17
1. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

1.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y2 + ex

วธีิทาํ วิธีทีÉ 1.

lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y2 + ex

=
0√
0 + 1

= 0

วิธีทีÉ 2.

ให้ f(x, y) = e
1
2
x√

y2 + ex
และ g(x, y) = xe

1
2
x

เนืÉองจาก y2 > 0 นัÉนคือ y2 + ex > ex ดงันัÊน ex

y2 + ex
< 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0) แลว้

|f(x, y)| = e
1
2
x√

y2 + ex
=

√
ex√

y2 + ex
=

√
ex

y2 + ex
≤ 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0)

ดงันัÊน f มีขอบเขต และ lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xe
1
2
x = 0 ดงันัÊน

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y2 + ex

= 0 #

1.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(y
x

)
วธีิทาํ พิจารณาเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (0, 0) คือ C1 : y = 0 และ C2 : y = x

X

Y

0 1 2

1

2

C1 : y = 0

C2 : y = x

บน C1 : y = 0 จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arctan 0 = lim

(x,y)→(0,0)
0 = 0

บน C2 : y = x จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arctan 1 = lim

(x,y)→(0,0)

π

4
=

π

4

เนืÉองจากลมิิตบน C1 และ C2 มีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(y
x

)
ไมมี่คา่
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2. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

2.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x2 + ey

วธีิทาํ วิธีทีÉ 1.

lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x2 + ey

=
0√
0 + 1

= 0

วิธีทีÉ 2.

ให้ f(x, y) = e
1
2
y

√
x2 + ey

และ g(x, y) = ye
1
2
y

เนืÉองจาก x2 > 0 นัÉนคือ x2 + ey > ey ดงันัÊน ey

y2 + ey
< 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0) แลว้

|f(x, y)| = e
1
2
y

√
x2 + ey

=

√
ey√

x2 + ey
=

√
ey

x2 + ey
≤ 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0)

ดงันัÊน f มีขอบเขต และ lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

ye
1
2
y = 0 ดงันัÊน

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x2 + ey

= 0 #

2.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arcsin
(y
x

)
วธีิทาํ พิจารณาเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (0, 0) คือ C1 : y = 0 และ C2 : y = x

X

Y

0 1 2

1

2

C1 : y = 0

C2 : y = x

บน C1 : y = 0 จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arcsin
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arcsin 0 = lim

(x,y)→(0,0)
0 = 0

บน C2 : y = x จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arcsin
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arcsin 1 = lim

(x,y)→(0,0)

π

2
=

π

2

เนืÉองจากลมิิตบน C1 และ C2 มีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน lim
(x,y)→(0,0)

arcsin
(y
x

)
ไมมี่คา่
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3. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

3.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x4 + ey

วธีิทาํ วิธีทีÉ 1.

lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x4 + ey

=
0√
0 + 1

= 0

วิธีทีÉ 2.

ให้ f(x, y) = e
1
2
y

√
x4 + ey

และ g(x, y) = ye
1
2
y

เนืÉองจาก x4 > 0 นัÉนคือ x4 + ey > ey ดงันัÊน ey

x4 + ey
< 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0) แลว้

|f(x, y)| = e
1
2
y

√
x4 + ey

=

√
ey√

x4 + ey
=

√
ey

x4 + ey
≤ 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0)

ดงันัÊน f มีขอบเขต และ lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

ye
1
2
y = 0 ดงันัÊน

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

yey√
x4 + ey

= 0 #

3.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arccos
(y
x

)
วธีิทาํ พิจารณาเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (0, 0) คือ C1 : y = 0 และ C2 : y = x

X

Y

0 1 2

1

2

C1 : y = 0

C2 : y = x

บน C1 : y = 0 จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arccos
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arccos 0 = lim

(x,y)→(0,0)
1 = 1

บน C2 : y = x จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arccos
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arccos 1 = lim

(x,y)→(0,0)
π = π

เนืÉองจากลมิิตบน C1 และ C2 มีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน lim
(x,y)→(0,0)

arccos
(y
x

)
ไมมี่คา่
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4. (10 คะแนน) จงตวจสอบลมิิตตอ่ไปนีÊวา่มีคา่หรอืไม่ พรอ้มแสดงวิธีทาํเพืÉอยืนยนัคาํตอบ

4.1 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y4 + ex

วธีิทาํ วิธีทีÉ 1.

lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y4 + ex

=
0√
0 + 1

= 0

วิธีทีÉ 2.

ให้ f(x, y) = e
1
2
x√

y4 + ex
และ g(x, y) = xe

1
2
x

เนืÉองจาก y4 > 0 นัÉนคือ y4 + ex > ex ดงันัÊน ex

y4 + ex
< 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0) แลว้

|f(x, y)| = e
1
2
x√

y4 + ex
=

√
ex√

y4 + ex
=

√
ex

y4 + ex
≤ 1 สาํหรบั (x, y) ̸= (0, 0)

ดงันัÊน f มีขอบเขต และ lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xe
1
2
x = 0 ดงันัÊน

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xex√
y4 + ex

= 0 #

4.2 (5 คะแนน) lim
(x,y)→(0,0)

arccot
(y
x

)
วธีิทาํ พิจารณาเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (0, 0) คือ C1 : y = 0 และ C2 : y = x

X

Y

0 1 2

1

2

C1 : y = 0

C2 : y = x

บน C1 : y = 0 จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arccot
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arccot0 = lim

(x,y)→(0,0)

π

2
=

π

2

บน C2 : y = x จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

arccot
(y
x

)
= lim

(x,y)→(0,0)
arccot1 = lim

(x,y)→(0,0)

π

4
=

π

4

เนืÉองจากลมิิตบน C1 และ C2 มีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน lim
(x,y)→(0,0)

arccot
(y
x

)
ไมมี่คา่
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ข้อ 18
1. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 + y และ v = x+ y2 จงหา ∂2z

∂x∂y

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

v

x y

u

yx

∂z

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

จะไดว้า่
∂z

∂y
=

∂f

∂u
· 1 + ∂f

∂v
· 2y =

∂f

∂u
+ 2y · ∂f

∂v

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
+ 2y · ∂

∂x

(
∂f

∂v

)
พิจารณาแผนภาพ

∂f
∂u ,

∂f
∂v

v

x y

u

yx

ดงันัÊน
∂2z

∂x∂y
=

[
∂2f

∂u2
· ∂u
∂x

+
∂2f

∂v∂u
· ∂v
∂x

]
+ 2y

[
∂2f

∂u∂v
· ∂u
∂x

+
∂2f

∂v2
· ∂v
∂x

]
=

[
∂2f

∂u2
· 2x+

∂2f

∂v∂u
· 1

]
+ 2y

[
∂2f

∂u∂v
· 2x+

∂2f

∂v2
· 1

]
= 2x

∂2f

∂u2
+

∂2f

∂v∂u
+ 4xy

∂2f

∂u∂v
+ 2y

∂2f

∂v2
#
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2. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 + y และ v = x+ y2 จงหา ∂2z

∂y∂x

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

v

x y

u

yx

∂z

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

จะไดว้า่
∂z

∂x
=

∂f

∂u
· 2x+

∂f

∂v
· 1 = 2x · ∂f

∂u
+

∂f

∂v
∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= 2x · ∂

∂y

(
∂f

∂u

)
+

∂

∂y

(
∂f

∂v

)
พิจารณาแผนภาพ

∂f
∂u ,

∂f
∂v

v

x y

u

yx

ดงันัÊน
∂2z

∂y∂x
= 2x

[
∂2f

∂u2
· ∂u
∂y

+
∂2f

∂v∂u
· ∂v
∂y

]
+

[
∂2f

∂u∂v
· ∂u
∂y

+
∂2f

∂v2
· ∂v
∂y

]
= 2x

[
∂2f

∂u2
· 1 + ∂2f

∂v∂u
· 2y

]
+

[
∂2f

∂u∂v
· 1 + ∂2f

∂v2
· 2y

]
= 2x

∂2f

∂u2
+ 4xy

∂2f

∂v∂u
+

∂2f

∂u∂v
+ 2y

∂2f

∂v2
#

38



3. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 − y และ v = x− y2 จงหา ∂2z

∂x∂y

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

v

x y

u

yx

∂z

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

จะไดว้า่
∂z

∂y
=

∂f

∂u
· (−1) +

∂f

∂v
· (−2y) = −∂f

∂u
− 2y · ∂f

∂v

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= − ∂

∂x

(
∂f

∂y

)
− 2y · ∂

∂x

(
∂f

∂v

)
พิจารณาแผนภาพ

∂f
∂u ,

∂f
∂v

v

x y

u

yx

ดงันัÊน
∂2z

∂x∂y
= −

[
∂2f

∂u2
· ∂u
∂x

+
∂2f

∂v∂u
· ∂v
∂x

]
− 2y

[
∂2f

∂u∂v
· ∂u
∂x

+
∂2f

∂v2
· ∂v
∂x

]
= −

[
∂2f

∂u2
· 2x+

∂2f

∂v∂u
· 1

]
− 2y

[
∂2f

∂u∂v
· 2x+

∂2f

∂v2
· 1

]
= −2x

∂2f

∂u2
− ∂2f

∂v∂u
− 4xy

∂2f

∂u∂v
− 2y

∂2f

∂v2
#
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4. (10 คะแนน) กาํหนดให้ z = f(u, v) โดยทีÉ u = x2 − y และ v = x− y2 จงหา ∂2z

∂y∂x

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

v

x y

u

yx

∂z

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

จะไดว้า่
∂z

∂x
=

∂f

∂u
· 2x+

∂f

∂v
· 1 = 2x · ∂f

∂u
+

∂f

∂v
∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= 2x · ∂

∂y

(
∂f

∂u

)
+

∂

∂y

(
∂f

∂v

)
พิจารณาแผนภาพ

∂f
∂u ,

∂f
∂v

v

x y

u

yx

ดงันัÊน
∂2z

∂y∂x
= 2x

[
∂2f

∂u2
· ∂u
∂y

+
∂2f

∂v∂u
· ∂v
∂y

]
+

[
∂2f

∂u∂v
· ∂u
∂y

+
∂2f

∂v2
· ∂v
∂y

]
= 2x

[
∂2f

∂u2
· (−1) +

∂2f

∂v∂u
· (−2y)

]
+

[
∂2f

∂u∂v
· (−1) +

∂2f

∂v2
· (−2y)

]
= −2x

∂2f

∂u2
− 4xy

∂2f

∂v∂u
− ∂2f

∂u∂v
− 2y

∂2f

∂v2
#
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ข้อ 19
1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

1.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(
x

y

)
จงหา fxxy(x, y)

วธีิทาํ จะไดว้า่

fx(x, y) =
1

1 + (xy )
2
· ∂

∂x

x

y
=

y2

x2 + y2
· 1
y
=

y

y2 + x2
= y(y2 + x2)−1

fxx(x, y)− y(x2 + y2)−2 · ∂

∂x
(x2 + y2) = −y(x2 + y2)−2(2x) = −2xy(x2 + y2)−2

fxxy(x, y) = −2xy · ∂

∂y
(x2 + y2)−2 − (x2 + y2)−2 · ∂

∂y
2xy

= −2xy(−2(x2 + y2)−3)
∂

∂y
(x2 + y2)− (x2 + y2)−2 · 2x

= 4xy(x2 + y2)−3(2y)− 2x(x2 + y2)−2

=
8xy2

(x2 + y2)3
− 2x

(x2 + y2)2
#

1.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.01 +

√
0.99)

ตอบในรูปทศนิยม
วธีิทาํ ให้ f(x, y) = ln(x+

√
y) ให้ x = 0, y = 1 และ dx = 0.01, dy = −0.01 จะไดว้า่

f(0, 1) = ln(0 +
√
1) = 0

fx(x, y) =
1

x+
√
y
· 1 ⇒ fx(0, 1) = 1

fy(x, y) =
1

x+
√
y
· 1

2
√
y

⇒ fx(0, 1) =
1

2
= 0.5

จากการประมาณคา่เชิงเสน้
f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

จะไดว้า่
ln(0.01 +

√
0.99) = f(0.01, 0.99)

= f(0 + 0.01, 1− 0.01)

≈ f(0, 1) + fx(0, 1) · (0.01) + fy(0, 1) · (−0.01)

= 0 + 1 · (0.01) + 0.5 · (−0.01)

= 0.01− 0.005 = 0.005 #
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2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
2.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan

(y
x

)
จงหา fxxy(x, y)

วธีิทาํ จะไดว้า่

fx(x, y) =
1

1 + ( yx)
2
· ∂

∂x

y

x
=

x2

x2 + y2
·
(
− y

x2

)
= − y

y2 + x2
= −y(y2 + x2)−1

fxx(x, y)y(x
2 + y2)−2 · ∂

∂x
(x2 + y2) = y(x2 + y2)−2(2x) = −2xy(x2 + y2)−2

fxxy(x, y) = 2xy · ∂

∂y
(x2 + y2)−2 + (x2 + y2)−2 · ∂

∂y
2xy

= 2xy(−2(x2 + y2)−3)
∂

∂y
(x2 + y2) + (x2 + y2)−2 · 2x

= 4xy(x2 + y2)−3(2y) + 2x(x2 + y2)−2

=
8xy2

(x2 + y2)3
+

2x

(x2 + y2)2
#

2.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.02 +

√
0.98)

ตอบในรูปทศนิยม
วธีิทาํ ให้ f(x, y) = ln(x+

√
y) ให้ x = 0, y = 1 และ dx = 0.02, dy = −0.02 จะไดว้า่

f(0, 1) = ln(0 +
√
1) = 0

fx(x, y) =
1

x+
√
y
· 1 ⇒ fx(0, 1) = 1

fy(x, y) =
1

x+
√
y
· 1

2
√
y

⇒ fx(0, 1) =
1

2
= 0.5

จากการประมาณคา่เชิงเสน้
f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

จะไดว้า่
ln(0.02 +

√
0.98) = f(0.02, 0.98)

= f(0 + 0.02, 1− 0.02)

≈ f(0, 1) + fx(0, 1) · (0.02) + fy(0, 1) · (−0.02)

= 0 + 1 · (0.02) + 0.5 · (−0.02)

= 0.02− 0.01 = 0.01 #
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

3.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan
(
x

y

)
จงหา fyyx(x, y)

วธีิทาํ จะไดว้า่

fy(x, y) =
1

1 + (xy )
2
· ∂

∂y

x

y
=

y2

x2 + y2
·
(
− x

y2

)
= − x

y2 + x2
= −x(y2 + x2)−1

fyy(x, y) = x(x2 + y2)−2 · ∂

∂y
(x2 + y2) = x(x2 + y2)−2(2y) = 2xy(x2 + y2)−2

fyyx(x, y) = 2xy · ∂

∂x
(x2 + y2)−2 + (x2 + y2)−2 · ∂

∂x
2xy

= 2xy(−2(x2 + y2)−3)
∂

∂x
(x2 + y2) + (x2 + y2)−2 · 2y

= 4xy(x2 + y2)−3(2x) + 2x(x2 + y2)−2

=
8yx2

(x2 + y2)3
+

2y

(x2 + y2)2
#

3.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.03 +

√
0.97)

ตอบในรูปทศนิยม
วธีิทาํ ให้ f(x, y) = ln(x+

√
y) ให้ x = 0, y = 1 และ dx = 0.03, dy = −0.03 จะไดว้า่

f(0, 1) = ln(0 +
√
1) = 0

fx(x, y) =
1

x+
√
y
· 1 ⇒ fx(0, 1) = 1

fy(x, y) =
1

x+
√
y
· 1

2
√
y

⇒ fx(0, 1) =
1

2
= 0.5

จากการประมาณคา่เชิงเสน้
f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

จะไดว้า่
ln(0.03 +

√
0.97) = f(0.03, 0.97)

= f(0 + 0.03, 1− 0.03)

≈ f(0, 1) + fx(0, 1) · (0.03) + fy(0, 1) · (−0.03)

= 0 + 1 · (0.03) + 0.5 · (−0.03)

= 0.03− 0.015 = 0.015 #
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4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
4.1 (5 คะแนน) ให้ f(x, y) = arctan

(y
x

)
จงหา fyyx(x, y)

fy(x, y) =
1

1 + ( yx)
2
· ∂

∂y

y

x
=

x2

x2 + y2
· 1
x
=

x

y2 + x2
= x(y2 + x2)−1

fyy(x, y) = −x(x2 + y2)−2 · ∂

∂y
(x2 + y2) = −x(x2 + y2)−2(2y) = −2xy(x2 + y2)−2

fyyx(x, y) = −2xy · ∂

∂x
(x2 + y2)−2 − (x2 + y2)−2 · ∂

∂x
2xy

= −2xy(−2(x2 + y2)−3)
∂

∂x
(x2 + y2)− (x2 + y2)−2 · 2y

= 4xy(x2 + y2)−3(2x)− 2x(x2 + y2)−2

=
8yx2

(x2 + y2)3
− 2y

(x2 + y2)2
#

4.2 (5 คะแนน) จงใชค้า่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัสองตวัแปรประมาณคา่ของ
ln(0.04 +

√
0.96)

ตอบในรูปทศนิยม
วธีิทาํ ให้ f(x, y) = ln(x+

√
y) ให้ x = 0, y = 1 และ dx = 0.04, dy = −0.04 จะไดว้า่

f(0, 1) = ln(0 +
√
1) = 0

fx(x, y) =
1

x+
√
y
· 1 ⇒ fx(0, 1) = 1

fy(x, y) =
1

x+
√
y
· 1

2
√
y

⇒ fx(0, 1) =
1

2
= 0.5

จากการประมาณคา่เชิงเสน้
f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

จะไดว้า่
ln(0.04 +

√
0.96) = f(0.04, 0.96)

= f(0 + 0.02, 1− 0.02)

≈ f(0, 1) + fx(0, 1) · (0.04) + fy(0, 1) · (−0.04)

= 0 + 1 · (0.04) + 0.5 · (−0.04)

= 0.04− 0.02 = 0.02 #
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ข้อ 20
1. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 1

0

∫ y2

−y
f(x, y) dxdy

1.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
1.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1 และ − y ≤ x ≤ y2}
พิจารณากราฟ x = −y และ x = y2 แสดงพื ÊนทีÉไดด้งันี Ê

X

Y

−1 0 1

−1

1

x = −y
x = y2

X

Y

−1 0 1

−1

1

y = −x

y = 1

y =
√
x

จากกราฟแบง่การอินทิเกรตเป็น 2 สว่น จะไดว้า่∫ 1

0

∫ y2

−y
f(x, y) dxdy =

∫ 0

−1

∫ 1

−x
f(x, y) dydx+

∫ 1

0

∫ 1

√
x
f(x, y) dydx #

2. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ y

−y2
f(x, y) dxdy

2.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
2.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1 และ − y2 ≤ x ≤ y}
พิจารณากราฟ x = −y2 และ x = y แสดงพื ÊนทีÉไดด้งันี Ê

X

Y

−1 0 1

−1

1

x = −y2
x = y

X

Y

−1 0 1

−1

1

y =
√
−x

y = x

y = 1

จากกราฟแบง่การอินทิเกรตเป็น 2 สว่น จะไดว้า่∫ 1

0

∫ y

−y2
f(x, y) dxdy =

∫ 0

−1

∫ 1

√
−x

f(x, y) dydx+

∫ 1

0

∫ 1

x
f(x, y) dydx #
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3. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ x2

−x
f(x, y) dydx

3.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
3.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1 และ − x ≤ y ≤ x2}
พิจารณากราฟ y = −x และ y = x2 แสดงพื ÊนทีÉไดด้งันี Ê

X

Y

−1 0 1

−1

1

y = −x

y = x2

X

Y

−1 0 1

−1

1

x = −y

x =
√
y

x = 1

จากกราฟแบง่การอินทิเกรตเป็น 2 สว่น จะไดว้า่∫ 1

0

∫ x2

−x
f(x, y) dydx =

∫ 0

−1

∫ 1

−y
f(x, y) dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

√
y
f(x, y) dxdy #

4. (10 คะแนน) พิจารณาอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 1

0

∫ x

−x2

f(x, y) dydx

4.1 (5 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว
4.2 (5 คะแนน) จงเปลีÉยนลาํดบัการอินทิเกรตของอินทิกรลัสองชัÊนดงักลา่ว

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1 และ − x2 ≤ y ≤ x}
พิจารณากราฟ y = −x2 และ y = x แสดงพื ÊนทีÉไดด้งันี Ê

X

Y

−1 0 1

−1

1

y = −x2

y = x

X

Y

−1 0 1

−1

1

x =
√
−y

x = y

x = 1

จากกราฟแบง่การอินทิเกรตเป็น 2 สว่น จะไดว้า่∫ 1

0

∫ x

−x2

f(x, y) dydx =

∫ 0

−1

∫ 1

√
−y

f(x, y) dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

y
f(x, y) dxdy #
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ข้อ 21
1. (10 คะแนน) จงหาหาคา่ของอินทิกรลัสองชัÊน

∫ 2

0

∫ √
1−(x−1)2

0

√
x2 + y2 dydx

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2 และ 0 ≤ y ≤
√

1− (x− 1)2}
พิจารณาสมการ y =

√
1− (x− 1)2 เมืÉอ y ≥ 0 นัÉนคือ

y2 = 1− (x− 1)2

(x− 1)2 + y2 = 1

โดเมนคือพื ÊนครึÉงวงกลม (x− 1)2 + y2 = 1 สว่นทีÉเหนือแกน X เขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2

1
y =

√
1− (x− 1)2

X

Y

0

r = 2 cos θ

0

π
2

ให้ x = r cos θ และ y = r sin θ จากสมการ (x− 1)2 + y2 = 1 นัÉนคือ
x2 − 2x+ 1 + y2 = 1

x2 + y2 = 2x

r2 = 2r cos θ
r = 2 cos θ

โดเมนในระบบเชิงขัÊวมีขอบเขตดงันี Ê

0 ≤ r ≤ 2 cos θ และ 0 ≤ θ ≤ π

2

เนืÉองจาก√
x2 + y2 = r และ dydx = rdrdθ ดงันัÊน∫ 2

0

∫ √
1−(x−1)2

0

√
x2 + y2 dydx =

∫ π
2

0

∫ 2 cos θ

0
r · r drdθ =

∫ π
2

0

∫ 2 cos θ

0
r2 drdθ

=

∫ π
2

0

[
1

3
r3
]r=2 cos θ

r=0

dθ =
8

3

∫ π
2

0
cos3 θ dθ

=
8

3

∫ π
2

0
cos2 θ · cos θ dθ =

8

3

∫ π
2

0
(1− sin2 θ) · d sin θ

=
8

3

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]π
2

0

=
8

3

[
1− 1

3

]
− 0

=
16

9
#

47



2. (10 คะแนน) จงหาหาคา่ของอินทิกรลัสองชัÊน
∫ 2

0

∫ 0

−
√

1−(x−1)2

√
x2 + y2 dydx

วธีิทาํ โดเมนของอินทิกรลัสองชัÊนคือ {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2 และ −
√

1− (x− 1)2 ≤ y ≤ 0}
พิจารณาสมการ y = −

√
1− (x− 1)2 เมืÉอ y ≤ 0 นัÉนคือ

y2 = 1− (x− 1)2

(x− 1)2 + y2 = 1

โดเมนคือพื ÊนครึÉงวงกลม (x− 1)2 + y2 = 1 สว่นทีÉใตแ้กน X เขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2

1

y = −
√
1− (x− 1)2

X

Y

0

r = 2 cos θ

0

−π
2

ให้ x = r cos θ และ y = r sin θ จากสมการ (x− 1)2 + y2 = 1 นัÉนคือ
x2 − 2x+ 1 + y2 = 1

x2 + y2 = 2x

r2 = 2r cos θ
r = 2 cos θ

โดเมนในระบบเชิงขัÊวมีขอบเขตดงันี Ê

0 ≤ r ≤ 2 cos θ และ −π

2
≤ θ ≤ 0

เนืÉองจาก√
x2 + y2 = r และ dydx = rdrdθ ดงันัÊน∫ 2

0

∫ 0

−
√

1−(x−1)2

√
x2 + y2 dydx =

∫ 0

−π
2

∫ 2 cos θ

0
r · r drdθ =

∫ 0

−π
2

∫ 2 cos θ

0
r2 drdθ

=

∫ 0

−π
2

[
1

3
r3
]r=2 cos θ

r=0

dθ =
8

3

∫ 0

−π
2

cos3 θ dθ

=
8

3

∫ 0

−π
2

cos2 θ · cos θ dθ =
8

3

∫ 0

−π
2

(1− sin2 θ) · d sin θ

=
8

3

[
sin θ − 1

3
sin3 θ

]0
−π

2

= 0− 8

3

[
−1 +

1

3

]
=

16

9
#
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ข้อ 22
1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∂u

∂t
= cos t cosx ∂2u

∂t2
= − sin t cosx

∂u

∂x
= − sin t sinx

∂2u

∂x2
= − sin t cosx

จะไดว้า่
∂2u

∂t2
= − sin t cosx =

∂2u

∂x2

ดงันัÊน u(x, t) = sin t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ ∂2u
∂t2

= ∂2u
∂x2

1.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex + ex

yex + y

วธีิทาํ โดยวิธีการแยกตวัแปร จะไดว้า่
dy

dx
=

yex + ex

yex + y
=

ex(y + 1)

y(ex + 1)

y

y + 1
dy =

ex

ex + 1
dx∫

y

y + 1
dy =

∫
ex

ex + 1
dx∫

y + 1− 1

y + 1
dy =

∫
1

ex + 1
dex∫

1− 1

y + 1
dy = ln |ex + 1|+ C

y − ln |y + 1| = ln |ex + 1|+ C #
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2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
2.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 2t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∂u

∂t
= 2 cos 2t cosx ∂2u

∂t2
= −4 sin 2t cosx

∂u

∂x
= − sin 2t sinx

∂2u

∂x2
= − sin 2t cosx

จะไดว้า่
∂2u

∂t2
= −4 sin 2t cosx = 4(− sin 2t cosx) = 4

∂2u

∂x2

ดงันัÊน u(x, t) = sin 2t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ ∂2u
∂t2

= 4∂2u
∂x2

2.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex − ex

yex + y

วธีิทาํ โดยวิธีการแยกตวัแปร จะไดว้า่
dy

dx
=

yex − ex

yex + y
=

ex(y − 1)

y(ex + 1)

y

y − 1
dy =

ex

ex + 1
dx∫

y

y − 1
dy =

∫
ex

ex + 1
dx∫

y − 1 + 1

y − 1
dy =

∫
1

ex + 1
dex∫

1 +
1

y − 1
dy = ln |ex + 1|+ C

y + ln |y − 1| = ln |ex + 1|+ C #
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
3.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 3t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ

∂2u

∂t2
= 9

∂2u

∂x2

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∂u

∂t
= 3 cos 3t cosx ∂2u

∂t2
= −9 sin 3t cosx

∂u

∂x
= − sin t sinx

∂2u

∂x2
= − sin t cosx

จะไดว้า่
∂2u

∂t2
= −9 sin 3t cosx = 9(− sin 3t cosx) = ∂2u

∂x2

ดงันัÊน u(x, t) = sin 3t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ ∂2u
∂t2

= 9∂2u
∂x2

3.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex + ex

yex − y

วธีิทาํ โดยวิธีการแยกตวัแปร จะไดว้า่
dy

dx
=

yex + ex

yex − y
=

ex(y + 1)

y(ex − 1)

y

y + 1
dy =

ex

ex − 1
dx∫

y

y + 1
dy =

∫
ex

ex − 1
dx∫

y + 1− 1

y + 1
dy =

∫
1

ex − 1
dex∫

1− 1

y + 1
dy = ln |ex − 1|+ C

y − ln |y + 1| = ln |ex − 1|+ C #
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4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
4.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ u(x, t) = sin 4t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ

∂2u

∂t2
= 16

∂2u

∂x2

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∂u

∂t
= 4 cos 4t cosx ∂2u

∂t2
= −16 sin 4t cosx

∂u

∂x
= − sin t sinx

∂2u

∂x2
= − sin t cosx

จะไดว้า่
∂2u

∂t2
= −16 sin 4t cosx = 16(− sin 4t cosx) = ∂2u

∂x2

ดงันัÊน u(x, t) = sin 4t cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของของสมการ ∂2u
∂t2

= 16∂2u
∂x2

4.2 (5 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไป ของสมการ
dy

dx
=

yex − ex

yex − y

วธีิทาํ โดยวิธีการแยกตวัแปร จะไดว้า่
dy

dx
=

yex − ex

yex − y
=

ex(y − 1)

y(ex − 1)

y

y − 1
dy =

ex

ex − 1
dx∫

y

y − 1
dy =

∫
ex

ex − 1
dx∫

y − 1 + 1

y − 1
dy =

∫
1

ex − 1
dex∫

1 +
1

y − 1
dy = ln |ex − 1|+ C

y + ln |y − 1| = ln |ex − 1|+ C #
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ข้อ 23
1. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการ

dy

dx
=

2x+ y

x+ 2y

วธีิทาํ จดัรูปสมการไดเ้ป็น
(2x+ y)dx− (x+ 2y)dy = 0

ให้M(x, y) = 2x+ y และN(x, y) = −x− 2y จะไดว้า่
M(λx, λy) = 2(λx) + (λy) = λ(2x+ y) = λM(x, y)

N(λx, λy) = −(λx)− 2(λy) = λ(−x− 2y) = λN(x, y)

ดงันัÊน (2x+ y)dx− (x+ 2y)dy = 0 เป็นสมการเอกพนัธุดี์กรหีนึÉง
ให้ y = vx จะไดว้า่ dy = vdx+ xdv ดงันัÊน

(2x+ y)dx− (x+ 2y)dy = 0

(2x+ vx)dx− (x+ 2vx)(xdv + vdx) = 0

(2x+ vx)dx− (1 + 2v)x2dv − (xv + 2v2x)dx = 0

(2x− 2v2x)dx = (1 + 2v)x2dv

(1− v2)2xdx = (1 + 2v)x2dv

2x

x2
dx =

1 + 2v

1− v2
dv∫

2

x
dx =

∫
1 + 2v

1− v2
dv

2 ln |x| =
∫ 3

2

1− v
−

1
2

1 + v
dv

2 ln |x| = 3

2

∫
1

1− v
dv − 1

2

∫
1

1 + v
dv

2 ln |x| = −3

2
ln |1− v| − 1

2
ln |1 + v|

2 ln |x| = −3

2
ln

∣∣∣1− y

x

∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣1 + y

x

∣∣∣+ C

4 ln |x| = −3 ln
∣∣∣1− y

x

∣∣∣− ln
∣∣∣1 + y

x

∣∣∣+ 4C

ดงันัÊนผลเฉลยทัÉวไปของสมการนี Êคือ
4 ln |x| = −3 ln

∣∣∣1− y

x

∣∣∣− ln
∣∣∣1 + y

x

∣∣∣+ C #
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2. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการ

dy

dx
=

2x− y2

y + 2xy

วธีิทาํ 1. สมการแม่นตรง จดัรูปสมการไดเ้ป็น
(2x− y2)dx− (y + 2xy)dy = 0

ให้M(x, y) = 2x− y2 และN(x, y) = −y − 2xy จะไดว้า่
∂M

∂y
= −2y =

∂N

∂x

ดงันัÊนสมการนี Êเป็นสมการแมน่ตรง จะไดว้า่ F (x, y) = C เป็นผลเฉลยของสมการนี Ê พิจารณา

F (x, y) =

∫
M(x, y) dx =

∫
2x− y2 dx = x2 − y2x+ C(y)

จะไดว้า่
∂F

∂y
= N(x, y)

−2xy + C ′(y) = −y − 2xy

C ′(y) = −y

C(y) = −1

2
y2 + c

ดงันัÊนผลเฉลยทัÉวไปคือ x2 − y2x− 1
2y

2 = C #
วธีิทาํ 2. สมการแบรนู์ลลี จดัรูปสมการไดเ้ป็น

dy

dx
=

2x

y + 2xy
− y2

y + 2xy
=

2x

y(1 + 2x)
− y2

y(1 + 2x)
=

2x

1 + 2x
· y−1 − y

1 + 2x

dy

dx
+

1

1 + 2x
· y =

2x

1 + 2x
· y−1

จะเห็นวา่สมการนี Êเป็นสมการแบรน์ลูลีโดยทีÉ n = −1 จะไดว้า่

P (x) =
1

1 + 2x
และ Q(x) =

2x

1 + 2x

แลว้
µ = e

∫
(1−n)P (x)dx = e

∫
2

1+2x
dx = eln |1+2x| = 1 + 2x

ดงันัÊนผลเฉลยทัÉวไปของสมการนี Êคือ

y1−n =
1

µ

(∫
(1− n)µQ(x) dx+ C

)
y2 =

1

1 + 2x

(∫
2 · (1 + 2x) · 2x

1 + 2x
dx+ C

)
=

1

1 + 2x

(∫
4xdx+ C

)
=

1

1 + 2x

(
2x2 + C

)
(1 + 2x)y2 = 2x2 + C
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ข้อ 24
1. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ

(x2 − 1)
dy

dx
+ 2y = (x+ 1)2(x− 1) เมืÉอ y(0) = 1

วธีิทาํ จดัรูปสมการใหมไ่ดเ้ป็น
dy

dx
+

2

x2 − 1
· y =

(x+ 1)2(x− 1)

x2 − 1
=

(x+ 1)2(x− 1)

(x+ 1)(x− 1)
= x+ 1

จะเห็นวา่สมการนี Êเป็นสมการเชิงเสน้อนัอบัหนึÉงโดยทีÉ

P (x) =
2

x2 − 1
=

2

(x− 1)(x+ 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 1
และ Q(x) = x+ 1

แลว้
µ = e

∫
P (x)dx = e

∫
1

x−1
− 1

x+1
dx = eln |x−1|−ln |x+1| = eln |x−1

x+1
| =

x− 1

x+ 1

จะไดว้า่

y =
1

µ

(∫
µQ(x) dx+ C

)
=

x+ 1

x− 1

(∫
x− 1

x+ 1
· (x+ 1)dx+ C

)
=

x+ 1

x− 1

(∫
x+ 1dx+ c

)
=

x+ 1

x− 1

(
1

2
x2 + x+ C

)
จาก x = 0 และ y = 1 จะไดว้า่

1 = (−1)(0 + C)

∴ C = −1

ดงันัÊนผลเฉลยเฉพาะของสมการนี Êคือ
y =

x+ 1

x− 1

(
1

2
x2 + x− 1

)
#
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2. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ

(x2 − x)
dy

dx
+ y = (xy)2(x− 1) เมืÉอ y(2) = 1

วธีิทาํ จดัรูปสมการใหมไ่ดเ้ป็น
dy

dx
+

1

x2 − x
· y =

(xy)2(x− 1)

x2 − x
=

x2y2(x− 1)

x(x− 1)
= xy2

จะเห็นวา่สมการนี Êเป็นสมการแบรน์ลูลีโดยทีÉ n = 2 จะไดว้า่

P (x) =
1

x2 − x
=

1

(x− 1)x
=

1

x− 1
− 1

x
และ Q(x) = x

แลว้
µ = e

∫
(1−n)P (x)dx = e

∫
− 1

x−1
+ 1

x
dx = e− ln |x−1|+ln |x| = eln | x

x−1
| =

x

x− 1

จะไดว้า่

y1−n =
1

µ

(∫
(1− n)µQ(x) dx+ C

)
y−1 =

x

x− 1

(∫
− x

x− 1
· xdx+ C

)
=

x− 1

x

(
−
∫

x2

x− 1
dx+ c

)
=

x− 1

x

(
−
∫

x+ 1 +
1

x− 1
dx+ c

)
=

x− 1

x

(
−1

2
x2 − x− ln |x− 1|+ C

)
จาก x = 2 และ y = 1 จะไดว้า่

1 =
1

2
(−2− 2 + 0 + C)

∴ C = 6

ดงันัÊนผลเฉลยเฉพาะของสมการนี Êคือ

y−1 =
x− 1

x

(
−1

2
x2 − x− ln |x− 1|+ 6

)
#
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