
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 17:00 - 20:00 100 คะแนน

วันอังคาร ที่ 5 กันยายน 2566 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา................................ หมูเ่รยีน.............

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 26 ขอ้ 14 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืกจำนวน 10 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 20 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบจำนวน 10 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 20 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำจำนวน 6 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 60 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 ตอนที่ 2 ตอนที่ 3 ตอนที่ 3 ตอนที่ 3 ตอนที่ 3 ตอนที่ 3 ตอนที่ 3 รวม
ขอ้ 1-10 11-20 21 22 23 24 25 26

คะแนน

หนา้ 1 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (20 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. กำหนดให้ a, b ∈ Z ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ a | b และ b | c แลว้ a | c
ข. ถา้ a | (b+ c) แลว้ a | b หรอื a | c
ค. ถา้ a | b แลว้ a | b2

ง. ถา้ gcd(a, b) = d แลว้จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซึง่ d = ax+ by

จ. ถา้ a | (a+ b)2 แลว้ a | b2

2. ให้ r เปน็ความสัมพันธบ์น Z ทีน่ยิามโดย

x r y กต็อ่เมือ่ 2 | (x2 + y2)

ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. r มสีมบัตสิะทอ้น (Reflexive)
ข. r มสีมบัตสิมมาตร (Symmetric)
ค. r มสีมบัตถิา่ยทอด (Transitive)
ง. r เปน็ความสัมพันธส์มมลู (Equivalent relation)
จ. ชัน้สมมลู (Equivalent class) ของ 0 คอื [0]r = {0,±4,±16,±36, ...}

3. ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ถา้ f =

(
1 2 3
3 2 1

)
แลว้ f ◦ f =

(
1 2 3
1 3 2

)
ข. 1 +

√
2 เปน็ตัวผกผันการคณู (Multiplicative inverse) ในจำนวนจรงิ ของ 1−

√
2

ค. ถา้นยิาม ā ∗ b̄ = 2ab ใน Z3 จะไดว้า่ 2̄ เปน็เอกลักษณ์ (Identity)
ง. สมาชกิทกุตัวใน R มตัีวผกผันการคณู
จ. สำหรับ a, b, c ∈ R ถา้ ab = ac แลว้ b = c

หนา้ 2 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

4. สมาชกิของกรปุในขอ้ใดที่ อันดับ(order) มคีา่มากทีส่ดุ

ก.
[
1 1
−1 0

]
ใน GL2(R)

ข. 4̄ ใน Z16

ค. 3̄ ใน Z∗
13

ง.
√
3

2
+

1

2
i ใน C∗

จ. (0̄, 2̄) ใน Z2 × Z10

5. ให้ α, β เปน็สมาชกิใน S5 ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ◦(αβ) = ◦(β) · ◦(β)
ข. ◦(αβ) = ℓcm(◦(α), ◦(β))
ค. ถา้ α2 = β2 แลว้ α = β

ง. (αβ)2 = β2α2

จ. (αβ)−1 = β−1α−1

หนา้ 3 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

6. ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ H ⊆ G ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. H มสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่ (Associative law)
ข. ถา้ ab−1 ∈ H ทกุ ๆ a, b ∈ H แลว้ H ≤ G

ค. ถา้ H มเีอกลักษณ์ แลว้จะไดว้า่เอกลักษณใ์น H อาจไมใ่ชตั่วเดยีวกับเอกลักษณข์อง G

ง. มสีมาชกิบางตัวใน H ทีตั่วผกผัน(inverse) ไมอ่ย ูใ่น H

จ. ถา้ a ∈ H แลว้ a−1 ∈ H

7. ให้ G เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic) โดยมตัีวกอ่กำเนดิ (generator) คอื a ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง
ก. G = ⟨a⟩
ข. ถา้ G = ⟨b⟩ แลว้ b = a

ค. ถา้ x ∈ G จะไดว้า่มี k ∈ Z ซึง่ x = ak

ง. G อาจมตัีวกอ่กำเนดิตัวอืน่ นอกจาก a

จ. G เปน็กรปุอาบเีลยีน (Abelian group)

8. สมาชกิในขอ้ใดตอ่ไปนีไ้มใ่ช ่ ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z10

ก. 1̄

ข. 3̄

ค. 5̄

ง. 7̄

จ. 9̄

หนา้ 4 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

9. ให้ G เปน็กรปุ และ H ≤ G โดยที่ |G| = 12 และ |H| = 4 ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ Ha = Hb แลว้ a = b

ข. He = H

ค. |aH| = 4 ทกุ ๆ a ∈ G

ง. [G : H] = 3

จ. จำนวนโคเซตขวาของ H เทา่กับจำนวนโคเซตซา้ยของ H

10. สมาชกิในขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ ตัวผกผัน(inverse) ของ ⟨6̄⟩+ 2̄ ใน Z12/ ⟨6̄⟩

ก. ⟨6̄⟩+ 1̄

ข. ⟨6̄⟩+ 2̄

ค. ⟨6̄⟩+ 3̄

ง. ⟨6̄⟩+ 4̄

จ. ⟨6̄⟩+ 5̄

หนา้ 5 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (20 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

11.

จงหาคา่ของ ϕ(23ϕ(32))

12.

สำหรับ a, b ∈ R นยิาม
a ∗ b = a · 2b + b · 3a

แลว้ เอกลักษณ์ (identity) ของ ∗ คอืจำนวนใด

13.

จงหา ตัวผกผัน (inverse) การคณูของ 23 ใน Z×
66

14.

ให้ α เปน็สมาชกิใน S4 และ
(1 2)α(2 3) = (2 4)

จงหา α2566 ตอบในรปูวัฏจักรตา่งสมาชกิ (disjoint cylce)

หนา้ 6 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15.

ใน S5 กำหนดให้

α = (1 2)2023(3 4)2566

β = (1 2)(2 3)(3 4)(4 5)

จงหา อันดับ (order) ของ αβ

16.

ให้ A =

[
−1 1
0 1

]
เปน็สมาชกิใน GL2(R) จงหาจำนวนสมาชกิของกรปุยอ่ย ⟨A⟩

17.

จงหาจำนวน กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z23 × Z66

หนา้ 7 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18.

จงหา n ∈ N ทีท่ำใหด้รรชนี (index) [Sn : ⟨(1 3 4 5)⟩] = 180

19.

จำนวน โคเซตซา้ย (left coset) ของ
⟨
11
⟩

ใน Z×
61 มกีีโ่คเซต

20.

จงหาจำนวน ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ทัง้หมดของ Z2 × Z11/ ⟨(1̄, 0̄)⟩

หนา้ 8 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (60 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

21. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4}
ถา้ ∗ มสีมบัตสิลับที่ (commutative law) และผลการดำเนนิการแสดงดังตารางเคยเ์ลย์

∗ 1 2 3 4
1 3 1 2

2 2 3

3 4 2

4 4 1 3

21.1 (3 คะแนน) จงเตมิคา่ในชอ่งวา่งของตารางดา้นบนใหส้มบรูณ์
21.2 (2 คะแนน) จงหา เอกลักษณ์ (identity) ของ G (พรอ้มใหเ้หตผุล)

21.3 (3 คะแนน) จงหา ตัวผกผัน (inverse) ของสมาชกิทกุตัว ใน G (เตมิคำตอบในตารางใหส้มบรูณ)์

สมาชกิ (Elements) ตัวผกผัน (Inverses) เหตผุล (Reasons)
1

2

3

4

21.4 (2 คะแนน) จงหา อันดับ (order) ของ 1 ใน G

หนา้ 9 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

22. (10 คะแนน) กำหนดให้ G = (−2, 2) = {x ∈ R : −2 < x < 2} และ

a ∗ b = 4a+ 4b

ab+ 4
เมือ่ a, b ∈ G

จงพสิจูนว์า่ (G, ∗) เปน็กรปุอาบเีลยีน

หนา้ 10 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

23. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน G = R× R∗ ดังนี้

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ 2ad, 3bd)

จงตรวจสอบวา่ (G, ∗) เปน็ กึง่กรปุ (semi-group) / โมนอยด์ (monoid) / หรอืกรปุ (group)

หนา้ 11 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

24. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

24.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ H เปน็กรปุยอ่ย(subgroup) ของ GL2(R) หรอืไม ่

H =

{[
1 a
0 1

]
: a ∈ R

}

24.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ A =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 เปน็สมาชกิใน GL3(R)

จงเขยีนกรปุยอ่ย ⟨A⟩ ในรปูแบบมเีงือ่นไขทีไ่มต่ดิเลขชีก้ำลัง

หนา้ 12 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

25. (10 คะแนน) พจิารณากรปุการคณู Z×
19

25.1 (3 คะแนน) จงหา ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
19

25.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z×
19 (พรอ้มแจกแจงสมาชกิของกรปุยอ่ย)

25.3 (3 คะแนน) จงนำกรปุยอ่ยจากขอ้ 25.2 เขยีน แลตทซิ (lattice)

หนา้ 13 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

26. (10 คะแนน) ให้ M และ N เปน็กรปุยอ่ย (subgroup) ของกรปุ G จงพสิจูนว์า่

ถา้ M ⊴ G และ N ⊴ G แลว้ MN ⊴ G

ขอ้เสนอแนะ อาจใชท้ฤษฎบีททีว่า่ สำหรับ H,K และ N เปน็กรปุยอ่ยของกรปุ G จะไดว้า่

1. HK ≤ G กต็อ่เมือ่ HK = KH

2. N ⊴ G กต็อ่เมือ่ gN = Ng ทกุ ๆ g ∈ G

หนา้ 14 จาก 14
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มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 17:00 - 20:00 100 คะแนน

วันอังคาร ที่ 5 กันยายน 2566 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (20 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. กำหนดให้ a, b ∈ Z ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ a | b และ b | c แลว้ a | c
ข. ถา้ a | (b+ c) แลว้ a | b หรอื a | c Answer
ค. ถา้ a | b แลว้ a | b2

ง. ถา้ gcd(a, b) = d แลว้จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซึง่ d = ax+ by

จ. ถา้ a | (a+ b)2 แลว้ a | b2

ตอบขอ้ ข. ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก a = 4, b = 2, c = 2

2. ให้ r เปน็ความสัมพันธบ์น Z ทีน่ยิามโดย

x r y กต็อ่เมือ่ 2 | (x2 + y2)

ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. r มสีมบัตสิะทอ้น (Reflexive)
ข. r มสีมบัตสิมมาตร (Symmetric)
ค. r มสีมบัตถิา่ยทอด (Transitive)
ง. r เปน็ความสัมพันธส์มมลู (Equivalent relation)
จ. ชัน้สมมลู (Equivalent class) ของ 0 คอื [0]r = {0,±4,±16,±36, ...} Answer

ตอบขอ้ จ. พจิารณา

1. สมบัตสิะทอ้น
สำหรับจำนวนเตม็ x ใด ๆ จะไดว้า่ x2 + x2 = 2x2 ดังนัน้ 2 | (x2 + x2) สรปุไดว้า่ x r x

2. สมบัตสิมมาตร
ให้ x, y ∈ Z สมมตวิา่ x r y นัน่คอื 2 | (x2 + y2) แลว้ 2 | (y2 + x2) สรปุไดว้า่ y Rx

3. สมบัตถิา่ยทอด
ให้ x, y, z ∈ Z สมมตวิา่ x r y และ y r z จะได้วา่ 2 | (x2 + y2) และ 2 | (y2 + z2) จะได้วา่ 2 |
[(x2 + y2) + (y2 + z2)] หรอื 2 | (x2 + 2y2 + z2) เนือ่งจาก 2 | 2y2 ฉะนัน้ 2 | (x2 + z2) สรปุไดว้า่
x r z

15



ดังนัน้ r เปน็ความสัมพันธส์มมลูบน Z พจิารณาชัน้สมมลูตอ่ไปนี้

[0] = {a : 2 | (a2 + 0)} = {0,±2,±4, ...}

ดังนัน้ขอ้ จ. ไมถ่กูตอ้ง

3. ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ถา้ f =

(
1 2 3
3 2 1

)
แลว้ f ◦ f =

(
1 2 3
1 3 2

)
ข. 1 +

√
2 เปน็ตัวผกผันการคณู (Multiplicative inverse) ในจำนวนจรงิ ของ 1−

√
2

ค. ถา้นยิาม ā ∗ b̄ = 2ab ใน Z3 จะไดว้า่ 2̄ เปน็เอกลักษณ์ (Identity) Answer
ง. สมาชกิทกุตัวใน R มตัีวผกผันการคณู
จ. สำหรับ a, b, c ∈ R ถา้ ab = ac แลว้ b = c

ตอบขอ้ ค. สำหรับ ā ∈ Z3 จะเหน็วา่

ā ∗ 2̄ = 2a2 = 4a = 4 · a = 1 · a = 1 · a = a

2̄ ∗ ā = 2(2)a = 4a = 4 · a = 1 · a = 1 · a = a

ดังนัน้ 2̄ เปน็เอกลักษณ์

4. สมาชกิของกรปุในขอ้ใดที่ อันดับ(order) มคีา่มากทีส่ดุ

ก.
[
1 1
−1 0

]
ใน GL2(R)

ข. 4̄ ใน Z16

ค. 3̄ ใน Z∗
13

ง.
√
3

2
+

1

2
i ใน C∗ Answer

จ. (0̄, 2̄) ใน Z2 × Z10

ตอบขอ้ ง. พจิารณา[
1 1
−1 0

] [
1 1
−1 0

]
=

[
1 0
0 1

]
= I −→ ◦

([
1 1
−1 0

])
= 2

4(4̄) = 16 = 0̄ −→ ◦(4̄) = 4

(3̄)3 = 27 = 1̄ −→ ◦(3̄) = 3(√
3
2
+ 1

2
i
)6

=
(
cisπ

3

)6
= cis2π = 1 −→ ◦

(√
3
2
+ 1

2
i
)

= 6

5(0, 2̄) = (0, 10) = (0̄, 0̄) −→ ◦((0̄, 2̄)) = 5
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5. ให้ α, β เปน็สมาชกิใน S5 ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ◦(αβ) = ◦(β) · ◦(β)
ข. ◦(αβ) = ℓcm(◦(α), ◦(β))
ค. ถา้ α2 = β2 แลว้ α = β

ง. (αβ)2 = β2α2

จ. (αβ)−1 = β−1α−1 Answer

ตอบขอ้ จ. เนือ่งจาก S5 เปน็กรปุจงึมสีมบัตใินขอ้ จ.

6. ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ H ⊆ G ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. H มสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่ (Associative law) Answer
ข. ถา้ ab−1 ∈ H ทกุ ๆ a, b ∈ H แลว้ H ≤ G

ค. ถา้ H มเีอกลักษณ์ แลว้จะไดว้า่เอกลักษณใ์น H อาจไมใ่ชตั่วเดยีวกับเอกลักษณข์อง G

ง. มสีมาชกิบางตัวใน H ทีตั่วผกผัน(inverse) ไมอ่ย ูใ่น H

จ. ถา้ a ∈ H แลว้ a−1 ∈ H

ตอบขอ้ ก. เนือ่งจาก G เปน็กรปุ และ H ⊆ G จะไดว้า่ H มสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่

7. ให้ G เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic) โดยมตัีวกอ่กำเนดิ (generator) คอื a ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. G = ⟨a⟩
ข. ถา้ G = ⟨b⟩ แลว้ b = a Answer

ค. ถา้ x ∈ G จะไดว้า่มี k ∈ Z ซึง่ x = ak

ง. G อาจมตัีวกอ่กำเนดิตัวอืน่ นอกจาก a

จ. G เปน็กรปุอาบเีลยีน (Abelian group)

ตอบขอ้ ข. ไมจ่รงิเพราะตัวกอ่กำเนดิอาจมไีดม้ากกวา่ 1 ตัว เชน่ Z6

8. สมาชกิในขอ้ใดตอ่ไปนีไ้มใ่ช ่ ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z10

ก. 1̄

ข. 3̄

ค. 5̄ Answer
ง. 7̄

จ. 9̄

ตอบขอ้ ค. จะเหน็วา่ ⟨1̄⟩ = Z10 และ |Z10| = 10 สำหรับ 1 ≤ k < 10 ซึง่ gcd(k, 10) = 1 นัน่คอื
k = 1, 3, 7, 9 ดังนัน้ตัวกอ่กำเนดิทัง้หมดของ Z10 คอื

1(1̄) = 1̄

3(1̄) = 3̄

7(1̄) = 7̄

9(1̄) = 9̄

ดังนัน้ 5̄ ไมเ่ปน็ตัวกอ่กำเนดิของ Z10
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9. ให้ G เปน็กรปุ และ H ≤ G โดยที่ |G| = 12 และ |H| = 4 ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ Ha = Hb แลว้ a = b Answer
ข. He = H

ค. |aH| = 4 ทกุ ๆ a ∈ G

ง. [G : H] = 3

จ. จำนวนโคเซตขวาของ H เทา่กับจำนวนโคเซตซา้ยของ H

ตอบขอ้ ก. ไมจ่รงิเชน่ G = Z12 และ H = ⟨3̄⟩ = {0̄, 3̄, 6̄, 9̄} จะเหน็วา่ H + 3̄ = H + 6̄ แต่ 3̄ ̸= 6̄

10. สมาชกิในขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ ตัวผกผัน(inverse) ของ ⟨6̄⟩+ 2̄ ใน Z12/ ⟨6̄⟩

ก. ⟨6̄⟩+ 1̄

ข. ⟨6̄⟩+ 2̄

ค. ⟨6̄⟩+ 3̄

ง. ⟨6̄⟩+ 4̄ Answer
จ. ⟨6̄⟩+ 5̄

ตอบขอ้ ง. จะเหน็วา่ ⟨6̄⟩+ 0̄ เปน็เอกลักษณข์อง Z12/ ⟨6̄⟩ และ

(⟨6̄⟩+ 2̄) + (⟨6̄⟩+ 4̄) = ⟨6̄⟩+ (2̄ + 4̄) = ⟨6̄⟩+ 6̄ = ⟨6̄⟩+ 0̄

(⟨6̄⟩+ 4̄) + (⟨6̄⟩+ 2̄) = ⟨6̄⟩+ (4̄ + 2̄) = ⟨6̄⟩+ 6̄ = ⟨6̄⟩+ 0̄

ดังนัน้ ⟨6̄⟩+ 4̄ เปน็ตัวผกผันของ ⟨6̄⟩+ 2̄ ใน Z12/ ⟨6̄⟩
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ตอนที่ 2 : (20 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยมอื) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

11. ตอบ 176

จงหาคา่ของ ϕ(23ϕ(32))

แนวคำตอบ จะไดว้า่

ϕ(23ϕ(32)) = ϕ(23ϕ(25)) = ϕ(23(25 − 24))

= ϕ(23 · 16) = ϕ(23 · 24)
= (23− 1)(24 − 23) = 22 · 8 = 176 #

12. ตอบ 0

สำหรับ a, b ∈ R นยิาม
a ∗ b = a · 2b + b · 3a

แลว้ เอกลักษณ์ (identity) ของ ∗ คอืจำนวนใด
แนวคำตอบ สำหรับ a เปน็จำนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

a ∗ 0 = a · 20 + 0 · 3a = a

0 ∗ a = 0 · 2a + a · 30 = a

ดังนัน้ 0 เปน็เอกลักษณ์ #

13. ตอบ 23

จงหา ตัวผกผัน (inverse) การคณูของ 23 ใน Z×
66

แนวคำตอบ พจิารณาเมทรกิซใ์นการหา gcd(23, 66) = 1

66 1 0 R1

23 0 1 R2

20 1 −2 R3 = R1 − 2R2

3 −1 3 R4 = R2 −R3

2 7 −20 R5 = R3 − 6R4

1 −8 23 R6 = R4 −R5

ดังนัน้ 1 = 66(−8) + 23(23) จะไดว้า่

1̄ = 66(−8) + 23(23) = 23 · 23

ดังนัน้ 23 เปน็ตัวผกผันการคณูของ 23 ใน Z×
66
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14. ตอบ (1 3)(2 4)

ให้ α เปน็สมาชกิใน S4 และ
(1 2)α(2 3) = (2 4)

จงหา α2566 ตอบในรปูวัฏจักรตา่งสมาชกิ (disjoint cylce)
แนวคำตอบ พจิารณา

(1 2)(1 2)α(2 3)(2 3) = (1 2)(2 4)(2 3)

(1)α(1) =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
α = (1 2 3 4)

ดังนัน้

α2566 = (1 2 3 4)2566 = (1 2 3 4)4(641)+2

= [(1 2 3 4)4]641(1 2 3 4)2

= (1)641(1 2 3 4)(1 2 3 4)

= (1 2 3 4)(1 2 3 4)

=

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
= (1 3)(2 4) #

15. ตอบ 4

ใน S5 กำหนดให้

α = (1 2)2023(3 4)2566

β = (1 2)(2 3)(3 4)(4 5)

จงหา อันดับ (order) ของ αβ

แนวคำตอบ พจิารณา

α = (1 2)2(1011)+1(3 4)2(1283) = (1 2)2(1011)(1 2)[(3 4)2]1283

= [(1 2)2]1011(1 2)(1)1283 = [(1)2]1011(1 2)(1)

= (1)1011(1 2) = (1)(1 2) = (1 2)

β = (1 2)(2 3)(3 4)(4 5) =

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
= (1 2 3 4 5)

αβ = (1 2)(1 2 3 4 5) =

(
1 2 3 4 5
1 3 4 5 2

)
= (2 3 4 5)

ดังนัน้
◦(αβ) = 4 #
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16. ตอบ 2

ให้ A =

[
−1 1
0 1

]
เปน็สมาชกิใน GL2(R) จงหาจำนวนสมาชกิของกรปุยอ่ย ⟨A⟩

แนวคำตอบ พจิารณา

A2 = AA =

[
−1 1
0 1

] [
−1 1
0 1

]
=

[
1 0
0 1

]
= I

ฉะนัน้ ◦(A) = 2 ดังนัน้ | ⟨A⟩ | = ◦(A) = 2 #

17. ตอบ 16

จงหาจำนวน กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z23 × Z66

แนวคำตอบ จะเหน็วา่ gcd(23, 66) = 1 ฉะนัน้ Z23 × Z66 เปน็กรปุวัฏจักร ดังนัน้จำนวน กรปุยอ่ยทัง้หมด
ของ Z23 × Z66 เทา่กับจำนวนตัวหารของ 23 · 66 นัน่คอื

τ(23 · 66) = τ(23 · 2 · 3 · 11) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 16 #

18. ตอบ 6

จงหา n ∈ N ทีท่ำใหด้รรชนี (index) [Sn : ⟨(1 3 4 5)⟩] = 180

แนวคำตอบ พจิารณา

180 = [Sn : ⟨(1 3 4 5)⟩] = |Sn|
| ⟨(1 3 4 5)⟩ |

=
n!

◦(1 3 4 5)
=

n!

4

จะไดว้า่ n! = 180 · 4 = 720 = 6! ดังนัน้ n = 6 #

19. ตอบ 15

จำนวน โคเซตซา้ย (left coset) ของ
⟨
11
⟩

ใน Z×
61 มกีีโ่คเซต

แนวคำตอบ เนือ่งจาก (11)2 = 121 = −1 แลว้ (11)4 = (−1)2 = 1

ฉะนัน้ ◦(11) = 4 ใน Z×
61 จำนวนโคเซตซา้ยของ

⟨
11
⟩
ใน Z×

61 เทา่กับ

[Z×
61 :

⟨
11
⟩
] =

|Z×
61|

|
⟨
11
⟩
|
=

ϕ(61)

◦(11)
=

60

4
= 15

20. ตอบ 10

จงหาจำนวน ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ทัง้หมดของ Z2 × Z11/ ⟨(1̄, 0̄)⟩

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(2, 11) = 1 ฉะนัน้ Z2 × Z11 เปน็กรปุวัฏจักร ทำใหไ้ดว้า่ Z2 × Z11/ ⟨(1̄, 0̄)⟩ เปน็
กรปุวัฏจักรทีม่สีมาชกิเทา่กับ

n = [Z2 × Z11 : ⟨(1̄, 0̄)⟩] =
2 · 11

◦((1̄, 0̄))
=

22

2
= 11

ดังนัน้จำนวนตัวกอ่กำเนดิทัง้หมดเทา่กับ

ϕ(n) = ϕ(11) = 10 #
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ตอนที่ 3 : (60 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

21. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4}
ถา้ ∗ มสีมบัตสิลับที่ (commutative law) และผลการดำเนนิการแสดงดังตารางเคยเ์ลย์

21.1 (3 คะแนน) จงเตมิคา่ในชอ่งวา่งของตารางดา้นบนใหส้มบรูณ์
แนวคำตอบ เนือ่งจาก ∗ มสีมบัตสิลับที่ จะไดต้ารางทีส่มมาตร ดังนี้

∗ 1 2 3 4
1 3 1 4 2

2 1 2 3 4

3 4 3 2 1

4 2 4 1 3

21.2 (2 คะแนน) จงหา เอกลักษณ์ (identity) ของ G (พรอ้มใหเ้หตผุล)
แนวคำตอบ จากตารางจะเหน็วา่

a ∗ 2 = a = 2 ∗ a ทกุ ๆ a ∈ G

ดังนัน้ 2 เปน็เอกลักษณข์อง G

21.3 (3 คะแนน) จงหา ตัวผกผัน (inverse) ของสมาชกิทกุตัว ใน G (เตมิคำตอบในตารางใหส้มบรูณ)์
แนวคำตอบ เนือ่งจาก e = 2 จะไดว้า่

สมาชกิ (Elements) ตัวผกผัน (Inverses) เหตผุล (Reasons)
1 4 1 ∗ 4 = 2 = 4 ∗ 1

2 2 2 ∗ 2 = 2

3 3 3 ∗ 3 = 2

4 1 1 ∗ 4 = 2 = 4 ∗ 1

21.4 (2 คะแนน) จงหา อันดับ (order) ของ 1 ใน G

แนวคำตอบ เนือ่งจาก e = 2 พจิารณา

12 = 1 ∗ 1 = 3
13 = 12 ∗ 1 = 3 ∗ 1 = 4
14 = 13 ∗ 1 = 4 ∗ 1 = 2

ดังนัน้ ◦(1) = 4 #
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22. (10 คะแนน) กำหนดให้ G = (−2, 2) และ

a ∗ b = 4a+ 4b

ab+ 4
เมือ่ a, b ∈ G

จงพสิจูนว์า่ (G, ∗) เปน็กรปุอาบเีลยีน
แนวคำตอบ ให้ a, b, c ∈ G

a ∗ (b ∗ c) = a ∗
(
4b+ 4c

bc+ 4

)
=

4a+ 4
(
4b+4c
bc+4

)
a
(
4b+4c
bc+4

)
+ 4

=
4a(bc+ 4) + 4(4b+ 4c)

a(4b+ 4c) + 4(bc+ 4)

=
4abc+ 16a+ 16b+ 16c

4ab+ 4ac+ 4bc+ 16

=
4(4a+ 4b) + 4c(ab+ 4)

(4a+ 4b)c+ 4(ab+ 4)

=
4
(
4a+4b
ab+4

)
+ 4c(

4a+4b
ab+4

)
c+ 4

=

(
4a+ 4b

ab+ 4

)
∗ c

= (a ∗ b) ∗ c

ดังนัน้ ∗ มสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่บนเซต G เนือ่งจาก

a ∗ 0 =
4a+ 4 · 0
a0 + 4

= a =
4 · 0 + 4a

0a+ 4
= 0 ∗ a

จะไดว้า่ 0 เปน็เอกลักษณใ์น G ให้ a ∈ G แลว้

a ∗ (−a) =
4a+ 4(−a)

a(−a) + 4
= 0 =

4(−a) + 4a

−a(a) + 4
= (−a) ∗ a

นัน่คอื −a เปน็ตัวผกผันของ a
พจิารณา

a ∗ b = 4a+ 4b

ab+ 4
=

4b+ 4a

ba+ 4
= b ∗ a

ดังนัน้ ∗ มสีมบัตสิลับทีบ่นเซต G
สรปุไดว้า่ (G, ∗) เปน็กรปุอาบเีลยีน
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23. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน G = R× R∗ ดังนี้

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ 2ad, 3bd)

จงตรวจสอบวา่ (G, ∗) เปน็ กึง่กรปุ (semi-group) / โมนอยด์ (monoid) / หรอืกรปุ (group)
แนวคำตอบ เลอืก (1, 2), (0, 1), (1, 1) ∈ R× R∗ จะไดว้า่

(1, 2) ∗ [(0, 1) ∗ (1, 1)] = (1, 2) ∗ (1 + 2 · 0 · 1, 3 · 1 · 1)
= (1, 2) ∗ (1, 3)
= (1 + 2 · 1 · 3, 3 · 2 · 3)
= (7, 18)

และ

[(1, 2) ∗ (0, 1)] ∗ (1, 1) = (0 + 2 · 1 · 1, 3 · 2 · 1)
= (2, 6) ∗ (1, 1)
= (1 + 2 · 2 · 1, 3 · 6 · 1)
= (5, 18)

ดังนัน้ (1, 2) ∗ [(0, 1) ∗ (1, 1)] ̸= [(1, 2) ∗ (0, 1)] ∗ (1, 1)
ฉะนัน ∗ ไมม่สีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่
สรปุไดว้า่ (G, ∗) ไมเ่ปน็กึง่กรปุ ไมเ่ปน็โมนอยด์ และไมเ่ปน็กรปุ
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24. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

24.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ H เปน็กรปุยอ่ย(subgroup) ของ GL2(R) หรอืไม ่

H =

{[
1 a
0 1

]
: a ∈ R

}

แนวคำตอบ สำหรับ a = 1 เหน็ไดชั้ดวา่
[
1 0
0 1

]
∈ H

ให้ A =

[
1 a
0 1

]
และ B =

[
1 b
0 1

]
เปน็สมาชกิใน H นัน่คอื a, b ∈ R จะไดว้า่

AB−1 =

[
1 a
0 1

] [
1 b
0 1

]−1

=

[
1 a
0 1

] [
1 −b
0 1

]
=

[
1 a− b
0 1

]
∈ H

เนือ่งจาก a− b ∈ R จะไดว้า่ AB−1 ∈ H ดังนัน้ H เปน็กรปุยอ่ยของ GL2(R)

24.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ A =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 เปน็สมาชกิใน GL3(R)

จงเขยีนกรปุยอ่ย ⟨A⟩ ในรปูแบบมเีงือ่นไขทีไ่มต่ดิเลขชีก้ำลัง
แนวคำตอบ เนือ่งจาก ⟨A⟩ = {Ak : k ∈ Z} สำหรับ n ∈ N พจิารณา

A2 = AA =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 2
0 1 0
1 0 1


A3 = A2A =

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 3
0 1 0
0 0 1


A4 = A3A =

1 0 3
0 1 0
0 0 1

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 4
0 1 0
0 0 1


...

An =

1 0 n
0 1 0
0 0 1

 , n ∈ N

จะเหน็วา่ I = A0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 พจิารณาตัวผกผันของ A คอื A−1 =

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

 และ

A−2 = A−1A−1 =

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 −2
0 1 0
0 0 1


A−3 = A−2A−1 =

1 0 −2
0 1 0
0 0 1

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 −3
0 1 0
0 0 1


...

A−n =

1 0 −n
0 1 0
0 0 1

 , n ∈ N

ดังนัน้

⟨A⟩ =
{
Ak : k ∈ N

}
=


1 0 1
0 1 0
0 0 1

k

: k ∈ Z

 =


1 0 k
0 1 0
0 0 1

 : k ∈ Z


25



25. (10 คะแนน) พจิารณากรปุการคณู Z×
19

25.1 (3 คะแนน) จงหา ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
19

แนวคำตอบ จะเหน็วา่ n = ϕ(19) = 18 พจิารณา

(2)1 = 2
(2)2 = 4̄
(2)3 = 8
(2)4 = 16 = −3
(2)5 = (2)(2)4 = (2)(−3) = −6 = 13
(2)6 = (2)(2)5 = (2)(−6) = −12 = 7
(2)7 = (2)(2)6 = (2)(7) = 14 = −5
(2)8 = (2)(2)7 = (2)(−5) = −10 = 9
(2)9 = (2)(2)8 = (2)(9) = 18 = −1

จะไดว้า่ (2)18 = ((2)9)2 = (−1)2 = 1 ดังนัน้ ◦(2̄) = 18 = n

สรปุไดว้า่ 2̄ เปน็ตัวกอ่กำเนดิของ Z×
19 #

25.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z×
19 (พรอ้มแจกแจงสมาชกิของกรปุยอ่ย)

แนวคำตอบ จาก ⟨2̄⟩ = Z×
19 ตััวหารของ 18 คอื 1, 2, 3, 6, 9, 18 ดังนัน้กรปุยอ่ยของ Z×

19 คอื⟨
(2̄)

18
1

⟩
=

⟨
(2̄)18

⟩
= ⟨1̄⟩ = {1̄}⟨

(2̄)
18
2

⟩
=

⟨
(2̄)9

⟩
=

⟨
18
⟩
= {1̄, 18}⟨

(2̄)
18
3

⟩
=

⟨
(2̄)6

⟩
=

⟨
7
⟩
= {1̄, 7, 11}⟨

(2̄)
18
6

⟩
=

⟨
(2̄)3

⟩
=

⟨
8
⟩
= {1̄, 8, 7, 18, 11, 12}⟨

(2̄)
18
9

⟩
=

⟨
(2̄)2

⟩
=

⟨
4
⟩
= {1̄, 4, 16, 7, 9, 17, 11, 6, 5}⟨

(2̄)
18
18

⟩
=

⟨
(2̄)1

⟩
=

⟨
2
⟩
= Z×

19

25.3 (3 คะแนน) จงนำกรปุยอ่ยจากขอ้ 25.2 เขยีน แลตทซิ (lattice)
แนวคำตอบ เขยีนแลตทซิไดดั้งนี้

⟨2̄⟩

⟨
4
⟩

⟨
8
⟩

⟨
7
⟩

⟨
18
⟩

⟨
1
⟩
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26. (10 คะแนน) ให้ M และ N เปน็กรปุยอ่ย (subgroup) ของกรปุ G จงพสิจูนว์า่

ถา้ M ⊴ G และ N ⊴ G แลว้ MN ⊴ G

ขอ้เสนอแนะ อาจใชท้ฤษฎบีททีว่า่ สำหรับ H,K และ N เปน็กรปุยอ่ยของกรปุ G จะไดว้า่

1. HK ≤ G กต็อ่เมือ่ HK = KH

2. N ⊴ G กต็อ่เมือ่ gN = Ng ทกุ ๆ g ∈ G

บทพิสจูน์ . ให้ M และ N เปน็กรปุยอ่ยของกรปุ G
สมมตวิา่ M ⊴ G และ N ⊴ G จะแสดงวา่ MN ⊴ G

ขัน้ที่ 1 จะแสดงวา่ MN ≤ G

เนือ่งจาก M ⊴ G จะไดว้า่ Mg = gM ทกุ ๆ g ∈ G จะเหน็วา่ N ⊆ G ทำใหไ้ดว้า่
nM = Mn ทกุ ๆ n ∈ N

ดังนัน้ MN = NM โดยทฤษฎบีทจากขอ้เสนอแนะ 1. จะไดว้า่ MN ≤ G

ขัน้ที่ 2 จะแสดงวา่ MN ⊴ G โดยแสดงวา่ gMN = NMg ทกุ ๆ g ∈ G
ให้ g ∈ G

(⊆) ให้ x ∈ gMN เนือ่งจาก MN = NM ฉะนัน้ x ∈ gNM นัน่คอื

x = gn1m1 สำหรับบาง n1 ∈ N และ m1 ∈ M

จะไดว้า่ x = gn1m1 ∈ gn1M = Mgn1 นัน่คอืมี m2 ∈ M ซึง่ x = m2gn1

จะเหน็วา่ gn1 ∈ gN = Ng นัน่คอืมี n2 ∈ N ซึง่ gn1 = n2g ทำใหไ้ดว้า่
x = m2n2g ∈ MNg

ดังนัน้ gMN ⊆ MNg

(⊇) ให้ y ∈ MNg เนือ่งจาก MN = NM ฉะนัน้ y ∈ NMg นัน่คอื

y = n1m1g สำหรับบาง n1 ∈ N และ m1 ∈ M

จะไดว้า่ x = n1m1g ∈ Nm1g = m1gN นัน่คอืมี n2 ∈ M ซึง่ x = m1gn2

จะเหน็วา่ m1g ∈ Mg = gM นัน่คอืมี m2 ∈ N ซึง่ m1g = gm2 ทำใหไ้ดว้า่
x = gm2n2 ∈ gMN

ดังนัน้ MNg ⊆ gMN

ฉะนัน้ gMN = NMg

สรปุไดว้า่ MN ⊴ G
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