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บททีÉ 1
ความรู้พืÊนฐาน

เมืÉอแรกเริÉมคณิตศาสตรเ์กิดขึ ÊนมาเพืÉอแก้ปัญหาตา่ง ๆ ของมนษุยเ์ช่น จาํนวนนบัเกิดจากการ
แก้ปัญหาของคนเลี ÊยงแกะเพืÉอตรวจสอบวา่จาํนวนแกะก่อนและหลงัพาไปกินหญา้มีจาํนวนเทา่
เดิมหรอืไม่ ดงันัÊนคณิตศาสตร์ในเบื Êองตน้มกัอธิบายให้เห็นเป็นรูปธรรมได้อยา่งเดน่ชดัและเป็น
กฎเกณฑที์Éสอดคลอ้งกบัธรรมชาติอยา่งลงตวั แต่ดว้ยจินตนาการของนกัคณิตศาสตรพ์ยายามจะ
ขยายกฎเกณฑต์า่ง ๆ ทีÉไดม้าใหอ้ยูใ่นรูปแบบทัÉวไปมากยิÉงขึ Êน เป็นผลใหนิ้ยามสิÉงใหม่ ๆ และเกิดกฎ
เกณฑต์ามมาในรูปแบบทีÉเป็นนามธรรม พีชคณิตนามธรรมก็ถกูพฒันามาจากแนวคิดนี Êดงัจะกลา่ว
ใน 1.1 จากนัÊนกลา่วถงึความรูพื้ ÊนฐานทีÉจะนาํไปใชใ้นการทาํความเขา้ใจเกีÉยวกบัพีชคณิตนามธรรม

1.1 ววัิฒนาการของวชิาพชีคณิตนามธรรม
คาํวา่ พชีคณิต ตรงกบัคาํในภาษาองักฤษ algebra ซึÉงมาจากภาษาอาหรบั al jebr ใช้

ครัÊงแรกราวศตวรรษทีÉ 9 โดยนกัคณิตศาสตรช์าวอาหรบันามวา่ มฮูมัหมดัแหง่คารซิม์ (Mohammed
of Kharizm) ชว่งเริÉมตน้คาํวา่พีชคณิตใชแ้ทนวิธีการตา่ง ๆ ในการหาคาํตอบของสมการ (Charles
C. Pinter. 2016. หนา้3) และใชค้รัÊงแรกในยโุรปโดยนกัคณิตศาสตรชื์Éอวา่ โอมาร์ เคยแ์ยม (Omar
Khayyam) หมายถงึวิทยาการการหาคาํตอบของสมการ (the science of sloving equations)

การหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการเชิงเสน้ (linear equation) ax + b = 0 และสมการกาํลงั
สอง (quadratic equation) ax2 + bx + c = 0 มีผูห้าคาํตอบไดก่้อนสมยักรกี-โรมนัโบราณ แต่ใน
ตอนนัÊนยงัไมมี่ผูใ้ดหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการกาํลงัสาม (cubic equation) ในรูป

x3 + ax2 + bx = c

และสมการกาํลงัสีÉ (quartic equation) ในรูป
x4 + ax3 + bx2 + cx = d

ในชว่งศตรรษทีÉ 16 นกัคณิตศาสตร์ชาวอิตาลีชืÉอ กิโรลาโม คาร์ดาน (Girolamo Cardan) มี
ความสนใจคณิตศาสตร์ในรูปนามธรรมและความสาํเรจ็อยา่งหนึÉง คือการตีพิมพ์หนงัสือชืÉอ Ars
Magna (The Great Art) ซึÉงเขียนเกีÉยวกบัความรูท้างพีชคณิตอยา่งเป็นระบบ ตวัอยา่งเชน่การหา



2 บททีÉ 1. ความรูพ้ื Êนฐาน

คาํตอบของสมการ x3 + ax+ b = 0 โดยการเปลีÉยนตวัแปร x = u+ v จะไดว้า่
x3 = (u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v) = u3 + v3 + 3uvx

ดงันัÊน
x3 − 3uvx− (u3 + v3) = 0

โดยเทียบสมัประสทิธิÍกบัสมการ x3 + ax+ b = 0 จะไดว้า่
−3uv = a และ u3 + v3 = −b นัÉนคือ u3 = −b− v3

กาํหนดให้ t = v3 จากสมการ −3uv = a จะไดว้า่
27bt+ 27t2 − a3 = 0 (1.1)

จะเห็นไดว้า่สมการ (1.1) เป็นสมการกาํลงัสองซึÉงหาคาํตอบของ t ไดเ้สมอจงึทาํใหห้าคา่ของ v และ
u จนสดุทา้ยไดค้าํตอบคือ x = u + v ของสมการ x3 + ax + b = 0 เรยีกวิธีการนี Êวา่ วธีิของคาร์
ดาน (Cardan's method)
ตัวอย่าง 1.1.1 จงหาคาํตอบของสมการ x3 − 27x− 54 = 0 โดยวิธีของคารด์าน



1.1. ววิฒันาการของวชิาพชีคณตินามธรรม 3

แต่การคน้พบของคาร์ดานก็มิใช่คาํตอบของรูปแบบทัÉวไปของสมการกาํลงัสาม ผูค้นพบคือ
ตารแ์ทกเลีย (Tartaglia) ซึÉงคารด์านไดใ้ชค้วามพยายามเป็นอยา่งมากเพืÉอใหต้ารแ์ทกเลียยอมให้
ตีพิมพผ์ลงานดงักลา่ว จนในทีÉสดุตารแ์ทกเลียก็ยอมติพิมพใ์นหนงัสือเลม่นี Êโดยคารด์านไดเ้ขียนไว้
ในหนงัสือวา่เป็นของตารแ์ทกเลีย

ตอ่มา ลโูดวิโค เฟอรร์ารี (Ludovico Ferrari) ซึÉงเป็นคนรบัใชส้ว่นตวัของคารด์าน ไดค้น้พบคาํ
ตอบในรูปทัÉวไปของสมการ

x4 + ax3 + bx2 + cx = d

200 ปีตอ่มานกัคณิตศาสตรห์ลาย ๆ คนพยายามหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการทีÉกาํลงัมากกวา่
สีÉแต่ไม่สาํเรจ็จนในปี 1824 นีลส์ อาเบล (Niels Abel) ไดพิ้สจูนใ์หเ้ห็นวา่ไม่สามารถหาคาํตอบใน
รูปทัÉวไปของสมการกาํลงัทีÉมากกวา่สีÉ

การคน้พบของอาเบลเป็นเหตุทาํให้นกัคณิตศาสตร์หลายทา่นหนัมาสนใจและทาํงานดา้นนีÊ
มากยิÉงขึ Êน มีการทาํงานกนัอยา่งอิสระทาํให้เกิดงานทีÉหลากหลายในยโุรปในชว่งนัÊน งานวิจยัของ
พวกเขาทาํใหเ้กิดสาขาคณิตศาสตรที์Éแตกตา่งกนัจนนาํไปสู่การหาทีÉมาของคาํวา่พีชคณิต ในกรณี
ทีÉไมมี่วิธีการหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการ ทาํให้นกัคณิตศาสตรข์ยายแนวคิดให้กวา้งมากยิÉง
ขึ Êนวา่อะไรกนัแน่ทีÉ เกียวขอ้งกบัพีชคณิต ตอ่มามีการพฒันาพีชคณิตแบบใหม่ให้สงูขึ Êนอยา่งเป็น
ธรรมชาติและสมบรูณแ์บบ และเชืÉอมโยงไปใชใ้นการแกปั้ญหาดา้นตา่ง ๆ ได้

ปัจจบุนัพีชคณิตคือการศกึษาภายใตร้ะบบสจัพจนน์ัÉนคือการศกึษาในรูปนามธรรม (abstract)
นกัคณิตศาสตรจ์ะศกึษาโครงสรา้งพีชคณิตในรูปทัÉวไป และมีการเปรยีบเทียบกบัโครงสรา้งอืÉน ๆ
และหาความสมัพนัธ์ระหวา่งโครงสรา้งเหลา่นัÊน ผลทีÉได้จากพีชคณิตนามธรรมอาจจะเป็นวิธีการ
ใหม่ หรอืคาํตอบทีÉตา่งกนักนัออกไปในแตล่ะโครงสรา้งทีÉเราไม่เคยคน้พบมาก่อน เป็นการเติมเตม็
คาํตอบชนิดใหม่

ความรูเ้บื Êองตน้ในการศกึษาพีชคณิตนามธรรมคือเซตซึÉง เซต (Set) เป็นคาํอนิยาม หมายถงึคาํ
ทีÉตอ้งยอมรบักนัในเบื Êองตน้วา่ไม่สามารถใหค้วามหมายทีÉรดักมุได้ คาํวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของ
สิÉงของตา่ง ๆ เมืÉอกลา่วถงึกลุม่ใดแลว้จะสามารถบอกได้แนน่อนวา่สิÉงใดอยู่ในกลุม่ และสิÉงใดอยู่
นอกกลุม่ เรยีกสิÉงตา่ง ๆ ทีÉอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element) (P. Glendinning. 2012. หนา้ 48) ถา้
a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a ∈ A และถา้ a ไม่เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย
a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะไดว้า่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นตน้

การเขียนเซตประกอบดว้ย 2 วิธีคือ วิธีแจกแจงสมาชิก และวิธีบอกเงืÉอนไขของสมาชิก
1. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tabular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย

เขียนสมาชิกลงในเครืÉองหมายวงเลบ็ปีกกา {} และใช้เครืÉองหมายจลุภาค (, ) คัÉนระหวา่ง
สมาชิกแตล่ะตวั ตวัอยา่งเช่น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เป็นตน้

2. วธีิบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขประกอบ
ดว้ย 2 สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีÉสองคือเงืÉอนไขของสมาชิก โดยมีเครืÉองหมาย
ทวิภาค (:) คัÉนระหวา่งสองสว่นนัÊน อา่นวา่ "โดยทีÉ"

A = { สมาชิก : เงืÉอนไขของสมาชิก }
ตวัอยา่งเช่น A = {x : x เป็นจาํนวนเตม็บวกทีÉนอ้ยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}



4 บททีÉ 1. ความรูพ้ื Êนฐาน

สาํหรบัเซต A ทีÉมีสมาชิกทกุตวัอยูใ่นเซต B จะกลา่ววา่ A เป็น เซตย่อย (subset) ของ B เขียน
แทนดว้ย A ⊆ B และเรยีกเซตของเซตยอ่ยของ A วา่ เซตกาํลัง (power set) ของ A เขียนแทนดว้ย
นัÉนคือ

P(A) = {X : X ⊆ A}

สาํหรบัเซตทีÉไมมี่สมาชิกเขียนแทนดว้ย ∅ เรยีกวา่ เซตว่าง (empty set) และ เอกภพสัมพทัธ์
(universe) คือเซตทีÉถกูกาํหนดขึ Êนโดยมีขอ้ตกลงวา่ จะกลา่วถงึสิÉงทีÉ เป็นสมาชิกของเซตนีÊเทา่นัÊน
และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมืÉอให้A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U นิยามการดาํเนิน
การบนเซตดงัตอ่ไปนีÊ

ยูเนียน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}
อนิเตอรเ์ซกชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}
ผลต่าง (difference) A− B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณีทีÉทราบจาํนวนสมาชิกของเซต A เรยีกวา่ เซตจาํกัด (finite set) เขียน |A| แทนจาํนวน
สมาชิกของ A และเซตทีÉไมม่ช่เซตจาํกดัเรยีกวา่ เซตอนันต์ (infinite set)

ในเบื Êองตน้เพืÉอใหง้า่ยตอ่การนาํไปใช้ กาํหนดสญัลกัษณด์งันี Ê

C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น
R แทนเซตของจาํนวนจรงิ
Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจาํนวนเตม็
N แทนเซตของจาํนวนนบั

สาํหรบั R+, Q+ และ Z+ หมายถงึเซตของจาํนวนจรงิบวก เซตของจาํนวนตรรกยะบวก และเซต
ของจาํนวนเตม็บวกตามลาํดบั R−, Q− และ Z− หมายถงึเซตของจาํนวนจรงิลบ เซตของจาํนวน-
ตรรกยะลบ และเซตของจาํนวนเตม็ลบตามลาํดบั C∗, R∗, Q∗ และ Z∗ หมายถงึ เซตของจาํนวน-
เชิงซอ้นทีÉไมใ่ชศ่นูย์ เซตของจาํนวนจรงิทีÉไมใ่ช่ศนูย์ เซตของจาํนวนตรรกยะทีÉไมใ่ช่ศนูย์ และเซตของ
จาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยต์ามลาํดบั และใช้ N0 แทนเซต N ∪ {0}

สาํหรบัเซตยอ่ยของจาํนวนจรงิ ถา้ a, b ∈ R เมืÉอ a < b ช่วง (interval) ของจาํนวนจรงิตา่ง ๆ คือ

{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดว้ย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดว้ย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดว้ย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดว้ย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดว้ย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b)
{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b]
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แบบฝึกหดั 1.1
1. เพราะเหตใุดนกัคณิตศาสตรจ์งึหนัมาสนใจพีชคณิตมากยิÉงขึ ÊนในศตวรรษทีÉ 19
2. จงหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการ x2 + ax+ b = 0

3. จงใชวิ้ธีของคารด์านหาคาํตอบของสมการตอ่ไปนีÊ โดยการกาํหนด x = u+ v และ t = u3

3.1 x3 − 27x+ 54 = 0

3.2 x3 − 18x+ 35 = 0

3.3 x3 − 12x− 16 = 0

3.4 x3 + 15x− 72 = 0

3.5 x3 + 20x− 225 = 0

3.6 x3 − 14x− 245 = 0

4. จงหาคาํตอบในรูปทัÉวไปของสมการ x3 + ax+ b = 0 โดยใชวิ้ธีของคารด์าน
5. จงยกตวัอยา่งลกัษณะกลุม่ทีÉไมเ่ป็นเซตมาอยา่งนอ้ย 2 ตวัอยา่ง พรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ
6. ใหเ้อกภพสมัพทัธ์ U = N และกาํหนดให้ An = {1, 2, 3, ..., n} เมืÉอ n ∈ N จงหา

6.1 A2 ∪ A4

6.2 A3 ∩ A5

6.3 Ac
1 − Ac

2

6.4 A2562 ∩ A2019
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1.2 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึเครืÉองมือทีÉใช้ในการพิสจูน์ขอ้ความเกีÉยวกบัจาํนวนเตม็ โดยเริÉมตน้จาก

สจัพจนเ์กีÉยวกบัสมบตัิของจาํนวนเตม็ทีÉเรยีกวา่ หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
กลา่วคือ
ให้ S ⊆ N และ S 6= ∅ จะไดว้า่ S มีสมาชิกตวัเลก็สดุ หรอื มี m ∈ S ซึÉง m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎบีท 1.2.1 หลักการของอารค์มีีดสี (Archimedean Principle)
สาํหรบัจาํนวนเตม็บวก a และ b ใด ๆ จะมีจาํนวนเตม็บวก n ซึÉง na ≥ b

ทฤษฎบีท 1.2.2 ถา้ S ⊆ N สอดคลอ้ง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
1. 1 ∈ S

2. ถา้ k ∈ S แลว้ k + 1 ∈ S

แลว้จะไดว้า่ S = N
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โดยทฤษฎีบท 1.2.2 สามารถนาํไปใชใ้นการพิสจูนข์อ้ความตา่ง ๆ ทางคณิตศาสตรใ์นรูป
P (n) แทนขอ้ความทีÉเกีÉยวขอ้งกบั n เมืÉอ n ∈ N

การพิสจูนท์าํได้ 2 ขัÊนตอนดงันี Ê
1. ขัÊนฐาน (Basic step) : P (1) เป็นจรงิ

2. ขัÊนอุปนัย (Inductive step) : สาํหรบัจาํนวนนบั k ถา้ P (k) เป็นจรงิ แลว้ P (k+ 1) เป็นจรงิ
แลว้สรุปไดว้า่ P (n) เป็นจรงิสาํหรบัทกุ ๆ จาํนวนนบั n

เรยีกการพิสจูนนี์ Êวา่การพสูิจนโ์ดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (proof by mathematical induction)

ตัวอย่าง 1.2.3 จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n
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ตอ่ไปกลา่วถงึการพิสจูนอ์ปุนยัเชิงคณิตศาสตรที์ÉขัÊนฐานเริÉมตน้ทีÉ n0 ∈ Z เมืÉอ P (n) แทนขอ้-
ความทีÉเกีÉยวขอ้งกบัจาํนวนเตม็ ทีÉสอดคลอ้ง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

1. ขัÊนฐาน : P (n0) เป็นจรงิ

2. ขัÊนอุปนัย : สาํหรบัจาํนวนเตม็ k ซึÉง k ≥ n0 ถา้ P (k) เป็นจรงิ แลว้ P (k + 1) เป็นจรงิ
สรุปไดว้า่ P (n) เป็นจรงิสาํหรบัทกุ ๆ จาํนวนเตม็ n ≥ n0

ตัวอย่าง 1.2.4 จงหาจาํนวนนบั n0 เริÉมตน้ทีÉทาํให้ 2n ≥ n2 ทกุ ๆ จาํนวนนบั n ≥ n0

พรอ้มทัÊงพิสจูนข์อ้ความขา้งตน้
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ในกรณีขอ้ความเกีÉยวกบัจาํนวนนบัไม่สามารถพิสจูนโ์ดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตรที์Éกลา่วมา
ขา้งตน้ อาจจะใชรู้ปแบบการพิสจูนไ์ดด้งัตอ่ไปนีÊ ให้ P (n) แทนขอ้ความเกีÉยวกบัจาํนวนนบั ถา้

1. ขัÊนฐาน : P (1) เป็นจรงิ

2. ขัÊนอุปนัย : ถา้ P (k) เป็นจรงิสาํหรบัทกุจาํนวนนบั k ทีÉ k < m แลว้ P (m) เป็นจรงิ
สรุปไดว้า่ P (n) เป็นจรงิสาํหรบัทกุจาํนวนนบั n

ตัวอย่าง 1.2.5 ลาํดบัลคูสั (Lucus sequence) นิยามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ
an = an−1 + an−2 สาํหรบั n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูนว์า่ an <
(
7

4

)n

เป็นจรงิสาํหรบัทกุจาํนวนนบั n
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แบบฝึกหดั 1.2

1. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊเป็นจรงิทกุจาํนวนนบั n โดยใชห้ลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
1.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = 1

3
n3 + 1

2
n2 + 1

6
n

1.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = 1
4
n4 + 1

2
n3 + 1

4
n2

1.3 14 + 24 + 34 + · · ·+ n4 = 1
5
n5 + 1

2
n4 + 1

3
n3 − 1

30
n

1.4 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

1.5 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n(n+ 1)

1.6 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2

1.7 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2

1.8 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1

1.9 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1

1.10 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

1.11 2n > n

2. จงหาจาํนวนนบั n0 เริÉมตน้ทีÉทาํให้ 2n ≥ n2 ทกุ ๆ จาํนวนนบั n ≥ n0 พรอ้มทัÊงพิสจูน์
2.1 2n−1 ≤ n!

2.2 4n > n4

2.3 (2n)! < 22n(n!)2

2.4 n2 <

(
3

2

)n

3. ให้ a เป็นจาํนวนจรงิ จงพิสจูนว์า่

an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a+ 1) สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n

4. ให้ x เป็นจาํนวนจรงิซึÉง x ≥ −1 จงพิสจูนว์า่

(1 + x)n ≥ 1 + nx สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n
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1.3 ทฤษฎจีาํนวนเบืÊองต้น
บทนิยาม 1.3.1 ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ โดยทีÉ a 6= 0 จะกลา่ววา่ a หาร b ลงตัว แทนดว้ย
สญัลกัษณ์ a | b นิยามโดย

a | b ก็ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนเตม็ c ทีÉทาํให้ b = ac

เรยีก a วา่ตัวหาร (divisor) ของ b ถา้ a หาร b ไม่ลงตัว เขียนแทนดว้ย a ∤ b

ข้อสังเกต 1.3.2 สาํหรบัจาํนวนเตม็ a ใด ๆ
1. 1 | a 2. a | 0 เมืÉอ a 6= 0 3. a | a เมืÉอ a 6= 0

ทฤษฎบีท 1.3.3 ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็ แลว้
1. ถา้ a | b และ b 6= 0 แลว้ |a| ≤ |b|
2. ถา้ a | b และ b | a แลว้ a = ±b

ทฤษฎบีท 1.3.4 ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็
1. ถา้ a | b และ b | c แลว้ a | c

2. ถา้ a | b แลว้ (ac) | (bc) เมืÉอ c 6= 0

3. ถา้ a | b และ c | d แลว้ ac | bd
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ทฤษฎบีท 1.3.5 ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็ แลว้

1. ถา้ a | b และ a | c แลว้ a | (b+ c)

2. ถา้ a | b แลว้ a | (bx) ทกุ ๆ จาํนวนเตม็ x
3. ถา้ a | b และ a | c แลว้ a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จาํนวนเตม็ x และ y

ทฤษฎบีท 1.3.6 ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็
ถา้ a | (b+ c) และ a | b แลว้ a | c

ตัวอย่าง 1.3.7 จงหาจาํนวนเตม็บวก n ทีÉสอดคลอ้ง n | (n+ 8)2
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ทฤษฎบีท 1.3.8 ขัÊนตอนวธีิการหาร (The Division Algorithm)
ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ โดยทีÉ a 6= 0 แลว้มีจาํนวนเตม็ q และ r เพียงคูเ่ดียวทีÉทาํให้

b = aq + r โดยทีÉ 0 ≤ r < |a| (1.2)
เรยีก q วา่ผลหาร (quotient) และ r วา่เศษเหลือ (remainder)

ตัวอย่าง 1.3.9 สาํหรบัจาํนวนเตม็ n จงพิสจูนว์า่ 3 | (n3 − n)
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บทนิยาม 1.3.10 ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูยพ์รอ้มกนั จาํนวนเตม็ d เป็นตัวหารร่วม-
มาก (greatest common divisior) ของ a และ b เขียนแทนดว้ย gcd(a, b) ก็ตอ่เมืÉอ
(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจาํนวนเตม็ c ถา้ c | a และ c | b แลว้ c ≤ d

ในกรณี gcd(a, b) = 1 จะเรยีก a และ b เป็นจาํนวนเฉพาะสัมพทัธ์ (relatively prime)
ทฤษฎบีท 1.3.11 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a 6= 0 และ b 6= 0 และ d = gcd(a, b) แลว้

จะมี x, y ∈ Z ทีÉทาํให้ d = ax+ by

ทฤษฎบีท 1.3.12 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a 6= 0 และ b 6= 0 แลว้
gcd(a, b) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ มี x, y ∈ Z ทีÉทาํให้ 1 = ax+ by

ทฤษฎบีท 1.3.13 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a 6= 0 หรอื b 6= 0 และ d = gcd(a, b) แลว้

gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1
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บทนิยาม 1.3.14 ให้ a1, a2, ..., an เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูยพ์รอ้มกนั แลว้
จาํนวนเตม็บวก d จะเป็นตัวหารร่วมของ a1, a2, ..., an ก็ตอ่เมืÉอ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเป็นตัวหารร่วมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดว้ย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอ่เมืÉอ
(1) d เป็นตวัหารรว่มของ a1, a2, ..., an และ
(2) สาํหรบัจาํนวนเตม็บวก c ถา้ c เป็นตวัหารรว่มของ a1, a2, ..., an แลว้ d ≤ c

บทแทรก 1.3.15 ให้ a1, a2, ..., an ∈ Z โดยทีÉ ai ไมใ่ช่ศนูยบ์าง i ∈ {1, 2, ..., n}
และ d = gcd(a1, a2, ..., an) = d แลว้

gcd
(a1
d
,
a2
d
, ...,

an
d

)
= 1

ทฤษฎบีท 1.3.16 ให้ a, b, c,m เป็นจาํนวนเตม็ จะไดว้า่
1. ถา้ a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว้ a | c

2. ถา้ a | c และ b | c โดยทีÉ gcd(a, b) = 1 แลว้ (ab) | c
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บทนิยาม 1.3.17 ให้ a และ b เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ จาํนวนเตม็บวก m จะเป็นตัวคูณร่วม-
น้อย (least common multiple) ของ a และ b เขียนแทนดว้ย ℓcm(a, b) ก็ตอ่เมืÉอ
(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจาํนวนเตม็บวก c ถา้ a | c และ b | c แลว้ m ≤ c

ทฤษฎบีท 1.3.18 ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ โดยทีÉ a 6= 0 และ b 6= 0 จะไดว้า่
gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

ตัวอย่าง 1.3.19 จงหาตวัคณูรว่มนอ้ยของ 131 และ 100
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บทนิยาม 1.3.20 จาํนวนเตม็ p ∈ Z ซึÉง |p| > 1 เรยีกวา่ จาํนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอ่เมืÉอ
p มีตวัหารคือ ±1 และ ±p เทา่นัÊน

จาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1หรอืนอ้ยกวา่−1 ทีÉไมใ่ช่จาํนวนเฉพาะเรยีกวา่จาํนวนประกอบ (composite
number)

จากบทนิยามจะเห็นวา่ถา้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ แลว้ −p เป็นจาํนวนเฉพาะดว้ย เพืÉอใหง้า่ยตอ่
การศกึษาทฤษฎีบทตา่ง ๆ เราจะศกึษาในกรณีทีÉ p > 1 เทา่นัÊน ซึÉงผลทีÉได้สามารถครอบคลมุถงึ
p < −1 ดว้ยเช่นกนั (ในหนงัสือบางเลม่อาจนิยามจาํนวนเฉพาะ p > 1)
ข้อสังเกต 1.3.21 จากนิยามจะไดว้า่

1. 2 เป็นจาํนวนเฉพาะทีÉเป็นจาํนวนคูเ่พียงตวัเดียวเทา่นัÊน
2. p เป็นจาํนวนเฉพาะ ก็ตอ่เมืÉอ d ∤ p ทกุ ๆ จาํนวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < p

3. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา้ a | p แลว้ a = ±1 หรอื a = ±p

4. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดว้า่ p | a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = p

5. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดว้า่ p ∤ a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = 1

6. ให้ p และ q เป็นจาํนวนเฉพาะ ถา้ p | q แลว้ p = q

7. a เป็นจาํนวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < a ทีÉทาํให้ d | a
8. a เป็นจาํนวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนเตม็ b, c ซึÉง 1 < b ≤ c < a ทีÉทาํให้ a = bc

ตอ่ไปเป็นจาํนวนเฉพาะทัÊงหมดทีÉนอ้ยกวา่ 1,000
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997
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ทฤษฎบีท 1.3.22 ทกุจาํนวนเตม็ a ทีÉมากกวา่ 1 จะมีจาํนวนเฉพาะ p ทีÉ p | a

ทฤษฎบีท 1.3.23 ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดว้า่
ถา้ p | ab แลว้ p | a หรอื p | b

ทฤษฎบีท 1.3.24 ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ a, b, a1, a2, ..., an ∈ Z เมืÉอ n ∈ N จะไดว้า่
ถา้ p | (a1a2...an) แลว้ p | ai สาํหรบับางจาํนวน i ∈ {1, 2, ..., n}
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ทฤษฎบีท 1.3.25 ทฤษฎบีทหลักมูลเลขคณิต (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรูปผลคณูของจาํนวนเฉพาะได้ และถา้ไม่คิดลาํดบั
เป็นสาํคญัแลว้การเขียนนีÊทาํไดเ้พียงวิธีเดียวเทา่นัÊน
หรอืกลา่วไดว้า่ จาํนวนเตม็ n > 1 สามารถเขียนในรูป

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · p
ak
k

โดยทีÉ p1, p2, p3, ..., pk เป็นจาํนวนเฉพาะซึÉง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สาํหรบัทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรูปดงักลา่วไดเ้พียงแบบเดียวเทา่นัÊน เรยีกการเขียน n รูปแบบนีÊวา่
รูปแบบบญัญัติ (canonical form) ของ n

ตัวอย่าง 1.3.26 จงเขียนรูปแบบบญัญตัิของจาํนวนตอ่ไปนีÊ
1. 3600 2. 20!

ตัวอย่าง 1.3.27 จงหาตวัประกอบทัÊงหมดของ 144
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึฟังกช์นัฟีซึÉงเป็นฟังกช์นัทีÉสาํคญัในวิชาพีชคณิตนามธรรม
บทนิยาม 1.3.28 ให้ n ∈ N นิยาม

ϕ(n) = จาํนวนของจาํนวนเตม็บวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรยีกวา่ ฟังกชั์นฟีออยเลอร์ (Euler phi function) หรอื ฟังกชั์นฟี (phi function)

ข้อสังเกต 1.3.29 ϕ(1) = 1 และ ϕ(p) = p− 1 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
ในกรณีทีÉจาํนวนประกอบ n มีรูปเป็นรูปแบบบญัเป็น n = pa11 · pa22 · pa33 · · · p

ak
k จะไดว้า่

ϕ(n) = (pa11 − pa1−1
1 )(pa22 − pa2−1

2 ) · · · (pakk − p
ak−1
k )

โดยเฉพาะอยา่งยิÉง ϕ(pk) = pk − pk−1 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ k ∈ N

ตัวอย่าง 1.3.30 จงหาคา่ของ
1. ϕ(100)

2. ϕ(120)

3. ϕ(300)

4. ϕ(1500)
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แบบฝึกหดั 1.3

1. ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็ จงพิสจูน์
1.1 ถา้ a | b และ a | c แลว้ a | (bc)
1.2 ถา้ a | b แลว้ a2 | b2

2. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊ โดยใชห้ลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
2.1 5 | (n5 − n) สาํหรบัจาํนวนนบั n

2.2 7 | (32n+1 + 2n+2) สาํหรบัจาํนวนนบั n

2.3 8 | (7 · 32n − 7) สาํหรบัจาํนวนนบั n

3. กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนเตม็ จงพิจารณาขอ้ความตอ่ไปนีÊ ถา้เป็นจรงิจงพิสจูน์ ถา้เป็น
เท็จจงยกตวัอยา่งคา้น
3.1 ถา้ a | b2 แลว้ a | b

3.2 ถา้ a | b และ a | c แลว้ a2 | bc

3.3 ℓcm(a2, b2) = (ℓcm(a, b))2

3.4 ถา้ a | c และ b | c และ ℓcm(a, b) = |ab| แลว้ ab | c

3.5 ℓcm(ca, b) = c · ℓcm(a, b)

4. จงแสดงวา่ ถา้ gcd(a, 4) = 2 และ gcd(b, 4) = 2 แลว้ gcd(a+ b, 4) = 2 เมืÉอ a, b ∈ Z

5. ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a 6= 0 และ b 6= 0 จงพิสจูนว์า่ถา้ gcd(a, bn) = 1 cแล้ว gcd(a, b) = 1

สาํหรบัจาํนวนนบั n ใด ๆ
6. ให้ a, b, c ∈ Z จงแสดงวา่ ℓcm(a, b) | c ก็ตอ่เมืÉอ a | c และ b | c

7. จงเขียนจาํนวนตอ่ไปนีÊในรูปแบบบญัญตัิ
7.1 1000

7.2 1500

7.3 25025

7.4 65304

7.5 100!

7.6 88442

8. จงแสดงวา่ ถา้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ แลว้ p | (2p − 2)

9. ถา้ p และ q เป็นจาํนวนเฉพาะซึÉง p ≥ q > 4 จงแสดงวา่ 24 | (p2 − q2)

10. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
10.1 ϕ(72)

10.2 ϕ(150)

10.3 ϕ(450)

10.4 ϕ(1000)

10.5 ϕ(4900)

10.6 ϕ(8100)
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1.4 ความสัมพนัธแ์ละฟังกชั์น
บทนิยาม 1.4.1 ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคารท์เีซยีน (cartesian product) นิยามโดย

A× B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}
สาํหรบั A× A จะเขียนแทนดว้ย A2 ทาํนองเดียวกนั A× A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนดว้ย An

ตัวอย่าง 1.4.2 ให้ A = {1, 2} และ B = {3, 4, 5} จงหาผลคณูคารเ์ซียน A× B และ B × A

ทฤษฎบีท 1.4.3 ให้ A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้ |A× B| = |A| · |B|

บทนิยาม 1.4.4 ความสัมพนัธ์ (relation) จากเซต A ไป B คือเซตยอ่ยของ A× B
ถา้ R เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B และ (a, b) ∈ R เขียนแทนดว้ย aR b

ในกรณีทีÉ R เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป A จะเรยีก R วา่ความสมัพนัธบ์น A

บทนิยาม 1.4.5 ให้ R เป็นความสมัพนัธใ์น A โดยทีÉ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แลว้จะเรยีก R วา่
ความสัมพนัธส์มมูล (equivalence relation) ก็ตอ่เมืÉอมีสมบตัิ 3 ขอ้ดงัตอ่ไปนีÊ

1. สะทอ้น (Reflexive) ก็ตอ่เมืÉอ aR a ทกุ ๆ a ∈ A
2. สมมาตร (Symmetric) ก็ตอ่เมืÉอ ถา้ aR b แลว้ bR a ทกุ ๆ a, b ∈ A
3. ถ่ายทอด (Transitive) ก็ตอ่เมืÉอ ถา้ aR b และ bR c แลว้ aR c ทกุ ๆ a, b, c ∈ A

ถา้ R เป็นความสมัพนัธส์มมลู และ a ∈ A ชัÊนสมมูลของ a มอดุโล R (equivalence class of a
modulo R)

[a] = {x ∈ A : xR a}

และเซตของชัÊนสมมลูเรยีกวา่ A มอดุโล R (A mudulo R) เขียนแทนดว้ย A/R ดงันัÊน
A/R = {[a] : a ∈ A}
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ตัวอย่าง 1.4.6 ให้ x, y ∈ Z กาํหนดให้
xR y ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (y − x)

จงพิสจูนว์า่ R เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน Z พรอ้มหา Z/R
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ทฤษฎบีท 1.4.7 ให้ R เป็นความสมัพนัธส์มมลูบนเซต A 6= ∅ แลว้

1. ∀a ∈ A, [a] 6= ∅

2. ∀a, b ∈ A, [a] ∩ [b] 6= ∅ ↔ aR b

3. ∀a, b ∈ A, [a] = [b] ↔ aR b

4. ∀a, b ∈ A, [a] 6= [b] ↔ [a] ∩ [b] = ∅

บทนิยาม 1.4.8 ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ Λ เป็นเซตรรชนี จะกลา่ววา่
Π = {Aα : ∅ 6= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เป็นผลแบง่กัน (partition) ของ A ถา้
(1) ⋃

α∈Λ

Aα = A

(2) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรอื Aα ∩ Aβ = ∅

เมืÉอ ⋃
α∈Λ

Aα = {x : x ∈ Aα สาํหรบับาง α ∈ Λ}

ทฤษฎบีท 1.4.9 ให้ A เป็นเซตไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ R เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน A แลว้
A/R เป็นผลแบง่กัÊนหนึÉงของ A
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จากตวัอยา่ง 1.4.6 จะไดว้า่ {[0], [1], [2]} เป็นผลแบง่กนัของ Z ตอ่ไปจะพิจารณากรณีทัÉวไปของ
ความสมัพนัธใ์นตวัอยา่งดงักลา่วคือ

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ n | (b− a)

เมืÉอ n เป็นจาํนวนเตม็บวก พิสจูนค์ลา้ยกบัตวัอยา่ง 1.4.6 จะไดว้า่ ∼ เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน Z

ชัÊนสมมลูของ a ∈ Z เขียนแทนดว้ย ā นัÉนคือ
ā = {a+ kn : k ∈ Z}

ข้อสังเกต 1.4.10 ในกรณี ā = b̄ โดยทฤษฎีบท 1.4.7 ขอ้ 3 จะไดว้า่ a ∼ b นัÉนคือ n | (b − a) ดงั
นัÊนมีจาํนวนเตม็ k ซึÉง b = a+ kn หรอืกลา่วไดว้า่

ā = b̄ ก็ตอ่เมืÉอ b = a+ kn สาํหรบับางจาํนวนเตม็ k
หรอืกลา่วอีกนยัหนึÉงไดว้า่

ā = b̄ ก็ตอ่เมืÉอ เมืÉอนาํ n ไปหาร a และ b แลว้มีเศษเหลือเทา่กนั
ชัÊนสมมลูทีÉแตกตา่งกนัมีทัÊงหมด n เซตดงันี Ê

0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1

เรยีกเซตของชัÊนสมมลูวา่ เซตของจาํนวนเตม็มอดุโล n (the set of integer molulo n) เขียนแทน
ดว้ย Zn ดงันัÊน

Zn = {0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1}

ตอ่ไปคือตวัอยา่งของเซตของจาํนวนเตม็มอดโุล n

เซตของจาํนวนเตม็มอดโุล n แจกแจงสมาชิก
Z1 {0̄}

Z2 {0̄, 1̄}

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7

Z11
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บทนิยาม 1.4.11 จะกลา่ววา่ความสมัพนัธ์ f ⊆ A× B เป็นฟังกชั์น (function) ก็ตอ่เมืÉอ
แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา้ x1 = x2 แลว้ y1 = y2

ถา้ f เป็นฟังกช์นั และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดว้ย y = f(x) หรอื x 7→ f(x)

บทนิยาม 1.4.12 f เป็นฟังกชั์นจาก A ไป B (function from A into B) เขียนแทนดว้ย f : A→ B

ก็ตอ่เมืÉอ
1. f เป็นฟังกช์นั 2. Dom(f) = A 3. Ran(f) ⊆ B

เมืÉอ Dom(f) = {x ∈ A : ∃y ∈ B, (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ โดเมน (domain) ของ f
และ Ran(f) = {y ∈ B : ∃x ∈ A, (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ เรนจ์ (range) ของ f
บทนิยาม 1.4.13 กาํหนดให้ f : A→ B จะกลา่ววา่

1. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉง (one-to-one หรือ injection) หรอื ฟังกช์นั 1-1 ก็ตอ่เมืÉอ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2)→ x1 = x2

2. f เป็นฟังกชั์นทัÉวถงึ (onto function หรือ surjection) ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B

3. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉงแบบทัÉวถงึ (bijection) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงและ
เป็นฟังกช์นัทัÉวถงึ

ข้อสังเกต 1.4.14 ให้ f : A→ B โดยทีÉ A และ B เป็นเซตจาํกดั
1. ถา้ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง แลว้ |A| ≤ |B|
2. ถา้ f เป็นฟังกช์นัทัÉวถงึ แลว้ |A| ≥ |B|
3. ถา้ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ แลว้ |A| = |B|

ในกรณี A = {a1, a2, a3, ..., an} และ f ฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ จาก A ไป B เขียนแทนดว้ย
แผนภาพตอ่ไปนีÊ (

a1 a2 a3 · · · an

f(a1) f(a2) f(a3) · · · f(an)

)

ตัวอย่าง 1.4.15 จงเขียนแผนภาพแทนฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจากA ไปA เมืÉอA = {1, 2, 3}
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บทนิยาม 1.4.16 ให้ f : A → B และ g : B → C แลว้ g ◦ f : A → C เรยีกวา่ฟังกชั์นประกอบ
(composite function) ของ f และ g นิยามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ฟังกชั์นเอกลักษณ์ (indentity function) คือ iA : A→ A นิยามโดย iA(x) = x

ตัวอย่าง 1.4.17 ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ f , g เป็นฟังกช์นัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
และ g =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)

จงหาฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
1. iA

2. f ◦ g

3. g ◦ f

4. f ◦ f
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บทนิยาม 1.4.18 ให้ f : A→ B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกชั์นผกผันได้ (invertible function)

ก็ตอ่เมืÉอ
f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เป็นฟังกช์นั

และเรยีก f−1 วา่ฟังกชั์นผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎบีท 1.4.19 ให้ f : A→ B แลว้จะไดว้า่
f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั 1-1

ทฤษฎบีท 1.4.20 f : A→ B เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ f−1 : B → A เป็นฟังกช์นั 1-1
แบบทัÉวถงึ
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ตัวอย่าง 1.4.21 ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ f , g เป็นฟังกช์นัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
และ g =

(
1 2 3 4

3 4 2 1

)

จงหาฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
1. f−1

2. g−1

3. f−1 ◦ g−1

4. (f ◦ g)−1
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ทฤษฎบีท 1.4.22 ให้ f : A→ B แลว้

1. f ◦ iA = f 2. iB ◦ f = f

ทฤษฎบีท 1.4.23 ให้ f : A→ B เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ จะไดว้า่
1. f ◦ f−1 = iB 2. f−1 ◦ f = iA
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แบบฝึกหดั 1.4
1. ให้ n ∈ N จงแสดงวา่ ∼ เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน Z โดยทีÉ

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ n | (b− a)

2. ความสมัพนัธ์ R บน Z นิยามโดย aR b ก็ตอ่เมืÉอ 2 | (a+ b)

จงแสดงวา่ R เป็นความสมัพนัธส์มมลู และหา Z/R

3. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ Z8, Z13 และ Z18

4. ให้ f : A→ B เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ จงพิสจูนว์า่ความสมัพนัธที์Éนิยามโดย

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ f(a) = f(b)

เป็นความสมัพนัธส์มมลู และหาชัÊนของสมมลู
5. ถา้ f, g, h เป็นฟังกช์นัจาก A ไป A จงแสดงวา่ f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

6. จงตรวจสอบวา่ f : Q→ Q นิยามโดย f(a/b) = a เป็นฟังกช์นัหรอืไม่
7. ให้ f(x) = x− 1

x+ 1
เมืÉอ x 6= −1 จงหาสตูรของ f−1(x)

8. ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} และ f , g เป็นฟังกช์นัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

)
and g =

(
1 2 3 4 5

3 5 1 2 4

)

จงหาฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
8.1 f ◦ g

8.2 g ◦ f

8.3 g ◦ g

8.4 f ◦ f

8.5 f−1 ◦ g

8.6 g ◦ f−1

8.7 (f ◦ g)−1

8.8 (g ◦ f)−1
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1.5 การดาํเนินการทวภิาค
หลายคนคงคุน้เคยกบัการดาํเนินการตา่ง ๆ โดยเฉพาะทางเลขคณิต เช่น การบวก ลบ คณู หาร

(+,−, ·,÷) มาบา้งแลว้ ในหวัขอ้นี Êจะนาํเสนอนิยามของการเนินการให้อยู่ในรูปทัÉวไปมากขึ Êน ซึÉง
เรยีกวา่การดาํเนินการทวภิาค (binary operation) ซึÉงเป็นฟังกช์นัหนึÉงโดยนิยามดงัตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม 1.5.1 ให้G เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แลว้ ∗ เป็น การดาํเนินการทวภิาค บนเซต G
ก็ตอ่เมืÉอ

∗ : G×G→ G

นิยมเขียน a ∗ b = c แทน ∗(a, b) = c

ข้อสังเกต 1.5.2 ถา้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน G แลว้
a ∗ b ∈ G ทกุ ๆ a, b ∈ G

และกลา่ววา่ G มี สมบัตปิิด (closed) ภายใต้ ∗
ตัวอย่าง 1.5.3 ตอ่ไปนีÊเป็นตวัอยา่งการดาํเนินการทวิภาคทีÉคุน้เคย เช่น

1. + เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน Z เขียน a+ b แทน +((a, b))

2. × เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน Z เขียน a× b แทน ×((a, b))
3. ∪ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเอกภพสมัพทัธ์ เขียน A ∩ B แทน ∩((A,B))

ตัวอย่าง 1.5.4 จงตรวจสอบวา่ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคหรอืไม่
1. a ∗ b = a+ b+ 1 บน Z 2. a ∗ b = a+ b

2
บน Z

ตัวอย่าง 1.5.5 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซตของจาํนวนนบั โดย
a ∗ b = 1

2
(a+ b)(a+ b− 1)

จงหาคา่ของ 3 ∗ 2 และ 1 ∗ (2 ∗ 3)
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึการสรา้ง ตารางเคย์เลย์ (Cayley table) หรอื ตารางกรุป (group table)
สาํหรบัการดาํเนินการบนเซตจาํกดัเพืÉอใหแ้สดงถงึคา่ตา่ง ๆ ทีÉเกิดจากการดาํเนินการทีÉกาํหนดให้
โดยมีหลกัวา่ตวัดาํเนินการตวัหนา้กาํหนดไวเ้ป็นหลกัแรกและตวัดาํเนินการตวัหลงักาํหนดไวแ้ถว
บนสดุ และผลการดาํเนินการคือสว่นตารางทีÉเกิดการจากตวัหนา้และตวัหลงั ดงัตวัอยา่ง ∗ เป็นการ
ดาํเนินการทวิภาคบนเซต {a, b, c}

∗ a b c

a a ∗ a a ∗ b a ∗ c
b b ∗ a b ∗ b b ∗ c
c c ∗ a c ∗ b c ∗ c

สาํหรบัการบวกและการคณูบนเซต {1, 2, 3} เขียนตารางเคยเ์ลยไ์ดด้งันี Ê
+ 1 2 3

1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

× 1 2 3

1 1 2 3
2 2 4 6
3 3 6 9

ตัวอย่าง 1.5.6 จงสรา้งตารางเคยเ์ลยส์าํหรบัดาํเนินการทวิภาค ∗ ดงัตอ่ไปนีÊ
1. a ∗ b = ab บน {0, 1}

2. a ∗ b = ab บน {−1, 1}

3. a ∗ b = (−1)a + (−1)b

2
บน {−1, 0, 1}

4. ā ∗ b̄ = a+ b บน Z3 = {0̄, 1̄, 2̄}
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ตัวอย่าง 1.5.7 ตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินการทวิภาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4} คือ

∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 1 4 3

3 3 4 1 2

4 4 3 2 1

จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
1. (1 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 2) 2. (4 ∗ 4) ∗ (3 ∗ 3) 3. 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))

บทนิยาม 1.5.8 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซต G และให้ A ⊆ G ถา้
a ∗ b ∈ A ทกุ ๆ a, b ∈ A

แลว้จะกลา่ววา่ เซต A มีสมบัตปิิด (closed) ภายใต้ ∗ หรอื ∗ มีสมบตัิปิดบนเซต A
เห็นไดว้า่การบวกและการคณูมีสมบตัิปิดบนเซตจาํนวนจรงิ จาํนวนเตม็ และจาํนวนตรรกยะ

ตัวอย่าง 1.5.9 ให้ E = {0,±2,±4,±6, ...} และ O = {±1,±3,±5, ...} จงตรวจสอบวา่ E และ O
มีสมบตัิปิดภายใตก้ารบวกและการคณูหรอืไม่

ตัวอย่าง 1.5.10 พิจารณาการดาํเนินการตอ่ไปนีÊวา่มีสมบตัิปิดบนเซต N หรอืไม่
1. a ∗ b = a+ b+ 1 2. a ∗ b = a+ b− 2
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สามารถตรวจสอบสมบตัิปิดโดยใชต้ารางเคยเ์ลยไ์ดด้งันี Êตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ

ตัวอย่าง 1.5.11 จงใชต้ารางเคยเ์ลยต์รวจสอบสมบตัิปิดของตวัดาํเนินการทวิภาคตอ่ไปนีÊÊ

1. a ∗ b = 3
√
ab บน A = {−1, 0, 1}

2. B = {1,
√
2 + 1,

√
2− 1} กบัการคณู

บทนิยาม 1.5.12 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซต G ถา้
a ∗ b = b ∗ a ทกุ ๆ a, b ∈ G

จะกลา่ววา่เซต G มีสมบตักิารสลับทีÉ (commutative law) ภายใต้ ∗ หรอื ∗ มีสมบตัิการสลบัทีÉบน
เซต G

เห็นไดว้า่การบวกและการคณูมีสมบตัิการสบัทีÉบนเซตจาํนวนจรงิ จาํนวนเตม็ และจาํนวนตรรกยะ
ตัวอย่าง 1.5.13 พิจารณาการดาํเนินทวิภาคตอ่ไปนีÊมีสมบตัิการสลบัทีÉหรอืไม่

1. กาํหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 5 เมืÉอ a, b ∈ N

2. กาํหนดให้ a ∗ b = a2 + ab เมืÉอ a, b ∈ Z
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การตรวจสอบสมบตัิการสลบัทีÉจากตารางเคยเ์ลย์ ทาํไดโ้ดยลากเสน้ผา่นแนวทแยงจากซา้ยบน
ไปยงัขวาลา่งถา้คา่แตล่ะคา่ในตารางสมมาตรกนัผา่นเสน้ทแยงจะไดส้รุปไดว้า่การดาํเนินการนัÊนมี
สมบตัิปิด
ตัวอย่าง 1.5.14 กาํหนดตารางเคยเ์ลยข์องการดาํเนินทวิภาค ∗

1. นิยาม ∗ บน G1 = {0, 1, 2} ดงันี Ê

∗ 0 1 2

0 2 0 0

1 0 1 2

2 1 2 2

2. นิยาม ⋆ บน G2 = {1, 2, 3} ดงันี Ê

⋆ 1 2 3

1 1 3 2

2 3 2 1

3 2 1 3

บทนิยาม 1.5.15 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซต G ถา้
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ทกุ ๆ a, b, c ∈ G

แลว้จะกลา่ววา่ เซต G มีสมบตักิารเปลีÉยนกลุ่ม (associative law) ทีÉภายใต้ ∗ หรอื ∗ มีสมบตัิการ
เปลีÉยนกลุม่ทีÉบนเซต G

เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่บนเซตจาํนวนจรงิ จาํนวนเตม็ และจาํ-
นวนตรรกยะ
ตัวอย่าง 1.5.16 จงตรวจสอบสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ของการดาํเนินทวิภาคตอ่ไปนีÊ

1. กาํหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 1 เมืÉอ a, b ∈ N

2. กาํหนดให้ a ∗ b = a+ 2b เมืÉอ a, b ∈ Z
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บทนิยาม 1.5.17 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซต G ถา้มี e ∈ G ซึÉงสอดคลอ้ง
a ∗ e = a = e ∗ a ทกุ ๆ a ∈ G

แลว้จะกลา่ววา่เซต G มี e เป็น เอกลักษณ์ (identity) ภายใต้ ∗
สาํหรบัเซตจาํนวนจรงิการบวกมี 0 เป็นเอกลกัษณ์ และการคณูมี 1 เป็นเอกลกัษณ์

ตัวอย่าง 1.5.18 จากตารางเคยเ์ลย์
∗ 1 2 3

1 1 1 2

2 1 2 3

3 2 3 3

จงหาเอกลกัษณข์อง {1, 2, 3} ภายใต้ ∗

ตัวอย่าง 1.5.19 จงหาเอกลกัษณ์ (ถา้มี) ของการดาํเนินบนเซตในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ
1. ให้ a ∗ b = a+ b− 7 เมืÉอ a, b ∈ Z

2. ให้ a ∗ b = 7ab เมืÉอ a, b ∈ Z

3. ให้ a ∗ b = a− 2b เมืÉอ a, b ∈ Q
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ทฤษฎบีท 1.5.20 ถา้ G มีเอกลกัษณภ์ายใตก้ารดาํเนินการ ∗ จะมีไดเ้พียงตวัเดียวเทา่นัÊน

บทนิยาม 1.5.21 ให้ ∗ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบนเซต G ทีÉมี e เป็นเอกลกัษณ์ ถา้ a ∈ G และ
มี b ∈ G ซึÉง a ∗ b = e = b ∗ a

จะกลา่ววา่ b วา่ตัวผกผัน (inverse) ของ a ภายใต้ ∗ หรอืเรยีกสัÊน ๆ วา่ b เป็นตวัผกผนัของ a เขียน
สญัลกัษณด์ว้ย a−1

ข้อสังเกต 1.5.22 ถา้ b เป็นตวัผกผนัของ a ภายใต้ ∗ แลว้ a เป็นตวัผกผนัของ b ภายใต้ ∗ เชน่กนั
ตัวอย่าง 1.5.23 จงหาตวัผกผนั (ถา้มี) ของสมาชิกทกุตวัจากตารางเคยเ์ลย์

∗ 1 2 3

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 3 3

ตัวอย่าง 1.5.24 ให้G = {−1, 1,−i, i} เมืÉอ i = √−1 กบัการคณู แสดงตารางเคยเ์ลยไ์ดด้งันี Ê
× −1 1 −i i

−1
1

−i
i

จงหาตวัผกผนัของสมาชิแตล่ะตวั
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ตัวอย่าง 1.5.25 กาํหนดให้ a ∗ b = a+ b− 7 สาํหรบั a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ
1. 2

2. 14

3. 19

4. x ∈ Z

ทฤษฎบีท 1.5.26 ให้ n ∈ N สาํหรบั ā, b̄ ∈ Zn โดยทีÉ
ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน Zn และเรยีกวา่การบวกและการคณูบน Zn ตามลาํดบั

จากทฤษฎีบท 1.5.26 พิสจูนไ์ดโ้ดยงา่ยวา่การบวกและการคณูบน Zn มีสมบตัิการสลบัทีÉและ
เปลีÉยนกลุม่ โดยมี 0̄ เป็นเอกลกัษณก์ารบวก 1̄ เป็นเอกลกัษณก์ารคณู
ตัวอย่าง 1.5.27 จงหาตวัผกผนัสาํหรบัการบวกและการคณูของแตล่ะสมาชิกใน Z5

สมาชิก ตวัผกผนั เหตผุล
การบวก

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄

สมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล
การคณู

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄
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แบบฝึกหดั 1.5

1. จงตรวจสอบสมบตัิปิดของการดาํเนินการทวิภาค ∗ บนเซต A ตอ่ไปนีÊ
1.1 นิยาม a ∗ b = a2 − ab− 2b2

a+ b
บน A = N

1.2 นิยาม a ∗ b = (a+ b)2 − (a+ b)

2
บน A = N

1.3 นิยาม a ∗ b = เศษทีÉเหลือจากการหาร a+ b ดว้ย 7 บน A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

1.4 นิยาม a ∗ b = (2a)(2b) บน A = {0, 2, 4, 6, 8, ...}

1.5 นิยาม a ∗ b = a+ b

a+ b+ 1
บน A = [0, 1]

2. จงตรวจสอบสมบตัิสลบัทีÉและเปลีÉยนกลุม่ พรอ้มหาเอกลกัษณแ์ละตวัผกผนั ของการดาํเนิน
การทวิภาค ∗ บนเซต G ตอ่ไปนีÊ
2.1 G = Z นิยาม a ∗ b = a2b+ ab2

2.2 G = R นิยาม a ∗ b = a(−1)b +
b(−1)a

2.3 G = Q+ นิยาม a ∗ b = a
√
b+ b

√
a

2.4 G = R+ นิยาม a ∗ b = a2 + ab

a+ b+ ab

2.5 G = Q นิยาม a ∗ b = 8ab

2.6 G = Z นิยาม a ∗ b = 2a+ 2b

2.7 G = R+ นิยาม a ∗ b = 1

a
+

1

b

2.8 G = Z นิยาม a ∗ b = 1− a− b

2.9 G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− π

2.10 G = Q นิยาม a ∗ b = 5ab

2.11 G = R นิยาม a ∗ b = ab+ 1

2.12 G = R นิยาม a ∗ b = a+ 2b

2.13 G = Qc นิยาม a ∗ b = a+ b
√
2

2.14 G = R นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab

2.15 G = R+ นิยาม a ∗ b =
√
a+
√
b

2.16 G = R+ นิยาม a ∗ b = a+ b
√
a+
√
b

3. จงหาตวัผกผนัของ −2
3
, −2, 0, 1, 1

2
และจาํนวนตรรกยะทกุตวัมีตวัผกผนัหรอืไม่ ของการ

ดาํเนินการ
นิยาม a ∗ b = −ab สาํหรบั a, b ∈ Q

4. กาํหนดให้ x⊚ (x− y) = x2 + y2 เมืÉอ x, y ∈ R จงหาคา่ของ 20⊚ (5⊚ 3)

5. กาํหนดให้ a� b = 2a+3b เมืÉอ a, b ∈ Q ถา้มี x, y, z ∈ Q ซึÉง x� (y� z) = (x� y)� z
และ x� z = 3 จงหาคา่ของ z � (y � x)− (z � y)� x

6. กาํหนดให้ a⊗ b = a(a + b) เมืÉอ a, b ∈ Z+ ถา้ a⊗ b = 55 แลว้คา่มากสดุของ b⊗ a
มีคา่เทา่ใด

7. กาํหนดให้ a⊕ b = a+ b+ 2 เมืÉอ a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ 4 ภายใต้⊕
8. กาํหนดให้ a, b, c ∈ R ถา้มี a เป็นอินเวอรส์การบวกของ b จงหา c ทีÉทาํให้

4a+ 4b− 2c+ 12 = 0

9. จงหาตวัผกผนัภายใตก้ารคณูของ √a+ 1−
√
a เมืÉอ a > 0



บททีÉ 2
กรุป

พื ÊนฐานทีÉสาํคญัทางพีชคณิตนามธรรมคือการศกึษาโครงสรา้งพีชคณิตทีÉเรยีกวา่ กรุป (group)
โดยการพิจารณาสมบตัิของการดาํเนินทวิภาคบนเซตทีÉสนใจ ดงัจะกลา่วในหวัขอ้เริÉมตน้ และยก
ตวัอยา่งตา่ง ๆ ทีÉหลากหลายของกรุป ศกึษาสมบตัิเบื Êองตน้เกีÉยวกบักรุป และศกึษากรุปสมมาตรซึÉง
เป็นตวัอยา่งของกรุปสลบัทีÉไมไ่ดแ้บบจาํกดั

2.1 นิยามและตัวอย่างของกรุป
บทนิยาม 2.1.1 กรุป (Group) หมายถงึเซต G กบัการดาํเนินการทวิภาค ∗ เขียนแทนดว้ยคูอ่นัดบั
(G, ∗) ทีÉมีสมบตัิ 3 ขอ้ตอ่ไปนีÊ

1. สมบัตกิารเปลีÉยนกลุ่ม กลา่วคือ

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c สาํหรบัทกุ ๆ a, b, c ∈ G

2. การมีเอกลักษณ์ กลา่วคือ มี e ∈ G ซึÉง

a ∗ e = a = e ∗ a สาํหรบัทกุ ๆ a ∈ G

เรยีก e วา่เอกลกัษณใ์น G
3. การมีตัวผกผัน กลา่วคือ ทกุ ๆ a ∈ G จะมี b ∈ G ซึÉง

a ∗ b = e = b ∗ a

เรยีก b วา่ตวัผกผนัของ a เขียนแทนดว้ย a−1

ถา้ (G, ∗) มีสมบตัิขอ้ทีÉ 1 เทา่นัÊนเรยีกวา่ กึÉงกรุป (semigroup) ถา้มีสมบตัิขอ้ทีÉ 1 และขอ้ทีÉ 2 เรยีก
วา่ โมนอยด์ (monoid)
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บทนิยาม 2.1.2 ถา้ (G, ∗) มีสมบตัิการสลบัทีÉ นัÉนคือ
a ∗ b = b ∗ a สาํหรบัทกุ ๆ a, b ∈ G

เรยีก (G, ∗) วา่กรุปสลับทีÉ (commutative group) หรอื กรุปอาบเีลียน (abelian group) ซึÉงตัÊงชืÉอ
เพืÉอเป็นเกียรติใหก้บันกัคณิตศาสตรช์าวนอรเ์วยน์ามวา่ นีลส์ อาเบล (Niels Abel)
บทนิยาม 2.1.3 ถา้ (G, ∗) เป็นกรุปโดยทีÉ G เป็นเซตจาํกดั เรยีกวา่ กรุปจาํกัด (finite group) ถา้
สนใจจาํนวนสมาชิกของเซตG จะกลา่ววา่ (G, ∗) เป็นกรุปจาํกัดอันดับ |G| (finite group of order
|G|) ถา้ G เป็นเซตอนนัตเ์รยีก (G, ∗) วา่ กรุปอนันต์ (infinite group)

ตอ่ไปคือตารางแสดงการมีสมบตัิกบัการเป็นกรุปของเซตทีÉเราคุน้เคยกบัการบวกและการคณู
คูอ่นัดบั สมบตัิ เอกลกัษณ์ การมี ชนิด

การเปลีÉยนกลุม่ ตวัผกผนั
(Z,+)

(Q,+)

(R,+)

(C,+)

(Z+,+)

(Q+,+)

(R+,+)

คูอ่นัดบั สมบตัิ เอกลกัษณ์ การมี ชนิด
การเปลีÉยนกลุม่ ตวัผกผนั

(Z, ·)
(Q, ·)
(R, ·)
(C, ·)
(Z+, ·)
(Q+, ·)
(R+, ·)
(Z∗, ·)
(Q∗, ·)
(R∗, ·)
(C∗, ·)

ข้อสังเกต 2.1.4 ({0},+) เป็นกรุปการบวกทีÉเลก็ทีÉสดุ และ({1}, ·) เป็นกรุปการคณูทีÉเลก็ทีÉสดุ ซึÉง
ทัÊงคูเ่ป็นกรุปแบบจาํกดัอนัดบั 1



2.1. นยิามและตวัอยา่งของกรุป 43

ตัวอย่าง 2.1.5 จงตรวจสอบวา่ ({−1, 1}, ·) เป็นกรุปหรอืไม่

ตัวอย่าง 2.1.6 จงตรวจสอบวา่ (G, ·) เป็นกรุปหรอืไม่ โดยทีÉ G = {−1, 1, i,−i} เมืÉอ i2 = −1

ตัวอย่าง 2.1.7 กาํหนดให้
a ∗ b = a+ b+ 2 เมืÉอ a, b ∈ Z

จงแสดงวา่ (Z, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน
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ตัวอย่าง 2.1.8 กาํหนดให้

a ∗ b = 3ab เมืÉอ a, b ∈ Q+

แลว้ (Q+, ∗) เป็นกรุปหรอืไมเ่พราะเหตใุด

ตัวอย่าง 2.1.9 กาํหนดให้
a ∗ b = a+ b+ ab เมืÉอ a, b ∈ R

จงแสดงวา่ (R, ∗) เป็นโมนอยด์



2.1. นยิามและตวัอยา่งของกรุป 45

ตัวอย่าง 2.1.10 ถา้ G = (−1, 1) กาํหนดให้
a ∗ b = a+ b

ab+ 1
ทกุ ๆ a, b ∈ G

แลว้ (G, ∗) เป็นกรุปหรอืไม่

ตัวอย่าง 2.1.11 ให้G = {e, a} และ e เป็นเอกลกัษณใ์น G ซึÉง a ∗ a = e

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุปแบบจาํกดัอนัดบั 2
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กรุปไคลนโ์ฟว์
ตอ่ไปจะพิจารณากรุปลกัษณะเดียวกนักบัตวัอยา่ง 2.1.11 แตเ่พิÉมอนัดบัเป็น 4
ให้K4 = {e, a, b, c} และ e เป็นเอกลกัษณใ์น K4 ซึÉง

a ∗ a = b ∗ b = c ∗ c = a ∗ b ∗ c = e

แลว้ (K4, ∗) เป็นกรุป จะเรยีกวา่ กรุปไคลนโ์ฟว์ (Klein 4-group) ซึÉงจะเห็นวา่ทกุสมาชิกในกรุปมี
ตวัผกผนัของตวัเอง

พิจารณา
a ∗ (a ∗ b ∗ c) ∗ a = a ∗ e ∗ a = a ∗ a = e

(a ∗ a) ∗ (b ∗ c ∗ a) = e

e ∗ (b ∗ c ∗ a) = e

b ∗ c ∗ a = e

ในทาํนองเดียวกนัจะไดว้า่ c ∗ a ∗ b = e, a ∗ c ∗ b = e และ b ∗ a ∗ c = e จะไดว้า่
a ∗ b = (a ∗ b) ∗ e = (a ∗ b) ∗ (c ∗ c) = (a ∗ b ∗ c) ∗ c = e ∗ c = c

a ∗ c =

b ∗ a =

b ∗ c =

c ∗ a =

c ∗ b =

แสดงผลของการดาํเนินการดงัตาราง
∗ e a b c

e

a

b

c

สรุปไดด้ว้ยวา่กรุปไคลนโ์ฟวเ์ป็นกรุปอาบีเลียน
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กรุปควอเทอรเ์นียน
กาํหนดให้Q8 = {1,−1, i,−i, j − j, k,−k} นิยามการดาํเนินการ ∗ ดงันี Ê

1 ∗ a = a = a ∗ 1 และ (−1) ∗ a = −a ∗ (−1) = a สาํหรบัทกุ a ∈ Q8

และ
(−1) ∗ (−1) = 1, i ∗ i = j ∗ j = k ∗ k = −1,

i ∗ j = k, j ∗ k = i, k ∗ i = j,
j ∗ i = −k, k ∗ j = −i และ i ∗ k = −j

แลว้ (Q8, ∗) เป็นกรุป ซึÉงเรยีกวา่ กรุปควอเทอรเ์นียน (Quaternion Group)
และเห็นไดว้า่ Q8 ไมเ่ป็นอาบีเลียนกรุป
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กรุปของจาํนวนเตม็มอดุโล n

ตอ่ไปจะพิจารณากรุปบนเซตของจาํนวนเตม็มอดโุล n หรอื Zn จากทฤษฎีบท 1.5.26 จะไดว้า่
ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

เป็นการดาํเนินการทวิภาค และเรยีกวา่การบวกและการคณูใน Zn ตามลาํดบั
ทฤษฎบีท 2.1.12 (Zn,+) เป็นกรุปอาบีเลียนแบบจาํกดั

ตัวอย่าง 2.1.13 จงหาตวัผกผนัของทกุสมาชิกใน (Z8,+)

วธีิทาํ แสดงไดด้งัตาราง
สมาชิก ตวัผกผนัการบวก เหตผุล

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

7̄
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ทฤษฎบีท 2.1.14 Zn มีสมบตัิการสลบัทีÉและสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ภายใตก้ารคณู และมี 1̄ เป็น
เอกลกัษณก์ารคณู

กาํหนดให้ Z∗
n แทนเซตของจาํนวนเตม็มอดโุลทีÉสมาชิกไมใ่ช่ 0̄ นัÉนคือ

Z∗
n = {x ∈ Zn : x 6= 0̄}

ตัวอย่าง 2.1.15 จงตรวจสอบวา่ Z∗
4 และ Z∗

5 เป็นกรุปการคณูหรอืไม่

ทฤษฎบีท 2.1.16 (Z∗
p, ·) เป็นกรุปอาบีเลียนแบบจาํกดัอนัดบั p− 1
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ตัวอย่าง 2.1.17 จงหาตวัผกผนัการคณูของแตล่ะสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ p = 2, 3

วธีิทาํ แสดงไดด้งัตารางตอ่ไปนีÊ
เซตและสมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล

Z∗
2

1̄

Z∗
3

1̄

2̄

ตอ่ไปจะเป็นตารางของตวัผกผนัการคณูของแตส่มาชิกใน (Z∗
p.·) เมืÉอ p = 2, 3, 5, 7

เซตและสมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล
Z∗
5 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

1̄

2̄

3̄

4̄

Z∗
7 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

Z∗
11

1̄ 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

7̄

8̄

9̄

10
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ตัวอย่าง 2.1.18 จงหาตวัผกผนัการคณูของ 13 ใน (Z∗
23, ·)

จากนีÊเราจะขยายกรุปอาบีเลียน Z∗
p ไปยงักรณี Z∗

n โดยการเลือกสมาชิกใน Z∗
n ทีÉมีตวัผกผนัการ

คณูเทา่นัÊน นัÉนคือ ā ∈ Z∗
n จะมีตวัผกผนัการคณูนา่จะสอดคลอ้งกบัเงืÉอนไข

gcd(a, n) = 1

ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 2.1.19 ให้ ā เป็นสมาชิกใน Z∗

n จะไดว้า่
ā มีตวัผกผนัการคณู ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) = 1
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บทแทรก 2.1.20 กาํหนดให้

Z×
n = {ā ∈ Zn : 0 < a < n และ gcd(a, n) = 1}

แลว้ (Z×
n , ·) เป็นกรุปอาบีเลียนอนัดบั ϕ(n)

ตารางตอ่ไปนีÊจะแสดงตวัอยา่งการแจกแจงสมาชิกของ Z×
n เมืÉอ n = 2, 3, 4, ..., 10

เซต สมาชิก จาํนวนสมาชิก
Z∗

2 {1̄} ϕ(2) = 1

Z∗
3 {1̄, 2̄} ϕ(3) = 2

Z∗
4 {1̄, 3̄} ϕ(4) = 2

Z∗
5 {1̄, 2̄, 3̄, 4̄} ϕ(5) = 4

Z∗
6 {1̄, 5̄} ϕ(6) = 2

Z∗
7 {1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄} ϕ(7) = 6

Z∗
8 {1̄, 3̄, 5̄, 7̄} ϕ(8) = 4

Z∗
9 {1̄, 2̄, 4̄, 5̄, 7̄, 8̄} ϕ(9) = 6

Z∗
10 {1̄, 3̄, 7̄, 9̄} ϕ(10) = 4

ตัวอย่าง 2.1.21 จงหาจาํนวนสมาชิกของ Z×
2500

ตัวอย่าง 2.1.22 จงหาตวัผกผนัการคณูของ 51 ใน (Z×
100, ·)
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กรุปของเมทริกซ์
เมทริกซ์ (Matrix) คือสีÉเหลีÉยมผืนผา้ของจาํนวนจรงิ หรอืสมาชิกในรงิ (จะกลา่วถงึในบททีÉ 6) โดย
แนวนอนเรยีกวา่ แถว (row) แนวตัÊงเรยีกวา่ หลัก (column) และเรยีกจาํนวนแถว × จาํนวนหลกั
วา่ขนาดของเมทรกิซ์ ตวัอยา่งเช่น [

−1 3 0 2

1 0 1 0

]

เป็นเมทรกิซข์นาด 2 × 4 เนืÉองจากมี 2 แถว และ 4 หลกั รูปแบบทัÉวไปของเมกทรกิซข์นาด m × n
เขียนไดเ้ป็น 

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn


นิยมใชอ้กัษรภาษาองักฤษตวัพิมพใ์หญ่แทนเมทรกิซ์ เช่นเมทรกิซ์A ขนาด m× n เขียนแทนดว้ย

[aij]m×n หรอื [aij]

โดยทีÉ aij คือคา่ของตวัเลขในแถวทีÉ i หลกัทีÉ j และในกรณีทีÉจาํนวนแถวเทา่กบัจาํนวนหลกั เรยีกวา่
เมทริกซจ์ตุรัส (square matrix)

การเทา่กนัของสองเมทรกิซ์หมายถงึเมทรกิซ์ทีÉ มีขนาดเดียวกนัและทกุตาํแหน่งในเมทรกิซ์ทัÊง
สองเทา่กนั และเมทริกซศู์นย์ (zero matrix) หมายถงึทกุตาํแหน่งมีคา่เป็นศนูยเ์ขียนแทนดว้ย 0

บทนิยาม 2.1.23 ให้A = [aij] และ B = [bij] เป็นเมทรกิซที์Éมีขนาดเดียวกนั และ c เป็นจาํนวนจรงิ
แลว้นิยาม

1. A+B = [aij + bij] 2. A− B = [aij − bij] 3. cA = [caij]

กาํหนดใหเ้ซตของเมทรกิซข์นาด m× n เขียนแทนดว้ย
Mmn(R) = {[aij]m×n : aij ∈ R}

ทฤษฎบีท 2.1.24 ให้ A และ B เป็นเมทรกิซที์Éมีขนาด m× n และ 0 = [0]m×n จะไดว้า่
1. A+B = B + A

2. (A+B) + C = A+ (B + C)

3. A+ 0 = A = 0 + A

4. A+ (−A) = 0 = (−A) + A

ทฤษฎบีท 2.1.25 (Mmn(R),+) เป็นกรุปอาบีเลียน
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บทนิยาม 2.1.26 ให้ A = [aij] เป็นเมทรกิซข์นาด m × r และ B = [bij] เป็นเมทรกิซข์นาด r × n
แลว้

AB =



a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r... ... ...
ai1 ai2 · · · air... ... ...
am1 am2 · · · amr




b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n... ... ... ...
br1 br2 · · · brj · · · brn

 = [cij]m×n

โดยทีÉ cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ airbrj

ตัวอย่าง 2.1.27 กาํหนดให้

A =

[
1 2 3

0 1 2

]
และ B =

2 3

1 1

1 0


จงหา AB และ BA
วธีิทาํ

AB =

[
1 2 3

0 1 2

]2 3

1 1

1 0

 =

BA =

2 3

1 1

1 0

[1 2 3

0 1 2

]
=

จากตวัอยา่ง 2.1.27 แสดงใหเ้ห็นวา่ AB ไมเ่ทา่กบั BA สาํหรบั A,B และ C เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั
ทีÉมีขนาดเดียวกนั จากสมบตัิการคณูของเมทรกิซจ์ะไดว้า่

A(BC) = (AB)C

และนิยาม I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณูซึÉงมีขนาด n× n โดยทีÉ

I =


1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 0 1


ดงันัÊนสาํหรบัเมทรกิซ์A ขนาด n× n จะไดว้า่ AI = A = IA ทาํใหไ้ดว้า่ (Mnn(R), ·) เป็นโมนอยด์

สาํหรบัเมทรกิซ์ A =

[
a b

c d

]
เมืÉอ ad − bc 6= 0 จะไดว้า่ A มีตวัผกผนัการคณู เขียนแทนดว้ย

A−1 โดยทีÉ
A−1 =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
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และเรยีกคา่ ad− bc วา่ ดเีทอรม์ิแนนท์ (determinant) ของเมทรกิซ์A เขียนแทนดว้ย det(A) ใน
ทางเมทรกิซจ์ะนิยามดีเทอรมิ์แนนทส์าํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสัเทา่นัÊน และสามารถพิสจูน์

เมเทรกิซจ์ตรุสั A มีตวัผกผนัการคณู ก็ตอ่เมืÉอ det(A) 6= 0

จากสมบตัิดงักลา่วทาํใหไ้ดข้อ้สรุปตามทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 2.1.28 (GLn(R), ·) เป็นกรุป โดยทีÉ

GLn(R) = {A ∈Mnn(R) : det(A) 6= 0}

และเรยีกวา่ กรุปเชิงเส้นทัÉวไป (the general linear group)

จะเห็นไดว้า่กรุปเชิงเสน้ทัÉวไปไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน เนืÉองจากการคณูของเมทรกิซไ์มมี่สมบตัิการ
สลบัทีÉ แต่เมืÉอจาํกดัสมาชิกของกรุปและมีสมบตัิสอดคลอ้งนิยามของกรุปไคลนโ์ฟวจ์ะไดก้รุปอาบี
เลียนดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง 2.1.29 ให้G = {I, A,B,C} ซึÉง

I =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
1 0

0 −1

]
, B =

[
−1 0

0 1

]
และ C =

[
−1 0

0 −1

]

จงแสดงวา่ (G, ·) เป็นกรุปไคลนโ์ฟว์
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กรุปของฟังกชั์น
สาํหรบั A ⊆ R โดยทีÉ A 6= ∅ กาํหนดให้

C[A] = {f : A→ R : f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง }
ให้ f : A→ R และ g : A→ R นิยามการบวกการคณูดงันี Ê

(f + g)(x) = f(x) + g(x) และ (f · g)(x) = f(x) · g(x) ทกุ ๆ x ∈ A
ถา้ f, g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง โดยสมบตัิของฟังกช์นัจะไดว้า่ f + g และ fg เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง
ทฤษฎบีท 2.1.30 (C[A],+) เป็นกรุปอาบีเลียน และ(C[A], ·) เป็นโมนอยด์

ให้ A ⊆ R โดยทีÉ A 6= ∅ กาํหนดให้
SA = {f : A→ A : f เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ }

ตัวอย่าง 2.1.31 (SA,+) และ (SA, ·) เป็นกรุปหรอืไม่

พิจารณาการดาํเนินการคอมโพสทิตามบทนิยาม 1.4.16 นัÉนคือ
(f ◦ g)(x) = f(g(x))

ถา้ f, g, h : A → A เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ โดยสมบตัิของฟังกช์นัจะไดว้า่ f ◦ g เป็นฟังกช์นั
1-1 แบบทัÉวถงึ และ f−1 เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ และ

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

การพิสจูนเ์วน้ไวเ้ป็นแบบฝึกหดั
จากสมบตัิทีÉไดด้งักลา่วทาํใหไ้ดว้า่ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 2.1.32 (SA, ◦) เป็นกรุป ซึÉงเรยีกวา่ กรุปสมมาตร (symmetric group)
ข้อสังเกต 2.1.33 ถา้ A เป็นเซตจาํกดั โดยทีÉ |A| ≥ 3 จะไดว้า่ (SA, ◦) เป็นกรุปไมส่ลบัทีÉแบบจาํกดั
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กรุปของเซตย่อย
สาํหรบัเซต D นิยาม P(D) = {X : X ⊆ D} เรยีกวา่ เซตกาํลัง (power set) ของ D แลว้จะได้
วา่การดาํเนินการ ∪, ∩ และ − เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน P(D)

ตัวอย่าง 2.1.34 ให้D 6= ∅ จงตรวจสอบวา่ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นกรุป
1. (P(D),∪)

2. (P(D),∩)

3. (P(D),−)
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ให้ A และ B เป็นเซต นิยาม ผลต่างสมมาตร (symmetric difference) ของ A และ B เขียน

แทนดว้ย A △ B โดย
A △ B = (A− B) ∪ (B − A)

จะเห็นไดว้า่ B △ A = (B−A)∪ (A−B) = (A−B)∪ (B−A) = A △ B ดงันัÊนผลตา่งสมมาตร
มีสมบตัิการสลบัทีÉ และ △ เป็นการดาํเนินการทวิภาคบน P(D)

ทฤษฎบีท 2.1.35 ผลตา่งสมมาตรมีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่

ทฤษฎบีท 2.1.36 ให้D 6= ∅ แลว้ (P(D),△) เป็นกรุปอาบีเลียน
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แบบฝึกหดั 2.1
1. พิจารณา (G, ∗) ทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ เป็นกรุป กึÉงกรุป หรอืโมนอยด์

1.1 G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− 3

1.2 G = Z นิยาม a ∗ b = a+ 2b

1.3 G = R∗ นิยาม a ∗ b = 5ab

1.4 G = Q นิยาม a ∗ b = ab

4

1.5 G = Q นิยาม a ∗ b = a+ b

7

1.6 G = Q+ นิยาม a ∗ b = 3a

b

1.7 G = N นิยาม a ∗ b = min{a, b} หมายถงึสมาชิกตวันอ้ยสดุใน {a, b}
1.8 G = N นิยาม a ∗ b = max{a, b} หมายถงึสมาชิกตวัมากสดุใน {a, b}
1.9 G = C นิยาม (a+ bi) ∗ (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

1.10 G = Zn นิยาม ā ∗ b̄ = a+ b+ 1 เมืÉอ n = 3, 4, 5, 6

1.11 G = Zn นิยาม ā ∗ b̄ = a− b เมืÉอ n = 3, 4, 5, 6

2. ให้G = {x ∈ R : x 6= −1} นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นอกรุปอาบีเลียน
3. จงหาตวัผกผนัการบวกของทกุสมาชิกใน Z9 และ Z12

4. จงหาตวัผกผนัการคณูของทกุสมาชิกใน Z∗
13 และ Z×

15

5. จงหาตวัผกผนัการคณูของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน (Z×
100, ·)

5.1 29 5.2 61 5.3 73 5.4 99

6. จงหาจาํนวนสมาชิกของเซต
6.1 Z×

600 6.2 Z×
1500 6.3 Z×

4900 6.4 Z×
625000

7. ให้M =

[
1 1

0 1

]
และ B = {X ∈M22(R) : MX = XM} แลว้ (B, ·) เป็นกรุปหรอืไม่

8. ให้ a เป็นคา่คงตวั และ Ga = {f : R→ R : f(x) = ax} แลว้ (Ga, ◦) เป็นกรุปหรอืไม่
9. ให้G = {z ∈ C : zn = 1 สาํหรบับาง n ∈ Z+} แลว้ (G,+) และ (G, ·) เป็นกรุปหรอืไม่
10. ให้G = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q} แลว้ (G,+) และ (G− {0}, ·) เป็นกรุปหรอืไม่

11. ให้G = {An : A ∈ GL2(R) และ n ∈ N ∪ {0}} และ A0 = I แลว้ (G, ·) เป็นกรุปหรอืไม่
12. ถา้ D = {a, b} แลว้ (P(D),△) เป็นกรุปไคลนโ์ฟวป์หรอืไม่
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2.2 สมบตัเิบืÊองต้นของกรุป
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึสมบตัิเบื Êองตน้เกีÉยวกบักรุปซึÉงจะนาํไปใชพิ้สจูนท์ฤษฎีบททีÉสาํคญัตา่ง ๆ

ตอ่ไป ในทีÉนี Êการกลา่วถงึผลการดาํเนินการ a ∗ b ในกรุป (G, ∗) จะเขียนดว้ย ab และกลา่ววา่ G เป็น
กรุปโดยไม่ใชคู้่อนัดบัแต่กลา่วถงึเฉพาะเซตเทา่นัÊน แต่ใหเ้ขา้ใจวา่มีตวัดาํเนินการทวิภาคหนึÉงคู่กบั
เซตนีÊเสมอ และใช้ e แทนดว้ยเอกลกัษณข์องกรุป
ทฤษฎบีท 2.2.1 ให้G เป็นกรุป จะไดว้า่

1. เอกลกัษณใ์น G มีเพียงตวัเดียว เขียนแทนดว้ย e
2. สาํหรบัแตล่ะ a ∈ G จะมีตวัผกผนัของ a เพียงตวัเดียว เขียนแทนดว้ย a−1

ทฤษฎบีท 2.2.2 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะไดว้า่
1. (a−1)−1 = a 2. (ab)−1 = b−1a−1
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ตัวอย่าง 2.2.3 ให้G เป็นกรุป และ a, b, c ∈ G จงพิสจูนว์า่ (abc)−1 = c−1b−1a−1

ทฤษฎบีท 2.2.4 กฎการตัดออก (Law of Cancellation)
ให้G เป็นกรุป และ a, b, c ∈ G

1. ถา้ ac = bc แลว้ a = b

2. ถา้ ca = cb แลว้ a = b

บทแทรก 2.2.5 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะไดว้า่
1. ถา้ ab = a แลว้ b = e

2. ถา้ ab = b แลว้ a = e

ทฤษฎบีท 2.2.6 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะไดว้า่
1. มี x ∈ G เพียงตวัเดียวทีÉสอดคลอ้งสมการ ax = b

2. มี y ∈ G เพียงตวัเดียวทีÉสอดคลอ้งสมการ ya = b
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ทฤษฎบีท 2.2.7 ให้G เป็นกึÉงกรุป จะไดว้า่ G เป็นกรุป ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ G
มี x ∈ G ซึÉง ax = b และ มี y ∈ G ซึÉง ya = b

ตัวอย่าง 2.2.8 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G โดยทีÉ c = c−1 จงแสดงวา่
ab = c ก็ตอ่เมืÉอ abc = e
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สาํหรบัผลการดาํเนินการของสมาชิกตวัเดียวกนัเช่น a ∗ a หรอื aa จะเขียนแทนดว้ย a2

คลา้ยการนิยามของเลขยกกาํลงั ดงันัÊนสาํหรบักรุป G ให้ a ∈ G และ n ∈ Z+ แลว้
a ∗ a ∗ a ∗ ... ∗ a︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนดว้ย an

และ a0 หมายถงึ e นัÉนคือ a0 = e ในทาํนองเดียวกนัสาํหรบัตวัผกผนั
a−1 ∗ a−1 ∗ a−1 ∗ ... ∗ a−1︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนดว้ย a−n

ในกรณีทีÉ a เป็นสมาชิกในกรุปการบวก แลว้ตวัผกผนั a−1 นิยมเขียนแทนดว้ย −a โดยทีÉ
a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนดว้ย na

−a− a− · · · − a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เขียนแทนดว้ย −na

นิยมเขียน 0 แทนเอกลกัษณก์ารบวก และ 1 แทนเเอกลกัษณก์ารคณู
จากการนิยามขา้งตน้ถา้ a ∈ G โดย m,n ∈ Z+ จะไดส้มบตัิคลา้ยสมบตัิของเลขยกกาํลงัดงันี Ê
1. aman = am+n 2. (am)n = amn 3. (am)−1 = (a−1)m

การพิสจูนเ์วน้ไวเ้ป็นแบบฝึกหดั 2.2 ขอ้ 4
ตัวอย่าง 2.2.9 ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G จงแสดงวา่

a2 = a ก็ตอ่เมืÉอ a = e

บทนิยาม 2.2.10 ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G ถา้มีจาํนวนเตม็บวก n ทีÉนอ้ยทีÉสดุทีÉทาํให้
an = e หรอื n = min{k ∈ N : ak = e}

จะเรยีก n วา่ อันดับ (order) ของ a เขียนแทนดว้ย ◦(a) ในกรณีทีÉไมมี่จาํนวนเตม็บวกทีÉสอดคลอ้ง
เงืÉอนไขดงักลา่วใหเ้รยีก a วา่มี อันดับอนันต์ (infinite order) เขียนแทนดว้ย ◦(a) =∞
ข้อสังเกต 2.2.11 ◦(a) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ a = e

ตัวอย่าง 2.2.12 จงแสดงวา่ทกุสมาชิกในกรุป (Z,+) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเวน้ 0

ตัวอย่าง 2.2.13 จงแสดงวา่ทกุสมาชิกในกรุป (Q∗, ·) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเวน้ −1 และ 1

ในทาํนองเดียวกนัทกุสมาชิกในกรุป (R∗, ·) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเวน้ −1 และ 1
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ตัวอย่าง 2.2.14 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปในกรุป (C∗, ·)

1. i และ −i

2.
√
2

2
+

√
2

2
i

3. 1

2
−
√
3

2
i
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ตัวอย่าง 2.2.15 จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน Zn เมืÉอ n = 2, 3, 4 ภายใตก้ารบวก
วธีิทาํ แสดงไดด้งัตาราง

เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล
Z2

0̄

1̄

Z3

0̄

1̄

2̄

Z4

0̄

1̄

2̄

3̄

ข้อสังเกต 2(1̄) = 1̄ + 1̄ = 1 + 1 = 2(1) ทาํนองเดียวกนัทาํใหไ้ดว้า่ n(ā) = na

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งอนัดบัของทกุสมาชิกใน Zn เมืÉอ n = 5, 6 ภายใตก้ารบวก
เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล

Z5

0̄ 1 0̄ = 1(0̄)

1̄

2̄

3̄

4̄

Z6

0̄ 1 0̄ = 1(0̄)

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

ทฤษฎบีท 2.2.16 ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G จะไดว้า่ a และตวัผกผนัของ a มีอนัดบัเดียวกนั
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ตัวอย่าง 2.2.17 จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ p = 2, 3 ภายใตก้ารคณู

วธีิทาํ แสดงไดด้งัตาราง
เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล

Z∗
2

1̄

Z∗
3

1̄

2̄

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งอนัดบัของทกุสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ n = 5, 7 ภายใตก้ารคณู

เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล
Z∗

5

1̄ 1 เนืÉองจาก 1̄ เป็นเอกลกัษณ์
2̄

3̄

4̄

Z∗
7

1̄ 1 เนืÉองจาก 1̄ เป็นเอกลกัษณ์
2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

ตัวอย่าง 2.2.18 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน (Z12,+)

1. 2̄ 2. 3̄ 3. 5̄ 4. 9̄ 5. 10

วธีิทาํ แสดงไดด้งัตาราง
สมาชิก อนัดบั เหตผุล

2̄

3̄

5̄

9̄

10
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ตัวอย่าง 2.2.19 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน (Z×
40, ·)

1. 3̄

2. 7̄

3. 11

4. 13

5. 29
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ตัวอย่าง 2.2.20 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน (GL2(R), ·)

1. A =

[
1 1

0 −1

]

2. B =

[
−1 1

0 1

]

3. C =

[
1 0

0 −1

]

ทฤษฎบีท 2.2.21 ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G ถา้ ◦(a) = m แลว้จะไดว้า่
สาํหรบั k ∈ Z ซึÉง ak = e ก็ตอ่เมืÉอ m | k
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แบบฝึกหดั 2.2

1. ให้G เป็นกรุป และ a1, a2, ..., an ∈ G จงแสดงวา่ (a1a2...an)
−1 = a−1

n ...a−1
2 a−1

1

2. ให้ x ∈ G จงพิสจูนว์า่ x2 = e ก็ตอ่เมืÉอ ◦(x) เทา่กบั 1 หรอื 2
3. ให้G เป็นกรุป และ x, y ∈ G จงพิสจูนว์า่ขอ้ความทัÊง 3 ขอ้สมมลูกนั

(1) xy = yx (2) y−1xy = x (3) x−1y−1xy = 1

4. ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G โดยทีÉ m,n ∈ Z+ จงแสดงวา่
4.1 aman = am+n 4.2 (am)n = amn 4.3 (am)−1 = (a−1)m

5. ให้G เป็นกรุป และ a, x, y ∈ G จงพิสจูนว์า่

5.1 a = a−1 ก็ตอ่เมืÉอ a2 = e 5.2 ถา้ xya = a−1 แลว้ yax = a−1

6. จงพิสจูนว์า่ ถา้ x2 = e ทกุ ๆ x ∈ G แลว้ G เป็นกรุปอาบีเลียน
7. จงพิสจูนว์า่ ถา้ (G, ∗) เป็นกึÉงกรุป ทีÉสอดคลอ้ง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

(1) มี x ∈ G ซึÉง x ∗ a = a ทกุ ๆ a ∈ G
(2) สาํหรบัแตล่ะ a ∈ G มี b ∈ G ซึÉง b ∗ a = x

แลว้ (G, ∗) เป็นกรุป
8. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปในกรุป (C∗, ·)

8.1
√
2

2
−
√
2

2
i 8.2 −

√
3

2
+

1

2
i 8.3 1

2
+

√
3

2
i

9. ให้ ā 6= 0̄ เป็นสมาชิกของกรุป (Zn,+) จงแสดงวา่

◦(ā) = n ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) = 1

10. จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน (Z15,+) และ (Z∗
11, ·)

11. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน Z19

3̄, 5̄, 7̄, 9̄, 12, 16, 23, −5, −11, −19, −14
12. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน Z×

45

1̄, 7̄, 9̄, 1̄1, 1̄3, 31, 27, −7, −21, −39, −41

13. จงหา x ∈ R เมทรกิซ์
[ sinx cosx
cosx −sinx

]
ใน (GL2(R), ·) มีอนัดบัเป็น 2
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2.3 ผลคูณตรงของกรุป
สาํหรบัจาํนวนจรงิ a และ b โดยทีÉ i2 = −1 จะไดว้า่ z = a + bi เป็นจาํนวนเชิงซอ้น เมืÉอเขียน

ในรูป (a, b) จะหมายถงึคูอ่นัดบัในระนาบเชิงซอ้น นัÉนหมายความวา่ (a, b) ∈ R× R โดยนิยามการ
บวกและการคณูดงันี Ê

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

ซึÉงสอดคลอ้งกบัการบวกและการคณูในจาํนวนเชิงซอ้น เนืÉองจาก (C,+) เป็นกรุป เราจะไดว้า่R×R
กบัการบวกดงักลา่วเป็นกรุปดว้ย ในหวัขอ้นี Êจงึขยายแนวคิดไปยงัการดาํเนินการใด ๆ บนผลคณู
คารที์เซียน
ตัวอย่าง 2.3.1 ให้G = R× R∗ กาํหนดให้

(a, b) ∗ (c, d) = (ad+ bc, bd)

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน
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ตัวอย่าง 2.3.2 ให้G = R∗ × R กาํหนดให้
(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc+ d)

แลว้ (G, ∗) เป็นกรุปหรอืไม่
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การขยายแนวคิดไปยงัการพิจารณา G1 ×G2 เมืÉอ (G1, �) และ (G2,⊛) เป็นกรุป โดยนิยาม
(a, b) ∗ (c, d) = (a � c, b⊛ d) (2.1)

จากนัÊนจะพิสจูนไ์ดโ้ดยงา่ยวา่ (G1 ×G2, ∗) เป็นกรุป ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 2.3.3 ให้ (G1, �) และ (G2,⊛) เป็นกรุป ถา้นิยามการดาํเนิน ∗ ดงัสมการ 2.1 แลว้
(G1 ×G2, ∗) เป็นกรุป และเรยีก G1 ×G2 วา่ ผลคูณตรงของกรุป (direct product of group)
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สาํหรบักรุปการบวกใน Zn × Zm นิยาม
(ā, b̄) + (c̄, d̄) = (ā+ c̄, b̄+ d̄)

และสาํหรบักรุปการคณูใน Z×
n × Z×

m นิยาม
(ā, b̄) · (c̄, d̄) = (ā · c̄, b̄ · d̄)

ตัวอย่าง 2.3.4 จงหาตวัผกผนัและอนัดบัของทกุสมาชิกในกรุป Z2 × Z3

ตัวอย่าง 2.3.5 จงหาตวัผกผนัและอนัดบั (3̄, 7̄) ในกรุปการคณู Z∗
5 × Z∗

11
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แบบฝึกหดั 2.2

1. จงตรวจสอบ (G, ∗) เป็นกรุปหรอืไม่
1.1 G = Z× Z กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b, ab)

1.2 G = Z× Z กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d)

1.3 G = R∗ × R∗ กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bd)

1.4 G = Q×Q∗ กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b+ 1, 2ab)

1.5 G = Q×Q กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ c− 3, b+ d+ 3)

1.6 G = R× R กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b+ ab, ab+ 1)

1.7 G = R× R กาํหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

2. จงหาตวัผกผนัและอนัดบัของทกุสมาชิกใน
2.1 กรุปการบวก Z2 × Z4 2.2 กรุปการคณู Z∗

3 × Z×
4

3. จงหาตวัผกผนัและอนัดบั (5̄, 9̄) ในกรุปการคณู Z∗
7 × Z∗

13

4. ให้G1 เมืÉอ G2 เป็นกรุป โดยทีÉ (a, b) ∈ G1 ×G2 ถา้ ◦(a) = m และ ◦(b) = n จงแสดงวา่
◦((a, b)) = ℓcm(n,m)
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2.4 กรุปการเรียงสับเปลีÉยน
ในหวัขอ้นี Êจะศกึษากรุปสมมาตร (SA, ◦) ตามทฤษฎีบท 2.1.32 โดยสนใจกรณีทีÉ A เป็นเซต

จาํกดั ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม 2.4.1 ให้ A เป็นเซตจาํกดัทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง กาํหนดให้

SA = {σ : A→ A : σ เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ }

แลว้ SA เป็นกรุปภายใตก้ารดาํเนินการ ◦ เรยีกวา่ กรุปการเรียงสับเปลีÉยน (permutation group)
สมาชิก σ ใน SA จะเรยีกวา่ วธีิเรียงสับเปลีÉยน (permutation) ของ A

สาํหรบักรณี A = {1, 2, ..., n} กรุปสมมาตร A เขียนแทนดว้ย Sn และเขียน σ : A→ A โดย

σ =

(
1 2 3 ... n

σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)

)

จะไดต้วัผกผนัของ σ คือ σ−1 : A→ A เขียนไดเ้ป็น

σ−1 =

(
σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)

1 2 3 ... n

)

เอกลกัษณข์อง Sn เขียนแทนดว้ย (1) หมายถงึ

(1) =

(
1 1 3 ... n

1 2 3 ... n

)

ตวัอยา่ง Sn เมืÉอ n = 1, 2, 3

S1 =

{(
1

1

)}

S2 =

{(
1 2

1 2

)
,

(
1 2

2 1

)}

S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}

เมืÉอพิจารณา α =

(
1 2 3

2 1 3

)
และ α =

(
1 2 3

3 1 2

)
แลว้

α ◦ β =

(
1 2 3

2 1 3

)
◦

(
1 2 3

3 1 2

)
=

(
1 2 3

3 2 1

)

ผลของ α ◦ β หาไดจ้ากขวาไปซา้ย ดงันัÊนถา้นิยาม βα = α ◦ β จะทาํใหก้ารหาผลดงักลา่วจากซา้ย
ไปขวาได้ ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
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บทนิยาม 2.4.2 ให้ α, β ∈ Sn เมืÉอ n ∈ N แลว้ ผลคูณ (product) ของ α และ β คือ β ◦ α เขียน
แทนดว้ย αβ นัÉนคือ

αβ = β ◦ α

สาํหรบั k ∈ N ผลคณูของ α จาํนวน k ตวัเขียนแทนดว้ย αk และ α0 = (1)

α−1 เขียนแทนตวัผกผนัของ α และผลคณูของ α−1 จาํนวน k ตวัเขียนแทนดว้ย α−k

ข้อสังเกต 2.4.3 (Sn, ·) เป็นกรุปทีÉมีอนัดบัเป็น n! นัÉนคือ |Sn| = n!

ตัวอย่าง 2.4.4 ให้ α =

(
1 2 3

1 3 2

)
และ β =

(
1 2 3

3 1 2

)
เป็นสมาชิกใน S3 จงหาผลคณูตอ่ไปนีÊ

1. αβ

2. βα

3. α−1

4. β−1
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5. α2

6. β3

7. α−3

8. α6
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บทนิยาม 2.4.5 ให้ A = {1, 2, 3, ..., n} โดยทีÉ a1, a2, ..., am เป็นสมาชิกของ A ทีÉแตกตา่งกนั
จะเรยีก (a1 a2...am) วา่ วัฏจักร (cycle) ซึÉงความหมายวา่

a1 7→ a2, a2 7→ a3, ..., am−1 7→ am และ am 7→ a1

เขียนแทนดว้ย
a1 7→ a2 7→ a3 7→ · · · 7→ am 7→ a1

โดยทีÉทกุ ๆ สมาชิก a ∈ A− {a1, a2, ..., am} จะสง่คา่ฟังกช์นัไปยงัคา่เดิมหรอื a 7→ a

เรยีก m วา่ ความยาว (length) ของวฏัจกัร (a1 a2...am) สาํหรบัเอกลกัษณเ์ขียนแทนดว้ย (1)

ตวัอยา่งใน S5 วฏัจกัร (1 2 4) หมายถงึ(
1 2 3 4 5

2 4 3 1 5

)

โดยนิยามจะไดว้า่วฎัจกัร (1 2 4) มีความหมายเดียวกบั (4 1 2) และ (2 4 1)

สาํหรบัตวัผกผนัของวฏัจกัร (a1a2...am) คือ
(a1a2...am)

−1 = (am am−1...a1)

ตวัอยา่งเชน่ (2 1 5 3)−1 = (3 5 1 2)

ตัวอย่าง 2.4.6 จงเขียนวฏัจกัรตอ่ไปนีÊในรูปวิธีเรยีงสบัเปลีÉยน
1. (1 3 2) ∈ S3

2. (1 3 4 2) ∈ S4

3. (1 4 5) ∈ S5

4. (1 5 3 6) ∈ S7

ตัวอย่าง 2.4.7 จงเขียนวฏัจกัรตอ่ไปนีÊในรูปวิธีเรยีงสบัเปลีÉยน

1.
(
1 2 3

1 3 2

)

2.
(
1 2 3 4

3 4 2 1

)

3.
(
1 2 3 4 5 6

6 2 1 3 5 4

)

4.
(
1 2 3 4 5 6 7

1 4 3 7 5 6 2

)
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ตัวอย่าง 2.4.8 จงหาผลคณูของวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ ใน S5

1. (1 2 3)(4 5)

2. (1 3)−1(2 5)

3. (2 3 4)(5 3 1)

4. (1 4)(1 3 4)−1

การเขียนวิธีเรยีงสบัเปลีÉยนบางครัÊงอาจไมส่ามารถเขียนในรูปวฏัจกัรเดียวได้ เช่น(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)

เขียนไดเ้ป็นในรูปผลคณูสองวฏัจกัรคือ (1 3)(4 5)

บทนิยาม 2.4.9 ถา้ α และ β เป็นวฎัจกัรไมมี่สมาชิกซํÊากนัจะกลา่ววา่ α และ β เป็น วัฏจักรไม่มี
ส่วนร่วม (disjoint cycle)

ตัวอย่าง 2.4.10 จงเขียนฟังกช์นัตอ่ไปนีÊในรูปวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม

1.
(
1 2 3 4

3 4 1 2

)

2.
(
1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)
3.
(
1 2 3 4 5 6 7

1 6 2 7 3 5 4

)

4.
(
1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 6 2 4 1 8

)
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ตอ่ไปจะแสดงสมาชิกในรูปวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม ของ Sn เมืÉอ n = 1, 2, 3, 4 ดงัตารางตอ่ไปนีÊ
เซต |Sn| สมาชิก
S1 1 (1)

S2 2 (1)

(1 2)

S3 6 (1)

(1 2), (1 3), (2 3)

(1 2 3), (1 3 2)

S4 24 (1)

(1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4)

(1 2 3), (1 2 4), (1 3 4), (2 3 4), (1 3 2), (1 4 2), (1 4 3), (2 4 3)

(1 2 3 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (4 3 2 1), (2 4 3 1), (3 2 4 1)

(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

ทฤษฎบีท 2.4.11 ถา้ α, β ∈ Sn เป็นวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม จะไดว้า่
1. αβ = βα 2. (αβ)−1 = α−1β−1
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ตัวอย่าง 2.4.12 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊ
1. (1 2) ∈ S2

2. (1 2 3) ∈ S3

ทฤษฎบีท 2.4.13 ถา้ α มีความยาว m แลว้จะไดว้า่ ◦(α) = m
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ตัวอย่าง 2.4.14 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊ S5

1. (1 2) 2. (1 2 3) 3. (1 2 3 5)

ตัวอย่าง 2.4.15 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน S5

1. (1 2)(3 4 5)

2. (1 2)(3 2 1)
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ทฤษฎบีท 2.4.16 ให้ α และ β เป็นวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m และ k
ตามลาํดบั แลว้

◦(αβ) = ℓcm(m, k)

บทแทรก 2.4.17 ให้ α1, α2, ..., αk เป็นวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม กนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว
m1, m2,..., mk ตามลาํดบั แลว้

◦(α1α2 · · ·αk) = ℓcm(m1,m2, ...,mk)
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ตัวอย่าง 2.4.18 จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนีÊใน S6

1. (1 2 4)(3 6)

2. (1 2 4)(3 5 6)

3. (1 2)(3 4)(5 6)

4. (1 2)(3 4)(1 5)

ตัวอย่าง 2.4.19 จงหาอนัดบั (1 12 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9) ใน S13
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แบบฝึกหดั 2.4

1. ให้ α, β และ γ เป็นวิธีเรยีงสบัเปลีÉยน จงหา
ก. αβ
ข. βα
ค. αγ

ง. α−1

จ. β−1

ฉ. γ−1

ช. βα−1γ

ซ. α2γβ−1

ฌ. α−2γβ−1

เมืÉอกาํหนดให้

1.1 α =

(
1 2 3

2 1 3

)
β =

(
1 2 3

3 1 2

)
γ =

(
1 2 3

2 3 1

)

1.2 α =

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
β =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
γ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)

1.3 α =

(
1 2 3 4 5

5 3 2 1 4

)
α =

(
1 2 3 4 5

4 3 5 1 2

)
α =

(
1 2 3 4 5

2 3 5 1 4

)

2. จงเขียนวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนีÊในรูปวฏัจกัรหรอืผลคณูของวฏัจกัร

2.1
(
1 2 3

2 1 3

)

2.2
(
1 2 3 4 5

3 4 2 5 1

)

2.3
(
1 2 3 4 5

5 4 3 3 2

)

2.4
(
1 2 3 4 5 6

1 5 2 4 6 3

)

2.5
(
1 2 3 4 5 6

2 1 5 3 6 4

)

2.6
(
1 2 3 4 5 6 7

1 5 2 3 6 7 4

)

2.7
(
1 2 3 4 5 6 7

6 4 5 2 7 3 1

)

2.8
(
1 2 3 4 5 6 7 8

8 3 6 5 4 7 2 1

)

2.9
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 7 2 9 4 5 6 1 8

)

2.10
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 8 3 1 3 6 4 5 7

)

3. จงหาตวัผกผนัของวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนีÊ
3.1 (1 4 5 2)

3.2 (3 1 5 4)

3.3 (2 1 4 2)(1 5 6)

3.4 (1 4)(3 1)(5 2)(2 3)

4. จงหาอนัดบัของวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนีÊ
4.1 (1 3 4 5)

4.2 (2 3)(3 4)

4.3 (4 5 3 1)

4.4 (1 2)(1 3)(2 4)

4.5 (5 4)(1 2)(1 4)(2 3)

4.6 (1 9)(2 3 5)(3 7 8)
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5. ให้ α1, α2, ..., αk เป็นวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม กนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m1, m2,..., mk

ตามลาํดบั แลว้

◦(α1α2 · · ·αk) = ℓcm(m1,m2, ...,mk)

6. ให้ α และ β เป็นวฏัจกัรไมมี่สว่นรว่ม กนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m และ k ตามลาํดบั
ให้ d เป็นจาํนวนเตม็บวก จงแสดงวา่
6.1 (αβ)d = (1) ก็ตอ่เมืÉอ αd = (1) และ βd = (1)

6.2 ถา้ (αβ)d = (1) แลว้ d ≥ m และ d ≥ k



บททีÉ 3
กรุปย่อย

ในบทนีÊเราสนใจเซตยอ่ยของกรุปซึÉงยงัคงเป็นกรุปเรยีกวา่ กรุปย่อย (Subgroup) และศกึษา
วา่ในกรณีกรุปจาํกดัจะวิธีการเชน่ใดทีÉจะทาํใหท้ราบจาํนวนทัÊงหมดของกรุปยอ่ย และกรุปยอ่ยใน
แต่ละกรุปจะมีรูปแบบเชน่ใด อนันาํไปสู่สมบตัิตา่ง ๆ ทีÉจะอธิบายโครงสรา้งเกีÉยวกบักรุปไดอ้ยา่ง
สมบรูณ์

3.1 นิยามและตัวอย่างของกรุปย่อย
บทนิยาม 3.1.1 ให้ (G, ∗) เป็นกรุป และ H ⊆ G จะกลา่ววา่ H เป็น กรุปย่อย (subgroup) ของ G
เขียนแทนดว้ย H ≤ G ถา้ (H, ∗) เป็นกรุป
ข้อสังเกต 3.1.2 ให้H ⊆ G เมืÉอ (G, ∗) เป็นกรุป

1. ถา้ H ≤ G แลว้ H 6= ∅

2. ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ใน H
3. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน แลว้ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ G เป็นกรุปอาบีเลียน
4. H = {e} เป็นกรุปยอ่ยเสมอ เรยีกวา่ กรุปย่อยแบบแจ่มชัด (trivial subgroup) ของ G
5. ถา้ H = G แลว้ H ≤ G

ตวัอยา่งกรุปยอ่ยภายใตก้ารดาํเนินการบวก
Z ≤ Q, Z ≤ R, Q ≤ R, Q ≤ C และ R ≤ C

ตวัอยา่งกรุปยอ่ยภายใตก้ารดาํเนินการคณู
Z∗ ≤ Q∗, Q+ ≤ R∗ และ R∗ ≤ C∗

เมืÉอกลา่วถงึกรุปของ Zn จะหมายถงึกรุปของเซตดงักลา่วกบัการบวก และ Z∗
p หรอื Z×

n จะหมาย
ถงึกรุปของเซตเซตดงักลา่วการคณู สาํหรบั p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ n เป็นจาํนวนนบั
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ตัวอย่าง 3.1.3 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z3

ตัวอย่าง 3.1.4 จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ยในขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นกรุปยอ่ยของ Z6

1. H1 = {0̄, 3̄}

2. H2 = {0̄, 1̄, 4̄}

3. H3 = {0̄, 2̄, 4̄}
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ตัวอย่าง 3.1.5 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ S2

ตัวอย่าง 3.1.6 จงแสดงวา่ H = {(1), (1 2 3), (1 3 2)} เป็นกรุปยอ่ย S3

ตอ่ไปเป็นการแสดงกรุปยอ่ยทัÊงหมดของ S3

กรุปยอ่ย จาํนวนสมาชิก (อนัดบั)
{(1)} 1
{(1), (1 2)} 2
{(1), (1 3)} 2
{(1), (2 3)} 2
{(1), (1 2 3), (1 3 2)} 3



90 บททีÉ 3. กรุปยอ่ย
ทฤษฎบีท 3.1.7 เกณฑก์ารพจิารณากรุปย่อย (The Subgroup Criterion)
ให้H เป็นเซตยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ H 6= ∅ แลว้จะไดว้า่ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. H ≤ G

2. ab−1 ∈ H สาํหรบัทกุ ๆ a, b ∈ H
3. ab ∈ H และ a−1 ∈ H สาํหรบัทกุ ๆ a, b ∈ H

จากทฤษฎีบท 3.1.7 จะไดว้า่กรุปยอ่ย H มีเอกลกัษณต์วัเดียวกบั G และสรุปการตรวจสอบวา่
H กรุปยอ่ยดว้ยสมบตัิ 3 ขอ้ตอ่ไปนีÊ

1. e ∈ H
2. H มีสมบตัิปิด
3. ตวัผกผนัทกุตวัของสมาชิกใน H เป็นสมาชิกใน H

ตัวอย่าง 3.1.8 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z4
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ตอ่ไปจะเป็นตวัอยา่งของกรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุป Zn เมืÉอ n = 1, 2, 3, ..., 12

Zn กรุปยอ่ยทงัหมด จาํนวนกรุปยอ่ย
n = 1 Z1 1
n = 2 {0̄}, Z2 2
n = 3 {0̄}, Z3 2
n = 4 {0̄}, {0̄, 2̄}, Z4 3
n = 5 {0̄}, Z5 2
n = 6 {0̄}, {0̄, 3̄}, {0̄, 2̄, 4̄}, Z6 4
n = 7 {0̄}, Z7 2
n = 8 {0̄}, {0̄, 4̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄}, Z8 4
n = 9 {0̄}, {0̄, 3̄, 6̄}, Z9 3
n = 10 {0̄}, {0̄, 5̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄}, Z10 4
n = 11 {0̄}, Z11 2
n = 12 {0̄}, {0̄, 6̄}, {0̄, 4̄, 8̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 10}, {0̄, 3̄, 6̄, 9̄}, Z12 6

ตัวอย่าง 3.1.9 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z∗
5
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ตอ่ไปจะเป็นตวัอยา่งของกรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุป Z×
n เมืÉอ n = 2, 3, ..., 12

Z×
n กรุปยอ่ยทงัหมด จาํนวนกรุปยอ่ย

n = 2 Z×
2 1

n = 3 {1̄}, Z×
3 2

n = 4 {1̄}, Z×
4 2

n = 5 {1̄}, {1̄, 4̄} , Z×
5 3

n = 6 {1̄}, Z×
6 2

n = 7 {1̄}, {1̄, 6̄}, {1̄, 2̄, 4̄}, Z×
7 4

n = 8 {1̄}, {1̄, 3̄}, Z×
8 3

n = 9 {1̄}, {1̄, 8̄}, {1̄, 4̄, 7̄}, Z×
9 4

n = 10 {1̄}, {1̄, 9̄}, Z×
10 3

n = 11 {1̄}, {1̄, 10}, {1̄, 3̄, 4̄, 5̄, 9̄}, Z×
11 4

n = 12 {1̄}, {1̄, 5̄}, Z×
12 3

ทฤษฎบีท 3.1.10 ให้ nZ = {nk : k ∈ Z} เมืÉอ n ∈ Z จะไดว้า่ nZ เป็นกรุปยอ่ยของ (Z,+)

มากไปกวา่นัÊนเราพิสจูนไ์ดว้า่กรุปยอ่ยของ Z จะมีรูปแบบเป็น nZ เสมอ (แบบฝึกหดั) หรอืกลา่ว
อีกนยัไดว้า่ ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ Z จะมีรูปแบบเดียวคือ nZ สาํหรบับางจาํนวนเตม็ n
ตัวอย่าง 3.1.11 ให้H = {2n : n ∈ Z} จงพิสจูนว์า่ H ≤ R∗ ภายใตก้ารคณู

ตัวอย่าง 3.1.12 ให้H = {ℓna : a ∈ Q+} จงพิสจูนว์า่ H ≤ R ภายใตก้ารบวก
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ตัวอย่าง 3.1.13 จงพิสจูนว์า่ H ≤ G เมืÉอกาํหนดให้
1. H = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q} และ G = R ภายใตก้ารบวก

2. H = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q, a 6= 0 หรอื b 6= 0} และ G = R∗ ภายใตก้ารคณู

ตัวอย่าง 3.1.14 จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ยตอ่ไปนีÊเป็นกรุปยอ่ยของ (GL2(R), ·) หรอืไม่

1. H =

{[
a 0

0 a

]
: a 6= 0

}

2. H =

{[
a a

0 b

]
: a 6= 0 และ b 6= 0

}
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ทฤษฎบีท 3.1.15 ให้G เป็นกรุป ถา้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของ G แลว้

H ∩K เป็นกรุปยอ่ยของ G

ทฤษฎบีท 3.1.16 ให้ G เป็นกรุป และ {Hα}α∈Λ เป็นกลุม่ของกรุปยอ่ยของ G เมืÉอ Λ เป็นเซตดชันี
จะไดว้า่ ⋂

α∈Λ

Hα = {x : x ∈ Hα ทกุ ๆ α ∈ Λ} กรุปยอ่ยของ G

บทนิยาม 3.1.17 ให้ G เป็นกรุป และ S เป็นเซตยอ่ยของ G ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง {Hα}α∈Λ เป็นกลุม่ขอ
งกรุปยอ่ยของ G เมืÉอ Λ เป็นเซตดชันี โดยทีÉ S ⊆ Hα ทกุ ๆ α ∈ Λ แลว้นิยาม

〈S〉 =
⋂
α∈Λ

Hα

เรยีกวา่ กรุปย่อยของ G ทีÉก่อกาํเนิดโดย S (subgroup of G generated by S)
ในกรณี S = {a1, a2, ..., ak} เขียนแทน 〈S〉 ดว้ย 〈a1, a2, ..., ak〉

ในกรณีมีกรุปยอ่ยของ G คือ H1, H2, H3 และ H4 ทีÉบรรจุ S เพืÉอใหเ้รามองเห็นภาพมากยิÉงขึ Êน
อาจแสดงตวัอยา่งใหเ้ห็นไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

S

H2

H1H3

H4
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ข้อสังเกต 3.1.18 ให้G เป็นกรุป และ S เป็นเซตยอ่ยของ G ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง
1. S ⊆ 〈S〉
2. เนืÉองจาก e เป็นสมาชิกของทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ G ดงันัÊน 〈e〉 = {e}
3. ถา้ H ≤ G และ S ⊆ H แลว้ 〈S〉 ⊆ H หรอืกลา่วไดว้า่ 〈S〉 คือกรุปย่อยทีÉเล็กทีÉสุดของ G

ทีÉบรรจุ S

จากตวัอยา่ง 3.1.8 จะไดว้า่ Z4 มีกรุปยอ่ยทัÊงหมดคือ {0̄}, {0̄, 2̄} และ Z4 จะไดว้า่
〈0̄〉 = {0̄} ∩ {0̄, 2̄} ∩ Z4 = {0̄} และ 〈2̄〉 = {0̄, 2̄} ∩ Z4 = {0̄, 2̄} และ 〈0̄, 2̄〉 = {0̄, 2̄} เป็นตน้
ตัวอย่าง 3.1.19 จงหาแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ ใน (Z12,+)

1. 〈2̄〉 2. 〈4̄〉 3. 〈6̄〉 4. 〈2̄, 3̄〉 5. 〈2̄, 4̄〉
วธีิทาํ จากกรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z12 คือ

{0̄}, {0̄, 6̄}, {0̄, 4̄, 8̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 10}, {0̄, 3̄, 6̄, 9̄} และ Z12

ทฤษฎบีท 3.1.20 ให้ S และ T เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของกรุป G จะไดว้า่
〈S〉 = 〈T 〉 ก็ตอ่เมืÉอ S ⊆ 〈T 〉 และ T ⊆ 〈S〉
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ทฤษฎบีท 3.1.21 ให้ S เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของกรุป G แลว้

〈S〉 = {ar11 ar22 ...arnn : ai ∈ S, ri ∈ Z, เมืÉอ 1 ≤ i ≤ n และ n ∈ N}

บทแทรก 3.1.22 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะไดว้า่
1. 〈a〉 = {ar : r ∈ Z}

2. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน แลว้ 〈a, b〉 = {aibj : i, j ∈ Z}

จากบทแทรก 3.1.22 ขอ้ 1 สาํหรบักรุป (Z,+) เมืÉอ n ∈ Z จะไดว้า่
〈n〉 = {kn : k ∈ Z} = nZ

หรอืกลา่วไดว้า่กรุปยอ่ยของ Z อยูใ่นรูปแบบ 〈n〉 เทา่นัÊน และไดด้ว้ยวา่
〈−n〉 = {k(−n) : k ∈ Z} = {(−k)n : k ∈ Z} = {(−k)n : −k ∈ Z} = 〈n〉

ทฤษฎบีท 3.1.23 ให้m และ n เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยทีÉ n 6= 0 จะไดว้า่
〈m〉 ⊆ 〈n〉 ก็ตอ่เมืÉอ n | m
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ข้อสังเกต 3.1.24 ให้m เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) ถา้ 〈m〉 ⊆ 〈0〉 แลว้ m = 0

บทแทรก 3.1.25 ให้m และ n เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยทีÉ n 6= 0 จะไดว้า่
〈m〉 = 〈n〉 ก็ตอ่เมืÉอ n = ±m

ตัวอย่าง 3.1.26 ให้K4 เป็นกรุปไคลนโ์ฟว์ ถา้ a และ b เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ชเ้อกลกัษณข์อง K4

จงแสดงวา่
〈a, b〉 = {e, a, b, ab} = K4

ทฤษฎบีท 3.1.27 ให้G เป็นกรุป และ a, b ∈ G โดยทีÉ ◦(a) = n และ ◦(b) = m จะไดว้า่
1. 〈a〉 = {e, a, a2, ..., an−1}

2. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน แลว้

〈a, b〉 = {aibj : i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, j ∈ {0, 1, ...,m− 1}}

ข้อสังเกต 3.1.28 ให้ a เป็นสมาชิกในกรุป G และมีอนัดบัจาํกดั จะไดว้า่ ◦(a) = | 〈a〉 |
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ตัวอย่าง 3.1.29 จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ
1. 〈2̄〉 ใน (Z6,+)

2. 〈3̄〉 ใน (Z6,+)

3. 〈1̄〉 ใน (Z5,+)

4. 〈4̄, 6̄〉 ใน (Z12,+)

ตัวอย่าง 3.1.30 จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ
1. 〈2̄〉 ใน (Z∗

5, ·)

2. 〈3̄〉 ใน (Z∗
7, ·)

3. 〈3̄, 7̄〉 ใน (Z×
8 , ·)
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ตัวอย่าง 3.1.31 จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ
1. 〈(1 2 3)〉 ใน S3

2. 〈(1 2), (3 4)〉 ใน S4

ตัวอย่าง 3.1.32 กาํหนดให้ A =

[
1 1

0 1

]
ใน GL2(R) จงเขียนเซต 〈A〉 ในรูปแบบมีเงืÉอนไข
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ทฤษฎบีท 3.1.33 ให้H เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่งของกรุป G โดยทีÉ H เป็นเซตจาํกดั
ถา้ทกุ ๆ x, y ∈ H ซึÉง xy ∈ H จะไดว้า่ H ≤ G
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แบบฝึกหดั 3.1
1. จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ย H ตอ่ไปนีÊเป็นกรุปยอ่ยของ (GL2(R), ·) หรอืไม่

1.1 H =

{[
a 0

0 a

]
: a ∈ R

}

1.2 H =

{[
a 0

0 1
a

]
: a 6= 0

}

1.3 H =

{[
a b

0 c

]
: ac 6= 0

}

1.4 H =

{[
a b

c d

]
: ad− bc = 1

}

1.5 H =

{[
a b

0 a

]
: a 6= 0

}

1.6 H =

{[
a 0

b 1
a

]
: a 6= 0

}

2. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ
2.1 〈2̄〉 ใน Z10

2.2 〈3̄, 6̄〉 ใน Z9

2.3 〈4̄〉 ใน Z16

2.4 〈(1 3)〉 ใน S4

2.5 〈(1 2 3)〉 ใน S5

2.6 〈(1 5 6 4)〉 ใน S6

3. กาํหนดให้ A =

[
1 0

0 2

]
และ B =

[
1 2

0 1

]
ใน GL2(R)

จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข
3.1 〈A〉 3.2 〈B〉 3.3 〈A,B〉

4. จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z18 และ Z24

5. ให้G เป็นกรุปและ a, b ∈ G จงแสดงวา่
5.1 ◦(ab) = ◦(ba) 5.2 ◦(a) = ◦(b−1ab)

6. จงแสดงวา่กรุปทีÉมีอนัดบันอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั 5 จะเป็นกรุปอาบีเลียน
7. ให้ a และ bเป็นสมาชิกทีÉไมใ่ชเ่อกลกัษณข์องกรุป G ซึÉงสอดคลอ้ง a5 = e และ ab−1a = b2

จงหา ◦(b)
8. จงพิสจูนว์า่ถา้ H เป็นเซตยอ่ยของกรุป G แลว้ 〈H〉 = H

9. จงพิสจูนว์า่ถา้ A ⊆ B และ B เป็นเซตยอ่ยของกรุป G แลว้ 〈A〉 ⊆ 〈B〉
10. จงแสดงวา่ S4 = 〈(1 2 3 4), (1 2 4 3)〉 เป็นกรุปไคลนโ์ฟว์
11. จงแสดงวา่ H = {(1), (1 2)(3 4), (1 4)(2 3), (1 3)(2 4)} เป็นกรุปยอ่ยของ S4 และเป็นกรุป

ไคลนโ์ฟว์
12. ใน S4 ให้ a = (1 2)(3 4) และ b = (1 3)(2 4) จงแจกแจงสมาชิก K4 = 〈a, b〉

13. ใน S8 ถา้ a = (1 2 3 4)(5 6 7 8) และ b = (1 5 3 7)(2 8 4 6)

จงแสดงวา่ 〈a, b〉 เป็นกรุปควอเทอรเ์นียน
14. จงสรา้งตารางการดาํเนินการของกรุปควอเทอรเ์นียน
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3.2 กรุปวัฏจักร
บทนิยาม 3.2.1 ให้G เป็นกรุป จะกลา่ววา่ G เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) ถา้มี a ∈ G ซึÉง

G = 〈a〉

เรยีก a วา่ ตัวก่อกาํเนิด (generator) ของ G
ตวัอยา่งเช่น (Z,+) เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี 1 เป็นตวัก่อกาํเนิดเนืÉองจาก

〈1〉 = {k1 : k ∈ Z} = Z

และเห็นไดว้า่ 〈−1〉 = {k(−1) : k ∈ Z} = Z นัÉนคือ −1 เป็นตวัก่อกาํเนิดอีกตวัของ Z
สาํหรบั n ∈ Z จะไดว้า่

〈n〉 = {kn : k ∈ Z} = nZ

ทาํใหส้รุปไดว้า่ nZ เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี n เป็นตวัก่อกาํเนิด
ข้อสังเกต 3.2.2 ตวัก่อกาํเนิดของกรุปวฏัจกัรอาจมีมากกวา่หนึÉงตวั

ตัวอย่าง 3.2.3 จงตรวจสอบวา่กรุปตอ่ไปนีÊเป็นกรุปวฏัจกัรหรอืไม่
1. (Z3,+)

2. (Z6,+)

3. (Z∗
5, ·)

4. (Z∗
8, ·)
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จากตวัอยา่ง 3.2.3 จะเห็นไดว้า่ (Zn,+) เป็นกรุปวฏัจกัรทกุ ๆ n ∈ N เนืÉองจาก
〈1̄〉 = Zn

ทฤษฎบีท 3.2.4 กรุปวฏัจกัรเป็นกรุปอาบีเลียน

จากทฤษฎีบท 3.2.4 โดยกฎการแยง้สลบัทีÉกลา่วไดอี้กนยัวา่
ถา้ G ไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน แลว้ G ไมเ่ป็นกรุปวฏัจกัร

ตวัอยา่งเช่น S3 และ Q4 ไมเ่ป็นกรุปวฏัจกัร เนืÉองจากกรุปทัÊงสองไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน
ทฤษฎบีท 3.2.5 ให้G เป็นกรุปจาํกดั และ a ∈ G จะไดว้า่

a เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G ก็ตอ่เมืÉอ ◦(a) = |G|

ข้อสังเกต 3.2.6 โดยทฤษฎีบท 3.2.5 จะไดว้า่
1. G เป็นกรุปวฏัจกัร ก็ตอ่เมืÉอ มี a ∈ G ซึÉง ◦(a) = |G|
2. ถา้ a เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G แลว้ a−1 เป็นตวัก่อกาํเนิด G เนืÉองจาก ◦(a) = ◦(a−1)
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ตัวอย่าง 3.2.7 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปตอ่ไปนีÊ
1. Z5

2. Z6

3. Z∗
5

ทฤษฎบีท 3.2.8 ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของกรุปวฏัจกัรยอ่มเป็นกรุปวฏัจกัร



3.2. กรุปวฏัจกัร 105

ตัวอย่าง 3.2.9 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z6

ตอ่ไปจะพิสจูนส์มบตัิเกีÉยวกบัผลคารที์เซียนของกรุปวฏัจกัรเป็นกรุปวฏัจกัร (ทฤษฎีบท 3.2.10)
ซึÉงอาศยัทฤษฎีบท 2.2.21 ทีÉวา่สาํหรบั a ทีÉเป็นสมาชิกของกรุป G และ a มีอนัดบัจาํกดั จะไดว้า่

สาํหรบั k ∈ Z ซึÉง ak = e ก็ตอ่เมืÉอ ◦(a) | k
ทฤษฎบีท 3.2.10 ให้G1 และG2 เป็นกรุปวฏัจกัร โดย a1 a2 เป็นตวัก่อกาํเนิดของG1 และG2 ตาม
ลาํดบั สมมติ ◦(a1) = m และ ◦(a2) = n โดยทีÉ gcd(m,n) = 1 จะไดว้า่

G1 ×G2 เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉงมี (a1, a2) เป็นตวัก่อกาํเนิดซึÉง |G1 ×G2| = mn
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ตัวอย่าง 3.2.11 จงตรวจสอบวา่กรุปตอ่ไปนีÊเป็นกรุปวฏัจกัรหรอืไม่
1. Z2 × Z3 2. Z2 × Z2

บทแทรก 3.2.12 ให้m,n ∈ N ถา้ gcd(m,n) = 1 แลว้ Zn × Zm เป็นกรุปวฏัจกัร

ทฤษฎบีท 3.2.13 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัร โดย |G| = n และ a เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G
สาํหรบั 1 ≤ k < n เมืÉอ k ∈ N จะไดว้า่

ak เป็นตวัก่อกาํเนิด G ก็ตอ่เมืÉอ gcd(k, n) = 1
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ตัวอย่าง 3.2.14 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ
1. Z5

2. Z8

3. Z12

จากทฤษฎีบท 3.2.13 และ 1̄ เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Zn เมืÉอ n ∈ N ทาํใหไ้ดข้อ้สรุปดงัตอ่ไปนีÊ
1. ตวัก่อกาํเนิดของ Zn คือ k̄ เมืÉอ 1 ≤ k < n และ gcd(k, n) = 1

2. ถา้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จะไดว้า่ตวัก่อกาํเนิดของ Zp คือ 1̄, 2̄, 3̄, ..., p− 1

ตัวอย่าง 3.2.15 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ
1. Z∗

5 2. Z×
10
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ตัวอย่าง 3.2.16 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของ Z2 × Z5

ข้อสังเกต 3.2.17 จากทฤษฎีบท 3.2.13 เมืÉอ G เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉง |G| = n จะไดว้า่
จาํนวนตวัก่อกาํเนิดของ G เทา่กบั ϕ(n)

ตัวอย่าง 3.2.18 จงหาจาํนวนตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ
1. Z12

2. Z25

3. Z36

4. Z144

5. Z5000

6. Z25 × Z36

ตัวอย่าง 3.2.19 จงหาจาํนวนตวัก่อกาํเนิดของ Z∗
25
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สาํหรบั n ∈ N ถา้ Z×
n เป็นกรุปวฏัจกัร แลว้จาํนวนตวัก่อกาํเนิดของ Z×

n เทา่กบั
ϕ(ϕ(n))

ดงัแสดงตวัอยา่งดงัตารางตอ่ไปนีÊ
กรุป ตวัก่อกาํเนิด จาํนวนตวัก่อกาํเนิด
Z×

2 1̄ ϕ(ϕ(2)) = ϕ(1) = 1

Z×
3 2̄ ϕ(ϕ(3)) = ϕ(2) = 1

Z×
4 3̄ ϕ(ϕ(4)) = ϕ(2) = 1

Z×
5 2̄, 3̄ ϕ(ϕ(5)) = ϕ(4) = 2

Z×
6 5̄ ϕ(ϕ(6)) = ϕ(2) = 1

Z×
7 3̄, 5̄ ϕ(ϕ(7)) = ϕ(6) = 2

Z×
8 ไมมี่ ไมมี่

Z×
9 2̄, 5̄ ϕ(ϕ(9)) = ϕ(6) = 2

Z×
10 3̄, 7̄ ϕ(ϕ(10)) = ϕ(4) = 2

ทฤษฎบีท 3.2.20 ถา้ 〈a〉 เป็นกรุปอนนัต์ แลว้
am = an ก็ตอ่เมืÉอ m = n

ทฤษฎบีท 3.2.21 ตวัก่อกาํเนิดของกรุปวฏัจกัรอนนัตมี์เพียง 2 ตวัซึÉงเป็นตวัผกผนักนัและกนั

จากทฤษฎีบท 3.2.21 จะไดว้า่ (Z,+) มีตวัก่อกาํเนิด 2 ตวัเทา่นัÊนคือ 1 และ −1 สาํหรบั n ∈ N
จะไดว้า่ nZ มีตวัก่อกาํเนิด 2 ตวัคือ n และ −n
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ทฤษฎบีท 3.2.22 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัรจาํกดั ถา้ d ∈ Z+ ซึÉง d หาร |G| ลงตวั แลว้
G จะมีกรุปยอ่ยอนัดบั d เพียงกรุปเดียว

จากการพิสจูนท์ฤษฎีบท 3.2.22 ถา้ G = 〈a〉 และ |G| = n ซึÉง d1d2, .., dm เป็นตวัหารทัÊงหมด
ของ n กรุปยอ่ยทีÉมีอนัดบั d1d2, .., dm คือ〈

a
n
d1

〉
,
〈
a

n
d2

〉
, .... ,

〈
a

n
dm

〉
ตามลาํดบั

ตวัอยา่งเชน่ในกรุป Z6 ตวัหารของ 6 คือ 1, 2, 3 และ 6 เนืÉองจาก 〈1̄〉 = Z6 กรุปยอ่ยทีÉมีอนัดบั 1, 2, 3

และ 6 คือ 〈6
1
(1̄)
〉, 〈6

2
(1̄)
〉, 〈6

3
(1̄)
〉 และ 〈6

3
(1̄)
〉 ตามลาํดบัเขียนใหมไ่ดเ้ป็น

〈0̄〉, 〈3̄〉, 〈2̄〉 และ 〈1̄〉 ตามลาํดบั
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ตัวอย่าง 3.2.23 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุปตอ่ไปนีÊ
1. (Z8,+)

2. (Z12,+)

ตัวอย่าง 3.2.24 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุป Z×
25

ตัวอย่าง 3.2.25 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุป Z2 × Z3
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บทแทรก 3.2.26 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัรจาํกดั โดยทีÉ |G| = n แลว้

จาํนวนกรุปยอ่ยทัÊงหมดของ G เทา่กบั τ(n)

เมืÉอ τ(n) คือจาํนวนตวัหารทัÊงหมดของ n เรยีกวา่ฟังกช์นัเทา (Tau function)
สาํหรบั n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k เป็นรูปแบบบญัญตัิ โดยสมบตัิของฟังกช์นัเทาจะไดว้า่
τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1)

ข้อสังเกต 3.2.27 ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ n เป็นจาํนวนนบั จะไดว้า่
1. กรุปยอ่ยของ Zp มี 2 กรุปคือ

{0̄} = 〈p̄〉 และ 〈1̄〉 = Zp

เนืÉองจากตวัหารของ p มี 2 ตวัคือ 1 และ p
2. กรุปยอ่ยของ Zpn มี p+ 1 กรุปคือ

{0̄} = 〈p̄n〉, 〈p̄n−1〉, .... , 〈p̄2〉, 〈p̄〉 และ 〈1̄〉 = Zp

เนืÉองจากตวัหารของ pn มี p+ 1 ตวัคือ 1, p, p2, ..., pn

ตัวอย่าง 3.2.28 จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ Z625

ตัวอย่าง 3.2.29 จงหาจาํนวนกรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ
1. Z100 2. Z10 × Z25
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จะเห็นไดว้า่ใน S3 ซึÉงไม่เป็นกรุปวฏัจกัรจะไมส่อดคลอ้งกบัทฤษฎีบท 3.2.22 เนืÉองจากกรุปยอ่ย
ทัÊงหมดคือ

กรุปยอ่ย จาํนวนสมาชิก (อนัดบั)
〈(1)〉 = {(1)} 1
〈(1 2)〉 =

〈(1 3)〉 =

〈(2 3)〉 =

〈(1 2 3)〉 =

เห็นไดว้า่มีกรุปยอ่ยอนัดบั 2 มากกวา่หนึÉงกรุป
บทแทรก 3.2.30 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัรจาํกดั ซึÉง d หาร |G| ลงตวั แลว้

G จะมีสมาชิกอนัดบั d จาํนวน ϕ(d) ตวั

ตัวอย่าง 3.2.31 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z12

วธีิทาํ ให้ d เป็นตวัหารของ 12 พิจารณาไดจ้ากตารางตอ่ไปนีÊ
d กรุปยอ่ย ตวัก่อกาํเนิด จาํนวนตวัก่อกาํเนิด
1 〈0̄〉 = {0̄} 0̄ ϕ(1) = 1

2
3
4
6
12
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ตัวอย่าง 3.2.32 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z×
10

ตัวอย่าง 3.2.33 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z2 × Z5
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แบฝึกหดั 3.2
1. จงหาตวัก่อกาํเนิดทกุตวัของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ

1.1 Z9

1.2 Z16

1.3 Z17

1.4 Z25

1.5 Z45

1.6 Z48

1.7 Z×
9

1.8 Z×
20

1.9 Z2 × Z3

1.10 Z3 × Z5

1.11 Z4 × Z7

1.12 Z4 × Z9

2. จงหาจาํนวนตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนีÊ
2.1 Z125

2.2 Z555

2.3 Z3600

2.4 Z11250

2.5 Z18000

2.6 Z49000

2.7 Z9 × Z32

2.8 Z100 × Z343

3. จงแสดงวา่ Z∗
25 เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี 2̄ เป็นตวัก่อกาํเนิด

4. จงตรวจสอบวา่กรุปไคลนโ์ฟวเ์ป็นกรุปวฏัจกัรหรอืไม่ พรอ้มยกเหตผุลประกอบ
5. ให้G เป็นกรุป และ x ∈ G และ m,n ∈ Z จงพิสจูนว์า่

ถา้ xm = 1 และ xn = 1 แลว้ xd = 1 เมืÉอ d = gcd(m,n)

6. ให้Gเป็นกรุป และ x เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ชเ่อกลกัษณข์องกรุปจาํกดั G จงพิสจูนว์า่

ถา้ ◦(x) = n แลว้ ◦(xa) = n

gcd(a, n) เมืÉอ a เป็นจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูย์

7. จงหากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ
7.1 Z10

7.2 Z16

7.3 Z36

7.4 Z60

7.5 Z×
10

7.6 Z×
25

7.7 Z6 × Z2

7.8 Z3 × Z8

8. จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ
8.1 Z8

8.2 Z15

8.3 Z21

8.4 Z32

8.5 Z×
10

8.6 Z×
25

8.7 Z9 × Z6

8.8 Z12 × Z4

9. จงหาจาํนวนกรุปยอ่ยของกรุปตอ่ไปนีÊ
9.1 Z72 9.2 Z150 9.3 Z2019 9.4 Z120 × Z32

10. จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของ Z443171
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3.3 แลตทชิของกรุปย่อย
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึการแผนภาพการแสดงกรุปยอ่ยทัÊงหมดของกรุปจาํกดัซึÉงเรยีกวา่ แลตทชิ

ของกรุปย่อย (the lattice of subgroups ) ของกรุปจาํกดัG หรอืเรยีกสัÊน ๆ วา่แลตทชิ (lattice) ซึÉง
ประกอบไปดว้ย กรุปยอ่ยของ G และสว่นของเสน้ตรงเชืÉอมระหวา่งกรุปยอ่ย A และ B เมืÉอ A ≤ B

และไมมี่ C ≤ G ซึÉง A ≤ C ≤ B (A ≤ C และ C ≤ B) โดย B จะถกูเขียนไวเ้หนือ A ดงัตวัอยา่ง
ตอ่ไปนีÊ แลตทิชของ Z6

Z6

〈2̄〉

〈3̄〉

〈6̄〉

รูปทีÉ 2 แลตทิชของ Z6

เนืÉองจาก Z6 เป็นกรุปวฏัจกัรจงึมกันิยมเขียนแทนกรุปยอ่ยในรูปตวัก่อกาํเนิด จะเห็นไดว้า่กรุปยอ่ย
〈6̄〉 = 〈0̄〉 = {0̄} จะเป็นกรุปยอ่ยทีÉอยูด่า้นลา่งสดุของแลตทิชเสมอ และ กรุปยอ่ย Z6 = 〈1̄〉 จะเป็น
กรุปยอ่ยทีÉอยูด่า้นบนสดุของแลตทิชเสมอ
ข้อสังเกต 3.3.1 แลตทิชของกรุปจาํกดัG จะมีกรุปยอ่ย {e} อยูที่Éดา้นลา่งสดุของแลตทิชเสมอ และ
กรุปยอ่ย G อยูด่า้นบนสดุของแลตทิชเสมอ
ตัวอย่าง 3.3.2 จงเขียนแลตทิชของ Z12
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พิจารณาแลตทิชของกรุป Zp เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ ซึÉงมีกรุปยอ่ยเพียง 2 กรุปเทา่นัÊนคือ 〈p̄〉
และ Zp จะเขียนแลตทิชไดด้งันี Ê

Z2

〈
2
〉

Z3

〈
3
〉

Z5

〈
5
〉

Zp

〈p〉

รูปทีÉ 4 แลตทิชของ Zp เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ

สาํหรบัแลตทิชของกรุป Zpn เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ n เป็นจาํนวนนบั ซึÉงมีกรุปยอ่ย 〈p̄n〉,
〈p̄n−1〉, ... , 〈p̄2〉, 〈p̄〉 และ Zpn เป็นจาํนวนเฉพาะจะเขียนแลตทิช ไดด้งันี Ê

Z2

〈
2
〉

Z4

〈2̄〉

〈4̄〉

Z8

〈2̄〉

〈4̄〉

〈8̄〉

Zpn

〈p̄〉

〈p̄2〉

〈p̄n−1〉

〈p̄n〉

รูปทีÉ 5 แลตทิชของ Zpn เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
ตัวอย่าง 3.3.3 จงเขียนแลตทิชของ Z81
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ตัวอย่าง 3.3.4 จงเขียนแลตทิชของ Z36

ตัวอย่าง 3.3.5 จงเขียนแลตทิชของ Z×
10
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ตัวอย่าง 3.3.6 จงเขียนแลตทิชของ Z∗
7

ตัวอย่าง 3.3.7 จงเขียนแลตทิชของ S3
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แบบฝึกหดั 3.3

1. จงเขียนแลตทิชของกรุปตอ่ไปนีÊ
1.1 Z3

1.2 Z14

1.3 Z24

1.4 Z25

1.5 Z48

1.6 Z52

1.7 Z225

1.8 Z1024

2. จงเขียนแลตทิชของกรุปตอ่ไปนีÊ
2.1 Z×

8 2.2 Z∗
11 2.3 Z×

20 2.4 Z×
30

3. จงเขียนแลตทิชของกรุปไคลนโ์ฟว์K4

4. จงเขียนแลตทิชของกรุปควอเทอรเ์นียน Q4

5. ให้G = {1,−1, i,−i} ⊆ C จงเขียนแลตทิชของ (G, ·)



บททีÉ 4
กรุปย่อยปกติ

ในสว่นแรกของบทนีÊจะกลา่วถงึกรุปจาํกดั G ความสมัพนัธ์ของอนัดบัของกรุปยอ่ยกบัอนัดบั
ของ G ซึÉงจะไดข้อ้สรุปในทฤษฎีบทของลากรานจ์ จากนัÊนศกึษากรุปยอ่ยปกติเพืÉอนาํไปสรา้งกรุป
ชนิดทีÉแรกวา่กรุปผลหาร

4.1 โคเซตและทฤษฎบีทของลากรานจ์
ทฤษฎบีท 4.1.1 ให้G เป็นกรุปและ H ≤ G นิยามความสมัพนัธ์ ∼ ใน G โดย

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ ab−1 ∈ H

แลว้จะไดว้า่ ∼ เป็นความสมัพนัธส์มมลู
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ให้ a ∈ G ชัÊนสมมลูของ a มอดโุล ∼ เขียนแทนดว้ย Ha คือ
Ha = {x ∈ G : xa−1 ∈ H} = {x ∈ G : xa−1 = h เมืÉอ h ∈ H} = {ha : h ∈ H}

ตอ่ไปจะเรยีกวา่โคเซตขวาและขยายไปยงัโคเซตซา้ย ดงันิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม 4.1.2 ให้ (G, ∗) เป็นกรุปและ H ≤ G โดยทีÉ a ∈ G กาํหนดให้

H ∗ a = {h ∗ a : h ∈ H} และ a ∗H = {a ∗ h : h ∈ H}

เรยีกวา่ โคเซตขวา (right coset) สาํหรบั a ของ H ใน G และ โคเซตซ้าย (left coset) สาํหรบั a

ของ H ใน G ตามลาํดบั และเรยีก โคเซต (coset) เมืÉอเป็นโคเซตขวาหรอืโคเซตซา้ย
เรานิยมเขียน Ha และ aH แทน H ∗ a และ a ∗H เชน่เดียวกบั ab แทน a ∗ b

ข้อสังเกต 4.1.3 ให้G เป็นกรุป จะไดว้า่
1. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน แลว้ Ha = aH ทกุ ๆ a ∈ G
2. He = H = He

ตัวอย่าง 4.1.4 ให้H = 〈2̄〉 โดยทีÉ H ≤ Z6 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนีÊ
1. 1̄ +H

2. H + 2̄

3. H + 3̄

4. H + 5̄

ตัวอย่าง 4.1.5 ให้H = 2Z โดยทีÉ H ≤ Z จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนีÊ
1. 1 +H

2. H + 2

3. 3 +H

4. 4 +H
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ตัวอย่าง 4.1.6 ให้H = 〈(1 3)〉 โดยทีÉ H ≤ S3 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนีÊ
1. (1 2)H

2. H(1 2)

3. (2 3)H

4. H(2 3)

ตัวอย่าง 4.1.7 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนีÊ
1. 〈8̄〉+ 1̄ ใน Z12

2. 〈6̄〉 4̄ ใน Z∗
7

3. 〈(0̄, 2̄)〉+ (1̄, 3̄) ใน Z2 × Z6

4. 1 + 5Z ใน Z

5. (1 3) 〈(2 3)〉 ใน S3
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ตัวอย่าง 4.1.8 ให้H = 〈A〉 เมืÉอ A =

[
1 0

0 2

]
โดยทีÉ H ≤ GL2(R)

จงเขียนโคเซตตอ่ไปนีÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข
1.
[
1 2

3 4

]
H

2. H
[
1 2

3 4

]

จากทฤษฎีบท 4.1.1 จะไดว้า่โคเซตเป็นชัÊนสมมลู ดงันัÊนเซตของโคเซตเป็นผลแบง่กนัของกรุป
G นัÉนคือ

G =
⋃
a∈G

Ha และ G =
⋃
a∈G

aH

สาํหรบักรุปG ทีÉมีโคเซตขวาทีÉแตกตา่งกนัทัÊงหมด 4 เซตคือHe,Ha,Hb และHc อาจแสดงตวัอยา่ง
การแบง่กัÊนไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

Ha
He

Hb

Hc

สาํหรบั a, b ∈ G ใด ๆ ผลจากทฤษฎีบท 1.4.7 จะไดส้มบตัิดงัตอ่ไปนีÊ
1. Ha ∩Hb 6= ∅ ←→ ab−1 ∈ H ←→ Ha = Hb

2. aH ∩ bH 6= ∅ ←→ a−1b ∈ H ←→ aH = bH
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ทฤษฎบีท 4.1.9 ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ a, b ∈ G
สาํหรบัโคเซตขวา ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. ab−1 ∈ H

2. มี h ∈ H ซึÉง a = hb

3. a ∈ Hb
4. Ha = Hb

สาํหรบัโคเซตซา้ย ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั
1. a−1b ∈ H

2. มี h ∈ H ซึÉง b = ah

3. b ∈ aH
4. aH = bH

ตัวอย่าง 4.1.10 ให้H = 〈4̄〉 โดยทีÉ H ≤ Z12 จงหาโคเซตทัÊงหมดทีÉเทา่กบัโคเซต 1̄ +H

ตัวอย่าง 4.1.11 ให้H = 〈(1 3)〉 โดยทีÉ H ≤ S3 จงหาโคเซตทัÊงหมดทีÉเทา่กบัโคเซต (1 2)H
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ตอ่ไปจะสนใจจาํนวนอนัดบัหรอืจาํนวนสมาชิกของโคเซต โดยการสงัเกตจากอยา่งทีÉผา่นมา
สาํหรบักรุปจาํกดัแลว้จะไดว้า่

|Ha| = |H| = |bH|

ดงัทีÉจะไดต้ามบทแทรก 4.1.13
ทฤษฎบีท 4.1.12 ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G และ a, b ∈ G จะไดว้า่

มีฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก aH ไป Hb

บทแทรก 4.1.13 ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจาํกดั G และ a, b ∈ G จะไดว้า่
|Ha| = |H| = |bH|

ตัวอย่าง 4.1.14 จงหาโคเซตทัÊงหมดของ 〈3̄〉 ใน Z12
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ตัวอย่าง 4.1.15 จงหาโคเซตทัÊงหมดของ 〈(1 2)〉 ใน S3

จากตวัอยา่ง 4.1.15 จะเห็นไดว้า่จาํนวนทีÉแตกตา่งกนัของโคเซตซา้ยเทา่กบัโคเซตขวา ดงัจะได้
ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 4.1.16 ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G กาํหนดให้

R(H) = {Ha : a ∈ G} และ L(H) = {aH : a ∈ G}

จะไดว้า่มีฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก R(H) ไป L(H)
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บทนิยาม 4.1.17 ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจาํกดั G แลว้จาํนวนสมาชิกของ R(H) หรอื L(H)

จะเรยีกวา่ ดรรชนี (index) ของ H ใน G เขียนแทนดว้ย [G : H]

ตัวอย่าง 4.1.18 จงหาดรรชนี [G : H] เมืÉอกาํหนดให้
1. G = Z12 และ H = 〈4̄〉

2. G = Z∗
7 และ H = 〈2̄〉

3. G = Z2 × Z4 และ H = 〈(0̄, 2̄)〉
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จากตวัอยา่ง 4.1.18 เห็นได้วา่การหาจาํนวนโคเซตจะมีความยุง่ยากมากขึ ÊนเมืÉอกรุปจาํกดัมี
อนัดบัมากขึ Êน ไดมี้นกัคณิตศาสตรช์าวฝรัÉงเศสผูโ้ดง่ดงันามวา่ โฌแซฟ-หลยุส์ ลากรานจ์ (Joseph-
Louis Lagrange) ไดค้น้พบความสมัพนัธข์องอนัดบัของกรุปยอ่ยกบักรุปของมนัเอง ซึÉงถกูเรยีกวา่
ทฤษฎีบทของลากรานจ์ ทาํใหเ้ราเขา้ใจโครงสรา้งเกีÉยวกบักรุปมากยิÉงขึ Êน ดงัจะกลา่วตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 4.1.19 ทฤษฎบีทของลากรานจ์ (Lagrange's Theorem)
ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจาํกดั G แลว้จะไดว้า่ |H| หาร |G| ลงตวั และ

[G : H] =
|G|
|H|

บทแทรก 4.1.20 ให้G เป็นกรุปจาํกดัทีÉมีอนัเป็นจาํนวนเฉพาะ แลว้
1. G มีกรุปยอ่ยเพียง 2 กรุปเทา่นัÊนคือ {e} และ G
2. G เป็นกรุปวฏัจกัร
3. สมาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ช่เอกลกัษณเ์ป็นตวัก่อกาํเนิดของ G
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บทแทรก 4.1.21 ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G โดยทีÉ |G| = n จะไดว้า่ an = e

ตัวอย่าง 4.1.22 จงหาดรรชนี [G : H] ทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊโดยใชท้ฤษฎีบทของลากรานจ์
1. G = Z12 และ H = 〈3̄〉

2. G = Z30 และ H =
〈
10
〉

3. G = Z×
20 และ H =

〈
11
〉

4. G = Z3 × Z6 และ H = 〈(0̄, 2̄)〉

5. G = S3 และ H = 〈(1 2)〉

6. G = S7 และ H = 〈(1 3 4 5 6)〉

ตัวอย่าง 4.1.23 จงหา [Z×
25 : 〈7̄〉]
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แบบฝึกหดั 4.1
1. ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ a, b ∈ G จงแสดงวา่ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. ab−1 ∈ H

2. มี h ∈ H ซึÉง a = hb

3. a ∈ Hb
4. Ha = Hb

2. จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนีÊ
2.1 2̄ + 〈3̄〉 ใน Z12

2.2 4̄ + 〈2̄〉 ใน Z18

2.3 6̄ + 〈8̄〉 ใน Z21

2.4 〈5̄〉+ 3̄ ใน Z20

2.5 〈11〉+ 7̄ ใน Z×
30

2.6 8̄ + 〈7̄〉 ใน Z∗
25

2.7 〈(2̄, 3̄)〉+ (1̄, 4̄) ใน Z4 × Z6

2.8 (2̄, 3̄) + 〈(0̄, 4̄)〉 ใน Z3 × Z12

2.9 7Z+ 2 ใน Z

2.10 6Z+ 15 ใน Z

2.11 (1 3 2) 〈(1 2)〉 ใน S3

2.12 〈(3 2)〉 (3 4) ใน S4

3. ให้H = 〈A〉 เมืÉอ A =

[
1 0

0 3

]
โดยทีÉ H ≤ GL2(R) จงแจกแจงสมาชิกของโคเซต

3.1
[
1 1

1 −1

]
H

3.2 H

[
1 1

1 −1

] 3.3
[
1 2

2 1

]
H

3.4 H

[
1 2

2 1

] 3.5
[
1 3

0 3

]
H

3.6 H

[
1 3

0 3

]

4. จงหาดรรชนี [G : H] เมืÉอกาํหนดให้
4.1 G = Z24 และ H = 〈4̄〉

4.2 G = Z27 และ H = 〈3̄〉

4.3 G = Z30 และ H = 〈6̄〉

4.4 G = Z36 และ H =
〈
12
〉

4.5 G = Z×
20 และ H =

〈
13
〉

4.6 G = Z8 × Z10 และ H = 〈(2̄, 2̄)〉

4.7 G = S5 และ H = 〈(1 3 5)〉

4.8 G = S6 และ H = 〈(2 3 4)〉

5. จงหาดรรชนีตอ่ไปนีÊ
5.1 [Z12 : 〈6̄〉]

5.2 [Z18 : 〈3̄〉]

5.3 [Z50 :
〈
15
〉
]

5.4 [Z×
30 : 〈7̄〉]

5.5 [Z12 × Z10 : 〈(3̄, 5̄)〉]

5.6 [S9 : 〈(1 3)(5 6)(2 7 9)〉]

6. ให้G เป็นกรุปจาํกดัโดยทีÉ |G| = n จงพิสจูนว์า่ ak = e ก็ตอ่เมืÉอ k | n

7. ให้H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G กาํหนดให้

f : R(H)→ L(H) นิยามโดย f(Ha) = b−1H เมืÉอ a ∈ G
จงพิสจูนว์า่ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก R(H) ไป L(H)
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4.2 นิยามและสมบตัขิองกรุปย่อยปกติ
บทนิยาม 4.2.1 ให้H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G โดยทีÉ g ∈ G กาํหนดให้

gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} และ HK = {hk : h ∈ H และ k ∈ K}
ข้อสังเกต 4.2.2 ให้H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G แลว้

1. ถา้ H ⊆ K แลว้ gHg−1 ⊆ gKg−1 ทกุ ๆ g ∈ G
2. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน gHg−1 = H ทกุ ๆ g ∈ G
3. ถา้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุปอาบีเลียน แลว้ HK = KH

ตัวอย่าง 4.2.3 จงหา gHg−1, HK และ KH ใน Z12 เมืÉอกาํหนดให้
H = {1̄, 4̄, 8̄}, K = {2̄, 3̄} และ g = 7̄
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ตัวอย่าง 4.2.4 จงหา gHg−1 ใน S3 เมืÉอ H = 〈(1 2 3)〉 และ g = (1 3 2)

ตัวอย่าง 4.2.5 จงหา gHg−1, HK และ KH ใน S3 เมืÉอกาํหนดให้
H = 〈(2 3)〉, K = 〈(1 3)〉 และ g = (1 2 3)

ข้อสังเกต 4.2.6 ให้H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G แลว้
1. ถา้ g ∈ H และ H ≤ G แลว้ gHg−1 = H

2. HK =
⋃
h∈H

hK =
⋃
k∈K

Hk
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บทนิยาม 4.2.7 ให้N กรุปยอ่ยของกรุปG จะกลา่ววา่N เป็น กรุปย่อยปกติ (normal subgroup)
เขียนแทนดว้ย N ⊴ G ก็ตอ่เมืÉอ

gNg−1 = N ทกุ ๆ g ∈ G
ข้อสังเกต 4.2.8 ให้N ≤ G จะไดว้า่

1. {e} และ G เป็นกรุปยอ่ยปกติเสมอ
2. ถา้ G กรุปอาบีเลียน แลว้ N ⊴ G ทกุ N ≤ G

ตัวอย่าง 4.2.9 จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ย 〈(1 2)〉 และ 〈(1 2 3)〉 เป็นกรุปยอ่ยปกติของ S3 หรอืไม่
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ทฤษฎบีท 4.2.10 เกณฑก์ารพจิารณากรุปย่อยปกติ (The Normal Subgroup Criterion)
ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G แลว้ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั
(1) N ⊴ G

(2) gNg−1 = N ทกุ ๆ g ∈ G
(3) gN = Ng ทกุ ๆ g ∈ G
(4) (Ng)(Nh) = N(gh) ทกุ ๆ g, h ∈ G
(5) (gN)(hN) = (gh)N ทกุ ๆ g, h ∈ G
(6) gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G
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ทฤษฎบีท 4.2.11 ให้G เป็นกรุป ถา้ N ⊴ G และ K ⊴ G แลว้ N ∩K ⊴ G

เมืÉอพิจารณากรุป S3 ให้H = 〈(1 2)〉 และ K = 〈(1 3)〉 จะไดว้า่
HK = 〈(1 2)〉 〈(1 3)〉 = {(1), (1 2)}{(1), (1 3)} = {{(1), (1 2), (1 3), (1 2 3)}

จะเห็นไดว้า่ HK ไม่เป็นกรุปยอ่ยของ S3 นัÉนหมายความวา่ถา้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของ G ไม่
จาํเป็นวา่ HK ≤ G ขอ้ความดงักลา่วจะเป็นจรงิถา้สอดคลอ้งทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 4.2.12 ให้H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะไดว้า่

HK ≤ G ก็ตอ่เมืÉอ HK = KH

ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน จะไดว้า่ HK = KH โดยทฤษฎีบท 4.2.12 สรุปไดว้า่ HK ≤ G

นัÉนหมายความวา่สาํหรบักรุปอาบีเลียน G จะไดว้า่
HK ≤ G ทกุ ๆ H ≤ G และ K ≤ G
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บทแทรก 4.2.13 ให้H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะไดว้า่
1. ถา้ H ⊴ G หรอื K ⊴ G แลว้ HK ≤ G

2. ถา้ K ⊴ G แลว้ H ∩K ⊴ K และ K ⊴ HK

ทฤษฎบีท 4.2.14 ให้H และ K เป็นกรุปยอ่ยจาํกดัของกรุป G แลว้

|HK| = |H| · |K|
|H ∩K|
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ทฤษฎบีท 4.2.15 ให้N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะไดว้า่

ถา้ [G : N ] = 2 แลว้ N ⊴ G

ตัวอย่าง 4.2.16 กรุปยอ่ย 〈(1 3 2)〉 เป็นกรุปยอ่ยปกติของ S3 หรอืไม่
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แบบฝึกหดั 4.2
1. จงหา gHg−1, HK และ KH เมืÉอกาํหนดให้

1.1 H = {0̄, 1̄, 2̄}, K = {2̄, 3̄, 4̄} และ g = 3̄ ใน Z5

1.2 H = 〈4̄〉, K = {0̄, 7̄, 8̄}, และ g = 2̄ ใน Z15

1.3 H = 〈8̄〉, K = 〈3̄〉 และ g = 13 ใน Z18

1.4 H = 〈3̄〉, K = 〈5̄〉 และ g = 8̄ ใน Z×
20

1.5 H = 〈(0̄, 2̄)〉, K = 〈(2̄, 0̄)〉 และ g = (1̄, 3̄) ใน Z4 × Z6

1.6 H = 〈(1 3 2)〉, K = 〈(2 3)〉 และ g = (1 3) ใน S3

2. กาํหนดให้H = 〈A〉 และ K = 〈B〉 โดยทีÉ A =

[
1 1

0 1

]
และ B =

[
1 −1
0 1

]
ใน GL2(R) ถา้

C =

[
1 2

2 5

]
และ D =

[
1 1

4 3

]
จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข

2.1 HK 2.2 KH 2.3 CHC−1 2.4 DKD−1

3. จงหากรุปยอ่ยปกติทัÊงหมดของ
3.1 Z18 3.2 Z×

20 3.3 Z4 × Z6 3.4 S3

4. เรยีกกรุป G วา่ กรุปเชิงเดีÉยว (simple group) ถา้กรุปยอ่ยปกติของ G มีเพียง 2 กรุปเทา่นัÊน
คือ {e} และ G จงแสดงวา่ Zp กรุปเชิงเดีÉยว เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะทีÉมากกวา่ 2

5. จงตรวจสอบวา่ S3 เป็นกรุปเชิงเดีÉยวหรอืไม่
6. จงพิสจูน์วา่ ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียนซึÉงมีกรุปยอ่ยอนัดบั n และ m แลว้ G จะมีกรุปยอ่ย

อนัดบั ℓcm(m,n)

7. ให้G เป็นกรุป จงพิสจูนว์า่ ถา้ N ⊴ G และ N เป็นกรุปวฏัจกัร แลว้ทกุกรุปยอ่ยของ N
จะเป็นกรุปยอ่ยปกติของ G

8. ให้G เป็นกรุปจาํกดั และ N ⊴ G โดยทีÉ [G : N ] และ |N | เป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธ์
จงพิสจูนว์า่ ถา้ x ∈ G ซึÉง x|N | = e แลว้ x ∈ N

9. ให้G เป็นกรุป จงแสดงวา่ ถา้M ⊴ G และ N ⊴ G แลว้MN ⊴ G.
10. ให้H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จงพิสจูนว์า่

ถา้ K ⊴ G แลว้ H ∩K ⊴ K และ K ⊴ HK
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4.3 กรุปผลหาร
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึการสรา้งกรุปบนเซตของโคเซตขวาของ N ในกรุป G โดยทีÉ N ⊴ G เพืÉอ

ทีÉจะนิยามการดาํเนินทวิภาคใหส้อดคลอ้งกบัทฤษฎีบท 4.2.10 ขอ้ 4 ซึÉงจะเรยีกวา่กรุปผลหาร จาก
นัÊนศกึษาสมบตัิของกรุปผลหาร โดยเริÉมตน้จากทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 4.3.1 ให้G เป็นกรุป และ N ⊴ G นิยามการดาํเนินการทวิภาค ∗ ใน R(N) โดย

(Ng) ∗ (Nh) = (Ng)(Nh) เมืÉอ g, h ∈ G
จะไดว้า่

1. (R(N), ∗) เป็นกรุป
2. ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน แลว้ (R(N), ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน
3. ถา้ G เป็นกรุปวฏัจกัร แลว้ (R(N), ∗) เป็นกรุปวฏัจกัร
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จากบทพิสจูนข์องทฤษฎีบท 4.3.1 จะไดว้า่
1. N เป็นเอกลกัษณใ์นกรุป (R(N), ∗)

2. ตวัผกผนัของ Ng คือ Ng−1 ดงันัÊน (Ng)−1 = Ng−1

3. (Ng)n = Ngn เมืÉอ n ∈ Z

4. ถา้ G เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉงมี a เป็นตวัก่อกาํเนิด แลว้ Na เป็นตวัก่อกาํเนิดของ R(N)

จากนีÊไปจะเขียน (Ng)(Nh) แทน (Ng) ∗ (Nh) เมืÉอกลา่วถงึกรุป (R(N), ∗)

บทนิยาม 4.3.2 ให้ G เป็นกรุป และ N ⊴ G แลว้กรุป (R(N), ∗) ในทฤษฎีบท 4.3.1 จะเรยีกวา่
กรุปผลหาร (quotient group) ของ G เขียนแทนดว้ย G/N
ข้อสังเกต 4.3.3 ถา้ G เป็นกรุปจาํกดั และ N ⊴ G แลว้

|G/N | = [G : N ] =
|G|
|N |

ตัวอย่าง 4.3.4 จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนีÊ
1. Z6/ 〈3̄〉

2. Z12/ 〈4̄〉

3. Z∗
7/ 〈2̄〉

4. Z∗
10/ 〈3̄〉

5. Z2 × Z6/ 〈(0̄, 2̄)〉

6. S3/ 〈(1 2 3)〉
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ตัวอย่าง 4.3.5 จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนีÊ
1. Z/3Z

2. Z/4Z

3. Z/7Z

ตัวอย่าง 4.3.6 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปผลหารตอ่ไปนีÊ
1. Z12/ 〈3̄〉

2. Z∗
7/ 〈2̄〉

3. Z2 × Z5/ 〈(1̄, 0̄)〉
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ทฤษฎบีท 4.3.7 ให้ n, r ∈ N โดยทีÉ 0 ≤ r < n สมมติวา่ nZ+ r เป็นตวัก่อกาํเนิด Z/nZ

ถา้ k ∈ N ซึÉง 1 ≤ k < n จะไดว้า่
nZ+ kr เป็นตวัก่อกาํเนิดของ Z/nZ ก็ตอ่เมืÉอ gcd(n, k) = 1

ตัวอย่าง 4.3.8 จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของ Z/6Z

ทฤษฎบีท 4.3.9 ให้G เป็นกรุป และ N ⊴ G และ [G : N ] = n จะไดว้า่
1. an = N สาํหรบัทกุ ๆ a ∈ G/N

2. gn ∈ N สาํหรบัทกุ ๆ g ∈ G

บทแทรก 4.3.10 ให้G เป็นกรุป และ N ≤ G ซึÉง [G : N ] = 2 จะไดว้า่
g2 ∈ N ทกุ ๆ g ∈ G
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แบบฝึกหดั 4.3

1. จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนีÊ
1.1 Z6/ 〈2̄〉

1.2 Z12/ 〈8̄〉

1.3 Z24/ 〈4̄〉

1.4 Z×
25/
〈
7
〉 1.5 Z×

20/
〈
11
〉

1.6 S3/ 〈(1 3 2)〉

2. จงหาตวัก่อกาํเนิดทัÊงหมดของกรุปผลหารตอ่ไปนีÊ
2.1 Z8/ 〈2̄〉

2.2 Z12/ 〈6̄〉

2.3 Z24/ 〈4̄〉

2.4 Z×
25/
〈
7
〉 2.5 Z×

20/
〈
11
〉

2.6 Z4 × Z9/ 〈(2̄, 3̄)〉

3. ให้G เป็นกรุป จงพิสจูนว์า่

ถา้ N ⊴ G,M ⊴ G และ N ∩M = {e} แลว้ nm = mn ทกุ ๆ n,m ∈ N

4. ให้G เป็นกรุป และ H ≤ G จงแสดงวา่ ⋂
g∈G

gHg−1 ⊴ G

5. จงแสดงวา่มีกรุปอนัดบั 9 เป็นกรุปอาบีเลียน
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สมสัณฐาน

กรุปแตล่ะกรุปนัÊนมีโครงสรา้งทีÉแตกตา่งกนั แต่อาจสมัพนัธก์นัไดเ้ช่นกรุปวฏัจกัรจาํกดัทีÉมีสมา-
ชิกเทา่กนัจะมีจาํนวนตวัก่อกาํเนิดเทา่กนั มากไปกวา่นัÊนนกัคณิตศาสตรอ์ยากทราบวา่สองกรุปใด
ๆ จะมีความสมัพนัธก์นัเรืÉองใดบา้ง เชน่ เอกลกัษณ์ ตวัผกผนั ตวัก่อกาํเนิด หรอืแมก้ระทัÊงกรุปยอ่ย
ซึÉงเราจะศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉจะเกิดขึ ÊนในบทเรยีนนีÊ

5.1 ฟังกชั์นสาทสิสัณฐาน
บทนิยาม 5.1.1 ให้ (G, ∗) และ (G′,⊛) เป็นกรุป
เรยีกฟังกช์นั φ : G→ G′ วา่ ฟังกชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism) ถา้

φ(x ∗ y) = φ(x)⊛ φ(y) ทกุ ๆ x, y ∈ G
และ เคอรเ์นล (kernel) ของ φ เขียนแทนดว้ย Ker(φ) นิยามโดย

Ker(φ) = {x ∈ G : φ(x) = e′}

เมืÉอ e′ เป็นเอกลกัษณข์อง G′

บางครัÊงอาจละการเขียนเครืÉองหมายการดาํเนินทวิภาค โดยเขียน φ(xy) = φ(x)φ(y) แทนการ
เขียน φ(x ∗ y) = φ(x)⊛ φ(y)

ตัวอย่าง 5.1.2 ให้G และ G′ เป็นกรุป เมืÉอ e′ เป็นเอกลกัษณข์อง G′

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานหรอืไม่

1. ให้ φ : G→ G′ นิยามโดย φ(x) = e′ เมืÉอ x ∈ G

2. ให้ φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1 เมืÉอ x ∈ G
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จากตวัอยา่ง 5.1.2 ขอ้ 2 จงึสรุปไดว้า่ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียนแลว้

φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1

เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
ตัวอย่าง 5.1.3 จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานหรอืไม่

1. ให้ φ : (GL2(R), ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(A) = det(A)

2. ให้ φ : (Mnn(R),+)→ (R,+) นิยามโดย φ(A) = det(A)

ตัวอย่าง 5.1.4 จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานหรอืไม่ และหา Ker(φ)

1. ให้ φ : (C∗, ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(z) = |z| เมืÉอ z ∈ C∗

2. ให้ φ : (Z,+)→ (Z6,+) นิยามโดย φ(x) = x̄ เมืÉอ x ∈ Z
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ขยายแนวคิดจากตวัอยา่ง 5.1.4 ขอ้ 2 สาํหรบั n ∈ N จะไดว้า่
φ : (Z,+)→ (Zn,+) นิยามโดย φ(x) = x̄

เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน โดยมี Ker(φ) = nZ

ตัวอย่าง 5.1.5 ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx+ isinx เมืÉอ x ∈ R
จงแสดงวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)

ตัวอย่าง 5.1.6 ให้ φ : (R+, ·)→ (R,+) นิยามโดย φ(x) = ℓn(x) เมืÉอ x ∈ R+

จงแสดงวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)

ตัวอย่าง 5.1.7 ให้ φ : (R2,+)→ (R,+) นิยามโดย φ((x, y)) = x+ y เมืÉอ x, y ∈ R
จงแสดงวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)
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ทฤษฎบีท 5.1.8 ให้G เป็นกรุป และ N ⊴ G ให้ π : G→ G/N นิยามโดย

π(g) = Ng ทกุ ๆ g ∈ G

แลว้ π เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานแบบทัÉวถงึ
ซึÉงจะเรยีกวา่ ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานธรรมชาติ (natural homomorphism)

ทฤษฎบีท 5.1.9 ให้ G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ e และ e′ เป็นเอกลกัษณข์อง G และ G′ ตามลาํดบั
ให้ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน และ a ∈ G ซึÉงมีอนัดบัจาํกดั และ n ∈ Z จะไดว้า่

1. φ(e) = e′

2. φ(a−1) = (φ(a))−1

3. φ(an) = (φ(a))n

4. ◦(φ(a)) | ◦(a)
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ทฤษฎบีท 5.1.10 ให้G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน จะไดว้า่
1. Ker(φ) ⊴ G

2. Ran(φ) ≤ G′

3. ถา้ G เป็นกรุปวฏัจกัร แลว้ Ran(φ) เป็นกรุปวฏัจกัร
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ทฤษฎบีท 5.1.11 ให้G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน จะไดว้า่
φ เป็นฟังกช์นั 1-1 ก็ตอ่เมืÉอ Ker(φ) = {e}

ตัวอย่าง 5.1.12 ให้ φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

จะแสดงวา่ φ(x) เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานแบบหนึÉงตอ่หนึÉง
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แบบฝึกหดั 5.1
1. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานหรอืไม่

1.1 ให้ φ : (R∗, ·)→ (Z2,+) นิยามโดย φ(x) =
0̄ ถา้ x > 0

1̄ ถา้ x < 0

1.2 ให้ φ : R→ Z นิยามโดย φ(x) = [x] คือจาํนวนเตม็มากสดุทีÉนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั x

1.3 ให้ φ : Z→ R นิยามโดย φ(x) = x

1.4 ให้ φ : Z2 → Z6 นิยามโดย φ(x) = x−1

1.5 ให้ φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4 + x

1.6 ให้ φ : Z6 → Z6 นิยามโดย φ(x) = (x)2

1.7 ให้ φ : Z∗
5 → Z∗

7 นิยามโดย φ(x) = 5x

1.8 ให้ φ : S4 → S4 นิยามโดย φ(x) = x−2

1.9 ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx− isinx
1.10 ให้ f : (R,+)→ (R,+) นิยามโดย f(x) = tanx
1.11 ให้ P : R2 → R นิยามโดย P ((x, y)) = y

2. จงหา Ker(φ) ของฟังกช์นัสาทิสสณัฐานตอ่ไปนีÊ
2.1 φ : Z→ R นิยามโดย φ(a) = −a
2.2 φ : S5 → S5 นิยามโดย φ(x) = (1 3 2)x(1 2 3)

2.3 φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

2.4 φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4x

3. ให้G เป็นกรุป และ φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x2 จงพิสจูนว์า่

φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน ก็ตอ่เมืÉอ G เป็นกรุปอาบีเลียน

4. ให้ A และ B เป็นกรุป จงพิสจูนว์า่ f เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(f)
4.1 f : A× B → A นิยามโดย f(a, b) = a

4.2 f : A× B → B นิยามโดย f(a, b) = b

5. พิสจูนท์ฤษฎีบท 5.1.9 ขอ้ 3
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5.2 ฟังกชั์นสมสัณฐาน
บทนิยาม 5.2.1 ให้ G และ G′ เป็นกรุป จะเรยีกฟังกช์นั φ : G → G′ วา่เป็น ฟังกชั์นสมสัณฐาน
(isomorphism) ก็ตอ่เมืÉอ

φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานแบบหนึÉงตอ่หนึÉงและทัÉวถงึ
ถา้ φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน จะกลา่ววา่ G สมสัณฐาน (isomoephic) กบั G′ เขียนแทน G ∼= G′

ข้อสังเกต 5.2.2 G ∼= G′ ก็ตอ่เมืÉอ มีฟังกช์นั φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน
ตัวอย่าง 5.2.3 จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานหรอืไม่

1. φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = 2x

2. φ : (GL2(R), ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(A) = det(A)
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ทฤษฎบีท 5.2.4 ให้G และ G′ เป็นกรุป และ a ∈ G ถา้ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน แลว้
1. φ−1 เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานจาก G′ ไป G

2. ถา้ ◦(a) เป็นอนัดบัจาํกดั แลว้ ◦(a) = ◦(φ(a))

ทฤษฎบีท 5.2.5 สมบตัสิมมาตรของสมสัณฐาน
ให้G1 และ G2 เป็นกรุป

ถา้ G1
∼= G2 แลว้ G2

∼= G1

ทฤษฎบีท 5.2.6 สมบตักิารถ่ายทอดของสมสัณฐาน
ให้G1, G2 และ G3 เป็นกรุป

ถา้ G1
∼= G2 และ G2

∼= G3 แลว้ G1
∼= G3
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ทฤษฎบีท 5.2.7 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัร จะไดว้า่

1. ถา้ G เป็นกรุปอนนัต์ แลว้ G ∼= Z

2. ถา้ G เป็นกรุปจาํกดัทีÉมีอนัดบัเป็น n แลว้ G ∼= Zn

บทแทรก 5.2.8 ให้G เป็นกรุป ซึÉง |G| = p เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จะไดว้า่ G ∼= Zp

บทแทรก 5.2.9 ให้m,n ∈ N ถา้ m และ n เป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธก์นัแลว้
Zmn

∼= Zm × Zn
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ทฤษฎบีท 5.2.10 ให้G และ G′ เป็นกรุป ซึÉง G ∼= G′ จะไดว้า่
1. G เป็นกรุปอาบีเลียน ก็ตอ่เมืÉอ G′ เป็นกรุปอาบีเลียน
2. G เป็นกรุปวฏัจกัร ก็ตอ่เมืÉอ G′ เป็นกรุปวฏัจกัร
3. G มีกรุปยอ่ยอนัดบั n ก็ตอ่เมืÉอ G′ มีกรุปยอ่ยอนัดบั n

4. G มีสมาชิกอนัดบั n ก็ตอ่เมืÉอ G′ มีสมาชิกอนัดบั n

5. ทกุสมาชิกของ G เป็นอนัดบัจาํกดั ก็ตอ่เมืÉอ ทกุสมาชิกของ G′ เป็นอนัดบัจาํกดั
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ทฤษฎบีท 5.2.11 ให้G1 และ G2 เป็นกรุป

ถา้ G1
∼= G′

1 และ G2
∼= G′

2 แลว้ G1 ×G2
∼= G′

1 ×G′
2

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎีบททีÉโดงดงัทีÉกลา่วไว้วา่ ทกุ ๆ กรุป G จะสมสณัฐานกบักรุปการเรยีง
สบัเปลีÉยนของ G เสมอ คิดคน้โดยนกัคณิตศาสตรช์าวองักฤษผูเ้ลืÉองชืÉอนามวา่ อารเ์ทอร์ เคยเ์ลย์
(Arthur Cayley) โดยเฉพาะกรุปจาํกดัทีÉมี |G| = n จะไดส้มสณัฐานกบั H สาํหรบับาง H ≤ Sn

จากหวัขอ้ 2.4 และตามทฤษฎีบท 2.1.32 กรุปสมมาตร SG จะหมายถงึเซต

SG = {f : G→ G : f เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ }

สมาชิกใน SG เรยีกวา่วิธีเรยีงสบัเปลีÉยนของG และกรุปยอ่ยของ SG เรยีกวา่กรุปการเรยีงสบัเปลีÉยน
บทตัÊง 5.2.12 ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G กาํหนดให้ Ta : G→ G นิยามโดย

Ta(x) = ax ทกุ ๆ x ∈ G

แลว้ Ta เป็นวิธีเรยีงสบัเปลีÉยนของ G หรอื Ta ∈ SG
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ทฤษฎบีท 5.2.13 ทฤษฎบีทเคยเ์ลย์ (Cayley's Theorem)
ให้G เป็นกรุป แลว้

G สมสณัฐานกบักรุปการเรยีงสบัเปลีÉยนของ G

บทแทรก 5.2.14 ให้G เป็นกรุปจาํกดัทีÉมีอนัดบัเทา่กบั n แลว้จะไดว้า่มี H ≤ Sn ซึÉง G ∼= H

ตัวอย่าง 5.2.15 จงหากรุปการเรยีงสบัเปลีÉยนทีÉสมสณัฐานกบั Z3 และเป็นกรุปยอ่ยของ S3
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แบบฝึกหดั 5.2

1. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานหรอืไม่
1.1 φ : (R∗, ·)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = |x|

1.2 φ : Z→ Z นิยามโดย φ(x) = 3x

1.3 φ : Z6 → Z12 นิยามโดย φ(x) = 2x

1.4 φ : Z→ Z2 นิยามโดย φ(x) = x̄

1.5 φ : (Z,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

1.6 φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = 3−x

1.7 φ : (R+, ·)→ (R,+) นิยามโดย φ(x) = ℓn(x)
1.8 φ : S4 → S4 นิยามโดย φ(x) = x2

1.9 φ : GL2(R)→ R∗ นิยามโดย φ(A) = det(A)
2. จงตรวจสอบเซตคูใ่ดสมสณัฐานกนับา้ง

2.1 Z5 และ Z6

2.2 Z6 และ Z3

2.3 Z และ Q

2.4 R+ และ R

2.5 Z/6Z และ Z6

2.6 Z/10Z และ Z2 × Z5

2.7 Z2 × Z3 และ Z6

2.8 Z2 × Z5 และ Z∗
11

2.9 Z2 × Z4 และ Z8

3. ให้G และ G′ เป็นกรุป จงแสดงวา่ G×G′ ∼= G′ ×G

4. จงหากรุปการเรยีงสบัเปลีÉยนทีÉสมสณัฐานกบั
4.1 Z4

4.2 Z5

4.3 Z∗
7

4.4 Z2 × Z3

4.5 Z×
10

4.6 Z/6Z

4.7 Z

4.8 R

5. ให้ a เป็นสมาชิกในกรุป G จงแสดงวา่
fa : G→ G นิยามโดย fa(x) = axa−1 ทกุ ๆ x ∈ G

เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน
6. จงพิสจูนท์ฤษฎีบท 5.2.7
7. จงพิสจูนท์ฤษฎีบท 5.2.11
8. ให้G1, G2 และ G3 เป็นกรุป ถา้ G1

∼= G2 และ G2
∼= G3 แลว้ G1

∼= G3

9. ให้ a, b ∈ R∗ กาํหนด Tab : R→ R นิยามโดย Tab(x) = ax+ b ให้
G = {Tab : a, b ∈ R∗} และ N = {T1b : b ∈ R}

จงแสดงวา่ (G, ◦) เป็นกรุป และ N ⊴ G และ G/N ∼= R∗
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5.3 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐาน
ทฤษฎบีท 5.3.1 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานบททีÉหนึÉง (The First Isomorphism Theorem)
ให้G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน จะไดว้า่

G/Ker(φ) ∼= Ran(φ)

ข้อสังเกต 5.3.2 ให้G และ G′ เป็นกรุป
1. ถา้ φ : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานแบบทัÉวถงึ แลว้ G/Ker(φ) ∼= G′

2. ψ ◦ π = φ เมืÉอ π เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานธรรมชาติ
ตอ่ไปเป็นแผนภาพแสดงความสมัพนัธข์อง G, Ran(φ) และ G/Ker(φ) ตามทฤษฎีบทฟังกช์นั

สมสณัฐานบททีÉหนึÉง

G Ran(φ)

G/Ker(φ)

π

φ

ψ
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ทฤษฎบีท 5.3.3 ให้ n ∈ Nแลว้ Z/nZ ∼= Zn

จากทฤษฎีบท 5.3.3 เห็นไดว้า่ Z/nZ ∼= Zn นัÉนหมายความวา่เราอาจเขียนกรุป Z/nZ ใชแ้ทน
Zn ซึÉงในหนงัสือบางเลม่จะใชใ้นลกัษณะดงักลา่ว เช่น Z/6Z จะหมายถงึ Z6

ตัวอย่าง 5.3.4 ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx+ isinx เมืÉอ x ∈ R
จงแสดงวา่ R/ 〈2π〉 ∼= {cosx+ isinx : x ∈ R}

ตัวอย่าง 5.3.5 ให้ φ : (R2,+)→ (R,+) นิยามโดย φ((x, y)) = x+ y เมืÉอ x, y ∈ R
จงแสดงวา่ R2/{(x,−x) : x ∈ R} ∼= R
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ทฤษฎบีท 5.3.6 ให้G เป็นกรุป และ K ⊴ G แลว้จะไดว้า่
มีกรุป G′ และ f : G→ G′ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน ซึÉง Ker(f) = K

ทฤษฎบีท 5.3.7 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานบททีÉสอง (The Second Isomorphism Theorem)
ให้G เป็นกรุป โดยทีÉ H ≤ G และ K ⊴ G จะไดว้า่

H/H ∩K ∼= HK/K

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีÉสอง แสดงความสมัพนัธข์อง H, K, H ∩K และ HK
ไดด้งันี Ê

HK

H ∩K

KH

≤ ⊴

≤⊴
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ทฤษฎบีท 5.3.8 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานบททีÉสาม (The Third Isomorphism Theorem)
ให้G เป็นกรุป โดยทีÉ H ⊴ G, K ⊴ G และ K ⊆ H จะไดว้า่

H/K ⊴ G/K และ (G/K)/(H/K) ∼= G/H
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แบบฝึกหดั 5.3
1. ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนทีÉมีอนัดบั n ให้m ∈ N ซึÉง gcd(n,m) = 1 จงแสดงวา่

ทกุ ๆ g ∈ G จะมี x ∈ G ซึÉง g = xm

2. จงแสดงวา่ Z18/ 〈3̄〉 ∼= Z3

3. จงพิสจูนว์า่ ถา้ H เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป G ซึÉง |G| = p แลว้จะไดว้า่ ทกุ ๆ K ≤ G

จะสอดคลอ้งขอ้ใดขอ้หนึÉงเพียงขอ้เดียวจาก 2 ตอ่ไปนีÊ
(ก) K ≤ H หรอื
(ข ) G = HK และ [K : K ∩H] = p

4. ให้M และ N เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป G ซึÉง G =MN จงแสดงวา่
G/(M ∩N) ∼= (G/M)× (G/N)

5. ให้ C และ D เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป A และ B ตามลาํดบั จงพิสจูนว์า่
(C ×D) ⊴ (A× B) และ (A× B)/(C ×D) ∼= (A/C)× (B/D)
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5.4 ฟังกชั์นอัตสัณฐาน
บทนิยาม 5.4.1 ให้G เป็นกรุป ถา้ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน
จะเรยีก φ วา่เป็น ฟังกชั์นอัตสัณฐาน (automorphism) ของ G เซตของฟังกช์นัอตัสณัฐานของ G
เขียนแทนดว้ย Aut(G) นัÉนคือ

Aut(G) = {φ : G→ G : φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน }

เห็นไดช้ดัวา่ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ iG เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ และสาํหรบั x, y ∈ G จะไดว้า่
iG(xy) = xy = iG(x)iG(y)

ดงันัÊน iG เป็นฟังกช์นัอตัสณัฐานของ G
ตัวอย่าง 5.4.2 ให้G เป็นกรุปอาบีเลียน และ

φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1

จงแสดงวา่ φ ฟังกช์นัอตัสณัฐานของ G

ทฤษฎบีท 5.4.3 ให้G เป็นกรุปวฏัจกัร โดยทีÉ a และ b เป็นตวัก่อกาํเนิดของ G กาํหนดให้
φ : G→ G นิยามโดย φ(ak) = bk มืÉอ k ∈ Z

แลว้ φ เป็นฟังกช์นัอตัสณัฐานของ G
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ทฤษฎบีท 5.4.4 ให้G เป็นกรุป แลว้ (Aut(G), ◦) เป็นกรุป

จะเห็นวา่กรุป (Aut, ◦) มี iG เป็นเอกลกัษณ์ และ φ มีตวัผกผนัคือ φ−1

ทฤษฎบีท 5.4.5 ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G กาํหนดให้
fa : G→ G นิยามโดย fa(x) = a−1xa

แลว้ fa เป็นฟังกช์นัอตัสณัฐานของ G
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บทนิยาม 5.4.6 ให้G เป็นกรุป และ a ∈ G จะเรยีก fa ในทฤษฎีบท 5.4.5 วา่ ฟังกชั์นอัตสัณฐาน
ภายใน (inner automorphism) ของ G ซึÉงสมนยักบั a และเซตของฟังกช์นัอตัสณัฐานภายในของ
G เขียนแทนดว้ย Inn(G) นัÉนคือ

Inn(G) = {fa ∈ Aut(G) : a ∈ G}

ข้อสังเกต 5.4.7 ถา้ G เป็นกรุปอาบีเลียน จะไดว้า่ fa คือ iG สาํหรบัทกุ ๆ a ∈ G
ตัวอย่าง 5.4.8 จงหา fa(x) ∈ Inn(S3) เมืÉอ a = (1 2)
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ทฤษฎบีท 5.4.9 ให้G เป็นกรุป จะไดว้า่
G/Z(G) ∼= Inn(G) และ Inn(G) ⊴ Aut(G)

เมืÉอ Z(G) = {a ∈ G : ax = xa ทกุ ๆ x ∈ G}
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แบบฝึกหดั 5.4

1. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัอตัสณัฐานหรอืไม่
1.1 φ : R∗ → R∗ นิยามโดย φ(x) = |x|
1.2 φ : S2 → S2 นิยามโดย φ(x) = x−1

1.3 φ : Sn → Sn นิยามโดย φ(x) = x−1 เมืÉอ n ∈ N

1.4 φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = xax−1 เมืÉอ a เป็นสมาชิกในกรุป G

2. จงหาฟังกช์นัอตัสณัฐานทัÊงหมดของกรุปตอ่ไปนีÊ
2.1 R

2.2 R+

2.3 S3

2.4 Z4

2.5 Z6

2.6 Z∗
5

3. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จงพิสจูนว์า่
3.1 |Aut(Z2)| = 1

3.2 Aut(Z3) ∼= Z2

3.3 Aut(Z4) ∼= Z2

3.4 Aut(Zp) ∼= Zp−1

4. จงหาฟังกช์นัอตัสณัฐานภายใน fa(x) ∈ Inn(S3) เมืÉอกาํหนดให้
4.1 a = (1 3) 4.2 a = (2 3) 4.3 a = (1 3 2)

5. ให้G เป็นกรุป จงพิสจูนว์า่ Inn(G) ⊴ Aut(G)
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ริง

เมืÉอใดก็ตามทีÉกลา่วถงึกรุปจะทราบทนัทีวา่มีการดาํเนินการทวิภาคเพียงหนึÉงเดียวบนกรุปนัÊน
ในบทนีÊจะเพิÉมอีกหนึÉงการดาํเนินการทวิภาคในกรุป โดยให้ + แทนการดาํเนินการแรก และ · แทน
การดาํเนินการทีÉเพิÉม และใหก้ารดาํเนินการทัÊงสองมีความสมัพนัธก์นั ดงัจะศกึษาไดจ้ากบทเรยีนนีÊ

6.1 ริงและฟีลด์
บทนิยาม 6.1.1 ให้ R เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง โดยทีÉ + และ · เป็นการดาํเนินการทวิภาคใน R
จะเรยีกวา่ ริง (ring) เขียนแทนดว้ย (R,+, ·) ถา้สอดคลอ้ง 3 ขอ้ตอ่ไปนีÊ
(ก) (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน
(ข) (R, ·) เป็นกึÉงกรุป
(ค) สาํหรบั a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a · (b+ c) = a · b+ a · c และ (b+ c) · a = b · a+ c · a

เรยีกวา่ สมบตักิารแจกแจง (distributive law) ใน R
เขียน R แทนรงิ (R,+, ·) และ a · b เขียนแทนดว้ย ab

We write a ring R instead of (R,+, ·) and ab instead of a · b.
ถา้ (R+, ·) เป็นรงิ แลว้
1. เอกลกัษณ์ใน (R,+) เขียนแทนดว้ย 0 เรยีกวา่ ศูนย์ (zero element) และสาํหรบั a ∈ R

เขียนตวัผกผนัของ a ดว้ย −a
2. ถา้กึÉงกรุป (R, ·) มีเอกลกัษณ์ เขียนแทนดว้ย 1 เรยีกวา่ ยูนิตี (unity) และเรยีก (R,+, ·) วา่

ริงซึÉงมยูีนิตี (ring with unity)

3. ถา้กึÉงกรุป (R, ·) มีสมบตัิการสลบัทีÉ เรยีก (R,+, ·) วา่ ริงสลับทีÉ (commutative ring)
ข้อสังเกต 6.1.2 ถา้วง (R,+, ·) มีสมาชิกเพียงตวัเดียว จะไดว้า่ R = {0} และศนูยท์าํหนา้ทีÉเป็นยู
นิตี นัÉนคือ 0 = 1 โดยเรยีก ({0},+, ·) วา่ ริงชัด (trivial ring)
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จากความรูเ้รืÉองกรุปถา้ + เป็นการบวก และ · เป็นการคณู จะไดว้า่
1. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) และ (C,+, ·) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตีคือ 1

2. สาํหรบั n ∈ N จะไดว้า่ (Zn,+, ·) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตีคือ 1̄

3. สาํหรบั n ∈ N จะไดว้า่ (Mnn(R),+, ·) เป็นรงิทีÉไมส่ลบัทีÉซึÉงมียนิูตีคือ I
ตัวอย่าง 6.1.3 กาํหนดให้

Q[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q}

จงแสดงวา่ (Q[
√
2],+, ·) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี

ตัวอย่าง 6.1.4 ให้ a, b ∈ Z นิยามโดย
a⊕ b = a+ b+ 2

a� b = 2ab

จงตรวจสอบวา่ (Z,⊕,�) เป็นรงิ หรอืไม่



6.1. รงิและฟีลด์ 171

ตัวอย่าง 6.1.5 ให้ a, b ∈ R นิยามโดย
a⊕ b = a+ b+ 1

a� b = a+ b+ ab

จงแสดงวา่ (R,⊕,�) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี
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ตัวอย่าง 6.1.6 ให้ a, b, c, d ∈ R นิยามโดย

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)� (c, d) = (a · c, b · d)

จงแสดงวา่ (R× R,⊕,�) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี
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จากตวัอยา่ง 6.1.6 จะเห็นไดว้า่ R เป็นรงิ แลว้ R× R เป็นรงิ ขยายแนวคิดนี Êไปยงั 2 รงิใด ๆ ถา้
R และ S เป็นรงิ สาํหรบั (a, b), (c, d) ∈ R× S โดยนิยาม

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) (6.1)
(a, b) · (c, d) = (a · c, b · d) (6.2)

จะพิสจูนไ์ดว้า่ (R× S,+, ·) เป็นรงิดว้ย
ทฤษฎบีท 6.1.7 ให้ R และ S เป็นรงิ จะไดว้า่ R × S เป็นรงิ เมืÉอนิยาม + และ · ดงัสมการ (6.1)
และ (6.2) ตามลาํดบั และเรยีกรงิ R× S วา่ ผลคูณตรงของริง (direct product of ring)

บทแทรก 6.1.8 ให้ R และ S เป็นรงิซึÉงมียนิูตี จะไดว้า่ R× S เป็นรงิซึÉงมียนิูตี

บทแทรก 6.1.9 ให้ R และ S เป็นรงิซึÉงมียนิูตี ถา้ R และ S มีหน่วย แลว้ R× S มีหนว่ย
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ทฤษฎบีท 6.1.10 ให้ R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จะไดว้า่

1. a0 = 0a = 0

2. a(−b) = (−a)b = −(ab)

3. (−a)(−b) = ab

บทแทรก 6.1.11 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ a ∈ R จะไดว้า่
1. (−1)a = −a

2. (−1)(−1) = 1

บทแทรก 6.1.12 ถา้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ R 6= {0} แลว้ 0 6= 1
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บทนิยาม 6.1.13 ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ โดยทีÉ x ∈ R และ n ∈ N กาํหนดให้
1. nx = x+ (n− 1)x

2. 0x = 0 เมืÉอ 0 ทางขวามือเป็นเอกลกัษณใ์น (R,+)

และ 0 ทางซา้ยมือเป็นจาํนวนเตม็
3. (−n)x = n(−x)

4. x0 = 1 เมืÉอ 0 ∈ Z และ 1 เป็นเอกลกัษณใ์น (R, ·)
โดยทีÉ x ไมเ่ป็นเอกลกัษณใ์น (R,+)

5. xn = xxn−1 เมืÉอ x ไมเ่ป็นเอกลกัษณใ์น (R,+)

ทฤษฎบีท 6.1.14 ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ โดยทีÉ x, y ∈ R และ n,m ∈ Z จะไดว้า่
1. −(nx) = n(−x)

2. nx+mx = (n+m)x

3. n(x+ y) = nx+ ny

4. n(xy) = (nx)y = x(ny)

5. (nx)(my) = (nm)xy

6. (xy)n = xnyn เมืÉอ xy ไมเ่ป็นเอกลกัษณใ์น (R,+)
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บทนิยาม 6.1.15 ให้ R เป็นรงิ ถา้มี k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ∈ R และ
n = min{k ∈ N : ka = 0 ทกุ ๆ a ∈ R}

เรากลา่ววา่ R มี แคแรกเทอริสตกิ (characteristic) เทา่กบั n เขียนแทนดว้ย Char(R)
ถา้ไมมี่ k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ∈ R จะกลา่ววา่ R มีแคแรกเทอรสิติกเทา่กบั 0

ข้อสังเกต 6.1.16 จะไดว้า่ Char(R) > 0 ก็ตอ่เมืÉอ min{k ∈ N : ka = 0 ทกุ ๆ a ∈ R} 6= ∅

ตัวอย่าง 6.1.17 จงหาแคแรกเทอรสิติกของ
1. Z3

2. Z6

3. Z2 × Z3
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สาํหรบัรงิ Z, Q, R และ C เห็นไดช้ดัวา่ไมมี่ k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ทีÉเป็นสมาชิกของรงินัÊน
ดงันัÊน Char(Z) = 0, Char(Q) = 0, Char(R) = 0 และ Char(C) = 0

ทฤษฎบีท 6.1.18 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ Char(R) = n จะไดว้า่
n > 0 ก็ตอ่เมืÉอ {k ∈ N : k1 = 0} 6= ∅

บทแทรก 6.1.19 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ Char(R) > 0 จะไดว้า่
Char(R) = {k ∈ N : k1 = 0}
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บทนิยาม 6.1.20 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ a ∈ R จะเรยีก a วา่ หน่วย (unit) ถา้
มี b ∈ R ซึÉง ab = 1 = ba

หรอืกลา่วไดว้า่ a เป็นหนว่ย ก็ตอ่เมืÉอ a มีตวัผกผนัในกึÉงกรุป (R, ·)
และเซตของหนว่ยของ R เขียนแทนดว้ย U(R) นัÉนคือ

U(R) = {a ∈ R : มี b ∈ R ฃึÉง ab = 1 = ba}

ตัวอย่าง 6.1.21 จงหา U(R) ของรงิตอ่ไปนีÊ
1. Z6 2. Z7

จากความรูเ้รืÉองกรุป สาํหรบัรงิ (R,+, ·) เมืÉอ + คือการบวก และ · คือการคณู จะไดว้า่
R เซตของหนว่ยของ R หรอื U(R)
Zn Z×

n เมืÉอ n ∈ N

Zp Z∗
p เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ

Z {−1, 1}
Q Q∗

R R∗

C C∗

Mnn(R) GLn(R) เมืÉอ n ∈ N

ในทาํนองเดียวกนักบัตวัอยา่ง 6.1.3 พิสจูนไ์ดว้า่ (Z[
√
2],+, ·) เป็นรงิ เมืÉอ

Z[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z}

ตัวอย่าง 6.1.22 จงหาเซตของหนว่ยของรงิ (Z[√2],+, ·)
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บทนิยาม 6.1.23 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี โดยทีÉ 1 6= 0 แลว้เรยีก R วา่
1. ริงการหาร (division ring) ถา้ทกุสมาชิกทีÉไมใ่ช่ศนูยใ์น R เป็นหนว่ย
2. ฟีลด์ (field) ถา้ R เป็นรงิการหารสลบัทีÉ (commutative division ring)
3. สกวิฟีลด์ (skew field) ถา้ R เป็นรงิการหารไมส่ลบัทีÉ

จากนิยามขา้งตน้แสดงความสมัพนัธข์องรงิการหาร ฟีลด์ และสกิวฟีลด์ ไดด้งัตอ่ไปนีÊ

สกิวฟีลด์ฟีลด์

รงิการหาร

ข้อสังเกต 6.1.24 ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี โดยทีÉ 1 6= 0 จะไดว้า่
R เป็นรงิการหาร ก็ตอ่เมืÉอ U(R) = R− {0}

จากตารางทีÉ 15 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จะไดว้า่
Zp, Q, R และ C

เป็นรงิการหาร เนืÉองจากรงิดงักลา่วเป็นรงิสลบัทีÉได้ ดงันัÊนทัÊง 4 รงิเป็นฟีลดด์ว้ย
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จากนีÊจะกลา่วถงึตวัอยา่งของรงิการหารทีÉไมส่ลบัทีÉทีÉเรยีกวา่สกิวฟีลด์
ให้Q = R4 โดยทีÉ x = (x1, x2, x3, x4) และ y = (y1, y2, y3, y4) นิยามการดาํเนินการโดย

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, x4 + y4) (6.3)
x · y = (x1y1 − x2y2 − x3y3, x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

x1y3 + x3y1 + x4y2 − x2y4, x1y4 + x4y1 + x2y3 − x3y2) (6.4)

แลว้ (Q,+, ·) เป็นรงิไม่สลบัทีÉ (พิสจูนเ์ป็นแบบฝึกหดั) ซึÉงเรยีกวา่ ริงควอเทอรเ์นียน (quaternion
ring) สาํหรบั x = (x1, x2, x3, x4) ทีÉไมใ่ชศ่นูยใ์น Q จะไดว้า่

x−1 =
(x1
s
,−x2

s
,−x3

s
,−x4

s

)
เมืÉอ s = x21 + x22 + x23 + x24

ดงันัÊนสมาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ชศ่นูยเ์ป็นหนว่ย สรุปไดว้า่ (Q,+, ·) เป็นสกิวฟีลด์
ถา้กาํหนดให้ 1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) และ k = (0, 0, 0, 1) โดยทีÉ

Q4 = {1,−1, i,−i, j,−j,k,−k}

จะไดว้า่
i2 = i2 = k2 = ijk = −1

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ki = j (6.5)
โดยนิยาม · ดงัสมการ (6.4) จะเห็นวา่ 1 เป็นเอกลกัษณ์ และ

1,−1,−i,−j,−k เป็นตวัผกผนัของ 1,−1, i, j,k ตามลาํดบั
ดงันัÊน (Q4, ·) เป็นกรุปควอเทอรเ์นียนหรอืกรุปไมส่ลบัทีÉ (สอดคลอ้งตามเงืÉอนไขของตวัอยา่ง ??)

สาํหรบั x = (x1, x2, x3, x4) สามารถเขียนในรูป 1, i, j,k ไดเ้ป็น
x = x11+ x2i+ x3j + x4k

เราอาจนิยาม (6.3) และ (6.4) ไดด้งันี Ê
x+ y = (x11+ x2i+ x3j + x4k) + (x11+ x2i+ x3j + x4k) (6.6)
x · y = (x11+ x2i+ x3j + x4k)(y11+ y2i+ y3j + y4k) (6.7)

เมืÉอ x = (x1, x2, x3, x4) และ y = (y1, y2, y3, y4) โดยทีÉ 1, i, j,k สอดคลอ้งเงืÉอไข (6.5)
สาํหรบั x = (x1, x2, x3, x4) ทีÉไมใ่ชศ่นูยใ์น Q จะไดว้า่

x−1 =
x11− x2i− x3j − x4k
x21 + x22 + x23 + x24
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แบบฝึกหดั 6.1
1. ให้ a, b ∈ R นิยามโดย

a⊕ b = a+ b− 1 และ a� b = ab− (a+ b) + 2

จงตรวจสอบวา่ (R,⊕,�) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตีหรอืไม่
2. ให้ a, b, c, d ∈ Q นิยามโดย

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d) และ (a, b)� (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (Q×Q,⊕,�) เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตีหรอืไม่
3. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข x · x = x ทกุ ๆ x ∈ R จงแสดงวา่

3.1 x+ x = 0 ทกุ ๆ x ∈ R 3.2 x · y = y · x ทกุ ๆ x, y ∈ R

4. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิสลบัทีÉ ให้ a, b ∈ R จงพิสจูนว์า่
4.1 a2 − b2 = (a− b)(a+ b) 4.2 (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

5. จงหาเซตของหน่วยของรงิ Q[
√
2]

6. จงแสดงวา่ (Z[
√
2],+, ·) เป็นรงิ

7. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิซึÉงมียนิูตี จงพิสจูนว์า่ (U(R), ·) เป็นกรุป
8. ให้ R และ S เป็นรงิซึÉงมียนิูตี จงแสดงวา่ U(R× S) = U(R)× U(S)
9. ให้ R เป็นริงการหาร และ a ∈ R กาํหนดให้ C(a) = {r ∈ R : ra = ar} จงพิสจูนว์า่ C(a)

เป็นรงิการหารทกุ ๆ a ∈ R
10. จะเรยีกรงิ R วา่ ริงบลูีน (Boolean ring) ถา้ a2 = a ทกุ ๆ a ∈ R

จงพิสจูนว์า่รงิบลูีนเป็นรงิสลบัทีÉ
11. ให้X เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง กาํหนดให้

A+B = (A ∪ B)− (A ∩B) และ A · B = A ∩ B

จงแสดงวา่ (P(X),+, ·) เป็นรงิบลูีน
12. จงแสดงวา่ Char(Zn) = n เมืÉอ n ∈ N

13. ให้ R เป็นรงิทีÉมีสามชิกมากกวา่ 1 ตวั ถา้ทกุ ๆ a ∈ R− {0} มี x ∈ R ซึÉง axa = x

จงแสดงวา่ R เป็นวงการหาร
14. ถา้ R และ S เป็นฟีลด์ แลว้ R× S เป็นฟีลด์ หรอืไมเ่พราะเหตใุด
15. จงแสดงวา่ (Q,+, ·) เป็นสกิวฟีลด์ โดยใชนิ้ยาม (6.6) และ (6.7)
16. จงสรา้งตารางของกรุปควอเทอรเ์นียน (Q4, ·) โดย Q4 = {1,−1, i,−i, j,−j,k,−k}
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6.2 ริงย่อย ไอดลี และริงผลหาร
บทนิยาม 6.2.1 ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ S ⊆ R ถา้ (S,+, ·) เป็นรงิ จะเรยีก S วา่ ริงย่อย (subring)
ของ R

จากหวัขอ้ 6.1 จะไดว้า่
(Z,+, ·) เป็นรงิยอ่ยของ (Q,+, ·), (R,+, ·) และ (C,+, ·)
(Q,+, ·) เป็นรงิยอ่ยของ (R,+, ·) และ (C,+, ·)
(R,+, ·) เป็นรงิยอ่ยของ (C,+, ·)

(nZ,+, ·) เป็นรงิยอ่ยของ (Z,+, ·) เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง 6.2.2 จงหารงิยอ่ยทัÊงหมดของ (Z6,+, ·)

วธีิทาํ พิจารณากรุปยอ่ยทัÊงหมดของ (Z6,+) คือ 〈d̄〉 เมืÉอ d = 0, 1, 2, 3〈
d̄
〉

(
〈
d̄
〉
, ·) รงิยอ่ยของ Z6 ยนิูตี

〈0̄〉 = {0̄} เป็นกึÉงกรุป ใช่ 0̄

〈3̄〉 = {0̄, 3̄}
〈2̄〉 = {0̄, 2̄, 4̄}
〈1̄〉 = Z6

จากตวัอยา่ง 6.2.2 จะสงัเกตไดว้า่
1. กรุปยอ่ยของ (Z6,+) เป็นรงิยอ่ยของ Z6

2. ยนิูตีของริÉงยอ่ยไมจ่าํเป็นตอ้งเทา่กบัยนิูตีใน Z6

3. Z6 เป็นรงิซึÉงมียนิูตี แตร่งิยอ่ยของ Z6 ไมจ่าํเป็นตอ้งมียนิูตี
ทฤษฎบีท 6.2.3 เกณฑก์ารพจิารณาริงย่อย (The Subring Criterion)
ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ S ⊆ R โดยทีÉ S 6= ∅ ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. (S,+, ·) เป็นรงิยอ่ยของ (R,+, ·)
2. (S,+) เป็นกรุปยอ่ยของ (R,+) และ ab ∈ S ทกุ ๆ a, b ∈ S
3. a− b ∈ S และ ab ∈ S ทกุ ๆ a, b ∈ S
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ตัวอย่าง 6.2.4 จงตรวจสอบวา่เซตตอ่ไปนีÊเป็นรงิยอ่ยของM22(R) หรอืไม่

1. S =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

2. T =

{[
x 0

0 0

]
: x ∈ R

}

ตัวอย่าง 6.2.5 จงตรวจสอบวา่ S เป็นรงิยอ่ยของ Z× Z หรอืไม่
1. S = {(x, x) : x ∈ Z}

2. T = {(x, 0) : x ∈ Z}

3. U = {(x, 1) : x ∈ Z}
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ทฤษฎบีท 6.2.6 ให้ S1 และ S2 เป็นรงิยอ่ยของ R จะไดว้า่ S1 ∩ S2 เป็นรงิยอ่ยของ R

บทนิยาม 6.2.7 ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ (I,+) เป็นกรุปยอ่ยของ (R,+) แลว้
1. เรยีก I วา่ ไอดลีซ้าย (left ideal) ของ R ถา้ RI ⊆ I

2. เรยีก I วา่ ไอดลีขวา (right ideal) ของ R ถา้ IR ⊆ I

3. เรยีก I วา่ ไอดลี (ideal) ของ R ถา้ RI ⊆ I และ IR ⊆ I

ข้อสังเกต 6.2.8 สาํหรบัรงิ R ใด ๆ จะไดว้า่ {0} และ R เป็นไอดีลของ R

เนืÉองจาก Zp เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ มีกรุปยอ่ยเพียง 2 กรุป ดงันัÊน Zp มีเพียง 2 ไอดีลเทา่นัÊน
คือ {0̄} และ Zp เชน่เดียวกบัฟีลดจ์ะมีเพียง 2 ไอดีลดงัจะพิสจูนใ์นทฤษฎีบท 6.2.23
ทฤษฎบีท 6.2.9 ไอดีลซา้ย ไอดีลขวา และไอดีล ของรงิ R ยอ่มเป็นรงิยอ่ยของ R

ทฤษฎบีท 6.2.10 ให้ R เป็นรงิซึÉงมี 1 และ I เป็นไอดีลของ R จะไดว้า่
ถา้ 1 ∈ I แลว้ I = R
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ตัวอย่าง 6.2.11 จงหาไอดีลของ Z6

ในทาํนองเดียวกบัตวัอยา่ง 6.2.11 ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ (Zn,+) เป็นไอดีลของ Zn เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง 6.2.12 จงแสดงวา่ nZ เป็นไอดีลของ Z เมืÉอ n ∈ N

ข้อสังเกต 6.2.13 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉ จะไดว้า่
1. ถา้ I เป็นไอดีลซา้ยของ R แลว้ I เป็นไอดีลขวา และไอดีลของ R
2. ถา้ I เป็นไอดีลขวาของ R แลว้ I เป็นไอดีลซา้ย และไอดีลของ R

ตัวอย่าง 6.2.14 จงแสดงวา่ I = {(x, 0) : x ∈ Z} เป็นไอดีลของ Z× Z
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ตัวอย่าง 6.2.15 จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ยของ M22(R) ตอ่ไปนีÊวา่เป็นไอดีลซา้ย ไอดีลขวา ไอดีล
หรอืเป็นอยา่งอืÉน

1. I =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

2. J =

{[
x 0

0 0

]
: x ∈ R

}

โดยทฤษฎีบท 6.2.9 ทกุ ๆ ไอดีลเป็นรงิยอ่ย แต่ในทางกลบักนัตวัอยา่ง 6.2.15 ขอ้ 2 แสดงให้
เห็นวา่ J เป็นรงิยอ่ยของ M22(R) แต่ไม่เป็นไอดีลของ M22(R) เพืÉอใหเ้ขา้ใจยิÉงขึ Êนจะแสดงใหเ้ห็น
ความสมัพนัธข์อง รงิ รงิยอ่ย และไอดีล ดงัรูปตอ่ไปนีÊ

ไอดีล

รงิยอ่ย
รงิ
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ทฤษฎบีท 6.2.16 ให้ I และ J เป็นไอดีลซา้ย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R แลว้
I ∩ J เป็นไอดีลซา้ย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R

ทฤษฎบีท 6.2.17 ให้ R เป็นรงิ และ a ∈ R จะไดว้า่
Ra เป็นไอดีลซา้ย และ aR เป็นไอดีลขวาของ R

ทฤษฎบีท 6.2.18 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉและมียนิูตี และ a ∈ R จะไดว้า่
Ra เป็นไอดีลทีÉมี a เป็นสมาชิก

บทนิยาม 6.2.19 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉและมียนิูตี และ a ∈ R จะเรยีก
Ra = {ra : r ∈ R}

วา่ ไอดลีมุขสาํคัญ (principal ideal) เขียนแทนดว้ย 〈a〉
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ตัวอย่าง 6.2.20 จงแจกแจงสมาชิกของไอดีลมขุสาํคญัใน Z6

1. 〈1̄〉

2. 〈2̄〉

3. 〈3̄〉

ในทาํนองเดียวกนัสาํหรบัรงิ Z เมืÉอ n ∈ Z เห็นไดช้ดัวา่
〈n〉 = nZ

ทฤษฎบีท 6.2.21 ให้ I และ J เป็นไอดีลซา้ย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R และ S ตามลาํดบั แลว้
I × J เป็นไอดีลซา้ย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R× S

ในทางกลบักบัของทฤษฎีบท 6.2.21 เมืÉอ R และ S เป็นรงิ เราแสดงไดว้า่ไอดีลของ R × S อยู่
ในรูป I × S เมืÉอ I และ J เป็นไอดีลของ R และ S ตามลาํดบั
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ตัวอย่าง 6.2.22 จงหาไอดีลทัÊงหมดของ Z2 × Z6

ทฤษฎบีท 6.2.23 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี และ R 6= {0} จะไดว้า่
R เป็นฟีลด์ ก็ตอ่เมืÉอ R มีเพียง 2 ไอดีลเทา่นัÊนคือ R และ {0}
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ทฤษฎบีท 6.2.24 ให้ I เป็นไอดีลของรงิ R และ R/I = {I + a : a ∈ R} กาํหนดให้

(I + a) + (I + b) = I + (a+ b)

(I + a) · (I + b) = I + (ab)

แลว้ (R/I,+, ·) เป็นรงิ และเรยีกวา่ ริงผลหาร (quotient ring)

ข้อสังเกต 6.2.25 ถา้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี และ I เป็นไอดีลของ R จะไดว้า่ R/I เป็นรงิสลบัทีÉ
ซึÉงมียนิูตี โดยทีÉ

I เป็นศนูย์ และ I + 1 เป็นยนิูตี ในรงิผลหาร R/I
ตวัอยา่งเช่นใน Z6 พิจารณา 〈3̄〉 ซึÉงเป็นไอดีลมขุสาํคญั จะไดว้า่

Z6/ 〈3̄〉 = {〈3̄〉 , 〈3̄〉+ 1̄, 〈3̄〉+ 2̄}

แสดงตารางการดาํเนินการไดด้งันี Ê
+ 〈3̄〉 〈3̄〉+ 1̄ 〈3̄〉+ 2̄

〈3̄〉
〈3̄〉+ 1̄

〈3̄〉+ 2̄

· 〈3̄〉 〈3̄〉+ 1̄ 〈3̄〉+ 2̄

〈3̄〉
〈3̄〉+ 1̄

〈3̄〉+ 2̄
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ทฤษฎบีท 6.2.26 ให้ I, J เป็นไอดีลของรงิ R โดยทีÉ I เป็นเซตยอ่ยของ J จะไดว้า่
J/I = {I} ก็ตอ่เมืÉอ J = I

ทฤษฎบีท 6.2.27 ให้ I, J,K เป็นไอดีลของรงิ R โดยทีÉ I เป็นเซตยอ่ยของ J และ K จะไดว้า่
K/I = J/I ก็ตอ่เมืÉอ K = J
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แบบฝึกหดั 6.2

1. จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ยของM22(R) ตอ่ไปนีÊวา่เป็นไอดีลซา้ย ไอดีลขวา ไอดีล หรอืเป็นอยา่ง
อืÉน

1.1 A =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

1.2 B =

{[
x y

z 0

]
: x, y, z ∈ R

}

1.3 C =

{[
x 0

0 y

]
: x, y ∈ R

}

1.4 D =

{[
x 0

y 0

]
: x, y ∈ R

}

1.5 E =

{[
0 x

0 0

]
: x ∈ R

}

1.6 F =

{[
x 0

0 x

]
: x ∈ R

}

2. จงตรวจสอบวา่เซตตอ่ไปนีÊเป็น รงิยอ่ย หรอื ไอดีลของ Z× Z หรอืไม่
2.1 I = {(a, a) : a ∈ Z}

2.2 J = {(2a, 2b) : a, b ∈ Z}

2.3 K = {(2a, 0) : a ∈ Z}

2.4 L = {(0,−a) : a ∈ Z}

3. จงหารงิยอ่ยทัÊงหมดและยนิูตี (ถา้มี) ของรงิตอ่ไปนีÊ
3.1 Z8 3.2 Z12 3.3 Z15 3.4 Z36

4. ถา้ p เป็นจาํนวนเฉพาะจงใหเ้หตผุลวา่ทาํไม Zp มีไอดีลเพียง 2 เซตเทา่นัÊนคือ {0̄} และ Zp

5. ให้ R = {f : R→ R : f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง } กาํหนดโดย
(f + g)(x) = f(x) + g(x) และ (f · g)(x) = f(x) · g(x)

5.1 จงพิสจูนว์า่ (R,+, ·) เป็นรงิ
5.2 I = {f ∈ R : f(1) = 0}เป็นไอดีลของ R

6. ให้ R เป็นรงิและ Ii เป็นไอดีลของ R ทกุ ๆ i ∈ N โดยทีÉ
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ...

จงแสดงวา่⋃
i∈N

Ii เป็นไอดีลของ R

7. จงยกตวัอยา่งไอดีล I และ J ของรงิ R ซึÉง I ∪ J ไมเ่ป็นไอดีลของรงิ R
8. จงหาหนว่ยทัÊงหมดของ Z6/ 〈2̄〉

9. กาํหนดให้R และ S เป็นรงิ จงแสดงวา่ไอดีลของ R× S อยูใ่นรูป I × J เมืÉอ I และ J เป็นไอ
ดีลของ R และ S ตามลาํดบั

10. จงพิสจูนว์า่ไอดีลมขุสาํคญั 〈ā〉 ในรงิ R มีสมาชิกเหมือนกบักรุปยอ่ย 〈ā〉 ใน (R,+)
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6.3 ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง
บทนิยาม 6.3.1 ให้ (R,+, ·) และ (S,⊕,�) เป็นรงิ และ φ : R→ S

1. เรยีก φ วา่ ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) ถา้ทกุ ๆ a, b ∈ R สอด-
คลอ้ง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

φ(a+ b) = φ(a)⊕ φ(b)
φ(a · b) = φ(a)� φ(b)

2. เรยีก φ วา่ ฟังกชั์นสมสัณฐานของริง (ring isomorphism) ถา้ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
ของรงิซึÉงเป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัÉวถงึ และกลา่ววา่ R สมสัณฐาน (isomorphic) กบั S เขียน
แทนดว้ย R ∼= S

3. เคอรเ์นล (Kernel) ของ φ เขียนแทนดว้ย นิยามโดย

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 0S}

เมืÉอ 0S เป็นศนูยใ์น S
สาํหรบั (R,+, ·) และ (S,⊕,�) เป็นรงิ ถา้ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จะได้

วา่ φ : (R,+)→ (S,⊕) เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน เพราะวา่ (R,+) และ (S,⊕) เป็นกรุปอาบีเลียน
จากสมบตัิของฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน ทาํใหไ้ดว้า่

1. φ(0R) = 0S เมืÉอ 0R และ 0S เป็นศนูยใ์น R และ S ตามลาํดบั
2. φ(−x) = −φ(x) ทกุ ๆ x ∈ R

ตัวอย่าง 6.3.2 จงแสดงวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ และหา Ker(φ)

1. กาํหนดให้ φ : Z→ Zn นิยามโดย φ(x) = x̄ เมืÉอ n ∈ N
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2. กาํหนดให้ φ : C→ C นิยามโดย φ(x+ yi) = x− yi เมืÉอ x, y ∈ R

ตัวอย่าง 6.3.3 จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิหรอืไม่
1. กาํหนดให้ φ : Z→ Z2 นิยามโดย φ(x) = (x̄)2

2. กาํหนดให้ φ : Z→ Z3 นิยามโดย φ(x) = (x̄)2

ทฤษฎบีท 6.3.4 ให้ R และ S เป็นรงิ และ φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิจาก R ไป S จะไดว้า่
φ เป็นฟังกช์นั 1-1 ก็ตอ่เมืÉอ Ker(φ) = {0R}
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ตัวอย่าง 6.3.5 ให้ φ : R→M22(R) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0

0 0

]

จงแสดงวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิแบบ 1-1

จากตวัอยา่ง 6.3.5 จะเห็นวา่ φ(1) =
[
1 0

0 0

]
6=

[
1 0

0 1

]
ฉะนัÊน φ(1R) = 1S ไมเ่ป็นจรงิ เมืÉอ 1R

และ 1S เป็นยนิูตีใน R และ S ตามลาํดบั เมืÉอกาํหนดให้

T = Ran(φ) =
{[

a 0

0 0

]
: a ∈ R

}

จะไดว้า่ T เป็นรงิยอ่ยของ M22(R) และ φ : R→ T เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิ นัÉนคือ R ∼= T

ข้อสังเกต 6.3.6 ให้ R และ S เป็นรงิ และ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิจาก R ไป S

ถา้ φ เป็นฟังกช์นั 1-1 แลว้ R ∼= Ran(φ)
ตัวอย่าง 6.3.7 ให้ S = {(x, x) : x ∈ Z} เป็นรงิยอ่ยของ Z จงแสดงวา่ S ∼= Z
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ทฤษฎบีท 6.3.8 ให้R และ S เป็นรงิ และ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิจาก R ไป S จะไดว้า่

1. Ker(φ) เป็นรงิยอ่ยของ R
2. Ran(φ) เป็นรงิยอ่ยของ S
3. Ker(φ) เป็นไอดีลของ R
4. ถา้ R มียนิูตีคือ 1R แลว้ φ(1R) เป็นยนิูตีใน Ran(φ)
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ทฤษฎบีท 6.3.9 ให้ I เป็นไอดีลของรงิ R กาํหนดให้
π : R→ R/I นิยามโดย π(a) = I + a

แลว้ π เป็นภาวะสาทิสณัฐานของรงิแบบทัÉวถงึ
ซึÉงจะเรยีกวา่ ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริงธรรมชาติ (natural ring homomorphism)

ทฤษฎบีท 6.3.10 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานของริงบททีÉหนึÉง
ให้ R และ S เป็นรงิ โดยทีÉ φ : R→ S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จะไดว้า่

R/Ker(φ) ∼= Ran(φ)

ข้อสังเกต 6.3.11 ให้ R และ S เป็นรงิ
1. ถา้ φ : R→ S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิแบบทัÉวถงึ แลว้ R/Ker(φ) ∼= S

2. ψ ◦ π = φ เมืÉอ π เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิธรรมชาติ
ตอ่ไปเป็นแผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ของ R, Ran(φ) และ R/Ker(φ) ตามทฤษฎีบทฟังกช์นั

สมสณัฐานของรงิบททีÉหนึÉง

R Ran(φ)

R/Ker(φ)

π

φ

ψ
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ตัวอย่าง 6.3.12 จงแสดงวา่ Z/ 〈n〉 ∼= Zn

ทฤษฎบีท 6.3.13 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานของริงบททีÉสอง
ให้ A เป็นรงิยอ่ยของ R และ B เป็นไอดีลของ R แลว้ A+ B = {a+ b : a ∈ A และ b ∈ B} เป็น
รงิยอ่ยของ R และ A ∩ B เป็นไอดีลของ A และ

(A+B)/B ∼= A/(A ∩B)
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ทฤษฎบีท 6.3.14 ทฤษฎบีทฟังกชั์นสมสัณฐานของริงบททีÉสาม
ให้ I และ J เป็นไอดีลของ R โดยทีÉ I ⊆ J แลว้ J/I เป็นไอดีลของ R/I และ

(R/I)/(J/I) ∼= R/J
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แบบฝึกหดั 6.3

1. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิหรอืไม่
1.1 กาํหนดให้ φ : Z→ Z3 นิยามโดย φ(x) = (x̄)3

1.2 กาํหนดให้ φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4x

1.3 กาํหนดให้ φ : C→ R นิยามโดย φ(x+ yi) = x2 + y2 เมืÉอ x, y ∈ R

2. ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉ และ I = {x ∈ R : มี n ∈ N ซึÉง xn = 0} จงพิสจูนว์า่
2.1 I เป็นไอดีลของ R
2.2 ใน R/I จะไดว้า่มี m ∈ I ซึÉง x−m = 0→ x = 0

3. จงแสดงวา่รงิ 2Z และ 3Z ไมส่มสณัฐานกนั
4. จงหาฟังกช์นัสมสณัฐานจาก Z ไป Z/30Z พรอ้มทัÊงหาเคอรเ์นล และเรนจ์
5. จงหาฟังกช์นัสมสณัฐานจาก Z× Z ไป Z พรอ้มทัÊงหาเคอรเ์นล และเรนจ์
6. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊวา่เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิจากM22(Z) ไป Z หรอืไม่

6.1
[
a b

c d

]
7→ a 6.2

[
a b

c d

]
7→ a+ d 6.3

[
a b

c d

]
7→ ad− bc

7. ให้ R =

{[
a b

0 d

]
: a, b, d ∈ Z

}
เป็นรงิยอ่ยของM22(Z) จงพิสจูนว์า่

φ : R→ Z× Z นิยามโดย
[
a b

0 d

]
7→ (a, d)

เป็นเป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิแบบทัÉวถงึ และหาเคอรเ์นลของ φ
8. จงแสดงวา่ S = {(x, 0) : x ∈ Z} เป็นรงิยอ่ยของ Z และ S ∼= Z

9. จงแสดงวา่M∼= C เมืÉอM =

{[
a b

−b a

]
: a, b ∈ R

}
และนิยาม φ : C→M โดย

φ(a+ bi) =

[
a b

−b a

]

10. ให้R และ S เป็นรงิ และ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิจาก R ไป S จงแสดงวา่ Ran(φ)
เป็นรงิยอ่ยของ S แตไ่มเ่ป็นไอดีลของ S

11. จงพิสจูนท์ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิบททีÉสาม
12. ให้ R เป็นรงิซึÉงมียนิูตี และ S เป็นรงิ กาํหนดให้ φ : R→ S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน

และ u เป็นหนว่ยของ R จงแสดงวา่
φ(u) เป็นหน่วยของ S ก็ตอ่เมืÉอ u /∈ Ker(φ)
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อนิทกิรัลโดเมน

จาํนวนเตม็เตม็ทีÉ เรารูจ้กักนัมานานนัÊนมีสมบตัิมากมายทีÉน่าสนใจซึÉงจะเห็นวา่ (Z,+, ·) เป็น
รงิชนิดหนึÉง ดงันัÊนในบทนีÊเราจะขยายแนวคิดนี Êให้ทัÉวไปมากยิÉงขึ ÊนเพืÉอใช้ตรวจสอบวา่รงิตา่ง ๆ มี
สมบตัิดงักลา่วหรอืไม่ โดยความสนในเรืÉองนี Ê เกิดขึ Êนพรอ้ม ๆ กบัการพฒันาวิชาพีชคณิตนามธรรม
ในช่วงเริÉมตน้

7.1 ตัวหารศูนยแ์ละอนิทกิรัลโดเมน
บทนิยาม 7.1.1 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉ และ a เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ชศ่นูยใ์น R แลว้
เรยีก a วา่ ตัวหารศูนย์ (zero divisor) ถา้มี b ซึÉงเป็น สมาชิกทีÉไมใ่ช่ศนูยใ์น R ทีÉทาํให้ ab = 0

ข้อสังเกต 7.1.2 ถา้ R รงิสลบัทีÉซึÉงไมมี่ตวัหารศนูย์ แลว้ทกุ ๆ รงิยอ่ยของ R ไมมี่ตวัหารศนูย์
สาํหรบั a, b ∈ C โดยสมบตัิของจาํนวนเชิงซอ้นจะไดว้า่

a 6= 0 และ b 6= 0 ก็ตอ่เมืÉอ ab 6= 0

สรุปไดว้า่ Z, Q, R และ C ไมมี่ตวัหารศนูย์
ตัวอย่าง 7.1.3 จงหาตวัหารศนูยท์ัÊงหมดของ Z6
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ทฤษฎบีท 7.1.4 ให้ a ∈ {1, 2, 3, ..., n− 1} เมืÉอ n ∈ N จะไดว้า่
ā เป็นตวัหารศนูยใ์น Zn ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) 6= 1

ตัวอย่าง 7.1.5 จงหาตวัหารศนูยท์ัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ
1. Z12

2. Z18

3. Z20
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บทแทรก 7.1.6 จาํนวนตวัหารศนูยข์อง Zn เทา่กบั (n− 1)− ϕ(n) เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง 7.1.7 จงหาจาํนวนตวัหารศนูยท์ัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ
1. Z15

2. Z23

3. Z36

4. Z100

บทแทรก 7.1.8 ถา้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ แลว้ Zp ไมมี่ตวัหารศนูย์
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ทฤษฎบีท 7.1.9 ให้ R และ R เป็นรงิสลบัทีÉ จะไดว้า่
ถา้ a หรอื b เป็นตวัหารศนูยข์อง R และ S ตามลาํดบั แลว้ (a, b) เป็นตวัหารศนูยข์อง R× S

ให้ R และ S เป็นรงิสลบัทีÉ จะเห็นไดช้ดัวา่ x ∈ R− {0} และ y ∈ S − {0} จะไดว้า่
(x, 0S) และ (0R, y) เป็นตวัหารศนูยข์อง R× S

ตวัอยา่งเชน่ตวัหารศนูยข์อง Z2 × Z3 คือ (0̄, 1̄), (0̄, 2̄) และ (1̄, 0̄)

ทฤษฎบีท 7.1.10 ให้ R และ R เป็นรงิสลบัทีÉ ให้ a ∈ R− {0} และ b ∈ S − {0} จะไดว้า่
ถา้ (a, b) เป็นตวัหารศนูยข์อง R× S แลว้ a หรอื b เป็นตวัหารศนูยข์อง R และ S ตามลาํดบั
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ตัวอย่าง 7.1.11 จงหาตวัหารศนูยข์อง Z3 × Z4

ตัวอย่าง 7.1.12 จงหาจาํนวนตวัหารศนูยข์อง Z5 × Z6

บทนิยาม 7.1.13 จะเรยีกรงิสลบัทีÉซึÉงไมมี่ตวัหารศนูยว์า่ อนิทกิรัลโดเมน (integral domain)

จากบทนิยามขา้งตน้ ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉจะไดว้า่
R เป็นอินทิกรลัโดเมน ก็ตอ่เมืÉอ ab 6= 0 ทกุ ๆ a, b ∈ R− {0}

หรอืกลา่วอีกนยัไดว้า่ R เป็นอินทิกรลัโดเมน ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ R
ถา้ ab = 0 แลว้ a = 0 หรอื b = 0

หรอืกลา่วไดว้า่ R เป็นอินทิกรลัโดเมน ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ R
ถา้ a 6= 0 และ b 6= 0 แลว้ ab 6= 0

เนืÉองจาก Z, Q, R และ C ไมมี่ตวัหารศนูย์ ดงันัÊนรงิดงักลา่วเป็นอินทิกรลัโดเมน

ตัวอย่าง 7.1.14 จงตรวจสอบวา่รงิตอ่ไปนีÊเป็นอินทิกรลัโดเมนหรอืไม่
1. Z5

2. Z6

3. Z7

4. Z8



206 บททีÉ 7. อนิทกิรลัโดเมน

ทฤษฎบีท 7.1.15 Zn เป็นอินทิกรลัโดเมน ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจาํนวนเฉพาะ

ทฤษฎบีท 7.1.16 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉ จะไดว้า่
R เป็นอินทิกรลัโดเมน ก็ตอ่เมืÉอ R สอดคลอ้งเงืÉอนไขการตดัออกสาํหรบั ·

ทฤษฎบีท 7.1.17 ฟีลดเ์ป็นอินทิกรลัโดเมน
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บทกลบัของทฤษฎีบท 7.1.17 ไม่เป็นจรงิ ตวัอยา่งคือ Z เป็นอินทิกรลัโดเมนแต่ไม่เป็นฟีลด์
เพราะหนว่ยใน Z มีแค่ 2 ตวัเทา่นัÊนคือ 1 และ −1 บทกลบัจะเป็นจรงิตอ้งเพิÉมเงืÉอนไขวา่อินทิกรลั
โดเมนตอ้งเป็นเซตจาํกดั จะกลา่วในทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท 7.1.18 อินทิกรลัโดเมนทีÉมีสมาชิกจาํกดัเป็นฟีลด์

บทแทรก 7.1.19 Zn เป็นฟีลด์ ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจาํนวนเฉพาะ

จากการนิยามและทฤษฎีบทตา่งทีÉได้สามารถแสดงความสมัพนัธ์สว่นตา่ง ๆ ของรงิพรอ้มตวั-
อยา่งประกอบไดด้งันี Ê

รงิสลบัทีÉ Z6 Z8

Z12รงิไมส่ลบัทีÉ
M22(R)

รงิ

รงิการหาร ฟีลด์ R
CQสกิวฟีลด์

Q

อินทิกรลัโดเมน

Z

อินทิกรลัโดเมน
ทีÉมีสมาชิกจาํกดั Z7

Z5
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บทแทรก 7.1.20 ทฤษฎบีทของแฟรม์าต์ (Fermat's Theorem)
ให้ a ∈ Z และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ โดยทีÉ p ∤ a จะไดว้า่

p | (ap−1 − 1)

ตวัอยา่งทีÉไดจ้ากทฤษฎีบทของแฟรม์าต์
1. เนืÉองจาก 5 ∤ 1011 จะไดว้า่ 5 | (10114 − 1)

2. เนืÉองจาก 7 ∤ 30 จะไดว้า่ 7 | (306 − 1)

3. เนืÉองจาก 11 ∤ 131 จะไดว้า่ 11 | (13110 − 1)

ทฤษฎบีท 7.1.21 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียูนิตี และ a ∈ R − {0} โดยทีÉ ◦(a) คืออนัดบัใน
(R,+) จะไดว้า่

1. ◦(a) = Char(R) ถา้ Char(R) > 0

2. ◦(a) =∞ ถา้ Char(R) = 0
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ทฤษฎบีท 7.1.22 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี แลว้
Char(R) > 0 ก็ตอ่เมืÉอ มี n ∈ N และมี a ∈ R− {0} ซึÉง na = 0

ทฤษฎบีท 7.1.23 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี แลว้
Char(R) = 0 หรอื Char(R) = p เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ

บทแทรก 7.1.24 ถา้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตีและจาํกดั แลว้
Char(R) เป็นจาํนวนเฉพาะเทา่นัÊน
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แบบฝึกหดั 7.1

1. จงหาตวัหารศนูยข์องรงิตอ่ไปนีÊ
1.1 Z9

1.2 Z14

1.3 Z16

1.4 Z24

1.5 Z51

1.6 Z2 × Z3

1.7 Z3 × Z4

1.8 Z2 × Z5

1.9 Z4 × Z6

2. จงหาจาํนวนตวัหารศนูยท์ัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ
2.1 Z50

2.2 Z250

2.3 Z625

2.4 Z1500

2.5 Z7 × Z6

2.6 Z8 × Z9

3. ให้ R และ R เป็นรงิสลบัทีÉ ให้ a ∈ R− {0} และ b ∈ S − {0} จงพิสจูนว์า่

ถา้ (a, b) เป็นตวัหารศนูยข์อง R× S แลว้ a หรอื b เป็นตวัหารศนูยข์อง R และ S ตามลาํดบั

4. จงยกตวัอยา่งอินทิกรลัโดเมนทีÉมีสมาชิก 7 ตวัและ 10 ตวั
5. จงแสดงวา่ 101 | (1000100 − 1)

6. ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมน a, b ∈ D และ n,m ∈ N โดยทีÉm และ n เป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธ์
กนั จงแสดงวา่

ถา้ an = bn และ am = bm แลว้ a = b

7. ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี และ a ∈ R− {0} จงแสดงวา่
7.1 {k ∈ N : ka = 0} ⊆ {k ∈ N : k1 = 0}

7.2 {n ∈ N : มี a ∈ R− {0} ซึÉง na = 0} ⊆ {n ∈ N : n1 = 0}

8. จงพิสจูนท์ฤษฎีบท 7.1.23
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7.2 ไอดลีใหญ่สุดและไอดลีเฉพาะ
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึไอดีล 2 ชนิดซึÉงมีความคลา้ยคลงึกนัและชี Êใหเ้ห็นถงึความแตกตา่งกนับาง

ประการจากสมบตัิของไอดีลทัÊง 2 แบบ ทาํใหไ้ดร้งิผลหารทีÉน่าสนใจ
บทนิยาม 7.2.1 ให้ M เป็นไอดีลของรงิ R โดยทีÉ M 6= R จะกลา่ววา่ M เป็น ไอดลีใหญ่สุด
(maximal ideal) ก็ตอ่เมืÉอ

ทกุ ๆ ไอดีล I ของ R ถา้ M ⊆ I ⊆ R แลว้ I =M หรอื I = R

จากบทนิยามจะไดว้า่ฟีลด์ F มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นัÊน เนืÉองจากฟีลด์ F มี 2 ไอดีลเทา่นัÊน
คือ {0} และ F โดยทฤษฎีบท 6.2.23 ดงันัÊน Q, R, C มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นัÊน และ และ Zp

มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นัÊน p เป็นจาํนวนเฉพาะ
ตัวอย่าง 7.2.2 จงหาไอดีลใหญ่สดุของรงิตอ่ไปนีÊ

1. Z6

2. Z8

3. Z12
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ตัวอย่าง 7.2.3 จงตรวจสอบวา่ 〈4〉 และ 〈5〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z หรอืไม่

ทฤษฎบีท 7.2.4 ให้ p ∈ N จะไดว้า่
〈p〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ

บทแทรก 7.2.5 สาํหรบัรงิ Z จะไดว้า่
ถา้ M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z แลว้ M = 〈p〉 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ

ตัวอย่าง 7.2.6 จงหา n ∈ N ซึÉง 100 < n < 110 ทีÉทาํให้ 〈n〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z
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บทตัÊง 7.2.7 ให้ I เป็นไอดีลของรงิ R และ I ⊆ J ⊆ R จะไดว้า่
J เป็นไอดีลของ R ก็ตอ่เมืÉอ J/I เป็นไอดีลของ R/I

ทฤษฎบีท 7.2.8 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี และM เป็นไอดีลของ R โดยทีÉ M 6= R

M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R ก็ตอ่เมืÉอ R/M เป็นฟีลด์
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ตัวอย่าง 7.2.9 จงหาไอดีลใหญ่สดุทัÊงหมดของ Z8 โดยใชท้ฤษฎีบท 7.2.8

บทแทรก 7.2.10 ให้ n ∈ N จะไดว้า่
Z/ 〈n〉 เป็นฟีลด์ ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจาํนวนเฉพาะ

ข้อสังเกต 7.2.11 ไอดีลใหญ่สดุของ Zpn มีเพียง 〈p̄〉 เทา่นัÊน เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ n ∈ N

สาํหรบั n ∈ N ซึÉง n > 1 เขียนในรูปแบบบญัญตัิคือ
n = pα1

1 · pα2
2 · · · p

αk
k

จะไดว้า่ 〈p1〉 , 〈p2〉 , ..., 〈pk〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Zn (พิสจูนเ์ป็นแบบฝึกหดั)
ตัวอย่าง 7.2.12 จงหาไอดีลใหญ่สดุทัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ

1. Z81

2. Z50

3. Z144

4. Z3575
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ตัวอย่าง 7.2.13 จงหาไอดีลใหญ่สดุทัÊงหมดของ Z2 × Z6

บทนิยาม 7.2.14 ให้ P เป็นไอดีลของรงิสลบัทีÉ R และ P 6= R จะกลา่ววา่ P เป็น ไอดลีเฉพาะ
(prime ideal) ก็ตอ่เมืÉอ

ทกุ ๆ a, b ∈ R ถา้ ab ∈ P แลว้ a ∈ P หรอื b ∈ P

หรอืกลา่วไดอี้กอยา่งคือ
ทกุ ๆ a, b ∈ R ถา้ a /∈ P และ b /∈ P แลว้ ab /∈ P

ข้อสังเกต 7.2.15 {0} เป็นไอดีลเฉพาะของอินทิกรลัโดเมน เนืÉองจาก
ถา้ a 6= 0 และ b 6= 0 แลว้ ab 6= 0

ทฤษฎบีท 7.2.16 ฟีลดมี์ไอดีลเฉพาะเพียงตวัเดียวคือ {0}

ตวัอยา่งเช่น Q, R, C มีไอดีลเพียงตวัเดียวคือ {0} และ Zp มีไอดีลเพียงตวัเดียวคือ {0̄}
เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ เนืÉองจากรงิเหลา่นัÊนเป็นฟีลด์ แตจ่ะเห็นวา่ {0̄} ไมเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ Z6

เนืÉองจาก
2̄ · 3̄ ∈ {0̄} แต่ 2̄ /∈ {0̄} และ 3̄ /∈ {0̄}
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ตัวอย่าง 7.2.17 จงหาไอดีลเฉพาะทัÊงหมดของ Z6

ตัวอย่าง 7.2.18 จงตรวจสอบวา่ 〈2〉 และ 〈10〉 เป็นไอดีลเฉพาะของ Z หรอืไม่

ทฤษฎบีท 7.2.19 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉ และ P เป็นไอดีลของ R โดยทีÉ P 6= R จะไดว้า่
P เป็นไอดีลเฉพาะของ R ก็ตอ่เมืÉอ R/P เป็นอินทิกรลัโดเมน
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บทแทรก 7.2.20 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี
ถา้M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R แลว้M เป็นไอดีลเฉพาะ

ตัวอย่าง 7.2.21 จงแสดงวา่ 〈4〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุแตไ่มเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ (2)

ตัวอย่าง 7.2.22 จงแสดงวา่ Z× {0} เป็นไอดีลเฉพาะแตไ่มเ่ป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z
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จากตวัอยา่ง 7.2.22 บทกลบัของบทแทรก 7.2.20 ไมเ่ป็นจรงิ ตอ้งอาศยัการเพืÉมเงืÉอนไขใหร้งินัÊน
มีสมาชิกจาํกดัตวัจะทาํใหบ้ทกลบัเป็นจรงิดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
บทแทรก 7.2.23 ให้ R เป็นรงิจาํกดัสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี จะไดว้า่

M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R ก็ตอ่เมืÉอM เป็นไอดีลเฉพาะ

บทแทรก 7.2.24 ให้ p ∈ N จะไดว้า่
1. 〈p〉 เป็นไอดีลเฉพาะของ Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพะ
2. ถา้ P เป็นไอดีลเฉพาะของ Z แลว้ P = 〈p〉 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพะ
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แบบฝึกหดั 7.2
1. จงหาไอดีลใหญ่สดุของรงิตอ่ไปนีÊโดยเขียนแลตทิช

1.1 Z9 1.2 Z15 1.3 Z24 1.4 Z36 1.5 Z48

2. จงหาไอดีลใหญ่สดุทัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ พรอ้มเขียนแลตทิชประกอบ
2.1 Z2 × Z3 2.2 Z2 × Z5 2.3 Z6 × Z4

3. จงหา n ∈ N ซึÉง 50 < n < 100 ทีÉทาํให้ 〈n〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z
4. จงหาไอดีลเฉพาะทัÊงหมดของรงิตอ่ไปนีÊ

4.1 Z64

4.2 Z100

4.3 Z275

4.4 Z1300

4.5 Z1331

4.6 Z1800

4.7 Z26880

4.8 Z111271

5. จงหาจาํนวนไอดีลใหญ่สดุของ Z1600

6. ไอดีลทีÉไมเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ Z1000 มีทัÊงหมดกีÉไอดีล
7. จงยกตวัอยา่งของไอดีลใหญ่สดุ และไอดีลเฉพาะ ของรงิตอ่ไปนีÊ

7.1 Z2 × Z

7.2 Z× Z

7.3 Z× Z5

7.4 Z×Q

7.5 Z× 2Z

7.6 Z6 × Z5

8. จงยกตวัอยา่งฟีลดอ์นัดบั 4, 9 และ 25
9. จงแสดงวา่ ถา้ P เป็นไอดีลเฉพาะของ Z แลว้ P = 〈p〉 เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพะ
10. จงพิสจูนว์า่ Z× pZ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
11. จงแสดงวา่ Z× 2Z เป็นไอดีลเฉพาะและไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z

12. จงแสดงวา่ 2Z× 3Z ไมเ่ป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z

13. จงยกตวัอยา่งคา้นขอ้ความทีÉวา่ ถา้M1 และM2 เป็นไอดีลใหญ่สดุของรงิ R1 และ R2

ตามลาํดบั แลว้M1 ×M2 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R1 ×R2

14. จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีÊเป็นจรงิหรอืไม่

ถา้ P1 และ P2 เป็นไอดีลเฉพาะของรงิ R1 และ R2 ตามลาํดบั
แลว้ P1 × P2 เป็นไอดีลเฉพาะของ R1 ×R2
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7.3 โดเมนซึÉงแยกตัวประกอบได้อย่างเดยีว
เมืÉอกลา่วถงึอินทิกรลัโดเมน Z เราทราบกนัดีวา่สมาชิกทกุตวัใน สามารถแยกเป็นผลคณูของ

จาํนวนเฉพาะได้เสมอ และจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1 สามารถเขียนในรูปแบบบญัญตัิได้เพียงแบบ
เดียวเทา่นัÊน เราจะขยายแนวคิดนี ÊไปยงัอินทิกรลัโดเมนอืÉน ๆ ซึÉงมีสมบตัิพิเศษดงักลา่ว โดยเริÉมจาก
การนิยามการหารลงบทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม 7.3.1 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี และ a, b ∈ R
จะกลา่ววา่ a หาร b ลงตัว (a divides b) เขียนแทนดว้ย a | b ก็ตอ่เมืÉอ

มี c ∈ R ซึÉง b = ac

ตวัอยา่งเชน่
ใน Z จะไดว้า่ 2 | 4 เนืÉองจาก 4 = 2 · 2

ใน R จะไดว้า่ 2 | 1.2 เนืÉองจาก 1.2 = 2 · 0.6

ข้อสังเกต 7.3.2 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี และ a, b ∈ R จะไดว้า่
1. a | 0, 1 | a และ a | a เนืÉองจาก 0 = 0a และ a = 1a

2. a | b ก็ตอ่เมืÉอ มี k ∈ R ซึÉง b = ak ก็ตอ่เมืÉอ b ∈ 〈a〉

เราจะทบทวนวา่ a เป็นหน่วยในรงิ R ซึÉงมียนิูตี (ดบูทนิยาม 6.1.20) หมายถงึ
มี b ∈ R ซึÉง ab = 1 = ba

จากนีÊเราจะศกึษาเฉพาะสมาชิกทีÉไมใ่ช่หน่วยในอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียูนิตี เพืÉอนาํไปศกึษาสมบตัิ
การแยกตวัประกอบไดอ้ยา่งเดียวตอ่ไป
บทนิยาม 7.3.3 ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี ให้ r ∈ D − {0} และ r ไมเ่ป็นหน่วย
จะกลา่ววา่ r ลดทอนไม่ได้ (irreducible) ก็ตอ่เมืÉอ

ถา้ r = ab แลว้ a หรอื b เป็นหนว่ย
ถา้เป็นอยา่งอืÉนเรยีก r วา่ ลดทอนได้ (reducible) นัÉนคือ r ลดทอนได้ ก็ตอ่เมืÉอ

r = ab โดยทีÉ a และ b ไมเ่ป็นหนว่ย
ข้อสังเกต 7.3.4 เนืÉองจากฟีลดส์มาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ช่ศนูยเ์ป็นหน่วย ดงันัÊนจะไม่กลา่วถงึลดทอนได้
หรอืไมไ่ดข้องสมาชิกในฟีลด์

เนืÉองจาก Zn เป็นอินทิกรลัโดเมนก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ นัÉนคือ Zp เป็นฟีลด์ ดงันัÊนจะไม่
กลา่วถงึลดทอนไดห้รอืไมไ่ดข้องสมาชิกใน Zp

สาํหรบัรงิ Z จะเห็นวา่มีหน่วยคือ 1 และ −1 เทา่นัÊน จากบทนิยามของการลดทอนไมไ่ด้ จะไดว้า่
p ลดทอนไมไ่ด้ ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
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สาํหรบั T ∈ Z กาํหนดให้

Z[
√
T ] = {a+ b

√
T : a, b ∈ Z}

แลว้จะไดว้า่ Z[
√
T ] เป็นรงิยอ่ยของ C และเป็นอินทิกรลัโดเมนทีÉมียนิูตี (เป็นแบบฝึกหดั)

ทฤษฎบีท 7.3.5 ให้ a, b ∈ Z และ K ∈ Z โดยทีÉ K > 0 จะไดว้า่
a+ b

√
−K เป็นหน่วยใน Z[

√
−K] ก็ตอ่เมืÉอ a2 +Kb2 = 1
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ตัวอย่าง 7.3.6 จงแสดงวา่ 2 และ 3 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[

√
−5]
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ตัวอย่าง 7.3.7 จงแสดงวา่ 1 +

√
−5 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[

√
−5]
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บทนิยาม 7.3.8 ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี ให้ p ∈ D − {0} และ p ไมเ่ป็นหนว่ย
จะกลา่ววา่ p เป็น สมาชิกเฉพาะ (prime element) ของ D ก็ตอ่เมืÉอ

ถา้ p | ab แลว้ p | a หรอื p | b

สาํหรบัรงิ Z จะไดว้า่จาํนวนเฉพาะเป็นสมาชิกเฉพาะของ Z
ทฤษฎบีท 7.3.9 ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี จะไดว้า่

ถา้ p เป็นสมาชิกเฉพาะของ D แลว้ p ลดทอนไมไ่ด้

ตัวอย่าง 7.3.10 จงแสดงวา่ 3 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[
√
−5] แตไ่มเ่ป็นสมาชิกเฉพาะ
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บทนิยาม 7.3.11 ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี
จะกลา่ววา่ D เป็น โดเมนซึÉงแยกตัวประกอบได้อย่างเดยีว (Unique Factorization Domain)
เขียนสัÊน ๆ วา่ U.F.D. ก็ตอ่เมืÉอ สาํหรบั d ∈ D − {0} และ d ไมเ่ป็นหน่วย สอดคลอ้ง 2 เงืÉอนไขดงันี Ê

1. มี p1, p2, ..., pn ∈ D ซึÉงลดทอนไมไ่ด้ และ d = p1p2...pn

2. ถา้ d = p1p2...pn = q1q2...qm เมืÉอ q1, q2, ..., qm ∈ D

แลว้ n = m และสาํหรบั i จะมี j ซึÉง pi = uqj โดยทีÉ u เป็นหนว่ย

เมืÉอ i, j ∈ {1, 2, ..., n}
โดยทฤษฎีบทหลกัมลูเลขคณิต (ทฤษฎีบท 1.3.25) สรุปได้วา่ Z เป็น U.F.D. และฟีลด์เป็น

U.F.D. เสมอเนืÉองจากทกุสมาชิกทีÉไมใ่ช่ศนูยเ์ป็นหน่วย ดงันัÊน Q, R และ C เป็น U.F.D.
ตัวอย่าง 7.3.12 จงแสดงวา่ Z[

√
−5] ไมเ่ป็น U.F.D.
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ทฤษฎบีท 7.3.13 สมาชิกซึÉงลดทอนไมไ่ดข้อง U.F.D. จะเป็นสมาชิกเฉพาะ

บทนิยาม 7.3.14 ให้D อินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี
จะกลา่ววา่ D เป็น โดเมนไอดลีมุขสาํคัญ (Principal Ideal Domain) เขียนแทนดว้ย P.I.D.
ก็ตอ่เมืÉอ ทกุไอดีลของ D เป็นไอดีลมขุสาํคญั

ตวัอยา่งเช่น Z เป็น P.I.D. เนืÉองจากทกุไอดีลของ Z อยูใ่นรูป nZ หรอื (n) และสนามเป็น P.I.D.
เสมอเนืÉองจากมี 2 ไอดีลเทา่นัÊนคือ 〈0〉 และ 〈1〉
ทฤษฎบีท 7.3.15 สมาชิกลดทอนไมไ่ดใ้น P.I.D. จะเป็นสมาชิกเฉพาะ
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บทแทรก 7.3.16 ให้D เป็น P.I.D. โดยทีÉ p ลดทอนไมไ่ดใ้น D และ a1, a2, ..., an ∈ D
ถา้ p | (a1a2...an) แลว้ มี i ∈ {1, 2, ..., n} ซึÉง p | ai
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ทฤษฎบีท 7.3.17 ให้D เป็น P.I.D. และ p ∈ D − {0} ซึÉงไมใ่ช่สมาชิกหน่วย แลว้
〈p〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ D ก็ตอ่เมืÉอ p ลดทอนไมไ่ดใ้น D

ตอ่ไปเราสามารถพิสจูนไ์ดว้า่ P.I.D. เป็น U.F.D. เสมอ ทาํใหเ้ห็นถงึความสมัพนัธร์ะหวา่ง P.I.D.
และ U.F.D. สาํหรบัการพิสจูนจ์ะขอเวน้ไวใ้นรายวิชานี Ê
ทฤษฎบีท 7.3.18 P.I.D. เป็น U.F.D.
บทนิยาม 7.3.19 ให้ E อินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี
จะกลา่ววา่ E เป็น ริงแบบยุคลิด (Euclidean ring) ก็ตอ่เมืÉอ มีฟังกช์นั d : E − {0} → N0

ซึÉงสาํหรบัทกุ a, b ∈ E − {0} สอดคลอ้ง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
1. d(b) ≤ d(ab)

2. มี q, r ∈ E ซึÉง b = aq + r โดยทีÉ r = 0 หรอื d(r) < d(a)

ตัวอย่าง 7.3.20 จงแสดงวา่ Z เป็นรงิแบบยคุลดิ
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ทฤษฎบีท 7.3.21 ฟีลดเ์ป็นรงิแบบยคุลดิ

สรุปไดว้า่ Q, R และ C เป็นรงิแบบยคุลดิ
ทฤษฎบีท 7.3.22 รงิแบบยคุลดิเป็น P.I.D.

จากทฤษฎีบททีÉผา่นมาของ รงิยคุลดิ P.I.D และ U.F.D. อาจแสดงความสมัพนัธไ์ดด้งันี Ê

รงิแบบยคุลดิ

P.I.D.
U.F.D.
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แบบฝึกหดั 7.3

1. ให้D เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี ให้ a, b ∈ D − {0} จงพิสจูนว์า่

a | b และ b | a ก็ตอ่เมืÉอ 〈a〉 = 〈b〉

2. ให้ T ∈ Z จงแสดงวา่ Z[
√
T ] เป็นอินทิกรลัโดเมนทีÉมียนิูตี

3. สามารถนิยาม 0 | 0 ไดห้รอืไมใ่นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี จงใหเ้หตผุลประกอบ
4. จงหาหนว่ยทัÊงหมดของ

4.1 Z[
√
−1]

4.2 Z[
√
−3]

4.3 Z[
√
−5]

4.4 Z[
√
−6]

4.5 Z[
√
−7]

4.6 Z[
√
−8]

5. จงยกตวัอยา่งหนว่ยใน Z[
√
3] มาอยา่งนอ้ย 2 ตวั ทีÉไมใ่ช่ 1 และ −1

6. จงแสดงวา่ 2 และ 7 ไมเ่ป็นสมาชิกเฉพาะของ Z[√−5]
7. จงแสดงวา่ 1−

√
−5 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[

√
−5]

8. จงแสดงวา่ 7 และ 13 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[
√
−5]

9. จงยกตวัอยา่งสมาชิกใน Z[
√
−3] ซึÉงลดทอนไมไ่ด้

10. จงแสดงวา่ Z[
√
−3] เป็นอินทิกรลัโดเมนแตไ่มเ่ป็น U.F.D.

11. ให้D เป็น P.I.D. และ p ∈ D − {0} ซึÉงไมใ่ช่สมาชิกหน่วย จงแสดงวา่

ถา้ p ลดทอนไมไ่ดใ้น D แลว้ 〈p〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ D

12. พิสจูนบ์ทแทรก 7.3.16 โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
13. จงแสดงวา่ Z[i] เป็นรงิแบบยคุลดิ
14. จงพิสจูนว์า่ รงิแบบยคุลดิมีหน่วยเสมอ
15. จงแสดงวา่ Z[

√
−5] ไมเ่ป็นรงิแบบยคุลดิ



บททีÉ 8
ริงพหุนาม

การศกึพหุนามนัÊนมีมาชา้นานตัÊงแต่ยคุแรกเริÉมในสมยักรกีโรมนั จนเป็นทีÉสนใจมากขึ Êนในสมยั
ของคารด์านผูบ้กุเบิกวิชาพีชคณิตทีÉสนในการหาคาํตอบในรูปทัÉวของของพหนุนามกาํลงัสาม เป็น
จดุเริÉมตน้ของวิชาพีชคณิตนามธรรม ในบทนีÊเราจะขยายบทนิยามของพหนุามใหท้ัÉวไปมากยิÉงขึ ÊนทีÉ
เรยีกวา่รงิพหนุาม และศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉเกิดขึ Êนดงัจะกลา่วตอ่ไปนีÊ

8.1 พหุนาม
บทนิยาม 8.1.1 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี กาํหนดให้

R[x] = {anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 : ai ∈ R, n ∈ N0}

เรยีกสมาชิก p(x) ใน R[x] วา่ พหุนาม (polynomial) ซึÉงอยูใ่นรูป

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 =
n∑

i=0

aix
i

โดยนิยามสว่นตา่ง ๆ ดงันี Ê
• an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา่ สัมประสิทธิÍ (coefficient) ของ xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลาํดบั
• เรยีก an 6= 0 วา่ สัมประสิทธิÍตัวนาํ (leading coefficient) ถา้ ai 6= 0 เรยีกแตล่ะ aixi วา่
พจน์ (term) ของพหนุาม p(x) หรอื เอกนาม (monomial)

• ถา้ an 6= 0 เรยีก p(x) วา่ พหุนามระดับขัÊน n (polynomial of degree n) และเขียน n แทน
ดว้ย deg p(x) นัÉนคือ deg p(x) = n

• ถา้ an = 1 เรยีก p(x) วา่ พหุนามโมนิก (monic polynomial)
• ถา้ p(x) = a0 เรยีก p(x) วา่ พหุนามคงตัว (constant polynomial)
ให้ deg p(x) = 0 เมืÉอ a0 6= 0

• กรณี p(x) = 0 เรยีก พหุนามศูนย์ (zero polynomaial) และไมนิ่ยามระดบัขัÊน
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ข้อสังเกต 8.1.2 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี เห็นไดช้ดัวา่ R ⊆ R[x]

ตวัอยา่งเชน่ p(x) = 5x2 − 2x + 3 ∈ Z[x] เป็นพหุุนามระดบัขัÊน 2 มี 5 เป็นสมัประสทิธิÍตวันาํ
และ 5,−2, 3 เป็นสมัประสทิธิÍของ x2, x, 1 ตามลาํดบั เนืÉองจาก a2 = 5 6= 1 จะไดว้า่ p(x) ไม่เป็น
พหนุามโมนิก และ q(x) = 1 + x7 ∈ Z[x] เป็นพหนุามโมนิกระดบัขัÊน 7 เนืÉองจาก a7 = 1

ถา้ 1 เป็นยูนิตีใน R เราจะเขียนพจน์ xi และ −xi แทนดว้ยพจน์ 1xi และ −1xi ตามลาํดบั
สาํหรบั i ∈ N

ตัวอย่าง 8.1.3 จงเขียนสมาชิกทัÊงหมดของพหนุามระดบัขัÊน 2 ใน Z2[x]

ตัวอย่าง 8.1.4 จงเขียนสมาชิกทัÊงหมดของพหนุามทีÉมีระดบัขัÊนไมเ่กิน 1 ใน Z3[x]

จากตวัอยา่ง 8.1.3 จะเห็นวา่ a ทีÉเป็นไปไดคื้อ 1̄ เพียงแบบเเดียวใน Z2[x] เนืÉองจาก เพราะเป็น
สมัประสทิธิÍตวันาํ สาํหรบั b และ c อาจจะเป็น 0̄ หรอื 1̄ ดงันัÊน จาํนวนพหนุามระดบัขัÊน 2 ใน Z2[x]

เทา่กบั 1 · 2 · 2 = 4 แบบ ดงันัÊนไปยงัจาํนวนพหนุามระดบัขัÊน m ใน Z2[x] จะมีทัÊงหมด
1 · 2 · 2 · · · · 2︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= 2m

และจาํนวนพหนุามระดบัขัÊน m ใน Zn[x] จะเทา่กบั
(n− 1) · n · n · · · · n︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= (n− 1) · nm

สาํหรบัจาํนวนพหนุามระดบัขัÊนนอ้ยกวา่ m ใน Zn[x] รวมพหนุามศนูยจ์ะเทา่กบั
n · n · n · · · · n︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= nm+1
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บทนิยาม 8.1.5 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี ให้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูยใ์น
R[x] จะไดว้า่ p(x) = q(x) ก็ตอ่เมืÉอ deg p(x) = deg q(x) และอยูใ่นรูป

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมืÉอ n ∈ N0 และ ai = bi ทกุ ๆ i ∈ {1, 2, ..., n}
ตัวอย่าง 8.1.6 ให้ p(x) = 2̄x2 + x + 1̄ และ q(x) = ax2 + bx + c เป็นพหุนามใน Z2[x] ถา้
p(x) = q(x) จงหา a, b และ c

บทนิยาม 8.1.7 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี ถา้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามใน R[x] ซึÉง
p(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0

q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมืÉอ m,n ∈ N0 และ m ≤ n แลว้
p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ am+1x

m+1 + amx
m + · · ·+ a1x+ a0

โดยทีÉ am+1 = am+2 = ... = an = 0 เมืÉอ m < n นิยามการบวกและการคณู p(x) และ q(x) คือ
p(x) + q(x) = (an + bn)x

n + (an−1 + bn−1)x
n−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0)

p(x) · q(x) = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 + · · ·+ ckx
k + · · ·+ c1x+ c0

เมืÉอ ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 โดยทีÉ k = 0, 1, 2, ...,m+ n ซึÉง ak = bk = 0 ทกุ ๆ k > n

สาํหรบั p(x) · q(x) จะเขียนแทนดว้ย p(x)q(x) และจากบทนิยามขา้งตน้จะไดข้อ้สงัเกตตอ่ไปนีÊ
ข้อสังเกต 8.1.8 ให้R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี ถา้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูยใ์น
R[x] แลว้จะไดว้า่

1. deg (p(x) + q(x)) ≤ max{deg p(x),deg q(x)} หรอื p(x) + q(x) = 0

2. deg (p(x)q(x)) ≤ deg p(x) + deg q(x) หรอื p(x) · q(x) = 0

จะเห็นวา่การบวกพหุนามทาํไดโ้ดยงา่ย แต่การคณูพหุนามสามารถหาโดยใชบ้ทนิยามมีความ
ยุง่ยาก เราอาจจะหาผลคณูพหนุามโดยจากการแจกแจง หรอืสรา้งตารางการคณูแตล่ะพจน์ ดงัจะ
แสดงในตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
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ตัวอย่าง 8.1.9 กาํหนดให้ p(x) = x3 + x2 − 3x+ 1 และ q(x) = x2 − 3 เป็นพหนุามใน Z[x]
จงหา p(x) + q(x) และ p(x)q(x) โดยบทนิยาม การแจกแจง และใชต้าราง
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ตัวอย่าง 8.1.10 กาํหนดให้
p(x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D และ q(x) = (x− 2)(x+ 3)(x+ 1) + 5 เป็นพหนุามใน Z[x]

ถา้ p(x) = q(x) จงหาคา่ของ A,B,C และ D

ตัวอย่าง 8.1.11 ให้ p(x) = x2 + ax+ b และ q(x) = x4 + x3 + x+ 1̄ เป็นพหนุามใน Z3[x]

ถา้ [p(x)]2 = q(x) จงหา a และ b

ทฤษฎบีท 8.1.12 ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี แลว้
R[x] ซึÉงนิยามการบวกและการคณูในบทนิยาม 8.1.7 เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี

และเรยีก R[x] วา่ ริงพหุนาม (polynomial ring)

ถา้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี จะไดว้า่
• ศนูยใ์น R[x] คือพหนุามศนูยเ์ขียนแทนดว้ย 0

• ยนิูตีใน R[x] คือพหนุามคงตวัยนิูตี เขียนแทนดว้ย 1

นัÉนคือรงิ R[x] มีศนูยแ์ละยนิูตีเป็นตวัเดียวกบั R
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ตัวอย่าง 8.1.13 ให้ p(x), q(x), r(x) เป็นพหนุามใน Z4[x] โดยทีÉ
p(x) = 2̄x2 + x+ 2̄, q(x) = 2̄x2 + 2̄ และ r(x) = 2̄x3 + 1̄

จงหา p(x) + q(x), q(x) + r(x), [q(x)]2 และ q(x)r(x)

ทฤษฎบีท 8.1.14 ถา้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี แลว้
R[x] เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี

ทฤษฎบีท 8.1.15 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี
ถา้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ชพ่หนุามศนูยใ์น R[x] แลว้จะไดว้า่

1. deg (p(x)q(x)) = deg p(x) + deg q(x)
2. deg p(x) ≤ deg (p(x)q(x))
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ทฤษฎบีท 8.1.16 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตีจะไดว้า่
หน่วยใน R และ R[x] คือตวัเดียวกนั

บทแทรก 8.1.17 ให้ R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี แลว้ U(R[x]) = U(R)

ข้อสังเกต 8.1.18 สาํหรบัอินทิกรลัโดเมน R[x] พหุนามทีÉไมใ่ช่ศนูย์ทีÉระดบัขัÊนมากกวา่ 0 ไม่เป็น
หน่วยใน R[x]
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แบบฝึกหดั 8.1

1. จงเขียนสมาชิกทัÊงหมดของพหนุามระดบัขัÊน 3 ใน Z2[x]

2. จงเขียนสมาชิกทัÊงหมดของพหนุามระดบัขัÊน 2 และ 3 ใน Z3[x]

3. จงหาจาํนวนพหนุามระดบัขัÊน 5 ทัÊงหมดใน Z7[x]

4. จงหาจาํนวนพหนุามระดบัขัÊนไมเ่กิน 3 ทัÊงหมดใน Z5[x]

5. จงหาจาํนวนของพหนุาม p(x) ใน Zn[x] ซึÉง deg p(x) ≤ k โดยทีÉ k, n ∈ N

6. จงหาหนว่ยทัÊงหมดในรงิพหนุามตอ่ไปนีÊ
6.1 Z3[x]

6.2 Z5[x]

6.3 Z6[x]

6.4 Z13[x]

6.5 Z[x]

6.6 Q[x]

7. ใน Z6[x]

7.1 จงหาพหนุามระดบัขัÊนหนึÉงทัÊงหมดใน Z6[x]

7.2 จงหา x ∈ Z6 ทีÉสอดคลอ้ง 2̄x2 + 3̄x+ 1̄ = 0̄

7.3 จงเขียน (2̄x2 + 3̄x+ 1̄)2 ในรูป ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e

8. ให้ R เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี จงแสดงวา่

R[x] ซึÉงนิยามการบวกและการคณูในบทนิยาม 8.1.7 เป็นรงิสลบัทีÉซึÉงมียนิูตี

9. ให้R เป็นอินทิกรลัโดเมนซึÉงมียนิูตี ถา้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูยใ์นR[x]
จงแสดงวา่

deg p(x) ≤ deg (p(x) · q(x))

10. จงยกตวัอยา่งฟีลด์ F ทีÉทาํให้ F [x] ไมเ่ป็นฟีลด์
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8.2 ริงพหุนามบนฟีลด์
ในหวัขอ้นนีÊจะศกึษารงิพหหุนามF [x] เมืÉอF เป็นฟีลด์ เรยีกวา่ ริงพหุนามบนฟีลด์ (polynomial

ring on field)

ทฤษฎบีท 8.2.1 ขัÊนตอนวธีิการหารสาํหรับพหุนาม (The Division Algorithm for Polynomial)
ให้ F เป็นฟีลด์ และ a(x), b(x) เป็นพหนุามใน F [x] โดยทีÉ a(x) ไมเ่ป็นพหนุามศนูย์
แลว้จะไดว้า่มีพหนุาม q(x) และ r(x) เพียงคูเ่ดียวเทา่นัÊนใน F [x] ทีÉสอดคลอ้ง

b(x) = q(x)a(x) + r(x) เมืÉอ r(x) = 0 หรอื deg r(x) < deg a(x)
เรยีก r(x) วา่ เศษเหลือ (remainder) และ q(x) วา่ ผลหาร (quotient) ของการหาร b(x) ดว้ย a(x)

ในกรณี r(x) = 0 โดยบทนิยาม 7.3.1 จะไดว้า่ a(x) หาร b(x) ได้ หรอืเขียนแทนดว้ย a(x) | b(x)
โดยเรยีก a(x) วา่ ตัวประกอบ (factor) ของ b(x) ใน F [x]
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ตัวอย่าง 8.2.2 จงหาผลหารและเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร
b(x) = x3 + 1 ดว้ย a(x) = x2 − 1 ใน Z[x]

ทฤษฎบีท 8.2.3 ถา้ F เป็นฟีลด์ แลว้ F [x] เป็นรงิแบบยคุลดิ

บทแทรก 8.2.4 ถา้ F เป็นฟีลด์ แลว้ F [x] เป็น P.I.D. และ U.F.D.

ทฤษฎบีท 8.2.5 ให้ F เป็นฟีลด์ และ p(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูยใ์น F [x]
แลว้ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. p(x) เป็นหนว่ยใน F [x]
2. p(x) เป็นพหนุามคงตวัทีÉไมใ่ชพ่หนุามศนูยใ์น F [x]
3. deg p(x) = 0
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เนืÉองจาก F [x] เป็นอินทิกรลัโดเมน เมืÉอ F เป็นฟีลด์ เราสามารถกลา่วถงึการลดทอนไดห้รอืไม่
ไดข้องพหนุาม
ตัวอย่าง 8.2.6 จงแสดงวา่

1. x2 + 1 ลดทอนไมไ่ดใ้น R[x] แตล่ดทอนไดใ้น C[x]

2. 2x+ 4 ลดทอนไมไ่ดใ้น R[x] แตล่ดทอนไดใ้น Z[x]

3. x2 + x+ 1̄ ลดทอนไมไ่ดใ้น Z2[x]

บทแทรก 8.2.7 ให้F เป็นฟีลดแ์ละ p(x) เป็นพหนุามซึÉงไมใ่ช่พหนุามศนูยใ์น F [x] โดยทีÉ f(x) และ
g(x) เป็นพหนุาใน F [x] แลว้ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั

1. p(x) ลดทอนไมไ่ดใ้น F [x]
2. ถา้ p(x) = f(x) · g(x) แลว้ deg f(x) = 0 หรอื deg g(x) = 0
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ทฤษฎบีท 8.2.8 ให้ F เป็นฟีลดแ์ละ p(x) เป็นพหนุามระดบัขัÊน 1 ใน F [x] จะไดว้า่
p(x) ลดทอนไมไดใ้น F [x]

ทฤษฎบีท 8.2.9 ให้ F เป็นฟีลด์ และ p(x) เป็นพหนุามใน F [x] แลว้ขอ้ความตอ่ไปนีÊสมมลูกนั
1. 〈p(x)〉 เป็นไอดีลใหญ่สดุ
2. p(x) ลดทอนไมไ่ดใ้น F [x]
3. F [x]/ 〈p(x)〉 เป็นฟีลด์

ตัวอย่าง 8.2.10 จงตรวจสอบวา่ Z3[x]/ 〈x2 + 1̄〉 เป็นฟีลดห์รอืไม่
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ทฤษฎบีท 8.2.11 ให้ F เป็นฟีลด์ และ p(x) ลดทอนไมไ่ดใ้น F [x] โดยทีÉ deg p(x) = n จะไดว้า่
F [x]/ 〈p(x)〉 = {anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 + 〈p(x)〉 : ai ∈ F ทกุ ๆ i}

ตัวอย่าง 8.2.12 จงเขียนรูปแบบสมาชิกของฟีลดต์อ่ไปนีÊ
1. C[x]/ 〈x+ 1〉 =

2. R[x]/ 〈x2 + 1〉 =

ตัวอย่าง 8.2.13 จงแจกแจงสมาชิกของ Z3/ 〈x2 + 1̄〉
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บทแทรก 8.2.14 ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ g(x) ลดทอนไม่ไดใ้น Zp[x] โดยทีÉ deg g(x) = n

แลว้
Zp[x]/ 〈g(x)〉 เป็นฟีลดอ์นัดบั pn

ตัวอย่าง 8.2.15 จงหาจาํนวนสมาชิกของ Z2/ 〈x2 + x+ 1̄〉

ตัวอย่าง 8.2.16 จงยกตวัอยา่งฟีลดอ์นัดบั 25
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ตัวอย่าง 8.2.17 จงสรา้งตารางกรุปการคณูของ Z2[x]/ 〈x2 + x+ 1̄〉 พรอ้มหาตวัผกผนัการคณู
ของสมาชิก

ตัวอย่าง 8.2.18 จงหาตวัผกผนัการคณูของ x+ 1 + 〈x2 + 1〉 ใน R[x]/ 〈x2 + 1〉
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แบบฝึกหดั 8.2

1. จงตรวจสอบวา่สมาชิกตอ่ไปนีÊลดทอนไดห้รอืไมใ่นรงิทีÉกาํหนด
1.1 x2 + x+ 4̄ ใน Z11[x]

1.2 2̄x3 + x2 + 2̄x+ 2̄ ใน Z5[x]

1.3 x2 + 1̄ ใน Z7[x]

1.4 x2 + 4̄ ใน Z11[x]

1.5 x3 + 2̄x+ 3̄ ใน Z5[x]

1.6 x3 + x2 + x+ 1 ใน R[x]

1.7 x3 − x2 − 2x+ 2 ใน R[x]

1.8 x3 − x2 − 2x+ 2 ใน Q[x]

1.9 x3 − x2 − 2x+ 2 ใน Z[x]

1.10 x3 − x2 + x− 1 ใน C[x]

2. จงยกตวัอยา่งฟีลดอ์นัดบั 49, 81 และ 125

3. จงแสดงวา่ R[x]/ 〈x2 + 1〉 ∼= C

4. จงแสดงวา่ Z11[x]/ 〈x2 + x+ 4̄〉 ∼= Z12[x]/ 〈x2 + 1̄〉

5. จงพิสจูนว์า่ x4 + x3 + x+ 1 ลดทอนไดใ้น F [x] เมืÉอ F เป็นฟีลด์
6. จงสรา้งตารางกรุปการคณูของ Z3[x]/ 〈x2 + 1̄〉 พรอ้มหาตวัผกผนัของสมาชิก
7. จงหาตวัผกผนัการคณูของ 2x+ 1 + 〈x2 + 2〉 ใน R[x]/ 〈x2 + 2〉

8. ให้F เป็นฟีลด์ และ f(x), g(x) ∈ F [x] โดยทีÉ f(x) 6= 0 หรอื g(x) 6= 0 แลว้ ตัวหารร่วมมาก
(greatest common divisor) ของ f(x) และ g(x) เขียนแทนดว้ย gcd(f(x), g(x)) คือพหนุาม
d(x) ใน F [x] ทีÉสอดคลอ้ง 3 เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
(1) d(x) เป็นพหนุามโมนิก
(2) d(x) | f(x) และ d(x) | g(x)
(3) ถา้ c(x) ∈ F [x] ซึÉง c(x) | f(x) และ c(x) | g(x) แลว้ c(x) | d(x)
จงหาตวัหารรว่มมากของ
8.1 x2 − 1 และ x3 − 1 ใน Q[x]

8.2 x5 − 1 และ x8 − 1 ใน Q[x]

8.3 2 และ 4x− 6 in Z[x]

8.4 2x2 + 6x+ 4 และ 8x3 + 18x2 + 4x ใน Z[x]
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8.3 ริงพหุนามบนฟีลดต์รรกยะ
ในหวัขอ้นี Êจะศกึษารงิพหุนามบนฟีลด์ Q หรอื Q[x] ซึÉงสนใจความสมัพนัธข์องพหุนามลดทอน

ไดห้รอืลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x] และ Z[x]

บทนิยาม 8.3.1 ให้ f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 เป็นพหุนามซึÉง ai ∈ Z ทกุ
i ∈ {0, 1, ..., n} จะเรยีก f(x) วา่ พหุนามปฐมฐาน (primitive polynomial) ก็ตอ่เมืÉอ

gcd(a0, a1, ..., an) = 1

ข้อสังเกต 8.3.2 ให้ f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 เป็นพหนุามซึÉง ai ∈ Z

ถา้ f(x) ไมเ่ป็นพหนุามปฐมฐาน ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a0, a1, ..., an) 6= 1 หรอืมี a ∈ Z โดยทีÉ a 6= 1 ซึÉง
f(x) = ag(x) เมืÉอ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน

ตวัอยา่งเช่น a = gcd(a0, a1, ..., an) ซึÉง a 6= 1 และ bi = ai
a
∈ Z ทกุ i ∈ {0, 1, ..., n} จะไดว้า่

f(x) = abnx
n + abn−1x

n−1 + · · ·+ ab1x+ ab0 = ag(x)

เมืÉอ g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 โดยบทแทรก 1.3.15 จะไดว้า่
gcd(b0, b1, ..., bn) = gcd

(a0
a
,
a1
a
, ...,

an
a

)
= 1

นัÉนคือ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน
ทฤษฎบีท 8.3.3 ให้ f(x) และ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน แลว้ f(x)g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน
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ถา้ p(x) = x2 เป็นพหนุามใน Q[x] สามารถเขียนเป็น x2 = x · x ซึÉงเป็นผลคณูของพหนุามใน
Z[x] แตถ่า้

x2 = 2x · 1
2
x

ไมใ่ชผ่ลคณูของพหนุามใน Z[x] ตอ่ไปจะศกึษาสมบตัิการแยกตวัประกอบในลกัษณะดงักลา่ว
บทตัÊง 8.3.4 บทตัÊงของเกาส์ (Gauss' Lemma)
ให้ f(x) ∈ Q[x] โดยทีÉ f(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน ถา้ f(x) = u(x)v(x) เมืÉอ u(x), v(x) ∈ Q[x]

แลว้จะมี g(x), h(x) ∈ Z[x] ซึÉง f(x) = g(x)h(x)
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จากบทตัÊงของเกาสส์รุปไดว้า่ สาํหรบัพหนุามปฐมฐาน f(x) จะไดว้า่
f(x) ลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x] ก็ตอ่เมืÉอ f(x) ลดทอนไมไ่ด้ Z[x]

ถา้ f(x) ไมเ่ป็นพหนุามปฐมฐานบทตัÊงของเกาสจ์ะไมจ่รงิดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง 8.3.5 จงแสดงวา่ 4x+ 2 ลดทอนไดใ้น Z[x] แตล่ดทอนไมไ่ด้Q[x]

บทแทรก 8.3.6 ให้ f(x) ∈ Q[x] โดยทีÉสมัประสทิธิÍทกุตวัเป็นจาํนวนเตม็
ถา้ f(x) = u(x)v(x) เมืÉอ u(x), v(x) ∈ Q[x]

แลว้จะมี g(x), h(x) ∈ Z[x] ซึÉง f(x) = g(x)h(x)
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บทแทรก 8.3.7 Z[x] เป็น U.F.D.

ทฤษฎบีท 8.3.8 เกณฑก์ารพจิารณาของไอเซนสไตน์ (Eisenstein's Criterion)
ให้ f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Q[x] โดยทีÉ ai ∈ Z ทกุ i ∈ {0, 1, 2, ..., n}

มีจาํนวนเฉพาะ p ซึÉง
1. p | ai ทกุ i ∈ {0, 1, ..., n− 1}

2. p ∤ an และ p2 ∤ a0

แลว้ f(x) ลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x]
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ตัวอย่าง 8.3.9 จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนีÊลดทอนไดห้รอืไมใ่น Q[x]

1. x4 + 10x+ 5

2. 3x3 + 4x+ 2

3. x2 − x− 12

4. 5x5 + 9x+ 6

5. x7 + 7

6. x7 + 53

7. (x+ 1)4 + 1

ข้อสังเกต 8.3.10 ถา้ n ∈ N และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จะไดว้า่ xn + p ลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x]
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แบบฝึกหดั 8.3

1. จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนีÊเป็นพหนุามปฐมฐานหรอืไม่
1.1 x3 + 5x2 − x+ 1

1.2 2x5 + 4x4 − 2x+ 6

1.3 (x2 + x− 3)(2x3 − 3x+ 1)

1.4 (x− 1)(2x2 − 3x+ 3)(2x− 1)

2. จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนีÊลดทอนไดห้รอืไม่
2.1 x4 + 6x3 − 10x+ 2 ใน Q[x]

2.2 x5 − 3x2 + 6x3 − 9x+ 3 ใน Q[x]

2.3 x7 + 5 ใน Q[x]

2.4 (x2 + 1)2 + 1 ใน Q[x]

2.5 x3 + x+ 1 ใน Z3[x]

2.6 x4 + 1 ใน Z5[x]

2.7 x4 + 10x2 + 1 ใน Z[x]

2.8 x6 + x− 1 ใน Q[x]

2.9 x4 + 4x+ 1 ใน Q[x]

2.10 1

2
x3 + 2x− 3

2
ใน Q[x]

3. ถา้ n,m ∈ N และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จงใหเ้หตผุลวา่ทาํไม xn + pm ลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x]

4. จงพิสจูนว์า่พหนุามตอ่ไปนีÊลดทอนไมไ่ดใ้น Z[x]

4.1 x4 − 4x3 + 6

4.2 x6 + 30x5 − 15x3 + 6x− 120

4.3 x4 + 4x3 + 6x2 + 2x+ 1

4.4 (x+ 2)p − 2p

p
เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะคีÉ

5. จงพิสจูนว์า่ 1 + x+ x2 + · · ·+ xp ลดทอนไมไ่ดใ้น Q[x] เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
6. ให้ a ∈ Zp เมืÉอ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จงพิสจูนว์า่ xp + a ลดทอนไมไ่ดใ้น Zp[x]

7. จงยกตวัอยา่งพหนุามระดบัขัÊน 8 ซึÉงลดทอนไดใ้น Q[x]

8. จงแสดงวา่ x2 −√2 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[
√
2][x]

9. จงตรวจสอบวา่ Q[x]/ 〈x4 + 2x2 + 6x+ 1〉 เป็นฟีลดห์รอืไม่
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