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บทที่ 2 
ระบบสัจพจน์และรูปแบบการพสูิจน์ 

 
 ธรรมชาตขิองวิชาคณิตศาสตร์นัน้เป็นวิชาท่ีมีการคดิเป็นระบบ ระบบการคดิของ
คณิตศาสตร์จะแบง่เป็นระบบใหญ่ๆ ด้วยกนั 2 ระบบ ได้แก่ 1. ระบบโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 
และ 2. ระบบการให้เหตผุล เป็นพืน้ฐานความรู้ท่ีส าคญัอยา่งยิ่งส าหรับผู้ ท่ีต้องการจะศกึษาวิชา
คณิตศาสตร์ โดยเฉพาะในส่วนของเรขาคณิตซึง่เป็นศาสตร์ท่ีจ าเป็นจะต้องอาศยัระบบของ
คณิตศาสตร์ในการพิสจูน์และให้เหตผุลเป็นอย่างยิ่ง  
 
1. ระบบโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 

  โครงสร้างของคณิตศาสตร์ท่ีสมบรูณ์นัน้มีก าเนิดมาจากธรรมชาต ิจากปรากฏการณ์ใน

ธรรมชาตท่ีิมนษุย์สงัเกตเห็น แล้วน ามาสร้างเป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ เรียกกวา่ ระบบ

สจัพจน์ โดยมีเปา้หมายเพ่ือแก้ปัญหาท่ีเกิดขึน้ของธรรมชาต ิซึง่แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์

ประกอบด้วยค าอนิยาม บทนิยาม และสจัพจน์ซึง่เป็นข้อตกลงเบือ้งต้น จากนัน้ใช้ความรู้เก่ียวกบั

ตรรกศาสตร์สรุปออกมาเป็นกฎหรือทฤษฎีบท แล้วน ากฎหรือทฤษฎีบทเหลา่นัน้ไปประยกุต์ใช้ 
 

 แผนผังโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 12 แผนผงัโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 
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 ระบบสจัพจน์ประกอบด้วยค าอนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ และทฤษฎีบท 
  1) ค าอนิยาม (Undefined Terms) คือ ค าทางคณิตศาสตร์ท่ีไมต้่องให้ความหมาย 
เชน่ ค าว่า “จดุ” “เส้นตรง” “ระนาบ” นกัคณิตศาสตร์สมยัก่อนเคยให้ความหมายของค าวา่  
“จดุ” ดงันี ้ 
   “จุด คือสิ่งท่ีไมมี่ความกว้าง ความยาว ความหนา มีแตต่ าแหนง่” 
   จะเห็นวา่ค าท่ีใช้อธิบายความหมายบางค าต้องให้ความหมายตอ่ไปอีก เชน่ 
ความกว้าง ความยาว ความหนา ต าแหนง่ ซึง่ค าเหลา่นีถ้้าให้ความหมายตอ่ไปอีกอาจใช้ค าวา่ 
“จดุ” ชว่ยอธิบาย เชน่  
    “ความกว้าง คือ ระยะระหว่างจดุสองจดุท่ีไมย่าวนกั”  
           ค าท่ีจะต้องให้ความหมายตอ่ไปอีกคือ “ระยะ” “ระหวา่ง” “จดุ” “ยาว” เป็นต้น 
จะพบวา่ปัญหาของการให้ความหมายของค าวา่ “จดุ” บางครัง้ต้องอาศยัค าท่ีให้ความหมายตอ่ไป
อีก และบางครัง้ต้องใช้ค าท่ีก าลงัจะให้ความหมายอยู ่หรือเป็นการให้ความหมายท่ีวกไปวนมา 
ดงันัน้นกัคณิตศาสตร์จงึให้ค าเหลา่นัน้เป็นค าอนิยาม 
  2) บทนิยาม (Defined Terms) คือ ค าทางคณิตศาสตร์ท่ีสามารถให้ความหมายได้ 
โดยใช้ ค าอนิยาม และค าในภาษาพดูทัว่ๆไป เชน่  
 
      บทนิยาม  
    เซต A เท่ากบัเซต B ก็ตอ่เม่ือ สมาชิกทกุตวัของเซต A เป็นสมาชิกของเซต B และ 

 สมาชิกทกุตวัของเซต B เป็นสมาชิกของเซต  A เขียนแทนด้วย A = B และ 

 เซต A ไมเ่ทา่กบัเซต B เขียนแทนด้วย A   B 

บทนิยาม   

 ก าหนดให้ a เป็นจ านวนจริงใดๆ a จะเป็นจ านวนตรรกยะเมื่อมีจ านวนเตม็  

 m และ n ใดๆ ท่ีท าให้ a =  
m

n
   โดยท่ี n ≠ 0 

  
  การนิยามศพัท์หรือข้อความอาจจะกระท าได้โดยก าหนดลกัษณะของสิ่งนัน้กว้าง
เสียก่อนแล้วจงึจ ากดัลกัษณะให้แคบลงจนกระทัง่ไมมี่สิ่งอ่ืนท่ีสอดคล้องลกัษณะดงักลา่วนอกจาก
สิ่งท่ีเราต้องการ เชน่ 
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ตัวอย่างการให้บทนิยามค าว่า ดนิสอ 
ตาราง 2 การวิเคราะห์การให้บทนิยาม “ดินสอ” 
 

ลกัษณะของดนิสอ สิ่งท่ีมีลกัษณะเหมือนกนั 
อปุกรณ์ที่ใช้ในการจดบนัทกึข้อมลู ปากกา ดินสอกด  ดินสอ  กระดาษ เคร่ืองบนัทกึเสยีง ฯลฯ 
มีลกัษณะเป็นแทง่ๆ ขนาดพกพา ปากกา ดินสอ  ดินสอกด เคร่ืองบนัทกึเสยีง ฯลฯ 
เป็นอปุกรณ์ที่ต้องใช้มือในการ
กระท า 

ปากกา ดินสอ ดินสอกด ฯลฯ 

วสัดทุี่ท าจากไม้  ดินสอ 
  

  จากตวัอย่างข้างต้น จะเห็นว่าในขัน้แรกเราก าหนดลกัษณะท่ีกว้างๆ ก่อน แตใ่นการ
ก าหนดนัน้ต้องมีขอบเขตในสิ่งท่ีเก่ียวข้องให้ชดัเจน จนได้บทนิยามดงันี ้
   “ดนิสอ เป็นอปุกรณ์ท่ีใช้ในการจดบนัทกึข้อมลู มีลกัษณะเป็นแทง่ท่ีท ามาจากไม้
ขนาดพกพา ใช้มือในการเขียนบนัทกึข้อมลู” 
  ลกัษณะของบทนิยามท่ีดีนอกจากต้องสัน้ๆ กระชบัแล้วยงัต้องสามารถให้ความหมาย
แบบสลบัไปมาได้ด้วย เชน่ รูปสามเหล่ียมหน้าจัว่ คือ รูปสามเหล่ียมท่ีมีความยาวด้านเทา่กนัสอง
ด้าน และมมุท่ีฐานมีขนาดเท่ากนั  หรือกลา่วอีกอยา่ง รูปสามเหล่ียมท่ีมีความยาวด้านเทา่กนัสอง
ด้าน และมมุท่ีฐานมีขนาดเท่ากนั เราเรียกรูปสามเหล่ียมนัน้วา่ “รูปสามเหล่ียมหน้าจัว่” เป็นต้น 
  3) สัจพจน์ (Axiom or Postulate) คือ ข้อความจริงหรือกตกิาทางคณิตศาสตร์ท่ี
น ามาใช้เป็นหลกัในการอ้างอิงความรู้อ่ืน ท่ีก าหนดขึน้โดยไมต้่องพิสจูน์ ถ้อยค าท่ีใช้ในสจัพจน์
ประกอบด้วยค าอนิยาม บทนิยาม และค าพดูทัว่ๆไป เชน่  
   “เส้นตรงสองเส้น ตดักนัได้จดุตดัหนึง่จดุ”  
   “มมุฉากทกุมมุยอ่มเทา่กนั” 
   “ให้ a และ b เป็นจ านวนจริงใดๆ จะได้ว่า a + b เป็นจ านวนจริง”  เป็นต้น 
  4) ทฤษฎีบท (Theorem) คือ ข้อความจริงทางคณิตศาสตร์ท่ีได้จากการพิสจูน์โดย
อาศยัหลกัการให้เหตผุลทางตรรกวิทยา ในการพิสจูน์จะน าบทนิยาม สจัพจน์ หรือทฤษฎีท่ีเคย
พิสจูน์มาก่อนมาประกอบการให้เหตผุล โดยปกตข้ิอความของทฤษฎีบทจะอยูใ่นรูป “ถ้า...แล้ว” 
หรือ “...ก็ตอ่เม่ือ...” เชน่  
   “ถ้าเส้นตรงเส้นหนึง่ตดักบัเส้นตรงอีกเส้นหนึง่แล้วมมุตรงข้ามจะเทา่กนั” 
 หรือ “รูปส่ีเหล่ียมใดๆ เป็นรูปส่ีเหล่ียมด้านขนานก็ตอ่เม่ือมมุตรงข้ามของรูปส่ีเหล่ียม
นัน้มีขนาดเทา่กนั” เป็นต้น 
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 1.1 ระบบสัจพจน์ 
  จากท่ีกลา่วข้างต้นสจัพจน์เป็นองค์ประกอบท่ีส าคญัของโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 
สจัพจน์มีความส าคญัตอ่วิชาคณิตศาสตร์อยา่งยิ่งเพราะเป็นสิ่งท่ีชว่ยให้เกิดองค์ความรู้ใหม่ๆ  
อยา่งมากมายมหาศาลทกุทฤษฎีบทท่ีเกิดขึน้นัน้ล้วนมาจากการน าสจัพจน์มาใช้ทัง้สิน้ 
 

ตัวอย่างระบบสัจพจน์   
        ตัวอย่าง 1 
 ค าอนิยาม: คณะกรรมการ  สมาชิก 
 สัจพจน์ A1: ในคณะกรรมการแตล่ะชดุต้องมีสมาชิก 3 คน 
 สัจพจน์ A2: สมาชิกแตล่ะคนสามารถเป็นคณะกรรมการได้ 2 คณะ 
 สัจพจน์ A3: สมาชิก 2 คนท่ีอยูร่่วมกนัสามารถเป็นคณะกรรมการได้มากกวา่ 1 ชดุ 
 สัจพจน์ A4: จะต้องมีคณะกรรมการอยา่งน้อยหนึง่ชดุ 
 

ทฤษฏีบท 1  สามารถแตง่ตัง้คณะกรรมการ  2 ชดุ โดยมีสมาชิกเพียง 4 คน 
พสูิจน์ 

ข้อความ เหตผุล 
1, ให้ X1 เป็นคณะกรรมการ 
2. X1 จะต้องมีสมาชิก 3 คนให้เป็น 
    x1, x2, x3 
3. มี x4ไมอ่ยูใ่น X1 
4. และ  X2 มี x1, x2, x4 อยูใ่น X2 
5. X1 ตา่งกบั X2 
ดงันัน้ สามารถแตง่ตัง้
คณะกรรมการ 2 ชดุ โดยมีสมาชิก
เพียง 4 คน 

1. สจัพจน์  A4 
2. สจัพจน์  A1 
 
3. สจัพจน์  A1 
4. สจัพจน์ A2 และ A3 
5. เพราะถ้าเหมือนกนัจะขดัแย้งกบัสจัพจน์ A3 

 
  ระบบสจัพจน์ท่ีดีในเรขาคณิตมีสมบตัิ 3 ประการ คือ 1. ความต้องกนั (Consistency)  
2. ความเป็นอิสระตอ่กนั (Independence)  และ 3. ความบริบรูณ์ (Completeness) 
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 1) ความต้องกัน (Consistency)  
  

    บทนิยาม ระบบสจัพจน์จะมีความต้องกนั ก็ตอ่เม่ือไมมี่สองสจัพจน์ใดๆ ใน 
   ระบบขดัแย้งซึง่กนัและกนั และระบบสจัพจน์ไมมี่ความต้องกนั ถ้ามีบางสจัพจน์ 
      ใดๆ ในระบบขดัแย้งซึง่กนัและกนั 
 

   ในการตรวจสอบว่าเราจะรู้ได้อย่างไรวา่ระบบสจัพจน์นัน้มีความต้องกนัหรือไมน่ัน้  
เราสามารถท าได้โดยใช้วิธีการพิสจูน์  
 

ตัวอย่าง 2. อนิยาม: เซต S  และ การด าเนินการ  * 
  สัจพจน์  A1 : ถ้า a และ b เป็นสมาชิกใดๆ ใน S แล้ว a * b = a 
  สัจพจน์  A2 : ถ้า a และ b เป็นสมาชิกใดๆ ใน S แล้ว a * b = b * a 
  สัจพจน์  A3 : S ประกอบด้วยสมาชิกอยา่งน้อยสองตวั 
 

ทฤษฎีบท 2 S ประกอบด้วยสมาชิกเพียงตวัเดียวเทา่นัน้ 
 เราสามารถพิสจูน์ ทฤษฎีบท 2 ได้โดยอาศยั A1 และ A2 ดงันี ้
พสูิจน์   (โดยวิธีขดัแข้ง) สมมต ิให้ S มีสมาชิกมากกว่า 1 ตวั ให้เป็น m และ n โดยท่ี m ≠ n 
 จะได้วา่  m * n = m และ n * m = n 
    แต ่ m * n = n * m  ดงันัน้จะได้วา่ m = n  
    ซึง่เป็นไปไมไ่ด้เพราะขดัแย้งกบัท่ีสมมตใิห้ m ≠ n 
 นัน่คือ S มีสมาชิกเพียงตวัเดียวเทา่นัน้ 
  จากการพิสจูน์ทฤษฎีบทข้างต้น ระบบสจัพจน์นีเ้ป็นระบบท่ีไมมี่ความต้องกนัเพราะมี
สองข้อความในระบบท่ีขดัแย้งซึง่กนัและกนั ได้แก่ A3 ขดัแย้งกบัทฤษฎีบท 2 
   จากตวัอยา่งท่ีกล่าวข้างต้นถ้าสามารถหาข้อความท่ีขดัแย้งซึง่กนัและกนัในระบบได้เพียง
แคข้่อความเดียว ก็สรุปได้ว่าระบบสจัพจน์ไมมี่ความต้องกนั   
 

 2) ความเป็นอิสระต่อกัน (Independence) 
  
บทนิยาม “ระบบสจัพจน์มีความเป็นอิสระตอ่กนั ถ้าไมมี่สจัพจน์ข้อหนึง่ข้อใดเป็นทฤษฎีหรือเป็น
 ผลท่ีได้จากสจัพจน์ข้ออ่ืนๆ ในระบบสจัพจน์ท่ีมีความต้องกนั”  
และ    “ระบบสจัพจน์ท่ีไมมี่ความเป็นอิสระตอ่กนั ถ้ามีสจัพจน์ข้อหนึง่เป็นผลท่ีได้จากสจัพจน์
 ข้ออ่ืนๆ ในระบบสจัพจน์ท่ีมีความต้องกนั” 
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ตัวอย่าง 3 อนิยาม: เซต K ความสมัพนัธ์ R 
  สัจพจน์  A1: ถ้า a และ b เป็นสมาชิกใดๆ ใน K แล้ว a R b หรือ b R a 
  สัจพจน์ A2 : ถ้า a และ b เป็นสมาชิกใดๆ ใน K และ a R b แล้ว a ≠ b 
  สัจพจน์ A3 : ถ้า a R b และ b R c แล้ว a R c 
  สัจพจน์ A4 : ระบบ K ประกอบด้วยสมาชิก 4  ตวัท่ีตา่งกนั 
  จากตวัอย่างจะเห็นวา่หากเราพิจารณาสจัพจน์ทกุตวัจะเห็นวา่ไมมี่สจัพจน์ใดท่ีมี
ความสมัพนัธ์ตอ่กนัเลย นัน้คือแตล่ะสจัพจน์ไมส่ง่ผลตอ่กนั 
 
 3) ความบริบูรณ์ (Completeness) 
 

        บทนิยาม  ให้ A แทนสจัพจน์ใดๆ และ A̅ แทนนิเสธของ A ซึง่ไมอ่ยูใ่นระบบสจัพจน์   

      ระบบสจัพจน์   ใดๆ จะเรียกวา่มีสมบตัิบริบรูณ์ก็ตอ่เม่ือไมมี่ข้อความใดๆ  

      ท่ีท าให้  + A และ  + A̅ เป็นระบบท่ีมีความต้องกนั 
  หรือ   กลา่วอีกนยันงึ “ระบบสจัพจน์มีความบริบรูณ์ ถ้าไมส่ามารถเพิ่มสจัพจน์ 
      อิสระข้อใหมเ่ข้าไปอีก”  
 
 

ตัวอย่าง 4 ก าหนดระบบ    ซึง่มีสจัพจน์ 5 ข้อดงันี ้
   ค าอนิยาม:  จดุ เส้น  ตัง้อยูบ่น 
 สัจพจน์ A1 :  เส้นแตล่ะเส้นประกอบด้วยจดุ 
 สัจพจน์ A2  :  มีจดุอยา่งน้อยสองจดุ 
 สัจพจน์ A3 :  ถ้า P, Q เป็นสองจดุใดๆ จะมีเส้นตรงผ่านเพียงเส้นเดียวเทา่นัน้ 
 สัจพจน์ A4 :   ถ้า l เป็นเส้นใดๆ จะมีจดุท่ีไมอ่ยูบ่น l 
 สัจพจน์ A5 :  ถ้า l เป็นเส้นใดๆ และ P เป็นจดุท่ีไมอ่ยูบ่น l จะมีเส้นตรงเพียงเส้นเดียว
         เท่านัน้ท่ีผา่น P และไมมี่จดุร่วมกบั l 

 จากระบบ  ท่ีกลา่วมา ถ้าเราเตมิสจัพจน์ A6  โดยท่ี A6 ไมอ่ยูใ่น  ซึง่มีใจความดงันี ้

 สัจพจน์ A6 : มีจดุไมเ่กินส่ีจดุ และจะได้  A6̅ : มีจดุอยา่งน้อยส่ีจดุ 

จะได้ระบบสจัพจน์ใหม ่2 ระบบ คือ  + A6 และ  + A6̅  เราเอาระบบสจัพจน์ทัง้สองมาสร้าง
แบบจ าลองได้เป็น 
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      แบบจ าลองของ  + A6   แบบจ าลอง  + A6̅ 
 
 
 
 
 

   จะเห็นวา่ระบบ  + A6  และระบบ  + A6̅ เป็นระบบท่ีมีความต้องกนั 

ดงันัน้ สรุปวา่ระบบสจัพจน์    เป็นระบบท่ีไมบ่ริบรูณ์  
 

2. ระบบการให้เหตุผล 

 จากท่ีได้กล่าวข้างต้นวา่ระบบในทางคณิตศาสตร์นัน้ประกอบด้วยกนัอยู ่2 ระบบ คือ 
1. ระบบโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ และ 2. ระบบการให้เหตผุล โดยระบบการให้เหตผุลเป็นระบบ
หนึง่ท่ีมีความส าคญัเป็นอยา่งมากในทางคณิตศาสตร์ การยอมรับวา่ทฤษฎีใดๆ นัน้ว่าเป็นจริง
หรือไม ่ทางคณิตศาสตร์จะใช้กระบวนการให้เหตผุลเป็นตวัยอมรับทฤษฎีบทดงักลา่ววา่เป็นจริง
หรือไม ่ ในทางคณิตศาสตร์ได้แบง่กระบวนการให้เหตผุลออกเป็น 2 ประเภท ดงันี ้

1. การให้เหตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning) 

2. การให้เหตผุลแบบนิรนยั (Deductive Reasoning) 

 2.1 การให้เหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) 

 นกัคณิตศาสตร์ค้นหาความจริงในธรรมชาตโิดยจะเร่ิมสงัเกตธรรมชาติก่อนและจะเช่ือเม่ือ

ได้ทดสอบหลายๆ ครัง้จนมัน่ใจ ในขณะท่ีสงัเกตหรือทดสอบนกัคณิตศาสตร์อาจค้นพบข้อเท็จจริง

ใหม่ๆ  ท่ีตนไมเ่คยพบมาก่อน และจะน าข้อเท็จจริงใหม่ๆ  เหลา่นีม้าพิจารณาหาความสมัพนัธ์กบั

ข้อเท็จจริงเดมิท่ีมีอยูก่่อนแล้วพฒันาออกมาเป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์  เม่ือผ่านขัน้การ

ทดลองแล้วนกัคณิตศาสตร์อาจจะประมวลสรุปเป็นความรู้ในรูปทัว่ๆ ไป โดยใช้กระบวนการทาง

ตรรกวิทยาเพ่ือใช้อธิบายปรากฏการณ์ทางธรรมชาติตอ่ไป วิธีการสรุปผลค้นหาความจริงจากการ

สงัเกตหรือทดลองหลายครัง้จากกรณีย่อยๆ แล้วสรุปเป็นความรู้แบบทัว่ไปเชน่นี ้เราเรียกวา่ การ

ให้เหตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning)  

 ในทางคณิตศาสตร์ มีการใช้การให้เหตผุลแบบอปุนยัเพ่ือชว่ยสรุปค าตอบ หรือชว่ยในการ

แก้ปัญหา เชน่ แบบรูปของจ านวน  2, 4, 6, 8, 10 ถามว่าจ านวนนบัถดัจาก 10 อีก 5 จ านวน คือ
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อะไร โดยสงัเกตจากแบบรูปของจ านวน  2 –10 พบว่า มีคา่เพิ่มขึน้ทีละสอง ดงันัน้ จ านวนอีก 5 

จ านวนก็จะเป็น 12, 14, 16, 18 และ 20 จ านวน 5 จ านวนดงักลา่ว จงึเป็นตวัอยา่งการให้เหตผุล

แบบอปุนยั 

 

 บทนิยาม การให้เหตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning) หมายถึง วิธีการสรุปผลการ

 ค้นหาความจริงจากการสงัเกต หรือการทดลองหลายครัง้จากกรณีย่อย ๆ แล้วน ามาสรุป

 เป็นความรู้แบบทัว่ไป 
 

ตัวอย่าง 5 พิจารณาล าดบั 3, 5, 7, 9  จงหาพจน์ท่ี n  

วิธีท า   

 พจน์ท่ี 1 คือ 3 = 3 

 พจน์ท่ี 2 คือ 5 = 3 + 2   มี 2 เพิ่มเป็น 1 ตวั 

 พจน์ท่ี 3 คือ 7 = 3 + 2 + 2  มี 2 เพิ่มเป็น 2 ตวั 

 พจน์ท่ี 4 คือ 9 = 3 + 2 + 2 + 2  มี 2 เพิ่มเป็น 3 ตวั 

 ⋮ 
พจน์ท่ี n คือ n = 3 + 2 + 2 + 2 + 2 + … + 2  มี 2 เพิ่มเป็น (n – 1) ตวั 

สรุปวา่ พจน์ท่ี n คือ 3 + 2(n – 1) = 2n + 1  
 

ตัวอย่าง 6 จากแบบรูปท่ีก าหนดให้ตอ่ไปนี ้ จงหาค าตอบถดัไป พร้อมทัง้สรุปสมบตัิท่ีได้  

  3 x (-2) = -6 

  2 x (-2) = -4 

  1 x (-2) = -2 

  0 x (-2) = ………… 

   (-1) x (-2) = ………… 

   (-2) x (-2) = ………… 

   (-3) x (-2) = ………… 
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วิธีท า จากการสงัเกตผลลพัธ์ของแบบรูป ผลลพัธ์เพิ่มขึน้ทีละ 2 หรือ an = a(n-1) + 2 

        จะได้วา่       0 x (-2) = 0 = -2 + 2 

    (-1) x (-2) = 2 =  0 + 2 

    (-2) x (-2) = 4 =  2 + 2 

    (-3) x (-2) = 6 =  4 + 2 

  จากแบบรูปการคณูจ านวนเตม็สงัเกตเห็นวา่ ถ้าตวัตัง้เป็นจ านวนเตม็ลบ เม่ือคณูด้วย

จ านวนเตม็ท่ีลดลง ผลลพัธ์ท่ีได้จะมากขึน้เร่ือยๆ จนได้ผลลพัธ์ในรูปของจ านวนเตม็บวก สรุปเป็น

สมบตัไิด้วา่ “จ านวนเตม็ลบ คณูกบัจ านวนเตม็ลบ จะได้ผลลพัธ์ในรูปจ านวนเตม็บวก” 

  ในการให้เหตผุลแบบอปุนยันัน้หลายๆ คนมกัสงสยัว่าจะต้องให้ตวัอยา่งจ านวนเทา่ไร

ถึงจะเพียงพอท่ีจะสรุปมาเป็นองค์ความรู้ ซึง่ก็ถือวา่เป็นจดุอ่อนท่ีส าคญัของการให้เหตผุลแบบ

อปุนยั เพราะถ้าสามารถหาตวัอยา่งในกรณีท่ีไมเ่ป็นจริง ก็จะท าให้ข้อสรุปนัน้ไมเ่ป็นจริงในทนัที 
 

 2.2 การให้เหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) 

 การให้เหตผุลแบบนิรนยัเป็นการให้เหตผุลท่ีตรงกนัข้ามกบัการให้เหตผุลแบบอปุนยั การ

ให้เหตผุลแบบอปุนยันัน้เป็นการให้เหตผุลเพ่ือสรุปหาผลลพัธ์ในรูปทัว่ไป แล้วสรุปมาเป็นทฤษฎีบท 

หรือสรุปเป็นองค์ความรู้ในเร่ืองใดเร่ืองหนึง่ ซึง่หากหาข้อขดัแย้งได้ก็จะท าให้ข้อสรุปนัน้ไมเ่ป็นจริง 

 

 บทนิยาม การให้เหตผุลแบบนิรนยั (Deductive Reasoning) เป็นการน าความรู้พืน้ฐาน

  ซึง่อาจเป็นความเช่ือ ข้อตกลง กฎ หรือบทนิยาม ซึง่เป็นสิ่งท่ีรู้มาก่อน และยอมรับวา่

  เป็นความจริงเพ่ือหาเหตผุลน าไปสูข้่อสรุป เป็นการอ้างเหตผุลท่ีมีข้อสรุปตามเนือ้หา

  สาระท่ีอยูภ่ายในขอบเขตของข้ออ้างท่ีก าหนด 
 

 การให้เหตผุลแบบนิรนยั ประกอบด้วยส่วนส าคญั 2 สว่น คือ 

  1) เหตุหรือสมมตฐิาน หมายถึงสิ่งท่ีเป็นจริงหรือยอมรับวา่เป็นจริงโดยไมต้่องพิสจูน์ 

ได้แก่ ค าอนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ ทฤษฎีบทท่ีพิสจูน์แล้ว กฎหรือสมบตัิตา่งๆ  

  2) ผลหรือผลสรุป หมายถึง ข้อสรุปท่ีได้จากเหต ุหรือสมมตฐิาน 
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  ในการตรวจสอบการให้เหตผุลแบบนิรนยันัน้ เราสามารถท าการตรวจสอบได้โดย

พิจารณาวา่ เหตหุรือสมมตฐิานท่ีก าหนดให้มา และผลหรือผลสรุปท่ีเกิดขึน้นัน้สมเหตสุมผล

หรือไม ่โดยใช้วิธีการอ้างเหตผุล หรือการตรวจสอบการเป็นสจันิรันดร์ หรือการใช้แผนภาพ 

เวนน์-ออยเลอร์ 

ตัวอย่าง 7 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีว้า่สมเหตสุมผลหรือไม่ 

 เหต ุ 1. เดก็ไทยทกุคนเป็นคนดี 

   2. เจ้าจกุเป็นคนไทย 

 ผล  เจ้าจกุเป็นคนดี 

เขียนแผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ได้ดงันี ้

 

ดงันัน้ข้อสรุปท่ีกลา่วว่าเจ้าจกุเป็นคนดีนัน้สมเหตสุมผล 

ตัวอย่าง 8 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีว้า่สมเหตสุมผลหรือไม่ 
 เหต ุ1. นกักีฬาทกุคนมีสขุภาพดี 
  2. ตุ๊กตาสขุภาพดี 
 ผล ตุ๊กตาเป็นนกักีฬา 
ก าหนดให้  H แทนเซตของคนท่ีมีสขุภาพดี 
  S แทนเซตของนกักีฬา 
เขียนแผนภาพแทนนกักีฬาทกุคนท่ีมีสขุภาพดีได้ดงันี ้

 

  

เขียนแผนภาพเพ่ือแสดงวา่ตุ๊กตามีสขุภาพดีได้ดงันี ้

      

    

          หรือ  

 
 
 ดงันัน้การอ้างเหตผุลนีไ้มส่มเหตสุมผล 
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ตัวอย่าง 9 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีว้า่สมเหตสุมผลหรือไม่ 
  เหต ุ 1. ถ้าด าเป็นสิ่งมีชีวิตแล้วด าต้องกินอาหารได้ 
    2. ด าเป็นสิ่งมีชีวิต 
 ผลสรุป  ด าต้องกินอาหารได้ 

วิธีท า  เปล่ียนข้อความเป็นสญัลกัษณ์ได้ดงันี ้

1. p → q  

2. p 

ผลสรุป q 

น ามาเขียนเช่ือมประพจน์ใหมไ่ด้เป็น [(p → q)  p] →q  

สร้างตารางหาคา่ความจริง จะได้ 

p q p → q (p → q)  p [(p → q)  p] →q 
T T T T T 

T F F F T 

F T T T T 

F F T F T 
 

    พบวา่ประพจน์  [(p → q)  p] →q  เป็นสจันิรันดร์ 

 ดงันัน้ ผลสรุปจงึสมเหตสุมผล 

 จากตวัอย่างท่ีกลา่วข้างต้นจะเห็นวา่กระบวนการในการตรวจสอบการให้เหตผุลแบบ 

นิรนยันัน้สามารถท าได้หลายวิธีการ ซึง่หากเรามีความรู้พืน้ฐานในเร่ืองของตรรกศาสตร์จะชว่ยให้

การตรวจสอบนัน้ง่ายมากขึน้ การตรวจสอบความสมเหตสุมผลโดยหลกัเบือ้งต้นนิยมใช้รูปแบบ

ของสจันิรันดร์ไว้ใช้อ้างอิงดงันี ้

1. p~p  หรือ ~(~pp) 
2. p→ p 
3. a) p p p    กฎนิจพล 
  b) p pp   

 4.    ~ (~p) p    กฎทวีคณูนิเสธ (double negation) 

 5.    a) p q q p    กฎการสลบัท่ี (commutative laws) 
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   b) pq qp 

   c) (p→q) (q→ p) 

 6.    a) p  (q r)  (p q)  r            กฎการเปล่ียนกลุม่ (associative laws) 

 b) p  (q r)  (pq)  r  

 7.    a) p  (q r)   (pq)   (p r)  กฎการแจกแจง (distributive 

laws) 

    b) p  (q r)   (p q)   (p r)  

8.    a) ~(pq)   ~p~q   กฎเดอมอร์แกน (De Morgan’s laws) 

    b) ~(p q)   ~p~q  

9.    (p→q) (~q→~p)   กฎการแย้งสลบัท่ี (law of contraposition) 

10.   p→q~p q    กฎรูปแบบสมมลูของการแจกแจงเหตสุูผ่ล 

11.~(p→q) p~q    กฎนิเสธของการแจงเหตสุูผ่ล 

12. p→p q     กฎของการเตมิ (law of addition) 

13.   pq→p หรือ pq→ q   กฎการท าให้ง่าย (law of simplification) 

14.   p (p→q)→ q    กฎการแจงผลตามเหต ุ(modus ponens) 

15.   ~q (p→ q)→~q    กฎการแจงผลค้านเหต ุ(modus tollens) 

16.   (p→q)   (q→ r) →  (p→ r)  กฎของตรรกบท (law of syllogism) 

17.   a) ~p (p q) → q  กฎตรรกบทแบบตดัออก (disjunctive syllogism) 

        b) ~q (p q) →p  

18.   a) (p→q)→ (p r→ q r) 

        b) (p→q)→ (p r→ q r) 

19.   a) (p→ r) (q→ r) (p q→ r)  กฎการอนมุานโดยกรณี (inference by cases) 

        b) (p→q) (r→ r) (p→ q r)  

20.   (pq→ r)   (p→ (q→ r) 

21. ก าหนดให้ c และ t แทนข้อความขดัแย้งและข้อความสจันิรันดร์ จะได้ 

   a)  p c  p 
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   b) p c  c 

   c) p t t 

   d) p t t 

22.   (p→ c) →  ~p  เม่ือ c คือข้อความขดัแย้ง กฎของการเป็นไปไมไ่ด้ (law of absurdity) 

23.   ~p c→ p  เม่ือ c คือข้อความขดัแย้ง 

24.   (~p→ c)   p  เม่ือ c คือข้อความขดัแย้ง 
 

2.3 รูปแบบการพสูิจน์ 
 ในต าราเร่ืองเรขาคณิตส าหรับครูเลม่นี ้เนือ้หาสว่นใหญ่จะเป็นการพิสจูน์ทฤษฎีบทตา่งๆ 

ทางเรขาคณิตในระบบยคุลิด ความรู้ในเร่ืองรูปแบบการพิสจูน์นัน้มีความส าคญัอยา่งยิ่งเพราะจะ

ชว่ยให้เข้าใจรูปแบบประพจน์ของทฤษฎีและสามารถเลือกใช้วิธีการพิสจูน์ได้อยา่งถกูต้อง ในบทนี ้

เราจะได้กลา่วถึงการพิสจูน์ในรูปแบบ p → q, p ↔ q, p  q และ p  q → r  ดงัรายละเอียด

ตอ่ไปนี ้

 2.3.1. การพสูิจน์ข้อความท่ีอยู่ในรูปแบบ qp →  

 การพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ qp→  นีส้ามารถท าการพิสจูน์ได้ 3 วิธี ดงันี ้

  1. วิธีตรง (direct proof) 
  2. วิธีการแย้งสลบัท่ี (contrapositive proof) 
  3. วิธีขดัแย้ง (contradiction proof) 

 แบบที่ 1 วิธีตรง 

 การพิสจูน์วิธีนีจ้ะเร่ิมโดยการสมมตวิา่ p เป็นจริง จากนัน้ก็เขียนล าดบัของข้อความซึง่

ได้มาจากข้อความท่ีมีมาก่อนอยา่งถกูต้องตามหลกัตรรกศาสตร์ แล้วจบลงด้วยผลสรุป (q) ของสิ่ง

ท่ีต้องการ  

 

 บทนิยาม 2.1 ให้ a เป็นจ านวนเตม็ใดๆ จะกล่าววา่ 
(1) a เป็นจ านวนคูก็่ตอ่เม่ือ a = 2k ส าหรับจ านวนเตม็ k บางตวั 

      (2) a เป็นจ านวนค่ีก็ตอ่เม่ือ a = 2k + 1 ส าหรับจ านวนเตม็ k บางตวั 
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ตัวอย่าง 10 ก าหนด a เป็นจ านวนเตม็ใดๆ จงพิสจูน์วา่ ถ้า a เป็นจ านวนคู ่ 

        แล้ว a + 4 เป็นจ านวนคู ่

พสูิจน์  ให้ a เป็นจ านวนคู ่จากบทนิยาม (1) จะได้  a = 2k ส าหรับจ านวนเตม็ k บางตวั 
    จาก         a = 2k 

            จะได้   a + 4 = 2k + 4 
                                                 = 2(k + 2) 
  จากบทนิยาม (1) จะได้วา่ a + 4 เป็นจ านวนคู ่เพราะมี k + 2 เป็นจ านวนเตม็ 
ท่ีท าให้  a + 4 = 2(k + 2)  
            ดงันัน้ ถ้า a เป็นจ านวนคู ่แล้ว a + 4 เป็นจ านวนคู ่
 
ตัวอย่าง 11  ก าหนดให้ a และ b เป็นจ านวนเตม็ใดๆ  
     ถ้า a เป็นจ านวนคู ่และ b เป็นจ านวนค่ี แล้ว a + b เป็นจ านวนค่ี 
พสูิจน์  ก าหนด a และ b เป็นจ านวนเตม็ใดๆ ให้  a เป็นจ านวนคู ่จากบทนิยาม (1)   
 จะได้วา่ a = 2m ส าหรับจ านวนเตม็ m บางตวั และให้  b เป็นจ านวนค่ีจากบทนิยาม (2)   
 จะได้วา่ b = 2n + 1 ส าหรับจ านวนเตม็ n บางตวั 
                  พิจารณา    a + b  = (2m) + (2n + 1) 
                                       = 2(m + n) +1 
 จากบทนิยาม (2) จะได้วา่ a + b เป็นจ านวนค่ี เพราะมีจ านวนเตม็ m + n ท่ีท าให้ 
a + b = 2(m + n) +1 
            ดงันัน้ ถ้า a เป็นจ านวนคู ่และ b เป็นจ านวนค่ี แล้ว a + b เป็นจ านวนค่ี  
 

 แบบที่ 2 วิธีการแย้งสลบัท่ี 

 เน่ืองจากประพจน์ → qp q→p ดงันัน้ในกรณีท่ีเราจะพิสจูน์ว่า qp →   

  เราอาจจะแสดงวา่ q→p เป็นจริงแทนก็ได้  
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ตัวอย่าง 12  ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเตม็ใดๆ  ถ้า a2  เป็นจ านวนคู ่แล้ว a เป็นจ านวนคู ่

 เปล่ียนรูปแบบของประพจน์ใหมไ่ด้เป็น ถ้า a เป็นจ านวนค่ีแล้ว a2 เป็นจ านวนค่ี 

พสูิจน์    ก าหนดให้ a เป็นจ านวนค่ี โดยบทนิยาม (2) จะได้วา่ a = 2k + 1 ส าหรับจ านวน 
เตม็ k บางตวั 
 จาก  a   = 2k + 1 

    a2 = (2k + 1)2 

        = (2k)2 + 2(2k)(1) + 12 

        = 2(2k2 + 2k) + 1 

      จากบทนิยาม (2) จะได้ว่า a2เป็นจ านวนค่ี เพราะมีจ านวนเตม็ 2k2 + 2k ท่ีท าให้ 

a2= 2(2k2 + 2k) + 1 

 ดงันัน้ ถ้า a  เป็นจ านวนค่ี แล้ว a2 เป็นจ านวนค่ี 

 

 แบบที่ 3  วิธีขดัแย้ง 

  เป็นการพิสจูน์โดยสมมตวิา่ประพจน์ท่ีต้องการพิสจูน์เป็นเท็จ อาศยัสมมตฐิานนีสื้บ

 หาข้อความท่ีขดัแย้งกบัสิ่งท่ีทราบมาก่อนหรือขดัแย้งกบัสิ่งท่ีก าหนดให้แล้วจงึสรุปวา่ท่ี

 สมมตไิว้เป็นไปไมไ่ด้ 

  ถ้าข้อความท่ีต้องการพิสจูน์ คือ qp → เราจะสมมตวิา่ qp → เป็นเท็จ นัน่คือ  

 ( qp → ) เป็นจริง แต ่( qp→ )pq ดงันัน้ pq เป็นจริง 

  การพิสจูน์ qp →  โดยข้อขดัแย้งจะเร่ิมด้วยการสมมติ pq เป็นจริง แล้วน าไปสู่ 

 ข้อขดัแย้งเขียนแทนด้วย (pq c→ )  เม่ือ c คือข้อความขดัแย้ง 

 

ตัวอย่าง 13 ส าหรับจ านวนเตม็  x  ใดๆ  จงพิสจูน์วา่  ถ้า  x2   0  แล้ว  x  0 

พสูิจน์ สมมติให ้ x = 0 

จะได้     x ∙ x  =  x ∙ 0   

       x2 =  x 0      
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       x2 =  0    

   ซึง่ขดัแย้งกบัท่ีโจทย์ก าหนดให้วา่ x2   0  ดงันัน้ท่ีสมมตใิห้จงึเป็นไปไมไ่ด้ 

 นัน่คือส าหรับจ านวนเตม็  x  ใดๆ  ถ้า  x2  0  แล้ว  x  0 
 

ตัวอย่าง 14  ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเตม็ใดๆ ถ้า a2เป็นจ านวนคู ่แล้ว a เป็นจ านวนคู ่

พสูิจน์  สมมตใิห้ a เป็นจ านวนค่ี โดยบทนิยาม (2) จะได้วา่ a = 2k + 1 ส าหรับจ านวนเตม็ k บางตวั 
 จาก   a = 2k + 1 

 จะได้  a2 = (2k + 1)2 

        = (2k)2+ 2(2k)(1) + 12 

        = 2(2k2 + 2k) + 1 

 จากบทนิยาม (2) จะได้ a2เป็นจ านวนค่ี เพราะมี 2k2 + 2k เป็นจ านวนเตม็ ท่ีท าให้  

a2 = 2k2 + 2k ซึง่ขดัแย้งกบัท่ีก าหนดให้ ดงันัน้ท่ีสมมตใิห้จงึเป็นไปไมไ่ด้ 

 นัน้คือ ถ้า a2 เป็นจ านวนคู ่แล้ว a เป็นจ านวนคู ่

 

 2.3.2. การพสูิจน์ข้อความในแบบ qp   

  เน่ืองจาก qp   p)(qq)(p →→  ดงันัน้การพิสจูน์ข้อความ qp   จะต้อง

แสดงการพิสจูน์ 2 ขัน้ตอน คือ 

  1. พิสจูน์ qp→  ขัน้ตอนนีเ้รียกว่า if part หรือ sufficient part  

  2. พิสจูน์ q→p ขัน้ตอนนีเ้รียกวา่ only if part หรือ necessity part 
 

ตัวอย่าง 15 ส าหรับจ านวนเตม็  x  ใดๆจงพิสจูน์วา่  x  เป็นจ านวนเตม็ค่ี  ก็ตอ่เม่ือ  x2  เป็น

 จ านวนเตม็ค่ี 

   กรณี 1. ถ้า x  เป็นจ านวนค่ี  แล้ว x2 เป็นจ านวนค่ี 

   กรณี 2. ถ้า x2 เป็นจ านวนค่ี  แล้ว x  เป็นจ านวนค่ี   
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พสูิจน์ (→)   ถ้า  x เป็นจ านวนค่ี  แล้ว x2 เป็นจ านวนค่ี 

 จากบทนิยามจะได้ x = 2n +1  ส าหรับจ านวนเตม็  n   บางจ านวน     

         x2 = (2n +1)2  

             =  4n2 + 4n + 1    

             =  2(2n2 + 2n )+ 1    

  ดงันัน้  x2  เป็นจ านวนค่ี 

  (←)   ถ้า   x2  เป็นจ านวนเตม็คี่  แล้ว x เป็นจ านวนเตม็คี่ 

 สมมตใิห้ x เป็นจ านวนเตม็คู ่จากบทนิยามจะได้ x  =  2n  ส าหรับจ านวนเตม็  n  บาง
จ านวน    
  จาก  x  =  2n   
     x2 = (2n)2 
         = 2(2n2) 
  จะได้  x2  เป็นจ านวนคู ่ซึง่ขดัแย้งกบัท่ีก าหนดให้  x2  เป็นจ านวนเตม็ค่ี    

 ดงันัน้ท่ีสมมตใิห้จงึเป็นไปไม่ได้ นัน่คือ  x  เป็นจ านวนเตม็ค่ี     

 จาก  (1)  และ  (2)  สรุปได้ว่า   x  เป็นจ านวนค่ี  ก็ตอ่เม่ือ x2  เป็นจ านวนค่ี 

 2.3.3. การพสูิจน์ข้อความในแบบ qp   

 จากท่ีเรากล่าวมาแล้วในบทท่ี 2 วา่ qp  qp →  ดงันัน้ในการจะแสดงวา่ข้อความ qp  

เป็นจริงเราอาจพิสจูน์ข้อความ  qp →  เป็นจริงแทนโดยใช้วิธีตามแบบท่ี 1  

ตัวอย่าง 16  ก าหนดให้ a และ b เป็นจ านวนจริงใดๆ ถ้า a  b = 0 แล้ว a = 0  หรือ b = 0 

พสูิจน์  สมมตใิห้ a ≠ 0 จะได้วา่มี a -1   ท่ีท าให้  a(a -1) = 1 

  จากก าหนดให้            a  b = 0 

  จะได้    a -1 (a  b) = a -1(0) 

          (a -1a)  b = a -1(0) 

                  1  b = 0 

            b = 0 
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 ดงันัน้ ถ้า a  b = 0 แล้ว a = 0  หรือ b = 0 

 2.3.4. การพสูิจน์แบบแจกแจงกรณี (Proof by cases) 

  ในกรณีท่ีข้อความท่ีต้องการพิสจูน์อยูใ่นแบบ qp → r เราสามารถท าได้โดยใช้

ข้อความท่ีสมมลูกนัคือ →→ r)(qr)(p qp → r  เป็นจริง ซึง่การพิสจูน์ในลกัษณะนีเ้รา

เรียกวา่ “การพิสจูน์แบบแจกแจงกรณี” 
 

ตัวอย่าง 17 จงพิสจูน์วา่  ถ้า x  เป็นจ านวนเตม็แล้ว  x 2  +  x  เป็นจ านวนเตม็คู ่

พสูิจน์  กรณี1  ถ้า x เป็นจ านวนเต็มคี่จากบทนิยามจะได้ x = 2n +1  ส าหรับจ านวน  

เตม็  n   บางจ านวน    

   จาก   x = 2n + 1 

  จะได้   x2 = (2n + 1)2      

     =  4n2 + 4n + 1     

พิจารณา      x2 + x  =   (4n2 + 4n + 1)+ (2n+1) 

  =  4n2 + 6n + 2    

     =  2(2n2 + 3n + 1)    

     =  2m  (m = 2n2 + 3n + 1 ซึง่เป็นจ านวนเตม็) 

เพราะฉะนัน้   x 2  +  x  เป็นจ านวนเตม็คู่ 

กรณี 2   ถ้า  x  เป็นจ านวนเตม็คูจ่ากบทนิยาม จะได้ x  =  2n  ส าหรับจ านวน 

เตม็  n  บางจ านวน    

    จาก    x = 2n  

    จะได้   x2 = (2n)2      

     =  4n2    

พิจารณา     x2 + x   =   (4n2)+ (2n)    

    =  2(2n2 + n)    

    =  2m  (m = 2n2 + n ซึง่เป็นจ านวนเตม็) 

เพราะฉะนัน้   x 2  +  x  เป็นจ านวนเตม็คู่ 
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ดงันัน้  จากทัง้สองกรณีสรุปได้วา่ถ้า  x   เป็นจ านวนเตม็  แล้ว  x 2  +  x  เป็นจ านวนเตม็คู ่
 

สรุป 

 ในบทท่ี 2 จะกล่าวถึงระบบสจัพจน์ และรูปแบบการพิสจูน์ ซึง่เป็นพืน้ฐานความรู้ท่ีส าคญัท่ี

จะน าไปใช้ในการพิสจูน์ทางเรขาคณิต เน่ืองด้วยการพิสจูน์ทางเรขาคณิตนัน้จะอยูใ่นรูปแบบของ

ประพจน์ทางตรรกศาสตร์ และการพิสจูน์ต้องใช้สจัพจน์มาชว่ยในการสร้างรูปเรขาคณิตเพ่ือน ามาใช้

ในการพิสจูน์ จงึเป็นความรู้ท่ีส าคญัอยา่งยิ่ง ท่ีจะต้องรู้ระบบสจัพจน์ และรูปแบบการพิสจูน์ โดย

ธรรมชาตคิณิตศาสตร์จะแบง่ระบบออกเป็น 2  ระบบใหญ่ ได้แก่  

  1. ระบบโครงสร้างทางคณิตศาสตร์  

   - อนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ และทฤษฎีบท   

   - ลกัษณะของสจัพจน์ 

  2. ระบบการให้เหตผุล  

   - การให้เหตผุลแบบอปุนยั  

   - การให้เหตผุลแบบนิรนยั 

 นอกจากระบบสจัพจน์ท่ีกลา่วข้างต้น ในบทนีย้งัได้ท าการทบทวนเก่ียวกบัรูปแบบการ

พิสจูน์ท่ีมกัจะพบบอ่ยๆ ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทเรขาคณิต ได้แก่ 

  1. การพิสจูน์วิธีตรง  (p → q) 

  2. การพิสจูน์วิธีการแย้งสลบัท่ี  (p → q  q→p) 

  3. การพิสจูน์วิธีขดัแย้ง (pq c→ ) 

  4. การพิสจูน์ในรูปแบบก็ตอ่เม่ือ ( qp   (p q) (q p))→  →  
  5. การพิสจูน์ในรูปแบบ p  q 

  6. การพิสจูน์แบบแจกแจงกรณี ( qp → r) 

 เป็นรูปแบบการพิสจูน์ท่ีมกัจะพบบอ่ยๆ ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทเรขาคณิต  
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ค าถามท้ายบทที่ 2 
ส่วนที่ 1 โครงสร้างทางคณิตศาสตร์ 

 1) จงวิเคราะห์ความสมัพนัธ์ระหวา่งอนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ และทฤษฎีบท 

 2) จงยกตวัอยา่งอนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ และทฤษฎีบทท่ีพบในวิชาคณิตศาสตร์ 

 3) จงบอกความส าคญัของอนิยาม บทนิยาม สจัพจน์  

 4) จงท าเคร่ืองหมาย  ลงในชอ่งให้ตรงกบัข้อความท่ีก าหนดให้ในแตล่ะข้อ 

ข้อ ค าหรือข้อความ 

   อ
นิย
าม

 
    
บท

นิย
าม

 
   ส

จัพ
จน์

 
   ท

ฤษ
ฎีบ

ท 

1 จดุ     
2 สิ่งมีชีวิตทกุชนิดต้องตาย     
3 กตกิาฟตุบอลคือ มีผู้ เลน่ทีมละไมเ่กิน 11 คน     
4 เส้นตรง     
5 คนเราเกิดมาย่อมมี เกิด แก ่เจ็บ ตาย     
6 มมุฉากคือมมุท่ีมีขนาด 90 องศา     
7 ดวงอาทิตย์ขึน้ทางทิศตะวนัออกเสมอ     
8 ดนิ น า้ ลม ไฟ     
9 รูปส่ีเหล่ียมจตัรัุส คือรูปส่ีเหล่ียมท่ีมีด้านเท่ากนั 4 ด้าน และ

มมุทกุมมุเป็นมมุฉาก 
    

10 เส้นตรง 2 เส้นตดักนัท่ีจดุ ๆเดียว     
11 รัศมีของวงกลมวงเดียวกนัมีขนาดเท่ากนั     
12 ในวงกลมใด ๆ มมุท่ีจดุศนูย์กลางยอ่มมีขนาดเป็น 2 เทา่

ของมมุท่ีเส้นรอบวงท่ีรองรับด้วยสว่นโค้งเดียวกนั 
    

13 มมุในคร่ึงวงกลมใด ๆ ย่อมเป็นมมุฉาก     
14 มมุฉากทกุมมุมีขนาดเทา่กนั     
15 ในรูปสามเหล่ียมมมุฉากใดๆ ก าลงัสองของด้านตรงข้ามมมุ

ฉาก จะเทา่กบัผลบวกของก าลงัสองของด้านประกอบมมุ
ฉาก 
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ส่วนที่ 2 การให้เหตุผล 

   5) จงหาพจน์ท่ีอยูถ่ดัไปอีก 3 พจน์ 
    1) 1 , 3 , 9 , 27  
    2) 1 , 6 , 3 , 4 , 5 , 2  
    3) 3 , 6 , 12  
    4) 1, 6, 11, 16 
    5) 1, 4, 9, 16, 25 

  6)  จงหาสมการถดัไป จากแบบรูปท่ีก าหนดให้โดยใช้หลกัการอปุนยั  
แล้วตรวจสอบโดยการค านวณ 

9 × 9 + 7 = 88 
98 × 9 + 6 = 888 

987 × 9 + 5 = 8,888 
9,876 × 9 + 4 = 88,888 

…………………………… = ….………………….. 

  7) จงตรวจสอบการอ้างเหตผุลตอ่ไปนีว้า่สมเหตสุมผลหรือไม่ 

   7.1. เหต ุ ผลไม้บางชนิดเปรีย้ว 
       สิ่งท่ีเปรีย้วท าให้ปวดท้อง 
      ผล  ผลไม้บางชนิดท าให้ปวดท้อง 
 

  7.2  เหต ุ     นกทกุตวัเป็นสตัว์มีปีก 
          เป็ดทกุตวัเป็นสตัว์มีปีก 
       ผล   นกทกุตวัเป็นเป็ดชนิดหนึง่ 
 

  7.3   เหต ุ     ววัมี 4 ขา 
           หมไูมเ่ป็นววั 
        ผล    หมไูมมี่ 4 ขา 

  8) จงวิเคราะห์เปรียบเทียบความแตกตา่งระหวา่งการให้เหตผุลแบบอปุนยั และนิรนยั 

  9) จงยกตวัอยา่งการใช้เหตผุลแบบอปุนยั และนิรนยัท่ีพบในชีวิตประจ าวนั 
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ส่วนที่ 3 รูปแบบการพสูิจน์ 

 10) ก าหนดให้ m และ n เป็นจ านวนเตม็ จงพิสจูน์วา่ 

    10.1 ถ้า m และ n เป็นจ านวนคูแ่ล้ว m + n จะเป็นจ านวนคู ่
   10.2 ถ้า m และ n เป็นจ านวนค่ีแล้ว m + n จะเป็นจ านวนคู ่
   10.3 ถ้า m เป็นจ านวนค่ี และ n เป็นจ านวนคูแ่ล้ว m + n จะเป็นจ านวนค่ี 
   10.4 ถ้า m และ n เป็นจ านวนคูแ่ล้ว mn จะเป็นจ านวนคู ่
   10.5 ถ้า m และ n เป็นจ านวนค่ีแล้ว mn จะเป็นจ านวนค่ี 
   10.6 ถ้า m เป็นจ านวนค่ี และ n เป็นจ านวนคูแ่ล้ว mn จะเป็นจ านวนคู ่
   10.7 ถ้า m เป็นจ านวนค่ี แล้ว m3 เป็นจ านวนค่ี 
   10.8 ถ้า m เป็นจ านวนคูแ่ล้ว m4 เป็นจ านวนคู ่
   10.9 ถ้า m และ n เป็นจ านวนค่ี แล้ว (m + n) 2 จะเป็นจ านวนคู ่
   10.10 ถ้า (m + n) 2 เป็นจ านวนคูแ่ล้ว m เป็นจ านวนคู ่หรือ n เป็นจ านวนค่ี 

 11) จงพิจารณาวา่การพิสจูน์ข้างลา่งนี ้ถกูหรือไม ่ถ้าถกูจงบอกรูปแบบในการพิสจูน์ 
ถ้าผิดจงให้เหตผุล 

 ทฤษฎีบท  ถ้า m และ n เป็นจ านวนคู ่แล้ว m – n เป็นจ านวนคู ่
 พสูิจน์แบบท่ี 1 สมมตใิห้ m และ n เป็นจ านวนค่ี 
   จะได้วา่มีจ านวนเตม็ j และ k ซึง่ท าให้ m = 2j + 1 และ n = 2k + 1 
     ดงันัน้ m – n = 2j + 1 –(2k + 1) = 2(j – k) ซึง่เป็นจ านวนคู ่

 พสูิจน์แบบท่ี 2 สมมตใิห้ m – n เป็นจ านวนค่ี 
   จะได้วา่มีจ านวนเตม็ j ซึง่ท าให้ m – n = 2j + 1 
   ถ้า n เป็นจ านวนคู ่จะได้เป็นจริงตามท่ีก าหนดให้ 
   ถ้า n เป็นจ านวนค่ี จะได้ว่ามีจ านวนเตม็ k ซึง่ท าให้ m = 2k +1 
   ดงันัน้ m = m – n + n = 2j + 1 – (2k + 1) = 2(j – k) 
   เพราะฉะนัน้ m เป็นจ านวนคู ่ 
 พสูิจน์แบบท่ี 3 สมมตใิห้ m และ n เป็นจ านวนคูแ่ละ m – n เป็นจ านวนค่ี 
   จะได้วา่มีจ านวนเตม็ j และ k ซึง่ท าให้ m = 2j และ n = 2k 
   ดงันัน้ m – n = 2j – 2k = 2(j – k) 
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   จะได้วา่ m – n เป็นจ านวนคู ่ซึง่ขดัแย้งกบัสมมตฐิานท่ีวา่ m – n เป็น
   จ านวนค่ี ดงันัน้ ทฤษฎีบทท่ีก าหนดให้ไมเ่ป็นจริง 
 12) ก าหนดให้ m, n และ p เป็นจ านวนเตม็ จงพิสจูน์แตล่ะข้อตอ่ไปนี ้
  1. m เป็นจ านวนคู ่ก็ตอ่เม่ือ m2 เป็นจ านวนคู ่
  2. m เป็นจ านวนค่ี ก็ตอ่เม่ือ m2 − 1 เป็นจ านวนคู ่
  3. m เป็นจ านวนค่ี ก็ตอ่เม่ือ m + 1 เป็นจ านวนคู ่
  4. m เป็นจ านวนคู ่ก็ตอ่เม่ือ m + 2 เป็นจ านวนคู ่
  5. m + n เป็นจ านวนคู ่ก็ตอ่เม่ือ m – n เป็นจ านวนคู ่

 13) จงพิสจูน์วา่ √3 เป็นจ านวนอตรรกยะ 
 14) ถ้า a เป็นจ านวนเตม็ แล้ว a3 + a + 1 เป็นจ านวนค่ี 
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