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บทที$  5 ปริพันธ์ 

 5.$ ปฏยิานุพันธ์ ปริพันธ์ไม่จาํกัดเขต 
 
 บทนิยามที+ 5.. จะกลา่ววา่ฟังก์ชนั 𝐹 เป็นปฏยิานุพนัธ์ของฟังก์ชนั 𝑓 บนชว่ง 𝑆 ก็ตอ่เมืIอ 𝐹!(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
  ทกุคา่ 𝑥 บนชว่ง 𝑆 

   เชน่     "
#
𝑥#, "

#
𝑥# + 5, "

#
𝑥# − 𝜋, "

#
𝑥# + 𝑐		 เมืIอ 𝑐 เป็นคา่คงทีIใดๆ  

   ตา่งก็เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑥$ ในชว่ง (−∞,∞) เพราะแตล่ะฟังก์ชนัมีอนพุนัธ์เป็น 𝑥$ 

 

 ปริพนัธ์ไม่จาํกัดเขต 

  สญัลกัษณ์ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 เป็นปริพนัธ์ไมจํ่ากดัเขตของ	𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥 กระบวนการหาปริพนัธ์  

               เรียกวา่ การหาปริพนัธ์ ถ้า 𝐹!(𝑥) = 𝑓(𝑥) จะได้ F(𝑥) + 𝐶 เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓(𝑥) จะเขียน 

               แทนด้วย ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = F(𝑥) + 𝐶  เมืIอ 𝐶 เป็นคา่คงทีIใดๆ 

 

 สมบตัขิองปริพนัธ์ 

  ให้ 𝑢, 𝑣 เป็นฟังก์ชนัของ 𝑥 และ  𝑘	เป็นคา่คงทีI จะได้วา่  

 1. ∫(𝑢 ± 𝑣)𝑑𝑥 = 	∫𝑢	𝑑𝑥 ± ∫𝑣	𝑑𝑥 

 2. ∫ 𝑘𝑢	𝑑𝑥 = 	𝑘 ∫ 𝑢	𝑑𝑥 

 สูตรการหาปริพนัธ์ 

  ให้ 𝑢 และ 𝑣 เป็นฟังก์ชันที+สามารถหาอนุพนัธ์เทยีบกับ 𝑥 

 1. ∫𝑑𝑢 = 𝑢 + 𝐶   

 2. ∫𝑎𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫𝑢(𝑥)𝑑𝑥  เมืIอ 𝑎 เป็นคา่คงทีI 

 3. ∫(𝑢 ± 𝑣)𝑑𝑥 = 	∫𝑢	𝑑𝑥 ± ∫𝑣	𝑑𝑥 

 4. ∫𝑢!𝑑𝑢 = "!"#

!#$
+ 𝐶     , 𝑛 ≠ −1 

 5. ∫ $
"
𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑢| + 𝐶 

 6. ∫𝑎"𝑑𝑢 = %$

&!	%
+ 𝐶      

 7. ∫𝑒"𝑑𝑢 = 𝑒" + 𝐶      

 8. ∫ 𝑠𝑖𝑛	𝑢	𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑠	𝑢 + 𝐶   

 9.	∫ 𝑐𝑜𝑠	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑠𝑖𝑛	𝑢 + 𝐶   

 10. ∫ 𝑠𝑒𝑐(	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑡𝑎𝑛	𝑢 + 𝐶   

 11. ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐(	𝑢	𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑡	𝑢 + 𝐶 

 12. ∫ 𝑠𝑒𝑐	𝑢	𝑡𝑎𝑛	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐	𝑢 + 𝐶 

 13. ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐	𝑢	𝑐𝑜𝑡	𝑢	𝑑𝑢 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐	𝑢 + 𝐶 

 14. ∫ 𝑡𝑎𝑛	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐	𝑢| + 𝐶   

 15. ∫ 𝑐𝑜𝑡	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛	𝑢| + 𝐶	 = −𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐	𝑢| + 𝐶 
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 16. ∫ 𝑠𝑒𝑐	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐	𝑢 + 𝑡𝑎𝑛	𝑢| + 𝐶 

 17. ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐	𝑢	𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐	𝑢 − 𝑐𝑜𝑡	𝑢| + 𝐶 

 18. ∫ $
"%#%%

𝑑𝑢 = $
%
𝑎𝑐𝑟𝑡𝑎𝑛 "

%
+ 𝐶 

 19. ∫ $
"%)%%

𝑑𝑢 = $
(%
𝑙𝑛 <")%

"#%
< + 𝐶 

 20. ∫ $
%%)"%

𝑑𝑢 = $
(%
𝑙𝑛 <%#"

%)"
< + 𝐶 

 21. ∫ *"
√%%)"%

= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 "
%
+ 𝐶 

 22. ∫ *"
,"%±%%

= 𝑙𝑛 <𝑢 + =𝑢( ± 𝑎(< + 𝐶 

 23. ∫√𝑎( − 𝑢( 𝑑𝑢 = "
(
√𝑎( − 𝑢( + %%

(
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 "

%
+ 𝐶 

 24. ∫;𝑢% ± 𝑎% 𝑑𝑢 = &
%
;𝑢% ± 𝑎% ± '!

%
𝑙𝑛 ?𝑢 + ;𝑢% ± 𝑎%? + 𝐶 

 

 ตวัอย่างที+ .  จงหาปริพนัธ์ตอ่ไปนี X 

  1.1 ∫𝑥(𝑑𝑥  

                     วธีิทาํ 

 

 

 

 

  1.2 ∫√𝑥𝑑𝑥  

                     วธีิทาํ 

 

 

 

 

  1.3 ∫ $
)"
𝑑𝑥 

        วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1.4 ∫𝑥$√𝑥𝑑𝑥     
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                          วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

  1.5 ∫(1 − 3𝑥%)%𝑑𝑥 

         วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

  1.6 ∫ "*%+
#

+"
𝑑𝑡     

        วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

  1.7 ∫ "
(#*)!)

𝑑𝑥 

             วธีิทาํ 
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  1.8 ∫ sec 𝜃 (sec 𝜃 + 1)𝑑𝜃   

          วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

  1.9 ∫ $*./01(023 1)!
𝑑𝜃 

                     วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ในการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิบางครั Xงเราต้องจดัรูปก่อน โดยใช้เอกลกัษณ์ตรีโกณมิต ิ

  sin 2𝐴 =2 sin𝐴 cos𝐴 
  cos 2𝐴 =𝑐𝑜𝑠% 𝐴 − 𝑠𝑖𝑛%𝐴 = 2𝑐𝑜𝑠%𝐴 − 1	 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛%𝐴 
 

 ตวัอย่างที+ W  จงหาคา่ของ 

  2.1 ∫ ./0 %)456!)
𝑑𝑥     

                     วธีิทาํ 
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  2.2 ∫ sec 𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥 

        วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

  2.3 ∫√1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡    

        วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

  2.4 ∫ "
"*023 )

𝑑𝑥 

                วธีิทาํ 
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  2.5 ∫ 7)
"849:)

  

             วธีิทาํ 
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 5.2 เทคนิคการหาปริพันธ์ 

  5.2.1 วธีิแทนค่าตวัแปร 

   ในบางครั Xง การหา ∫(3𝑥%)	√𝑥$ + 4# 𝑑𝑥 หรือ ∫O1 − "
1
P 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝑙𝑛𝜃)	𝑑𝜃 เราไมส่ามารถใช้

สตูรได้ทนัที เราจะต้องมีการจดัรูปหรือเปลีIยนตวัแปรเพืIอใช้สตูรในการหาปริพนัธ์ เชน่  

∫(3𝑥%)	√𝑥$ + 4# 𝑑𝑥 เมืIอสงัเกตจะเหน็วา่ 𝑑(𝑥$ + 4) = 3𝑥%𝑑𝑥 

 ดงันั Xน ถ้ากําหนดให้ 𝑢 = 𝑥3 + 4 จะได้ 𝑑𝑢 = 3𝑥2𝑑𝑥 

 นัIนคือ เมืIอเขียน ∫(3𝑥%)	√𝑥$ + 4# 𝑑𝑥 ในรูปของ 𝑢 

 เราจะสามารถหาอินทิกรัลโดยใช้สตูรได้ 

Q(3𝑥%)	;𝑥$ + 4# 𝑑𝑥 = Q(𝑥$ + 4)" $; 	(3𝑥%𝑑𝑥)	 

 = Q(𝑥$ + 4)" $; 	(3𝑥%𝑑𝑥)	 

 = Q𝑢" $; 	𝑑𝑢	 

 =
3
4
𝑢# $; + c 

 =
3
4
(𝑥$ + 4)# $; + c 

                           
 วธีิแบบนี X เรียกวา่ “วธีิแทนคา่ตวัแปร” 

 
 ขั Xนตอนการหาปริพนัธ์โดยการแทนคา่ตวัแปร เมืIอปริพนัธ์ในรูป ∫ 𝑓R𝑔(𝑥)T𝑔!(𝑥)𝑑𝑥 

1. ให้ 𝑢 = 𝑔(𝑥) ได้ 𝑑𝑢 = 𝑔!(𝑥)𝑑𝑥 และ 𝑑𝑥 = 7&
<$())

 

2. แทนคา่ 𝑔(𝑥) และ 𝑔!(𝑥)𝑑𝑥  จะได้ ∫𝑓R𝑔(𝑥)T𝑔!(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 

3. เมืIอหา ∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢 ได้ ต้องแทนคา่ 𝑢 = 𝑔(𝑥) ตามเดมิ 

 
 ตวัอย่างที+ Y  จงหาคา่ของ 

  3.1 ∫ sin(3𝑥 + 4) 𝑑𝑥    

  วธีิทาํ 
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  3.2 ∫(6𝑦 − 1)𝑒$=
!*=8#𝑑𝑦 

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

  3.3 ∫ 9!%

$9!%8#
𝑑𝜃   

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  3.4  ∫ (
&

(&())

(+8")!
𝑑𝑡 

  วธีิทาํ 
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  3.5 ∫ '>:456)
√"*)!

𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ตวัอย่างที+ Z  (เป็นการใช้สตูร 17-24) 

  4.1 ∫ "
@8"A)!

𝑑𝑥   

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

  4.2 ∫ ./0($1)
#*456!($1)

𝑑𝜃 

  วธีิทาํ 
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  4.3 ∫ "
√)!*A)8(

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

  

 

 

 

 

 

 

 

   

  4.4 ∫𝑥√6 + 2𝑥% − 𝑥#𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

  4.5 ∫ 49:!=
+'6!=*#+'6=

𝑑𝑦   

  วธีิทาํ 
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  4.6 ∫ )8"
)!8A)8$

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

  เมืIอมีความชํานาญในการแทนคา่ตวัแปร เราอาจจะไมจํ่าเป็นต้องกําหนด 𝑢 สามารถเขียน 

 ∫𝑓R𝑔(𝑥)T𝑔!(𝑥)𝑑𝑥 ในรูปของ ∫ 𝑓R𝑔(𝑥)T𝑑𝑔(𝑥) ได้ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี X 

 ตวัอย่างที+ [ จงหาปริพนัธ์ตอ่ไปนี X 
  5.1 ∫(2𝑥 + 1)(𝑥% + 𝑥 − 5)$𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

   

  5.2 ∫𝑒*')8B𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
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  5.3 ∫𝑥 sin(𝑎𝑥% + 𝑏)𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

    

  5.4 ∫ "
')8B

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

  ในบางครั Xง เมืIอแทนคา่ 𝑔(𝑥) = 𝑢 และ  𝑑𝑢 = 𝑔!(𝑥)𝑑𝑥 แล้วตวัแปร 𝑥 ยงัเหลอือยู ่ดั Xงนั Xน ต้อง

 เปลีIยนให้อยูใ่นรูปของตวัแปร 𝑢 ทั Xงหมด 

 ตวัอย่างที+ \ จงหา 
  6.1 ∫𝑥√𝑥 − 1𝑑𝑥    

 

  วธีิทาํ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  6.2 ∫ +#

√+!8## 𝑑𝑥 

 
  วธีิทาํ 
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 ในบางครั Xง เราไมส่ามารถกําหนด 𝑢 ได้ทนัที จะต้องจดัรูปก่อน ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี X  

 ตวัอย่างที+ ] จงหาคา่ของ 

  7.1 ∫ $
9!+8"

𝑑𝑥    

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  7.2 ∫Y𝑥
$
%; + 𝑥	 𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

  7.3 ∫𝑒$)(1 + 𝑒*%))
)
!𝑑𝑥    

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



                                                                                                                                          14 | CALCULUS1 อ.วาริยา พทุธปฏิโมกข์ 
 

บทที$ 5 ปริพนัธ์ 
 

  7.4 ∫ )
"8)*"A
)!8#

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5.2.2 วธีิการหาปริพนัธ์ทลีะส่วน 

  ในบางกรณี ตวัถกูหาปริพนัธ์ไมอ่ยูใ่นรูปทีIสามสารถใช้สตูรได้โดยตรง และไมส่ามารถกําหนดตวัแปร

 ใหมด่งัทีIกลา่วมาแล้วได้ มีวิธีการหาปริพนัธ์อีกแบบทีIเรียกวา่ การหาปริพนัธ์ทลีะส่วน 

  จากสตูรผลคณูของคา่เชิงอนพุนัธ์ เมืIอ 𝑢, 𝑣 เป็นฟังก์ชนั  

  𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢 

 เมืIอหาปริพนัธ์ทั Xงสองข้างจะได้ 

  ∫𝑑(𝑢𝑣) = ∫𝑢𝑑𝑣 + ∫𝑣𝑑𝑢 

 จะได้สตูรในการหาปริพนัธ์ทีละสว่น 
  ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

 จะให้โจทย์อยูใ่นรูป ∫𝑢𝑑𝑣 ซึIงเราจะต้องกําหนดวา่ตวัใดเป็น 𝑢 และตวัใดเป็น 𝑑𝑣 

 โดยทีI 𝑑𝑣 ต้องหาปริพนัธ์ได้ จากนั Xนหา 𝑑𝑢 และหา 𝑣 เพืIอแทนคา่ในสตูรการหาปริพนัธ์ทีละสว่น 
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  ตวัอย่างที+ ^ จงหาคา่ของ  

  8.1 ∫𝑥𝑒)𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

    

 

 

  8.2 ∫(3𝑥 + 1)𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
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  8.3 ∫𝑥$𝑐𝑜𝑠(𝑥%)𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

    

  8.4 ∫ C6))! 𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

  8.5 ∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥  

  วธีิทาํ 
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  8.6 ∫𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข้อสังเกต 1. ถ้าตวัถกูหาปริพนัธ์อยูใ่นรูป (ฟังก์ชนัพหนุาม)(ฟังก์ชนัตรีโกณมิต)ิ หรือ  

(ฟังก์ชนัพหนุาม)(ฟังก์ชนัเอก็โปเนนเชีIยว) จะต้องกําหนดให้ 𝑢 = ฟังก์ชนัพหนุาม 

2. ถ้าตวัถกูหาปริพนัธ์มี ฟังก์ชนัลอการิทมึ หรือฟังก์ชนัตรีโกณมิตผิกผนั  

จะต้องกําหนดให้ 𝑢 เป็นฟังก์ชนัเหลา่นั Xน 
 

  ในบางครั Xงจะต้องหาปริพนัธ์ทีละสว่นมากกวา่ 1 ครั Xง ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี X 

 
  ตวัอย่างที+ 9 จงหาคา่ของ  
  9.1 ∫𝑥%cos	(2𝑥)𝑑𝑥     

  วธีิทาํ 
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  9.2 ∫𝑒*)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

                     วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  9.3 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 

                      วธีิทาํ 
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 5.2.3 วธีิการหาปริพนัธ์ฟังก์ชันตรีโกณมติใินบางรูปแบบ 

  การหา ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒎𝜽𝒄𝒐𝒔𝒏𝜽𝒅𝜽 

  กรณีที+ 1 เมืIอ 𝑚 เป็นจํานวนคีIบวก จะเปลีIยน 𝑑𝜃 ให้เป็น 𝑑(cos 𝜃) 

              และ ตวัถกูหาปริพนัธ์ให้อยูใ่นรูป 𝑐𝑜𝑠F𝜃 

- เขียน 𝑠𝑖𝑛G𝜃 เป็น 𝑠𝑖𝑛G*"𝜃 

- เปลีIยน 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 เป็น −𝑑(cos 𝜃) 
- เขียน 𝑠𝑖𝑛G*"𝜃 ให้อยูใ่นรูป 𝑐𝑜𝑠%𝜃  โดยใช้ 𝑠𝑖𝑛%𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠%𝜃 

                   ตวัอย่างที+ 10 จงหาคา่ของ ∫ 𝑠𝑖𝑛$𝑥 𝑑𝑥 

  วธีิทาํ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  กรณีที+ 2 เมืIอ 𝑛 เป็นจํานวนคีIบวก จะเปลีIยน 𝑑𝜃 ให้เป็น 𝑑(sin 𝜃) 

              แล้วตวัถกูหาปริพนัธ์ให้อยูใ่นรูป 𝑠𝑖𝑛F𝜃 

- เขียน 𝑐𝑜𝑠6𝜃 เป็น 𝑐𝑜𝑠6*"𝜃 

- เปลีIยน 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 เป็น 𝑑(sin 𝜃) 

- เขียน 𝑐𝑜𝑠6*"𝜃 ให้อยูใ่นรูป 𝑠𝑖𝑛%𝜃 โดยใช้ 𝑐𝑜𝑠%𝜃 = 1 − 𝑠𝑖𝑛%𝜃 

  ตวัอย่างที+ 11 จงหาคา่ของ ∫𝑠𝑖𝑛%(2𝑥) 𝑐𝑜𝑠((2𝑥)𝑑𝑥 

      วธีิทาํ  
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  กรณีที+ 3 เมืIอ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจํานวนคูบ่วก จะลดทอน	𝑚 และ 𝑛 ให้เป็นหนึIง โดยใช้เอกลกัษณ์ 

            				𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1−𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
 

   				𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1+𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
 

                sin𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 456%1
%

 

 

  ตวัอย่างที+ 12 จงหาคา่ของ ∫ 𝑠𝑖𝑛%𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑑𝑥 

  วธีิทาํ  
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  การหา ∫ 𝒔𝒊𝒏(𝒎𝜽) 𝒄𝒐𝒔(𝒏𝜽)𝒅𝜽, ∫ 𝒔𝒊𝒏(𝒎𝜽) 𝒔𝒊𝒏(𝒏𝜽)𝒅𝜽	 และ 

                          ∫ 𝒄𝒐𝒔(𝒎𝜽) 𝒄𝒐𝒔(𝒏𝜽)𝒅𝜽 เมื+อ 𝒎 ≠ 𝒏  

  จะเปลีIยนตวัหาปริพนัธ์ในรู)ผลคณูให้เป็นผลบวกหรือผลตา่งโดยใช้เอกลกัษณ์ 

  sin 𝐴 cos𝐵 = 456(P*Q)8023	(P8Q)
%

  

                                    sin 𝐴 sin𝐵 = :S4(P*Q)*:S0	(P8Q)
%

      

                                   cos 𝐴 cos𝐵 = :S4(P*Q)8:S0	(P8Q)
%

 

  และอยา่ลืมวา่ sin(−𝐴) = −sin𝐴 

          cos(−𝐴) = cos𝐴 

 

 ตวัอย่างที+ 13 จงหาคา่ของ ∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)𝑑𝑥 

 วธีิทาํ  

 

 

 

 

 

 

 

 

  การหา ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒎𝜽𝒅𝜽	หรือ ∫ 𝒄𝒐𝒕𝒎𝜽𝒅𝜽	  
  เมืIอ 𝑚 เป็นจํานวนเตม็บวก จะทําให้เกิด 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃) หรือ −𝑑(𝑐𝑜𝑡𝜃) โดย 

- เขียน 𝑡𝑎𝑛G𝜃 เป็น 𝑡𝑎𝑛G*%𝜃𝑡𝑎𝑛%𝜃 

หรือเขียน 𝑐𝑜𝑡G𝜃 เป็น 𝑐𝑜𝑡G*%𝜃𝑐𝑜𝑡%𝜃 

- เปลีIยน 𝑡𝑎𝑛%𝜃 = 𝑠𝑒𝑐%𝜃 − 1  หรือเปลีIยน 𝑐𝑜𝑡%𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%𝜃 − 1   

- คณูกระจาย 
- เปลีIยน 𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃) 1  หรือเปลีIยน  𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น −𝑑(𝑐𝑜𝑡𝜃)  
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  ตวัอย่างที+ .4 จงหาคา่ของ ∫ 𝑡𝑎𝑛"𝑥 𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ตวัอย่างที+ .[ จงหาคา่ของ ∫ 𝑐𝑜𝑡#(2𝑥)𝑑𝑥	  
  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
 

 การหา ∫ 𝒔𝒆𝒄𝒏𝜽𝒅𝜽	หรือ ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄𝒏𝜽𝒅𝜽	  

  กรณีที+ 1 เมืIอ 𝑛 เป็นจํานวนคูบ่วก จะทําให้เกิด 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃) โดย 
- เขียน 𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑠𝑒𝑐!𝜃 

หรือเขียน 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃 

- เปลีIยน 𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃) หรือเปลีIยน 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น −𝑑(𝑐𝑜𝑡𝜃)  
- เขียน 𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑑𝜃  ให้อยูใ่นรูป 𝑡𝑎𝑛!𝜃  โดยใช้ 𝑠𝑒𝑐!𝜃 = 𝑡𝑎𝑛!𝜃 + 1	                

หรือเขียน 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%&!𝜃 ให้อยูใ่นรูป 𝑐𝑜𝑡!𝜃  โดยใช้ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃 = 𝑐𝑜𝑡!𝜃 + 1	  

  กรณีที+ 2 เมืIอ 𝑛 เป็นจํานวนคีIบวก ใช้วธีิหาปริพนัธ์ทีละสว่น 

  



                                                                                                                                          23 | CALCULUS1 อ.วาริยา พทุธปฏิโมกข์ 
 

บทที$ 5 ปริพนัธ์ 
 

  ตวัอย่างที+ .\ จงหาคา่ของ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐'𝑥𝑑𝑥	  
  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  การหา ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒎𝜽𝒔𝒆𝒄𝒏𝜽𝒅𝜽	หรือ ∫𝒄𝒐𝒕𝒎𝜽𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄𝒏𝜽𝒅𝜽	  
  กรณีที+ 1 เมืIอ 𝑚 เป็นจํานวนคีIบวก จะทําให้เกิด 𝑑(𝑠𝑒𝑐𝜃) หรือ 𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃) 

- เขียน 𝑡𝑎𝑛)𝜃𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑡𝑎𝑛)&*𝜃𝑠𝑒𝑐%&*𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃 

หรือเขียน 𝑐𝑜𝑡)𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑐𝑜𝑡)&*𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%&*𝜃𝑐𝑜𝑡𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃  

- เปลีIยน 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃𝑑𝜃 เป็น 𝑑(𝑠𝑒𝑐𝜃)                                                                      

หรือเปลีIยน 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃𝑑𝜃 เป็น −𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃)  
- เขียน 𝑡𝑎𝑛)&*𝜃  ให้อยูใ่นรูป 𝑠𝑒𝑐!𝜃  โดยใช้ 𝑡𝑎𝑛!𝜃 = 𝑠𝑒𝑐!𝜃 − 1 หรือเขียน 

𝑐𝑜𝑡)&*𝜃 ให้อยูใ่นรูป 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃  โดยใช้ 𝑐𝑜𝑡!𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃 − 1	  

  กรณีที+ 2 เมืIอ 𝑛 เป็นจํานวนคูบ่วก จะทําให้เกิด 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃) หรือ 𝑑(𝑐𝑜𝑡𝜃) 
- เขียน 𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑠𝑒𝑐!𝜃 

หรือเขียน 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%𝜃 เป็น 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃  

- เปลีIยน 𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น 𝑑(𝑡𝑎𝑛𝜃)                                                                       

หรือเปลีIยน 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 เป็น −𝑑(𝑐𝑜𝑡𝜃)  
- เขียน 𝑠𝑒𝑐%&!𝜃𝑑𝜃  ให้อยูใ่นรูป 𝑡𝑎𝑛!𝜃  โดยใช้ 𝑠𝑒𝑐!𝜃 = 𝑡𝑎𝑛!𝜃 + 1 หรือเขียน 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐%&*𝜃 ให้อยูใ่นรูป 𝑐𝑜𝑡!𝜃  โดยใช้ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐!𝜃 = 𝑐𝑜𝑡!𝜃 + 1	  

  กรณีที+ 3 เมืIอ	𝑚 เป็นจํานวนคูบ่วก และ 𝑛 เป็นจํานวนคีIบวก ใช้วธีิหาปริพนัธ์ทีละสว่น 
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  ตวัอย่างที+ .] จงหาคา่ของ ∫ 𝑡𝑎𝑛"𝑥𝑠𝑒𝑐+𝑥𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5.2.4 วธีิการหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมติ ิ

  จาก 1 − 𝑠𝑖𝑛!𝜃 = 𝑐𝑜𝑠!𝜃 

         𝑠𝑒𝑐!𝜃 − 1 = 𝑡𝑎𝑛!𝜃 

                   1 + 𝑡𝑎𝑛!𝜃 = 𝑠𝑒𝑐!𝜃 

  เมืIอตวัถกูหาปริพนัธ์อยูใ่นรูป 

  (𝑎! − 𝑢!)% !, , (𝑢! − 𝑎!)% !, , (𝑎! + 𝑢!)% !, 	; 𝑛 ∈ 𝐼- 

  จะแทนคา่ 𝑢  ด้วยฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิได้แก่ 

 

 กรณีที+ 1 เมืIอมี (𝑎! − 𝑢!)% !,  

      ให้ 𝑢 = 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃  จะได้  𝑑𝑢 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 

        และ 𝑎! − 𝑢! =	𝑎! − 𝑎!𝑠𝑖𝑛!𝜃 

                    =	𝑎!(1 − 𝑠𝑖𝑛!𝜃) 
           ∴ 𝑎! − 𝑢! =	𝑎!𝑐𝑜𝑠!𝜃 

 กรณีที+ 2 เมืIอมี (𝑢! − 𝑎!)% !,  

      ให้ 𝑢 = 𝑎𝑠𝑒𝑐𝜃  จะได้  𝑑𝑢 = 𝑎𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃𝑑𝜃 

        และ 𝑢! − 𝑎! =	𝑎!𝑠𝑒𝑐!𝜃 − 𝑎! 

                    =	𝑎!(𝑠𝑒𝑐!𝜃 − 1) 
           ∴ 𝑢! − 𝑎! =	𝑎!𝑡𝑎𝑛!𝜃 

 กรณีที+ 3 เมืIอมี (𝑎! + 𝑢!)% !,  

      ให้ 𝑢 = 𝑎𝑡𝑎𝑛𝜃  จะได้  𝑑𝑢 = 𝑎𝑠𝑒𝑐!𝜃𝑑𝜃 

        และ 𝑎! + 𝑢! =	𝑎! + 𝑎!𝑡𝑎𝑛!𝜃 

                    =	𝑎!(1 + 𝑡𝑎𝑛!𝜃) 
           ∴ 𝑎! − 𝑢! =	𝑎!𝑠𝑒𝑐!𝜃 
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สรุป  

เมืIอมี กําหนดให้ จะได้ 

𝑎! − 𝑢!    
𝑢! − 𝑎!    
𝑎! + 𝑢!    

 

  ตวัอย่างที+ 18 จงหาคา่ของ ∫ √/!&0
/

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ตวัอย่างที+ 19 จงหาคา่ของ ∫ *
/!√*-#/!

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
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  ตวัอย่างที+ Wb จงหาคา่ของ ∫ /!

√#&0/!
𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5.2.5 วธีิการหาปริพนัธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนย่อย 

  เมืIอ 𝑃(𝑥) และ 𝑄(𝑥) เป็นพหนุามและเลขชี Xกําลงัสงูสดุของ 𝑥 ใน 𝑃(𝑥) มีคา่น้อยกวา่เลขชี Xกําลงั

 สงูสดุของ 𝑥 ใน 𝑄(𝑥) จะเรียก 1
(/)

4(/)
 วา่ ฟังก์ชนัตรรกยะแท้ ซึIงสามารถเขียนในรูปผลบวกของเศษสว่นยอ่ย โดย

 พิจารณาจากตวัประกอบของ ดงันี X 𝑄(𝑥)  ดงันี X 

I. แตล่ะตวัประกอบกําลงัหนึIง (𝑎𝑥 + 𝑏) ทีIไมซ่ํ Xากนัของ 𝑄(𝑥) จะได้เศษสว่นยอ่ยในรูป  

 
5

6/-7
								 ; 		𝐴 เป็นคา่คงทีI 

เชน่   !/
("/-*)(/&+)

= 5
("/-*)

+ 8
(/&+)

					 ; 		𝐴, 𝐵  เป็นคา่คงทีI 

II. แตล่ะตวัประกอบกําลงัหนึIงทีIซํ Xากนั (𝑎𝑥 + 𝑏)% ของ 𝑄(𝑥) จะได้ผลบวกเศษสว่นยอ่ย 𝑛 ตวัดงันี X 

𝐴*
(𝑎𝑥 + 𝑏)

+
𝐴!

(𝑎𝑥 + 𝑏)!
+⋯+

𝐴%
(𝑎𝑥 + 𝑏)%

 

  โดยทีI 𝐴*, 𝐴!, ⋯ , 𝐴% เป็นคา่คงทีI 

เชน่   /!

(!/-*)#
= 5)

(!/-*)
+ 5!

(!/-*)!
+ 5#

(!/-*)#
					 ; 		𝐴*, 𝐴!, 𝐴"  เป็นคา่คงทีI 

แตล่ะตวัประกอบกําลงัสอง (𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐) ทีIไมซ่ํ Xากนัของ 𝑄(𝑥) จะได้เศษสว่นยอ่ยในรูป  

 
5/-8

6/!-7/-9
								 ; 		𝐴, 𝐵 เป็นคา่คงทีI 

เชน่   /
(/!-/&*)(/!-+)

= 5/-8
(/!-/&*)

+ :/-;
(/!-+)

					 ; 		𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  เป็นคา่คงทีI 
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III. แตล่ะตวัประกอบกําลงัสอง (𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐) ทีIซํ Xากนัของ 𝑄(𝑥) จะได้เศษสว่นยอ่ยในรูป  

 
5)/-8)

6/!-7/-9
+ 5!/-8!

(6/!-7/-9)!
+⋯+ 5,/-8,

(6/!-7/-9),
								 

โดยทีI 𝐴*, 𝐴!, ⋯ , 𝐴% และ 𝐵*, 𝐵!, ⋯ , 𝐵%  เป็นคา่คงทีI 

เชน่   *
("/!-!)!

= 5/-8
"/!-!

+ :/-;
("/!-!)!

					 ; 		𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  เป็นคา่คงทีI 

การหาคา่คงทีIทีIกําหนดในเศษสว่นยอ่ย มีวิธีหา 2 แบบ คือ 

   l. วธีิเทียบสมัประสทิธิm 

   2. วิธีแทนคา่ตวัแปรด้วยคา่คงทีI 

 

  ตวัอย่างที+ W.  จงเขียน  
!"<#$"#%

("#')(")')(")!)
	ให้อยูใ่นรูปเศษสว่นยอ่ย 

  วธีิทาํ 
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หมายเหตุ 1. ถ้าตวัประกอบของ 𝑄(𝑥) เป็นกําลงัหนึIง การหาคา่คงทีIโดยใช้วิธีแทนคา่ตวัแปรด้วยคา่คงทีIจะงา่ยกวา่ 

   2. เมืIอตวัถกูหาปริพนัธ์อยูใ่นรูปเศษสว่นตรรกยะไมแ่ท้ จะต้องทําให้เป็นเศษสว่นตรรกยะแท้ก่อนโดยการหาร

        พหนุาม 

 

  ตวัอย่างที+ WW จงหาคา่ของ ∫ !/!&+/&0
(/&*)(/-*)(/-!)

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 
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  ตวัอย่างที+ WY จงหาคา่ของ ∫ !/!&"/-*
(/&")(/!&!/-!)

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ  
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  ตวัอย่างที+ WZ จงหาคา่ของ ∫ /!&+
(/&")(/&*)!

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ตวัอย่างที+ W[  จงหาคา่ของ ∫ /
#&=/&"
/!-!/&"

𝑑𝑥 

  วธีิทาํ  
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  ตวัอย่างที+ W\ จงหาคา่ของ ∫ >+

>!+&+>+-'
𝑑𝑥 

  วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 5.2.6 วธีิการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันที+ตวัแปรมีเลขชี eกาํลังเป็นจาํนวนตรรกยะ 

  เมืIอตวัหาปริพนัธ์อยูใ่นรูป 𝑉 ทีIมีเลขชี Xกําลงัเป็นเศษสว่น จะใช้วิธีแทนคา่ตวัแปร เพืIอให้ตวัแปรใหม ่𝑢 

 มีเลขชี Xกําลงัเป็นจํานวนเตม็ โดยทีI      𝑉 = 𝑢ค.ร.น.ของสว่นของเลขชี .กําลงัเดิม 
  ตวัอย่างที+ W]  จงหาคา่ของ  

      1. ∫ /
)
"

/-/
)
!
𝑑𝑥  

         วธีิทาํ 
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  2. ∫
(!&/)

)
-

(!&/)
)
!&(!&/)

!
#
𝑑𝑥 

  

     วธีิทาํ 
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 5.2.7 วธีิการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันที+อยู่ในรูปฟังก์ชันตรรกยะของ 𝒔𝒊𝒏𝒙 และ  𝒄𝒐𝒔𝒙 

  ฟังก์ชนัทีIประกอบด้วยจํานวนจํากดัของผลบวกหรือผลตา่ง หรือผลคณู หรือผลหารของ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 และ  

 𝑐𝑜𝑠 𝑥  เรียกวา่ ฟังก์ชนัตรรกยะของ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 และ  𝑐𝑜𝑠 𝑥 เชน่ 
!"#$%&'(!!$
'(!$%)!"#$

, !"#$
*+'(!$%'(!!$

	 

 ในการหาปริพนัธ์ จะใช้ความรู้ เอกลกัษณ์ตรีโกณมิต ิ

 sin 𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛 O/
!
P 𝑐𝑜𝑠 O/

!
P และ cos 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠! O/

!
P − 𝑠𝑖𝑛2 O/

!
P 

 ถ้าให้ 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛 O/
!
P  เมืIอ −𝜋 < 𝑥 < 𝜋 จากรูป จะได้ 

 

      𝑠𝑖𝑛 O/
!
P = ?

√*-?!
   และ 𝑐𝑜𝑠 O/

!
P = *

√*-?!
 

      ดงันั Xน 𝑠𝑖𝑛𝑥 = !?
*-?!

   และ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = *&?!

*-?!
 

 

 จาก 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛 O/
!
P จะได้  /

!
= arctan 𝑧	; 	−𝜋 < 𝑥 < 𝜋 

  ∴ 𝑥 = 2 arctan 𝑧 			→ 			𝑑𝑥 = !
*-?!

𝑑𝑧 

 ดงันั Xน ในการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัตรรกยะของ 𝑠𝑖𝑛𝑥 และ 𝑐𝑜𝑠𝑥 จะเปลีIยนตวัแปร โดยให้  

 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛 O/
!
P ;	−𝜋 < 𝑥 < 𝜋  จะได้   

 𝑠𝑖𝑛𝑥 = !?
*-?!

            𝑐𝑜𝑠 O/
!
P = *

√*-?!
              และ         𝑑𝑥 = !

*-?!
𝑑𝑧 

  

  ตวัอย่างที+ W^ จงหาคาของ 

      1. ∫ *
!@A%/&9B@/

𝑑𝑥  

 

       วธีิทาํ 
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    2. ∫ *
@A%/-C6%/

𝑑𝑥   

 

     วธีิทาํ 
 

 

		 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  3. ∫ *
!&DEF	(!/)

𝑑𝑥 

 

     วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


