
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

ข้อสอบปลายภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศึกษา 2565
รหสัวชิา ชืÉอวชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC2302 ทฤษฎีจาํนวน เวลา 17:00 - 20:00 105 คะแนน

วนัจนัทร์ ทีÉ 31 ตลุาคม 2565 30%

ชืÉอ-สกุล.................................................................... รหสันักศึกษา.................................... หมู่เรียน.............

คาํชีÊแจง

1. ขอ้สอบมีทัÊงหมด 14 หน้า จาํนวน 10 ข้อ

2. เขียนรหสันกัศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในข้อสอบทุกหน้า

3. หา้มใช้ เครืÉองคาํนวณ และอปุกรณส์ืÉอสารทกุชนิดในขณะสอบ
4. ไม่อนุญาตใหน้าํเอกสารการเรยีน ตาํราเรยีนทกุชนิดเขา้หอ้งสอบ
5. หา้มนาํขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด
6. หากมีการทุจริตในการสอบ จะไดร้บัการลงโทษตามระเบียบของมหาวิทยาลยั

ขา้พเจา้จะปฏิบตัิตามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครดั
ลงชืÉอผูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ูส้อน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

ข้อทีÉ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 รวม
คะแนน
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

ตารางแสดงจาํนวนเฉพาะไม่เกนิ 1000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439
443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509
521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599
601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661
673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751
757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829
839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929
937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊโดยไมต่อ้งแสดงวิธีทาํ (ขอ้ละ 1 คะแนน)

1.1 จงหาเลขสองหลักสุดของจาํนวน 972565

1.2 จงยกตัวอย่าง x ทีÉสอดคลอ้ง x2 + x+ 1 ≡ 0 (mod 19)

1.3 จงยกตัวอย่าง a > 10 ทีÉทาํใหส้มการ ax ≡ 65 (mod 22) มีคาํตอบ

1.4 จงหาจาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ σ(2k) = ϕ(211)− 1

1.5 จงหาคา่ของ τ(210 − 1)

1.6 กาํหนดให้ [x− 1.2] = 3 จงหาค่าตํÉาสูงสุดของ [4x]

1.7 จงหาคา่ของ σ(σ2(22))

1.8 ถา้ {a, 5a− 5, 5a− 4} เป็นสามสิÉงอันดับพทีาโกรัส (PT) จงหา a > 1

1.9 ถา้ (k, 2) เป็นคาํตอบเฉพาะรายของ 5x+ ky = 91 จงหา k

1.10 จงหาสมการไดโอแฟนไทนที์Éมีคาํตอบคือ{
x = (t− 1)(t+ 1)

y = t+ 1
, t ∈ Z
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

ข้อ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธีิทาํโดยละเอยีด

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
2.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 19 | (4 · 33n+2 + 23n+1) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชส้มภาค

2.2 (5 คะแนน) ให้ x, y เป็นจาํนวนเตม็ และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จงพิสจูนว์า่
ถา้ x(p+ 1)2565 ≡ y(p− 1) (mod p) แลว้ y(p+ 1)2565 ≡ x(p− 1) (mod p)
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

3.1 (5 คะแนน) จงหาคาํตอบทีÉไม่สมภาคกัน ของสมการ 60x ≡ 25 (mod 65)

3.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หารเศษเหลือทีÉเกิดจากหาร
21 · 64!− 22 · 65! + 23 · 66! ดว้ย 67
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

4. (13 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
4.1 (5 คะแนน) จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร (8788 + 8787)8887 ดว้ย 89

ขอ้เสนอแนะ : ใชท้ฤษฎีบทของแฟรม์าต์ (Fermat’s Theorem)

หน้า 5 จาก 14
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

4.2 (8 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวกทีÉน้อยทีÉสุด เมืÉอ
หารดว้ย 12, 15 และ 25 เศษเหลือเทา่กบั 7, 13 และ 18 ตามลาํดบั

โดยใชท้ฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (CRT)
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

5. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
5.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ

σ

∑
d|75

τ(d2)



5.2 (5 คะแนน) ให้ ϕ เป็นฟังกช์นัฟีออยเลอร์ และ f : Z+ → R ทีÉนิยามโดย
f(n) = nϕ(n2) เมืÉอ n ∈ Z+

จงแสดงวา่ f เป็นฟังกชั์นเชิงการคูณ และ 2f(2a) = 23a ทกุ ๆ จาํนวนเตม็บวก a
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

6. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

6.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ
ϕ(ϕ(10! + 9! + 8!))

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเฉพาะ p และ q ทีÉแตกตา่งกนั มาอย่างน้อย 5 คู่ ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข
ϕ(pq) = p2 − 1
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

7. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

7.1 (5 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขียน รูปแบบบัญญัติ (canonical form) ของ
20!− 19!− 18!

7.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวก n ทีÉมากทีÉสดุทีÉ 147n หารลงตวั 1500!
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

8. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

8.1 (5 คะแนน) แมค่า้ผลไมส้มคัรเลน่นาํเงิน 1050 บาท เพืÉอไปซื Êอ
มะมว่งจากอินเดีย ลกูละ 22 บาท และลกูพบัจากเมืองจีน ลกูละ 65 บาท

แมค่า้คนนีÊตอ้งซื Êอผลไมท้ัÊง 2 ชนิดจาํนวนเทา่ใดบา้งจงึจะใชเ้งินหมดพอดี (ใชส้มการไดโอแฟนไทน)์
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

8.2 (7 คะแนน) อาจารยท์า่นหนึÉงหอ้ง 1144 ตอ้งการทานโยเกิรต์ 3 ยีÉหอ้รสธรรมชาติ พกัเทีÉยงจงึใหเ้งิน 200 บาท
กบันกัศกึษาไปซื Êอ

โยเกิรต์บลัเกเรยี ถว้ยละ 20 บาท
โยเกิรต์เมจิ ถว้ยละ 15 บาท
โยเกิรต์รชิเซส ถว้ยละ 16 บาท

ปรากฎวา่ นกัศกึษากลบัมาพรอ้มโยเกิรต์ทัÊง 3 ยีÉหอ้ โดยมีเงินทอน 10 บาท
ถามวา่เงินทอนดงักลา่วถกูตอ้งหรอืไม่ เพราะเหตใุด
ถา้เป็นไปไดจ้าํนวนโยเกิรต์ทีÉอาจารยท์า่นนี Êไดร้บัมีกีÉแบบ มีแบบไหนบ้าง (ใชส้มการไดโอแฟนไทน)์
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

9. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
9.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิÉงอันดับพทีาโกรัส (PT) ทีÉมีจาํนวน 60

พรอ้มทัÊงระบดุว้ยวา่สามจาํนวนใดเป็นชนิดปฐมฐาน (PPT)
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

9.2 (5 คะแนน) ให้ v เป็นจาํนวนเตม็บวก จงพิสจูนว์า่
{2v + 1, 2v2 + 2v, 2v2 + 2v + 1} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั

และยกตวัอยา่งสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสัปฐมฐาน (PPT) ทีÉไดจ้ากสตูรดงักลา่วมาอยา่งนอ้ย 5 ชดุ

หน้า 13 จาก 14
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รหสันักศกึษา......................................... หมู่เรียน.................

10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ ไม่มจีาํนวนเตม็ a, b และ c ทีÉทาํให้
{3a+ 1, 3b+ 2, c} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั

ขอ้เสนอแนะ : โดยใชวิ้ธีขดัแยง้ และขัÊนตอนวิธีการหาร

10.2 (5 คะแนน) สิÉงทีÉไดร้บัจากวิชาจากวิชาทฤษฎีจาํนวน และคณุคิดวา่จะนาํไปใชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัชัÊน
มธัยมอยา่งไร

หน้า 14 จาก 14
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มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

เฉลยข้อสอบปลายภาคเรียนทีÉ 1 ปีการศกึษา 2565
รหสัวชิา ชืÉอวชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC2302 ทฤษฎีจาํนวน เวลา 17:00 - 20:00 105 คะแนน

วนัจนัทร์ ทีÉ 31 ตลุาคม 2565 30%

โดย ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จาํปาหวาย

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊโดยไมต่อ้งแสดงวิธีทาํ (ขอ้ละ 1 คะแนน)

1.1 จงหาเลขสองหลักสุดของจาํนวน 972565 57
แนวคาํตอบ เนืÉองจาก gcd(100, 97) = 1 และ ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = (22 − 2)(52 − 5) = 40
โดยทฤษฎีบทของออยเลอร์ จะไดว้า่

9740 ≡ 1 (mod 100)
(9740)64 ≡ 164 (mod 100)
972560 ≡ 1 (mod 100)

972560 · 975 ≡ 1 · 975 (mod 100)
972565 ≡ (−3)5 (mod 100)

≡ −243 (mod 100)
≡ −43 ≡ 57 (mod 100)

ดงันัÊน เลขสองหลกัสดุของจาํนวน 972565 คือ 57 #

1.2 จงยกตัวอย่าง x ทีÉสอดคลอ้ง x2 + x+ 1 ≡ 0 (mod 19) 7
แนวคาํตอบ เลือก x = 7 จะไดว้า่ 72 + 7 + 1 = 57 = 3 · 19 ≡ 0 (mod 19)

1.3 จงยกตัวอย่าง a > 10 ทีÉทาํใหส้มการ ax ≡ 65 (mod 22) มีคาํตอบ 13,15,17,...
แนวคาํตอบ เนืÉองจาก d = gcd(a, 22) = 1, 2, 11, 22 และ
ax ≡ 65 (mod 22) มีคาํตอบ ก็ตอ่เมืÉอ d | 65
ดงันัÊน gcd(a, 22) = d = 1 ฉะนัÊนเลือก a > 10 ซึÉง 2 - a และ 11 - a
ตวัอยา่งเช่น a = 13, 15, 17, 19 เป็นตน้

1.4 จงหาจาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ σ(2k) = ϕ(211)− 1 9
แนวคาํตอบ พิจารณา

σ(2k) = ϕ(211)− 1

2k+1 − 1

2− 1
= (211 − 210)− 1

2k+1 − 1 = 211 − 210 − 1

2k+1 = 211 − 210 = 210(2− 1) = 210

ดงันัÊน k + 1 = 10 นัÉนคือ k = 9 #
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1.5 จงหาคา่ของ τ(212 − 1) 8
แนวคาํตอบ พิจารณา 210 − 1 = (25 − 1)(25 + 1) = 31(33) = 3 · 11 · 31 ดงันัÊน

τ(212 − 1) = τ(3 · 11 · 31) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 8

1.6 กาํหนดให้ [x− 1.2] = 3 จงหาค่าตํÉาสูงสุดของ [4x] 16
แนวคาํตอบ เนืÉองจาก [x− 1.2] = 3 จะไดว้า่

3 ≤ x− 1.2 < 4
4.2 ≤ x < 5.2
16.8 ≤ 4x < 20.8

ดงันัÊนคา่ตํÉาสงูสดุของ [4x] = [16.8] = 16 #
1.7 จงหาคา่ของ σ(σ2(22)) 1116

แนวคาํตอบ พิจารณา
σ(σ2(22)) = σ(σ2(2 · 11)) = σ(12 + 22 + 112 + 222)

= σ(1 + 4 + 121 + 484) = σ(610)

= σ(2 · 5 · 61) = (1 + 2)(5 + 1)(61 + 1) = 1116 #

1.8 ถา้ {a, 5a− 5, 5a− 4} เป็นสามสิÉงอันดับพทีาโกรัส (PT) จงหา a > 1 9
แนวคาํตอบ พิจารณา

(5a− 4)2 = a2 + (5a− 5)2

25a2 − 40a+ 16 = a2 + 25a2 − 50a+ 25

0 = a2 − 10a+ 9 = (a− 9)(a− 1)

ดงันัÊน a = 9 #
1.9 ถา้ (k, 2) เป็นคาํตอบเฉพาะรายของ 5x+ ky = 91 จงหา k 13

แนวคาํตอบ เนืÉองจาก (k, 2) เป็นคาํตอบเฉพาะรายของสมการนีÊ จะไดว้า่
5k + k(2) = 91

7k = 91 −→ ∴ k =
91

7
= 13 #

1.10 จงหาสมการไดโอแฟนไทนที์Éมีคาํตอบคือ x = y2 − 2y{
x = (t− 1)(t+ 1)

y = t+ 1
, t ∈ Z

แนวคาํตอบ เนืÉองจาก t = y − 1 ดงันัÊน
x = (t− 1)(t+ 1) = (y − 1− 1)(y − 1 + 1) = (y − 2)y = y2 − 2y

ดงันัÊนสมการไดโอแฟนไทนคื์อ x = y2 − 2y #
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ข้อ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธีิทาํโดยละเอยีด

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
2.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 19 | (4 · 33n+2 + 23n+1) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชส้มภาค

แนวคาํตอบ ให้ n ∈ N เนืÉองจาก 27 ≡ 8 (mod 19) จะไดว้า่
33 ≡ 23 (mod 19)

(33)n ≡ (23)n (mod 19)
33n ≡ 23n (mod 19)

33n · 36 ≡ 23n · 36 (mod 19)
33n · 4 · 32 ≡ 23n · (−2) (mod 19)
4 · 33n+2 ≡ −23n+1 (mod 19)

สรุปไดว้า่ 19 | (4 · 33n+2 + 23n+1) ทกุ ๆ n ∈ N

2.2 (5 คะแนน) ให้ x, y เป็นจาํนวนเตม็ และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ จงพิสจูนว์า่
ถา้ x(p+ 1)2565 ≡ y(p− 1) (mod p) แลว้ y(p+ 1)2565 ≡ x(p− 1) (mod p)

แนวคาํตอบ ให้ x, y เป็นจาํนวนเตม็ และ p เป็นจาํนวนเฉพาะ
สมมติ x(p+ 1)2565 ≡ y(p− 1) (mod p)

เนืÉองจาก (p+ 1) ≡ 1 (mod p) จะไดว้า่
(p+ 1)2565 ≡ 12565 = 1 (mod p)
(p+ 1)2565 ≡ 1 (mod p)

โดยสมมติฐานจะไดว้า่
x(p+ 1)2565 ≡ x (mod p)

y(p− 1) ≡ x (mod p)

โดย (p− 1) ≡ −1 (mod p) จะไดว้า่
y(−1) ≡ x (mod p)
y · 1 ≡ x(−1) (mod p)
y · 1 ≡ x(p− 1) (mod p)

โดย (p+ 1)2565 ≡ 1 (mod p) จะไดว้า่
y · 1 ≡ x(p− 1) (mod p)

y(p+ 1)2565 ≡ x(p− 1) (mod p)
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

3.1 (5 คะแนน) จงหาคาํตอบทีÉไม่สมภาคกัน ของสมการ 60x ≡ 25 (mod 65)

แนวคาํตอบ เนืÉองจาก gcd(60, 65) = 5 และ 5 | 25 ดงันัÊน 60x ≡ 25 (mod 65) มีคาํตอบ
พิจารณา 12x ≡ 5 (mod 13) จะไดว้า่

−x ≡ 5 (mod 13)
x ≡ −5 (mod 13)

ดงันัÊน x = −5 + 13t เมืÉอ t = 0, 1, 2, 3, 4 เป็นคาํตอบทีÉไมส่มภาคกนัมอดโุล 65 นัÉนคือ
x = −5, 8, 21, 34, 47 #

3.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หารเศษเหลือทีÉเกิดจากหาร
21 · 64!− 22 · 65! + 23 · 66! ดว้ย 67

แนวคาํตอบ เนืÉองจาก 67 เป็นจาํนวนเฉพาะ โดยทฤษฎีบทของวิลสนั จะไดว้า่
66! ≡ −1 (mod 67)

ฉะนัÊน
23 · 66! ≡ −23 (mod 67)

และ
65! · 66 ≡ −1 (mod 67)

65! · (−1) ≡ −1 (mod 67)
65! ≡ 1 (mod 67)

22 · 65! ≡ 22 (mod 67)

พิจารณา
64! · 65 ≡ 1 (mod 67)

64! · (−2) ≡ 1 (mod 67)
64! · (−2) · 34 ≡ 34 (mod 67)

64! · (−68) ≡ 34 (mod 67)
64! · (−1) ≡ 34 (mod 67)

64! ≡ −34 (mod 67)
64! ≡ 33 (mod 67)

21 · 64! ≡ 21 · 33 = 693 (mod 67)

ฉะนัÊน
21 · 64!− 22 · 65! + 23 · 66! ≡ 693− 22− 23 (mod 67)

≡ 648 (mod 67)
≡ 9(67) + 45 (mod 67)
≡ 45 (mod 67)

ดงันัÊน 67 หาร 21 · 64!− 22 · 65! + 23 · 66! เศษเหลือเทา่กบั 45 #
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4. (13 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
4.1 (5 คะแนน) จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร (8788 + 8787)8887 ดว้ย 89

ขอ้เสนอแนะ : ใชท้ฤษฎีบทของแฟรม์าต์ (Fermat’s Theorem)
แนวคาํตอบ เนืÉองจาก 89 เป็นจาํนวนเฉพาะ และ 89 - 87 โดยทฤษฎีบทของแฟรม์าต์ จะไดว้า่

8788 ≡ 1 (mod 89)

ฉะนัÊน
87 · 8787 ≡ 1 (mod 89)

(−2) · 8787 ≡ 1 (mod 89)
−45 · (−2) · 8787 ≡ −45 (mod 89)

90 · 8787 ≡ −45 (mod 89)
1 · 8787 ≡ 44 (mod 89)

8787 ≡ 44 (mod 89)

จะไดว้า่
8788 + 8787 ≡ 1 + 44 (mod 89)
8788 + 8787 ≡ 45 (mod 89)

(8788 + 8787)8887 ≡ 458887 (mod 89)

เนืÉองจาก 89 - 45 โดยทฤษฎีบทของแฟรม์าต์ จะไดว้า่
4588 ≡ 1 (mod 89)

ทาํใหไ้ดว้า่
(4588)100 ≡ 1100 (mod 89)

458800 ≡ 1 (mod 89)
458800 · 4587 ≡ 4587 (mod 89)

458887 ≡ 4587 (mod 89)

พิจารณา
45 · 4587 ≡ 1 (mod 89)

2 · 45 · 4587 ≡ 2 (mod 89)
90 · 4587 ≡ 2 (mod 89)
1 · 4587 ≡ 2 (mod 89)

4587 ≡ 2 (mod 89)

ดงันัÊน
(8788 + 8787)8887 ≡ 458887 ≡ 4587 ≡ 2 (mod 89)

นัÉนคือ 89 หาร (8788 + 8787)8887 เศษเหลือเทา่กบั 2 #
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4.2 (8 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวกทีÉน้อยทีÉสุด เมืÉอ
หารดว้ย 12, 15 และ 25 เศษเหลือเทา่กบั 7, 13 และ 18 ตามลาํดบั

โดยใชท้ฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (CRT)
แนวคาํตอบ ให้ x เป็นจาํนวนเตม็ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

x ≡ 7 (mod 12)
x ≡ 13 (mod 15)
x ≡ 18 (mod 25)

เนืÉองจาก gcd(12, 15) = 3 ซึÉง 3 | (7− 13), gcd(12, 25) = 1 ซึÉง 1 | (7− 18)

และ gcd(15, 25) = 5 ซึÉง 5 | (13− 18) ดงันัÊนระบบสมการนีÊมีคาํตอบ
จาก x ≡ 7 (mod 12) มีคาํตอบเดียวกบัระบบคาํตอบของสมการ

x ≡ 7 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 7 (mod 4) −→ x ≡ 3 (mod 4)

จาก x ≡ 13 (mod 15) มีคาํตอบเดียวกบัระบบคาํตอบของสมการ
x ≡ 13 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 13 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

คาํตอบของสมการ x ≡ 3 (mod 5) คือ
x = ..., 3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, ...

คาํตอบของสมการ x ≡ 18 (mod 25) คือ
x = ..., 18, 43, 68, ...

จะเห็นวา่ ทกุคาํคาํตอบของสมการ x ≡ 18 (mod 25) จะเป็นคาํตอบของสมการ x ≡ 3 (mod 5) ดงันัÊนคาํตอบของ
ระบบสมการนี Êจะสอดคลอ้งระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 18 (mod 25)

พิจารณาสมการ
4(25)x = 100x = x ≡ 1 (mod 3) −→ x1 = 1
3(25)x = 75x = −x ≡ 1 (mod 4) −→ x2 = −1
3(4)x = 12x = 12x ≡ 1 (mod 25)

24x ≡ 2 (mod 25)
−x ≡ 2 (mod 25) −→ x3 = −2

x0 = 4(25)(1)(1) + 3(25)(−1)(3) + 3(4)(−2)(18)

= 100− 225− 432

= −557

= 300(−2) + 43

จะไดว้า่คาํตอบของระบบสมการนี Êคือ x ≡ −557 ≡ 43 (mod 300) ดงันัÊนจาํนวนเตม็บวกทีÉนอ้ยทีÉสดุเมืÉอ หารดว้ย 12,
15 และ 25 เศษเหลือเทา่กบั 7, 13 และ 18 ตามลาํดบั เทา่กบั 43 #
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5. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

5.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ

σ

∑
d|75

τ(d2)


แนวคาํตอบ เนืÉองจากตวัหารของ 75 คือ 1, 3, 5, 15, 25, 75 ดงันัÊน

σ

∑
d|75

τ(d2)

 = σ
(
τ(12) + τ(32) + τ(52) + τ(152) + τ(252) + τ(752)

)
= σ

(
τ(1) + τ(32) + τ(52) + τ(32 · 52) + τ(54) + τ(32 · 54)

)
= σ (1 + (2 + 1) + (2 + 1) + (2 + 1)(2 + 1) + (4 + 1) + (2 + 1)(4 + 1))

= σ (1 + 3 + 3 + 9 + 5 + 15)

= σ(36) = σ(22 · 32)
= (1 + 2 + 22)(1 + 3 + 32)

= 7(13) = 91 #

5.2 (5 คะแนน) ให้ ϕ เป็นฟังกช์นัฟีออยเลอร์ และ f : Z+ → R ทีÉนิยามโดย
f(n) = nϕ(n2) เมืÉอ n ∈ Z+

จงแสดงวา่ f เป็นฟังกชั์นเชิงการคูณ และ 2f(2a) = 23a ทกุ ๆ จาํนวนเตม็บวก a

แนวคาํตอบ ให้m และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกซึÉง gcd(m,n) = 1 จะไดว้า่ gcd(m2, n2) = 1 ฉะนัÊน
f(mn) = (mn)ϕ((mn)2) = mnϕ(m2n2) = mnϕ(m2)ϕ(n2)

= [mϕ(m2)][nϕ(n2)] = f(m)f(n)

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัเชิงการคณู
ให้ a เป็นจาํนวนเตม็บวก จะไดว้า่

2f(2a) = 2 · 2aϕ((2a)2) = 2a+1ϕ(22a)

= 2a+1(22a − 22a−1)

= 2a+1 · 22a−1(2− 1)

= 23a
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6. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

6.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ
ϕ(ϕ(10! + 9! + 8!))

แนวคาํตอบ พิจารณา
10! + 9! + 8! = 8!(10 · 9 + 9 + 1) = 8! · 100

= 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · (22 · 52)
= 29 · 32 · 53 · 7

จะไดว้า่
ϕ(10! + 9! + 8!) = ϕ(29 · 32 · 53 · 7)

= (29 − 28)(32 − 3)(53 − 52)(7− 1)

= 28(2− 1)(6)(100)6

= 28 · 2 · 3 · 22 · 52 · 2 · 3
= 212 · 32 · 52

ดงันัÊน
ϕ(ϕ(10! + 9! + 8!)) = ϕ(212 · 32 · 52)

= (212 − 211)(32 − 3)(52 − 5)

= 211(2− 1)(6)(20)

= 2048(120)

= 245760 #

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเฉพาะ p และ q ทีÉแตกตา่งกนั มาอย่างน้อย 5 คู่ ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข
ϕ(pq) = p2 − 1

แนวคาํตอบ เนืÉองจาก p และ q เป็นจาํนวนเฉพาะทีÉแตกตา่งกนั จะไดว้า่ gcd(p, q) = 1 และ
ϕ(pq) = p2 − 1

ϕ(p)ϕ(q) = (p− 1)(p+ 1)

(p− 1)(q − 1) = (p− 1)(p+ 1)

q − 1 = p+ 1 ∵ p− 1 > 0

q = p+ 2

นัÉนคือ p และ q คือจาํนวนเฉพาะทีÉติดกนั (จาํนวนเฉพาะคูแ่ฝด : Twin prime)
ดงันัÊนแสดงตวัอยา่งนอ้ย 5 คูด่งันี Ê (ดจูากตารางจาํนวนเฉพาะ)

p q = p+ 2

3 5
5 7
11 13
17 19
29 31
71 73
101 103
107 109

22



7. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

7.1 (5 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขียน รูปแบบบัญญัติ (canonical form) ของ
20!− 19!− 18!

แนวคาํตอบ พิจารณา
20!− 19!− 18! = 18!(20 · 19− 19− 1) = 18!(380− 19− 1) = 18! · 360

วธีิทาํ จะเห็นวา่

e2(18) =

[
18

2

]
+

[
18

22

]
+

[
18

23

]
+

[
18

24

]
= 9 + 4 + 2 + 1 = 16

e3(18) =

[
18

3

]
+

[
18

32

]
= 6 + 2 = 8

e5(18) =

[
18

5

]
= 3

e7(18) =

[
18

7

]
= 2

e11(18) = e13(18) = e13(18) = e17(18) = 1

จะไดว้า่
18! = 216 · 38 · 53 · 72 · 11 · 13 · 17

ดงันัÊนรูปแบบบญัญตัิของ 20!− 19!− 18! คือ
20!− 19!− 18! = 216 · 38 · 53 · 72 · 11 · 13 · 17 · (23 · 32 · 5)

= 219 · 310 · 54 · 72 · 11 · 13 · 17 #

7.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวก n ทีÉมากทีÉสดุทีÉ 147n หารลงตวั 1500!
แนวคาํตอบ เนืÉองจาก 147 = 3 · 72 พิจารณารูปแบบบญัญตัิ 1500! นัÉนคือ

1500! = 2a1 · 3a2 · 5a3 · 7a4 · pa55 · · · pakk

ใชส้ตูรโพลกิแนคหา a2 และ a4

a2 = e3(1500) =

[
1500

3

]
+

[
1500

32

]
+

[
1500

33

]
+

[
1500

34

]
+

[
1500

35

]
+

[
1500

36

]
= 500 + 166 + 55 + 18 + 6 + 2

= 747

a4 = e7(1500) =

[
1500

7

]
+

[
1500

72

]
+

[
1500

73

]
= 214 + 30 + 4

= 248

จะไดว้า่
1500! = 2a1 · 3747 · 5a3 · 7248 · pa55 · · · pakk

= 3623 · 3124 · (72)124 · 2a1 · 5a3 · pa55 · · · pakk
= 3623 · (3 · 72)124 · 2a1 · 5a3 · pa55 · · · pakk
= 3623 · 147124 · 2a1 · 5a3 · pa55 · · · pakk

จาํนวนเตม็บวก n ทีÉมากทีÉสดุทีÉ 147n ทีÉหาร 1500! ลงตวั คือ n = 124 #
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8. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

8.1 (5 คะแนน) แมค่า้ผลไมส้มคัรเลน่นาํเงิน 1050 บาท เพืÉอไปซื Êอ
มะมว่งจากอินเดีย ลกูละ 22 บาท และลกูพบัจากเมืองจีน ลกูละ 65 บาท

แมค่า้คนนีÊตอ้งซื Êอผลไมท้ัÊง 2 ชนิดจาํนวนเทา่ใดบา้งจงึจะใชเ้งินหมดพอดี (ใชส้มการไดโอแฟนไทน)์
แนวคาํตอบ ให้ x แทนจาํนวนมะมว่งจากอินเดีย และ y แทนจาํนวนลกูพบัจากเมืองจีน จะไดว้า่

22x+ 65y = 1050

เนืÉองจาก gcd(22, 55) = 1 และ 1 | 1050 ดงันัÊนสมการนีÊมีคาํตอบเป็นจาํนวนเตม็
หา x0 และ y0 จาก 65y − 1050 = −22x นัÉนคือ

65y ≡ 1050 (mod 22)
−y ≡ 16 (mod 22)
y ≡ −16 (mod 22)
y ≡ 6 (mod 22)

นัÉนคือ y0 = 6 และ 22x0 + 65(6) = 1050 จะไดว้า่ x0 = 30 คาํตอบของสมการนี Êคือ{
x = 30 + 65t

y = 6 − 22t
เมืÉอ t ∈ Z

เนืÉองจาก x = 30 + 65t > 0 −→ t > −0.46 และ y = 6− 22t > 0 −→ t < 0.27

ทาํใหไ้ดว้า่ t = 0 สรุปไดว้า่แมค่า่ซื Êอผลไมท้ัÊง 2 ชนิดเพียงแบบเดียวคือ
มะมว่งจากอินเดีย 30 ลกู และลกูพบัจากเมืองจีน 6 ลกู

8.2 (7 คะแนน) อาจารยท์า่นหนึÉงหอ้ง 1144 ตอ้งการทานโยเกิรต์ 3 ยีÉหอ้รสธรรมชาติ พกัเทีÉยงจงึใหเ้งิน 200 บาท กบันกัศกึษา
ไปซื Êอ

โยเกิรต์บลัแกเรยี ถว้ยละ 20 บาท
โยเกิรต์เมจิ ถว้ยละ 15 บาท
โยเกิรต์รชิเซส ถว้ยละ 16 บาท

ปรากฎวา่ นกัศกึษากลบัมาพรอ้มโยเกิรต์ทัÊง 3 ยีÉหอ้ โดยมีเงินทอน 10 บาท
ถามวา่เงินทอนดงักลา่วถกูตอ้งหรอืไม่ เพราะเหตใุด
ถา้เป็นไปไดจ้าํนวนโยเกิรต์ทีÉอาจารยท์า่นนี Êไดร้บัมีกีÉแบบ มแีบบไหนบ้าง (ใชส้มการไดโอแฟนไทน)์
แนวคาํตอบ ให้ x แทนจาํนวนโยเกิรต์บลัเกเรยี y แทนจาํนวนโยเกิรต์เมจิ และ z แทนโยเกิรต์รชิเซส
โดยทีÉ x, y, z เป็นจาํนวนเตม็บวก ดงันัÊน

20x+ 15y + 16z = 190

เนืÉองจาก gcd(20, 15, 16) = 1 แลว้ 1 | 190 ดงันัÊน สมการนี Êมีคาํตอบในระบบจาํนวนเตม็ จะไดว้า่
20x+ 16z = 190− 15y

เนืÉองจาก gcd(20, 16) = 4 ดงันัÊน 4 | (190− 15y) นัÉนคือ 15y ≡ 190 (mod 4) หรอื −y ≡ 2 (mod 4)

y ≡ −2 (mod 4) −→ y ≡ 2 (mod 4)

ดงันัÊน y = 2 + 4t เมืÉอ t ∈ Z จะไดว้า่
20x+ 16z = 190− 15(2 + 4t)

20x+ 16z = 190− 30− 60t

20x+ 16z = 160− 60t

5x+ 4z = 40− 15t

5x+ 15t = 40− 4z

5(x+ 3t) = 4(10− z)
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ฉะนัÊน 5 | 4(10−z) เนืÉองจาก gcd(5, 4) = 1 ดงันัÊน 5 | (10−z) นัÉนคือ 10−z = 5s เมืÉอ s ∈ Z แลว้ z = 10−5s
พิจารณา

5(x+ 3t) = 4(10− (10− 5s)) = 4(10− 10 + 5s) = 20s

x+ 3t = 4s

x = 4s− 3t

ดงันัÊนคาํตอบของสมการ 20x+ 15y + 16z = 190 คือ
x = 4s− 3t

y = 2 + 4t เมืÉอ t, s ∈ Z
z = 10− 5s

พิจารณา
x = 4s− 3t > 0

y = 2 + 4t > 0 −→ t > −0.5 หรอื t = 0, 1, 2, ...

z = 10− 5s > 0 −→ s < 2 หรอื s = 1, 0,−1,−2...

พิจารณาจาํนวนโยเกิรต์รชิเซสภายใตเ้งืÉอนไข x, y, z เป็นจาํนวนเตม็บวก จะได้ s = 1

s 1 1
t 0 1

x = 4s− 3t 4 1
y = 2 + 4t 2 6
z = 10− 5s 5 5
20x+ 15y + 16z 190 190

สรุปเงินทอนทีÉไดร้บัถกูตอ้งเนืÉองจากสมการนี Êมีคาํตอบเป็นจาํนวนเตม็บวก และเป็นไปไดท้ัÊงหมด 2 แบบ คือ
แบบทีÉ 1 โยเกิรต์บลัแกเรยี 4 ถว้ย โยเกิรต์เมจิ 2 ถว้ย และ โยเกิรต์รชิเซส 5 ถว้ย
แบบทีÉ 2 โยเกิรต์บลัแกเรยี 1 ถว้ย โยเกิรต์เมจิ 6 ถว้ย และ โยเกิรต์รชิเซส 5 ถว้ย
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9. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
9.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิÉงอันดับพทีาโกรัส (PT) ทีÉมีจาํนวน 60

พรอ้มทัÊงระบดุว้ยวา่สามจาํนวนใดเป็นชนิดปฐมฐาน (PPT)
แนวคาํตอบ
กรณี 60 = 2(1 · 30) = 2(2 · 15) = 2(3 · 10) = 2(5 · 6) = 2uv

กรณี 60 = 1 · 60 = 2 · 30 = 3 · 20 = 4 · 15 = 5 · 12 = 6 · 10 = (u− v)(u+ v) ดงันัÊน
u− v = 2 u− v = 6
u+ v = 30 u+ v = 10

u = 16 u = 8
v = 14 v = 2

ดงันัÊนสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสัปฐมฐานคือ
u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

30 1 899 60 901 PPT
15 2 221 60 229 PPT
10 3 91 60 109 PPT
6 5 11 60 61 PPT
16 14 60 448 452
8 2 60 32 68

9.2 (5 คะแนน) ให้ v เป็นจาํนวนเตม็บวก จงพิสจูนว์า่
{2v + 1, 2v2 + 2v, 2v2 + 2v + 1} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั

และยกตวัอยา่งสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสัปฐมฐาน (PPT) ทีÉไดจ้ากสตูรดงักลา่วมาอยา่งนอ้ย 5 ชดุ
แนวคาํตอบ ให้ v เป็นจาํนวนเตม็บวก จะไดว้า่

(2v2 + 2v + 1)2 = (2v2)2 + (2v)2 + 12 + 2(2v2)(2v) + 2(2v2)1 + 2(2v)(1)

= 4v4 + 4v2 + 1 + 8v3 + 4v2 + 4v

= (4v2 + 4v2 + 1) + (4v4 + 8v3 + 4v2)

= [(2v)2 + 2(2v) + 12] + [(2v2)2 + 2(2v2)(2v) + (2v)2]

= (2v + 1)2 + (2v2 + 2v)2

ดงันัÊน {2v + 1, 2v2 + 2v, 2v2 + 2v + 1} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั
แสดงตวัอยา่ง สามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสัปฐมฐาน (PPT) ดงัตอ่ไปนีÊ

v a = 2v + 1 b = 2v2 + 2v c = 2v2 + 2v + 1

1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 41
5 11 60 61
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10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ

10.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ ไม่มจีาํนวนเตม็ a, b และ c ทีÉทาํให้
{3a+ 1, 3b+ 2, c} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั

ขอ้เสนอแนะ : โดยใชวิ้ธีขดัแยง้ และขัÊนตอนวิธีการหาร
แนวคาํตอบ สมมติวา่มีจาํนวนเตม็ a, b และ c ทีÉทาํให้ {3a+ 1, 3b+ 2, c} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั
จะไดว้า่

c2 = (3a+ 1)2 + (3b+ 2)2

c2 = 9a2 + 6a+ 1 + 9b2 + 12b+ 4

c2 = 3(3a2 + 3b2 + 2a+ 4b+ 1) + 2

c2 − 2 = 3(3a2 + 3b2 + 2a+ 4b+ 1)

นัÉนคือ 3 | (c2 − 2) หรอื c2 ≡ 2 (mod 3)

โดยขัÊนตอนวิธีการหารจะไดว้า่ c ≡ 0, 1,−1 (mod 3) ฉะนัÊน
c2 ≡ 0, 1 (mod 3)

ดงันัÊนเกิดขอ้ขดัแยง้กบั c2 ≡ 2 (mod 3) สรุปไดว้า่ ไม่มจีาํนวนเตม็ a, b และ c ทีÉทาํให้
{3a+ 1, 3b+ 2, c} เป็นสามสิÉงอนัดบัพีทาโกรสั

10.2 (5 คะแนน) สิÉงทีÉ ได้รบัจากวิชาจากวิชาทฤษฎีจาํนวน และคณุคิดวา่จะนาํไปใช้ในการจดัการเรยีนรู ้ในระดบัชัÊนมธัยม
อยา่งไร
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