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บทที ่5 เวกเตอร ์

5.1 การบอกปริมาณ (Quantity) การบอกปรมิาณต่างๆสามารถบอกได ้2 รูปแบบดว้ยกนั 

 1. บอกขนาดอย่างเดยีว เรียกการบอกปรมิาณแบบนีว้า่ สเกลาร ์หรือปรมิาณสเกลาร ์

(Scalar quantity) เชน่ ความสงู น า้หนกั ปรมิาตร อณุหภมูิ เป็นตน้ 

 2. บอกขนาดและทศิทาง เรียกการบอกแบบนีว้า่ เวกเตอร ์หรือปรมิาณเวกเตอร ์

(Vector quantity) เชน่ ความเรว็ ความเรง่ แรงโมเมนตมั เป็นตน้ 

 เวกเตอรใ์นระนาบนัน้ ในการศกึษาใชส้ว่นของเสน้ตรงที่มีทิศทางก ากบั โดยอาศยัลกูศร

ประกอบเขา้กบัเสน้ตรง เป็นตวับอกทิศทาง ดงัเช่น เวกเตอร ์𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅ ในรูปภาพ 

v 

 

 

 

 

ในสว่นของเสน้ตรง 𝐴𝐵 , 𝐶𝐷 , 𝐸𝐹 แทนเวกเตอร ์𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅ เขียนเป็นสญัลกัษณ ์𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑢̅ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅ , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤̅  ความยาวของเสน้ตรงแต่ละเสน้ตรงแต่ละเสน้แทนขนาดของ vector 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐴𝐵 , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐶𝐷 , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐸𝐹 

พิจารณาเฉพาะ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅ 

 𝐴 เรียกวา่ จดุเริม่ตน้ (Initial point) ของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐵 เรียกวา่ จดุสิน้สดุ (Terminal point) ของ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ขนาดของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เขียนแทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| หรอื |𝑢̅| หรอื |𝑢⃗ | 
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5.2 เวกเตอรข์นานกัน 

 เวกเตอรต์ัง้แต ่2 เวกเตอรข์ึน้ไปที่มีทิศทางเดียวกนั หรอืตรงขา้มกนั เรียกเวกเตอรเ์หลา่นี ้

วา่ เวกเตอรข์นานกนั 

 

 เช่น 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ และขนานกบั 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 หรอื 𝑢̅ ขนานกบั 𝑣̅ และขนานกบั  𝑤̅ 

 

5.3 เวกเตอรเ์ทา่กัน 

 คือ เวกเตอรใ์ดๆท่ีมีทิศทางเดียวกนัและมีขนาดเท่ากนัดว้ย 

 

  จากรูป 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ หรอื 𝑢̅ = 𝑣̅  

   𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗   หรอื 𝑠̅ = 𝑤̅ 
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5.4 นิเสธของเวกเตอร ์

 นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ใดๆ เขียนแทนดว้ย −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ซึง่หมายถึง เวกเตอร ์ท่ีมีขนาดเท่ากบั |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| แต่

มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 เช่น 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เป็นนิเสธของ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 หรอื 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

          𝑢̅ = −𝑣̅ 

 

5.5 เวกเตอรศ์ูนย ์(Zero vector) 

 คือ เวกเตอรท์ี่มีขนาดเท่ากบั 0 เขียนแทนดว้ย 0̅ 

 จดุเริม่ตน้และจดุสดุทา้ยของ 0̅ เป็นจดุๆเดียวกนั นิเสธของ 0̅ คือ 0̅ , นั่นคือ 0̅ คือ −0̅ 
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ตัวอย่างที ่5.1 𝐴𝐵𝐶𝐷 เป็นสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 

 

จงหา    

 1) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 2) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 3) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 4) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 5) เวกเตอรใ์ดบา้งที่ขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 6) เวกเตอรใ์ดบา้งที่เท่ากบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 7) เวกเตอรใ์ดบา้งที่เป็นนิเสธกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด  1. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 2. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 3. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 4. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  

 5. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  และ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 6. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 7. เวกเตอรท์ี่เป็นนิเสธกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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ตัวอย่างที ่5.2 จากรูป 

 

จงหา 
1. เวกเตอรใ์ดบา้งที่มีทิศทางเดียวกนั 
2. เวกเตอรใ์ดบา้งที่มีทิศทางตรงขา้มกนั 
3. เวกเตอรใ์ดบา้งที่เท่ากนั 
 

 

แนวคิด  เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดียวกนัคือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅, 𝑠̅ 

  เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅, 𝑠̅ 

  เวกเตอรท์ี่เท่ากนัคือ 𝑠̅ กบั 𝑤̅ 

ตัวอย่างที ่5.3 เป็นรูปหกเหลี่ยมดา้นเท่าจากรูป 

 

จงหา 
 1. เวกเตอรท์ี่เป็นตวัแทนของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 2. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 3. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 4. นิเสธของ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 5. นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

แนวคิด   1. เวกเตอรท์ี่เป็นตวัแทนของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ไดค้ือ 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  2. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, −𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  3. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ −𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  4. นิเสธของ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  คือ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  5. นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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5.6 การบวกเวกเตอร ์ การบวกเวกเตอรส์องเวกเตอรมี์หลกัดงันี ้

 1. ถา้ 𝑢̅ , 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ จดุเริม่ตน้ของ 𝑣̅ เป็นจดุเดียวกนักบัจดุสิน้สดุของ 𝑢̅ แลว้ 

𝑢̅ +  𝑣̅ คือเวกเตอรท์ี่มีจดุเริม่ตน้อยูท่ี่จดุเริม่ตน้ของ 𝑢̅ และมีจดุสิน้สดุอยู่ที่จดุสิน้สดุของ 𝑣̅ 

 

 

𝑤̅ เป็นผลบวกของ 𝑢̅ และ 𝑣̅ 𝑤̅ = 𝑢̅ + 𝑣̅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

หมายเหต ุ 𝑢̅ , 𝑣̅ มีทิศทางวนตามกนั แต่ 𝑤̅ มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ และ 𝑣̅ 

 2. ถา้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีจดุเริม่ตน้หรือจดุสิน้สดุเป็นจดุเดียวกนั แลว้ผลบวกของ 

𝑢̅ กบั 𝑣̅หาไดจ้าก “ขนาดของ 𝑤̅ ซึง่เป็นเสน้ทแยงมมุของ       ซึง่มีขนาดของ 𝑢̅ , 𝑣̅ เป็นดา้น

ประชิด” จดุเริม่ตน้ของ 𝑤̅ คือจดุเริม่ตน้ของ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ และจดุสิน้สดุของ 𝑤̅ คือจดุสิน้สดุของ 𝑢̅ กบั 

𝑣̅ เช่นกนั 

 พิจารณารูปภาพประกอบ 
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5.7 การลบเวกเตอร ์

 ถา้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ แลว้ 𝑢̅ − 𝑣̅ = 𝑢̅ + (−𝑣̅) หรอื 𝑢̅ −  𝑣̅ เท่ากบั 𝑢̅ บวก

กบันิเสธของ 𝑣̅ 

 พิจารณารูปภาพประกอบ 

 

 

 

 

 

 

5.8 คุณสมบตัิของการบวกเวกเตอร ์

ให ้𝑢̅ , 𝑣̅ และ 𝑤̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ 

 1. 𝑢̅ + 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์   คณุสมบตัิปิด 

 2. 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅   คณุสมบตัิการสลบัที่ 

 3. (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅  + 𝑤̅) คณุสมบตัิการเปลี่ยนกลุม่ 

 4. 0̅ + 𝑢̅  = 𝑢̅ + 0̅ เม่ือ 0̅ เป็นเวกเตอรศ์นูย ์คณุสมบตัิการมีเอกลกัษณ ์

 5. ส าหรบัทกุๆ 𝑢̅ จะมี −𝑢̅ ซึง่ (−𝑢̅ + 𝑢̅) = 𝑢̅ + (−𝑢̅) = 0̅ คณุสมบตัิมีอินเวอรส์ 

 

 

 



คณิตศาสตรส์  าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 5 เวกเตอร ์

158 
 

ตัวอย่างที ่5.4 ให ้ABCD เป็นรูปสี่เหลี่ยมใดๆ ใหห้าผลรวมของเวกเตอรต์่อไปนี ้

 

1. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  
2. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
3.  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด 1. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  ∴ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 2. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 

  ∴ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0̅ 

 3. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  (−𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  ∴ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

ตัวอย่างที ่5.5 ให ้ABCD เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึง่ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅ , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤̅  

จงพิสจูน ์(𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) 

 

แนวคิด ในการพิสจูน ์ 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                                            (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ………(1) 
และ 𝑣̅ +  𝑤̅ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ………(2) 
∴ จาก (1) และ (2) (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) 
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ตัวอย่างที ่5.6 จงแสดงวา่ −(𝑢̅ + 𝑣̅) = −𝑢̅ − 𝑣̅ 

แนวคิด พิจารณา (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = [(−𝑢̅) + (−𝑣̅)] + (𝑢̅ + 𝑣̅) 

 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅)] การจดักลุม่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅) + (𝑣̅ + 𝑢̅)] การสลบัที่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅ + 𝑣̅) + 𝑢̅] การจดักลุม่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [0̅ + 𝑢̅]  อินเวอรส์การบวก 
 = (−𝑢̅) + 𝑢̅   เอกลกัษณก์ารบวก 
     = 0̅    เอกลกัษณก์ารบวก 
                                  ∴ (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = 0̅  
                                     แต ่ −(𝑢̅ + 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = 0 อินเวอรส์การบวก                    

∴ (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅)         = −(𝑢̅ + 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) 
 นั่นคือ       −𝑢̅ − 𝑣̅     = −(𝑢̅ + 𝑣̅) 
 หรอื                      −(𝑢̅ + 𝑣̅)    = −𝑢̅ − 𝑣̅ 
 

5.9 การคูณเวกเตอรด้์วยสเกลาร ์
 ให ้𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์𝑎 เป็นเลขจ านวนจรงิ 
 1. ถา้ 𝑎 > 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีขนาด 𝑎 |𝑢̅| มีทิศทางเดียวกบั 𝑢̅ 
 2. ถา้ 𝑎 < 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีขนาด 𝑎 |𝑢̅| มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ 
 3. ถา้ 𝑎 = 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ = 0̅ 
 4. 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ เม่ือ 𝑢̅ ≠ 0 , 𝑣̅ ≠ 0  และ 𝑎 ≠ 0 
 5. ถา้ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 , 𝑢̅ ≠ 0 , 𝑣̅ ≠ 0 , 𝑢̅ ไม่ขนานกบั 𝑣̅ และ 𝑎𝑢̅ + 𝑏𝑣̅ = 0̅  
     แลว้ 𝑎 = 0  และ 𝑏 = 0 

 เช่น 5(6𝑣)    =    30𝑣 
      −2(5𝑣̅)    =    −10𝑣̅  
   3(2𝑣̅ + 𝑢̅)   =     6𝑣̅ + 3𝑢̅ 
      3(2𝑣̅ − 𝑢̅)  =     6𝑣̅ + 3(−𝑢̅)  =   6𝑣̅ − 3𝑢̅  
    8𝑤̅    =     5𝑤̅ + 3𝑤̅  
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ตัวอย่างที ่5.7 จงหาความยาวของเสน้มธัยฐานของ ∆ ใดๆ 

แนวคิด ให ้𝐴𝑂 เป็นเสน้มธัยฐานของ ∆𝐴𝐵𝐶 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   = 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 2𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

        𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
 

        |𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ | = |
𝐴𝐵⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗  ⃗

2
|

  

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.8 ก าหนด |𝑢̅| = 13   ,   |𝑣̅| = 2   ,   |𝑢̅ + 𝑣̅| = 14  จงหา 2 𝑢̅ 𝑣̅ 

แนวคิด  |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = (𝑢̅ + 𝑣̅)(𝑢̅ + 𝑣̅) 

       (14)2 = 𝑢̅𝑢̅ + 2𝑢̅𝑣̅ + 𝑣̅𝑣̅ 

          196 =  |𝑢̅|2 + 2𝑢̅𝑣̅ + |𝑣̅|2 

          196 =  169 + 2𝑢̅𝑣̅ + 4 

          2𝑢̅𝑣̅ =  23 
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ตัวอย่างที ่5.9 จงแสดงวา่ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 

แนวคิด  ถา้ 𝑎 > 0 จากรูป 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅  , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅    (ใน ∆𝐴𝐵𝐶) 

   ∴ 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ต่อ 𝐴𝐵 ออกไปถึง 𝐷 ให ้𝐴𝐷 ยาวเท่ากบั 𝑎𝑢̅ ลาก 𝐷𝐸 ∕∕ 𝐵𝐶 ลาก 𝐴𝐶 ต่อออกไปตดักบั 𝐷𝐸 ที่ 𝐸 

∴ ∆𝐴𝐵𝐶 ~ ∆𝐴𝐷𝐸 จะไดว้า่ ดา้นที่อยู่ตรงขา้มมมุที่เท่ากนั ยอ่มเป็นสดัสว่นต่อเน่ืองกนั 

 

 

 

 

 จะได ้   𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑣̅ และ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) ………………. (1) 

  แต ่     𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (ใน ∆𝐴𝐷𝐸) 

                      ∴ 𝐴𝐸⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   ………………. (2) 

  นั่นคือ     𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   (จาก (1), (2)) 

        ถา้ 𝑎 < 0 จากรูป 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (ใน ∆𝐴𝐵𝐶) 

โดยการสรา้งรูปช่วยเหมือนกบัการพิสจูนต์อนแรกที่กลา่วมา 

  จะได ้𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗           = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  …………….. (3) 

  แต่    𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ = 𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗  ⃗  …………….. (4) 

  นั่นคือ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   (จาก (3), (4)) 

  ถา้ 𝑎 = 0   𝑎𝑢̅  = 0  , 𝑎𝑣̅ = 0̅ และ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 0̅ 

  นั่นคือ  𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 



คณิตศาสตรส์  าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 5 เวกเตอร ์

162 
 

 

  ∴ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅  ทกุคา่ของ 𝑎 ที่เป็นจ านวนจรงิ 

 

5.10 การใช้เวกเตอรใ์นการพสูิจนท์ฤษฎีบทในเรขาคณิต 

 เวกเตอรช์่วยในการพิสจูนท์ฤษฎีบททางเรขาคณิตบางบทใหง้่ายแก่การท าความเขา้ใจ

และง่ายตอ่การพิสจูน ์

ตัวอย่างที ่5.10 จงพิสจูนว์า่ถา้ลากเสน้ตรงจากจดุกึ่งกลางของดา้นหนึ่งของสามเหลี่ยม ใหข้นาน

กบัอีกดา้นหนึง่ ไปตดัดา้นที่เหลือ ย่อมแบ่งครึง่ดา้นที่เหลือ 

แนวคิด ของการพิสจูน ์ให ้𝐴𝐵𝐶  เป็น ∆   𝐷เป็นจดุกึ่งกลางดา้น 𝐴𝐵 ลาก 𝐷𝐸 ขนานกบั 𝐵𝐶  

 ตดั 𝐴𝐶 ที่ 𝐸 

 

 จะตอ้งพิสจูนว์า่ 𝐸 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐴𝐶 

 เนื่องจาก 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

      𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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     𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แต่   𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   และ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗   ...................... (1) 

   เห็นไดว้า่ 1
2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =

1

2
(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ∴ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑎 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑏 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ หรอื (2𝑎 − 1)𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (2𝑏 − 1)𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 

   แต่ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0  , 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0   และ 𝐵𝐶⃗⃗  ⃗ ไม่ขนานกบั 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   ∴ 2𝑎 − 1 = 0 ได ้𝑎 =
1

2
 และ 2𝑏 − 1 = 0  ได ้𝑏 =

1

2
 

    𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   นั่นคือ 𝐸 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐴𝐶 

 

ตัวอย่างที ่5.11 ถา้ 𝑂 เป็นจดุตดัของเสน้มธัยฐานของ ∆𝐴𝐵𝐶 แลว้ 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

แนวคิด  เนื่องจาก 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  ∴             𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
2

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

2

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

          = 2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   =

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

          = 2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   =

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ในท านองเดียวกนัอาจแสดงไดว้า่ 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐶𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

 

  ∴ 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 
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ตัวอย่างที ่5.12 ก าหนด 𝑃, 𝑄, 𝑅 และ 𝑆 เป็นจดุกึง่กลางของดา้น 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷  และ 𝐷𝐴 ของรูป

สี่เหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶𝐷 ตามล าดบั จงพิสจูนว์า่ 𝑃𝑄𝑅𝑆 เป็นสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 

 

 

 

 

แนวคิด  ในการพิสจูน ์

เนื่องจาก  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

นั่นคือ  𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

  𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ดว้ย  ………………. (1) 

และเน่ืองจาก 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑄𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  และ 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  นั่นคือ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  และ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  ∕∕ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑄𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   และ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  ∕∕ 𝑄𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ดว้ย ……………….. (2) 

นั่นคือ  𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗   ขนาน 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ และเทา่กนั , 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนาน 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ และเท่ากนั 

ดงันัน้  𝑃𝑄𝑅𝑆 เป็นดา้นขนาน 
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5.11 เวกเตอรใ์นระบบมุมฉาก 

 1. ถา้ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ แกน 𝑥𝑜𝑥′ และ 𝑦𝑜𝑦′ ตัง้ฉากซึง่กนัและกนั (𝑎, 𝑏) แทนคา่เลข

คูอ่นัดบั แลว้ [𝑎
𝑏
] แทนเวกเตอร ์โดย 𝑎 แทนไดด้ว้ยระยะทาง |𝑎| หนว่ย ตามแนวนอนไปทางขวา

มือ 𝑎 > 0 และ ไปทางซา้ยเมื่อ 𝑎 < 0                    𝑏 แทนไดด้ว้ยระยะทาง |𝑏| หน่วยตามแนวดิ่งไป

ดา้นบนเมื่อ 𝑏 > 0 และไปดา้นลา่งเม่ือ 𝑏 < 0 

 

 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ เป็นเวกเตอรท์ี่มี 0 เป็นจดุเริม่ตน้ 

และมี 𝐴(𝑎, 𝑏) เป็นจดุสิน้สดุ เขียนแทนได้

ดว้ย สญัลกัษณ ์[𝑎
𝑏
] 

 

 

เช่น 𝑢̅ = [
2
3
]  , 𝑣̅ = [

  4
−2

]  , 𝑤̅ = [
−3
−2

]  , 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [
3
0
]  ,   𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [

−4
  0

]  

แต่ละเวกเตอรส์ามารถแสดงบนพิกดัไดด้งัรูป 
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2. ถา้ 𝐴(𝑥1, 𝑦1) เป็นจดุเริม่ตน้ และ 𝐵(𝑥2, 𝑦2) เป็นจดุสิน้สดุของเวกเตอรแ์ลว้ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
] 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.13 ให ้𝐴(−1,2) และ 𝐵(3,4) จงแสดงต าแหนง่ของเวกเตอร ์[3
2
] ซึง่มี 𝐴, 𝐵 เป็น

จดุเริม่ตน้ 

แนวคิด [
3
2
] เป็นเวกเตอรซ์ึง่มีคา่ความยาวตามแนวระดบัจากจดุเริม่ตน้เป็น 3 และตาม

แนวดิ่งจากจดุเริม่ตน้เป็น 2 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.14 ก าหนดให ้𝐴(1,5)  , 𝐵(−2,4)  , 𝐶(0,3)  , 𝐷(−3,−2) จงหาเวกเตอร ์

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
−2 −1
   4 −5

] = [
−3
−1

]  ;   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
0 + 2
3 − 4

] = [
   2
−1

]     

  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
−3 −0
−2 −3

] = [
−3
−5

]  ;   𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [
1 + 3
5 + 2

] = [
4
7
] 
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5.12 การบวกเวกเตอรแ์ละการลบเวกเตอร ์

  ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
]  , 𝑣̅ = [

𝑐
𝑑
]     

  𝑢̅ + 𝑣̅ = [
𝑎
𝑏
] + [

𝑐
𝑑
] = [

𝑎 + 𝑐
𝑏 + 𝑑

] 

  𝑢̅ − 𝑣̅ = [
𝑎
𝑏
] − [

𝑐
𝑑
] = [

𝑎 − 𝑐
𝑏 − 𝑑

] 

 

  เวกเตอรศ์ูนย ์ 0̅ = [
0
0
]   

  เวกเตอรนิ์เสธ เวกเตอรน์ิเสธของ [𝑎
𝑏
]  คือ − [

𝑎
𝑏
]  หรอื [−𝑎

−𝑏
]   

 

5.13 ขนาดของเวกเตอร ์(Magnitude of Vector) 

 1. ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] แลว้ขนาดของ 𝑢̅ นิยามวา่ |𝑢̅| = √𝑎2 + 𝑏2 

 2. ถา้ 𝑣̅ = [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
] แลว้ขนาดของ 𝑣̅ นิยามวา่ |𝑣̅| = √(𝑥2 − 𝑥1)

2 + (𝑦2 − 𝑦1)
2 

 

5.14 เวกเตอรห์น่ึงหน่วย (Unit of Vector)   

คือเวกเตอรท์ี่มีขนาดหนึง่หน่วยไดแ้ก่ [1
0
]  , [

0
1
]  , [

−1
   0

] และ [   0
−1

] 

ให ้  𝑖 ̅แทน [1
0
]  ; −𝑖 ̅แทน [−1

   0
] 

 𝑗 ̅แทน [0
1
]  ; −𝑗 ̅แทน [   0

−1
] 

พิจารณา 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] = [

𝑎
0
] + [

0
𝑏
] = 𝑎 [

1
0
] + 𝑏 [

0
1
] 

  ∴ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 

ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] ≠ 0̅ แลว้ 
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เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกนักบั 𝑢̅ คือ 1

|𝑢̅|
∙ 𝑢̅ =

1

(𝑎2+𝑏2)
∙ [

𝑎
𝑏
] = [

𝑎

(𝑎2+𝑏2)

𝑏

(𝑎2+𝑏2)

] 

เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ คือ − 1

|𝑢̅|
∙ 𝑢̅ = −

1

(𝑎2+𝑏2)
∙ [

𝑎
𝑏
] = [

−𝑎

(𝑎2+𝑏2)

−𝑏

(𝑎2+𝑏2)

] 

ตัวอย่างที ่5.15  

ก. จงหา |𝑢̅| เม่ือ 𝑢̅ = [
−2
   3

]  

ข. จงหาเวกเตอร ์ 1 หน่วยท่ีมีทิศทางเดยีวกนักบั 𝑢̅ = [
−2
   3

] 

ค. จงหาเวกเตอร ์ 1 หน่วยท่ีมีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑣̅ = [
   3
−4

] 

ง. จงหาเวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็น 5 และมีทิศทางเดียวกนักบั 𝑤̅ = [
2
8
] 

จ. จงหาเวกเตอรท์ี่มีขนาดเท่ากบั [3
4
] และมีทิศทางตรงขา้มกบั [1

2
] 

แนวคิด  ก. 𝑢̅ = [
−2
   3

]   ∴  |𝑢̅| = √(−2)2 + 32 = √13  

  ข. เวกเตอร ์ 1 หน่วย ที่มีทิศทางเดียวกนักบั 𝑢̅ = [
−2
   3

] คือ 1

√13
[
−2
   3

] = [

−2

√13
3

√13

] 

  ค. เนื่องจาก |𝑣̅| คือ |𝑣̅| = √32 + (−4)2 = 5  

  ∴ เวกเตอร ์1 หน่วย ที่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑣̅ = [
   3
−4

] คือ − 1

5
[
   3
−4

] = [
−

3

5

   
4

5

] 

  ง. เน่ืองจาก |𝑤̅| คือ |𝑤̅| = √22 + 82 = √68  

  เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกบั |𝑤̅| =  [
2
8
] คือ 1

√68
[
2
8
] = [

2

√68
8

√68

] 

  ∴ เวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็น 5 และมีทิศทางเดียวกนักบั 𝑤̅ คือ 

   5 ∙ [

2

√68
8

√68

] = [

10

√68
40

√68

] 
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  จ. เนื่องจากขนาดของ [1
2
] = √5 และขนาดของ [3

4
] = 5 

  เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางตรงขา้มกบั [1
2
] คือ − 1

√5
 [
1
2
] = [

−
1

√5

−
2

√5

]  

  ∴ เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั [1
2
] และมีขนาดเท่ากบั [3

4
] คือ  

   5 ∙ [
−

1

√5

−
2

√5

] = [
−√5

−2√5
] 

 

5.15 เวกเตอรอ์ิสระ (Free Vector) 

 คือ เวกเตอรท์ี่ไม่ก าหนดจดุเริม่ตน้และจดุสิน้สดุ ไดแ้ก่ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅  , 𝑣̅ ฯลฯ 

 

5.16 ผลคูณเชิงสเกลาร ์มีคณุสมบตัิส  าคญัดงัตอ่ไปนี ้

 1. ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎1

𝑎2
] และ 𝑣̅ = [

𝑏1

𝑏2
] แลว้ 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2) 

 2. 𝑖̅ ∙ 𝑖̅ = 1 = 𝑗̅ ∙ 𝑗 ̅และ 𝑖̅ ∙ 𝑗 ̅ = 0 = 𝑗̅ ∙ 𝑖 ̅

 3. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = 𝑣̅ ∙ 𝑢̅ 

 4. 𝑢̅ ∙ 𝑢̅ = |𝑢̅|2 

 5. ถา้ 𝑢̅  , 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ 𝑚 ∈ 𝑅 (𝑚𝑢̅)𝑣̅ = 𝑢̅(𝑚𝑣̅) = 𝑚(𝑢̅𝑣̅) 

 6. 𝑢̅  , 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์𝜃 เป็นมมุระหวา่งเวกเตอรท์ัง้สอง 𝑢̅𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅|𝑐𝑜𝑠𝜃  

 7. ถา้ 𝑢̅ ≠ 0 และ 𝑣̅ ≠ 0 แลว้ 𝑢̅ ตัง้ฉากกบั 𝑣̅ ก็ตอ่เม่ือ 𝑢̅𝑣̅ = 0 
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ตัวอย่างที ่5.16 จงหา 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅ จาก  

  ก. 𝑢̅ = 3𝑖̅ + 2𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 4𝑖̅ + 5𝑗 ̅

  ข. 𝑢̅ = −6𝑖̅ + 9𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 9𝑖̅ − 6𝑗 ̅

  ค. 𝑢̅ = 2𝑖̅ − 3𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 0̅ 

แนวคิด   ก. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
3
2
] [

4
5
] = (3 × 4) + (2 × 5) = 12 + 10 = 22 

  ข. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
−6
   9

] [
   9
−6

] = (−6 × 9) + (9 × −6) = −54 − 54 = −108 

  ค. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
   2
−3

] [
0
0
] = 0 

 

ตัวอย่างที ่5.17 ก าหนดให ้𝑢̅ = [
3
2
]  , 𝑣̅ = [

−4
   7

]  , 𝑤̅ = [
−2
−3

]  

จงหา (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑤̅  , 𝑢̅(𝑣̅ − 𝑤̅)  , [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)] และ [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]𝑤̅ 

แนวคิด   𝑢̅ + 𝑣̅ = [
3
2
] + [

−4
   7

] = [
−1
   9

]  ; 𝑢̅ − 𝑣̅  = [
3
2
] − [

−4
   7

] = [
   7
−5

] 

  𝑣̅ − 𝑤̅ = [
−4
   7

] − [
−2
−3

] = [
−2
   10

] 

  ∴  (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑤̅ = [
−1
   9

] [
−2
−3

] = 2 − 27 = −25  

      𝑢̅(𝑣̅ − 𝑤̅) = [
3
2
] [

−2
   10

] = −6 + 20 = 14  

     [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]  = [
−1
   9

] [
   7
−5

] = −7 − 45 = −52 

      [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]𝑤̅  ไม่มีนิยามจงึไม่สามารถหาค่าได ้
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ตัวอย่างที ่5.18 ถา้ |𝑢̅| = 3 , |𝑣̅| = 5  และ |𝑢̅ − 𝑣̅| = 7 แลว้ จงหา |𝑢̅ + 𝑣̅| 

แนวคิด  เนื่องจาก  

  |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = (𝑢̅ + 𝑣̅)(𝑢̅ + 𝑣̅) = (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑢̅ + (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑣̅ 

      =  𝑢̅ ∙ 𝑢̅ + 𝑣̅𝑢̅ + 𝑢̅𝑣̅ + 𝑣̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅|2 + 2𝑢̅ ∙ 𝑣̅ + |𝑣̅|2 

  ดงันัน้ |𝑢̅ − 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 − 2𝑢̅𝑣̅ + |𝑣̅|2 

  แทนคา่         49 = 9 − 2𝑢̅𝑣̅ + 25 

           2𝑢̅𝑣̅ = −49 + 9 + 25 = −15 

  แต่ |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 + 2𝑢̅ ∙ 𝑣̅ + |𝑣̅|2 = 9 − 15 + 25 = 19 

  นั่นคือ |𝑢̅ + 𝑣̅| = √19 

 

ตัวอย่างที ่5.19 ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆   𝐴(5,2) 𝐵(8,7) และ 𝐶(3,10) 

  จงแสดงวา่ 𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ มมุฉาก 

แนวคิด  จะได ้𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (8 − 5)𝑖̅ + (7 − 2)𝑗̅ = 3𝑖 + 5𝑗 

             𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 8)𝑖̅ + (10 − 7)𝑗̅ = −5𝑖 + 3𝑗 

  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3)(−5) + (5)(3) = −15 + 15 = 0 

  ∴ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ตัง้ฉาก 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ นั่นคอื ∆𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ มมุฉาก 
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5.17 เวกเตอรส์เปซ 

 มีคณุสมบตัิดงันี ้

 ก าหนดให ้𝑢̅  , 𝑣̅ และ 𝑤̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ ในระนาบ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑅 

เป็นเซตของเวกเตอรใ์นสเปซ 

 1. 𝑢̅ + 𝑣̅ ∈ 𝑅       คณุสมบตัิของการปิด 

 2. (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅)   คณุสมบตัิของการจดัหมู่ 

 3. 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅     คณุสมบตัิของการสลบัที่ 

 4. 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ ซึง่เป็นสมาชกิของ 𝑅 ดว้ย 

 5. 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 

 6. (𝑎 + 𝑏)𝑢̅ = 𝑎𝑢̅ + 𝑏𝑢̅ 

 7. 1𝑢̅ = 𝑢̅      มี 1 เป็นเอกลกัษณ ์

 

5.18 ผลคูณเชิงเวกเตอร ์
 ครอสโปรดกัส ์(Cross product) หรอื ผลคณูไขว ้เป็นการด าเนินการบนเวกเตอรส์องตวั
ในปรภิมูิสามมิต ิซึง่ใหผ้ลลพัธเ์ป็นเวกเตอรใ์หม่ที่ตัง้ฉากกบัเวกเตอรต์น้ฉบบัทัง้สอง โดยมีขนาด
เท่ากบัพืน้ที่ของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนานที่เกิดจากเวกเตอรท์ัง้สอง และทิศทางท่ีก าหนดโดย กฎมือ
ขวา ผลคณูไขวถ้กูใชใ้นวิชาฟิสิกสแ์ละคณิตศาสตรป์ระยกุต ์เช่น การค านวณโมเมนตข์องแรง  

ความหมายและคณุสมบตัิ: 

ผลลัพธเ์ป็นเวกเตอร:์  

ต่างจากผลคณูจดุ (dot product) ที่ใหผ้ลลพัธเ์ป็นสเกลาร ์ผลคณูไขวจ้ะใหผ้ลลพัธเ์ป็น
เวกเตอรเ์สมอ  

ตัง้ฉากกับเวกเตอรต้์นฉบับ:  

เวกเตอรผ์ลลพัธจ์ะตัง้ฉากกบัเวกเตอรต์ัง้ตน้ทัง้สองตวั  
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ใช้ในปริภมิูสามมิต:ิ  

การด าเนินการนีมี้นิยามเฉพาะในปริภมิูสามมิติเท่านัน้  

กฎมือขวา:  

ทิศทางของเวกเตอรผ์ลลพัธถ์กูก าหนดโดยกฎมือขวา เม่ือก ามือขวาตามทิศทางของ
เวกเตอรต์วัแรกไปยงัเวกเตอรต์วัที่สอง นิว้หวัแม่มือจะชีไ้ปตามทิศทางของเวกเตอร์
ผลลพัธ ์ 

ขนาด:  

 ขนาดของเวกเตอรผ์ลลพัธเ์ท่ากบัพืน้ที่ของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนานที่เวกเตอรท์ัง้สองตวั
 ครอบคลมุ หรือ 𝑢 ̅ ×  𝑣̅ =∣ 𝑢 ̅ ∣∣ 𝑣̅ ∣ 𝑠𝑖𝑛𝜃 

โดยที่ 𝑢 ̅ และ  𝑣̅ คือเวกเตอรต์ัง้ตน้ และ 𝜃 คือมมุระหว่างเวกเตอรท์ัง้สอง  

สัญลักษณ:์  
สญัลกัษณท์ี่ใชแ้ทนผลคณูไขวค้ือเครื่องหมาย "×" เช่น 𝑢 ̅ ×  𝑣̅ 
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การหาผลคูณไขว้ โดยใช้เมทริกซ ์(Cross Product Using Matrix Notation) 

ก าหนด 𝑎 = 𝑎1𝑖̂ + 𝑎2𝑗̂ + 𝑎3𝑘̂ และ  𝑏⃗ = 𝑏1𝑖̂ + 𝑏2𝑗̂ + 𝑏3𝑘̂   

จะไดว้า่ 𝑐 = 𝑎 × 𝑏⃗  

 𝑐 = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

| 

 

 𝑐 = 𝑖̂ |
𝑎2 𝑎3

𝑏2 𝑏3
| − 𝑗̂ |

𝑎1 𝑎3

𝑏1 𝑏3
| + 𝑘̂ |

𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2
| 

 𝑐 = 𝑖̂|𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2| − 𝑗̂|𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1| + 𝑘̂|𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1| 
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5. 19 การน าความรู้เร่ืองเวกเตอรไ์ปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์
1. สถานการณจ์ าลอง: การเคลื่อนทีข่องเรือ 

 นายกานตข์บัเรืออยู่กลางทะเล เขาเปิดเครือ่งยนตท์ี่ท  าใหเ้รือมีความเรว็ 20 กิโลเมตร/

ชั่วโมง ไปทางทิศเหนือ จากนัน้มีลมพดัมาทางทิศตะวนัออกเฉียงเหนือ (ท ามมุ 45° กบัทิศเหนือ) 

ท าใหเ้รือเคล่ือนที่ไปตามลมดว้ยความเรว็ 5 กิโลเมตร/ชั่วโมง” เรือของนายกานตก์ าลงัเคลื่อนท่ี

ดว้ยความเรว็และทิศทางรวมเทา่ไร 
แนวคิดและหลักการทางฟิสิกส ์

1. ก าหนดเวกเตอรค์วามเรว็  

-เวกเตอรค์วามเรว็ของเรอื (𝑉1) : เรือเคล่ือนท่ีไปทางทิศเหนือ (แกน 𝑦) ดว้ยความเรว็ 20 km/h 
𝑉1 = 0𝑖 + 20𝑗 𝑘𝑚/ℎ 

-เวกเตอรค์วามเรว็ของลม (𝑉2): ลมพดัมาทางทิศตะวนัออกเฉียงเหนือ (ท ามมุ 45° กบัทิศเหนือ) 

ดว้ยความเรว็ 5 km/h 

-ตอ้งหาองคป์ระกอบของเวกเตอรล์มในแนวแกน 𝑥 และ 𝑦 โดยใชต้รีโกณมิติ: 

 -องคป์ระกอบในแนวแกน 𝑥:  

𝑉2𝑥 = 5𝑐𝑜𝑠45° = 5(
√2

2
) ≈ 3.54  𝑘𝑚/ℎ  

 -องคป์ระกอบในแนวแกน 𝑦 :  

𝑉2𝑦 = 5𝑠𝑖𝑛45° = 5(
√2

2
) ≈ 3.54  𝑘𝑚/ℎ  

 
     𝑉2 = 3.54𝑖 + 3.54𝑗  𝑘𝑚/ℎ 
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2. การบวกเวกเตอรเ์พื่อหาความเรว็รวม (Resultant Velocity) 
 หลกัการทางฟิสิกส:์ ความเรว็รวม (Resultant Velocity) ของเรือคือผลรวมเวกเตอรข์อง
ความเรว็จากเครื่องยนตแ์ละความเรว็จากลม 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑉1 + 𝑉2 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (0𝑖 + 20𝑗) + (3.54𝑖 + 3.54𝑗) 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (0 + 3.54)𝑖 + (20 + 3.54𝑗) 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 3.54𝑖 + 23.54𝑗    𝑘𝑚/ℎ 
 

3. การหาขนาดและทิศทางของเวกเตอรค์วามเรว็รวม 

ขนาด (Magnitude): คืออตัราเรว็รวมของเรอื ใชท้ฤษฎีบทพีทาโกรสั  

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑦

2 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √(3.54)2 + (23.54)2 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √12.53 + 554.13 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √566.66  ≈ 23.8  𝑘𝑚/ℎ  

ทิศทาง (Direction): หาจากมมุ 𝜃 ที่ท  ากบัแกน +𝑥 (ทิศตะวนัออก) 

   𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
𝑉𝑦

𝑉𝑥
=

23.54

3.54
≈ 6.65 

   𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(6.65) ≈  81.4° 

 

สรุปค าตอบ เรือของนายกานตก์ าลงัเคลื่อนที่ดว้ยอตัราเรว็รวมประมาณ 23.8 กิโลเมตร/ชั่วโมง 

ในทิศทาง 81.4° จากทิศตะวนัออก (หรือประมาณ 8.6° จากทิศเหนือ) 
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2. สถานการณจ์ าลอง: การลากกระเป๋าเดนิทาง 

 นกัท่องเที่ยวคนหนึ่งก าลงัลากกระเป๋าเดินทาง โดยออกแรงดงึ 20 นิวตนั และท ามมุ 60° 

กบัพืน้ ท าใหก้ระเป๋าเคลื่อนท่ีไปบนพืน้ผิวเรียบเป็นระยะทาง 10 เมตร นกัท่องเที่ยวคนนีท้  างาน

(ออกแรง)ไปเท่าไรในการเคลื่อนยา้ยกระเป๋าใบนี ้

แนวคิดเและหลักการทางฟิสิกส ์
1. ก าหนดเวกเตอร ์ 
1.1 เวกเตอรแ์รง (𝐹): คือเวกเตอรข์องแรงที่นกัท่องเที่ยวออกแรงดงึ 
 ขนาด :  ∣ 𝐹 ∣=20  นิวตนั   
 ทิศทาง : ท ามมุ 60° กบัแนวระดบั 
 1.2 เวกเตอรก์ารกระจดั (𝑑): คือเวกเตอรข์องการเคลื่อนท่ีของกระเป๋า 
 ขนาด : ∣ 𝑑 ∣=10 เมตร 
 ทิศทาง : ไปตามแนวระดบั (ท ามมุ 0° กบัพืน้) 
2. การคณูเวกเตอรเ์พื่อหางาน 
 หลกัการทางฟิสิกส:์ งาน (𝑊) เป็นปรมิาณสเกลารท์ี่บอกพลงังานท่ีถกูถ่ายโอนเม่ือมีแรง
กระท าและท าใหว้ตัถเุคลื่อนท่ี งานหาไดจ้ากการคณูเวกเตอรเ์ชิงสเกลาร ์(dot product) ระหวา่ง
เวกเตอรแ์รงกบัการกระจดั 

    𝑊 = 𝐹 ⋅ 𝑑  
 
การหางานจากขนาดและมมุ: 
     𝑊 =∣ 𝐹 ∣∣ 𝑑 ∣ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 
 
* เม่ือ 𝜃 คือมมุระหวา่ง∣ 𝑑 ∣ และ ∣ 𝐹 ∣ จากโจทย ์𝜃 = 60∘ 
   𝑊 = (20 𝑁) × (10 𝑚) × 𝑐𝑜𝑠(60∘)  

   𝑊 = (200) × (0.5) 

   𝑊 = 100           จลู (J) 

 
สรุปค าตอบ นกัท่องเที่ยวท างานไป 100 จลู ในการเคลื่อนยา้ยกระเป๋าเดินทางใบนี 
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 ตวัอย่างการน าความรูเ้รื่องการคณูเวกเตอรเ์ชิงเวกเตอร ์(cross product) มาใชใ้นการ
สอนวิทยาศาสตร ์โดยเฉพาะในวิชาฟิสกิส ์เรื่องทอรก์ (Torque)  
3. สถานการณจ์ าลอง: การเปิดประตูบานใหญ่  
 พอ่ก าลงัจะเปิดประตบูา้นที่บานพบัอยูท่างซา้ยมือ พอ่ใชมื้อดนัที่ลกูบดิประตซูึง่ห่างจาก
บานพบั 1 เมตร โดยออกแรงผลกั 10 นิวตนั ในทิศทางที่ตัง้ฉากกบัระนาบของประตพูอดี 
อยากทราบวา่พ่อสรา้งทอรก์เท่าไรในการเปิดประต ูและทิศทางของทอรก์เป็นอย่างไร 
แนวคิดและหลักการทางฟิสิกส ์
1. ก าหนดเวกเตอร ์
1.1 เวกเตอรต์  าแหนง่ (𝑟): คือเวกเตอรจ์ากจดุหมนุ (บานพบั) ไปยงัจดุท่ีออกแรง (ลกูบิดประต)ู 
 ขนาด : ∣ 𝑟 ∣=1 เมตร 
 ทิศทาง : ไปตามความยาวของประต ู
1.2 เวกเตอรแ์รง (𝐹): คือเวกเตอรข์องแรงที่กระท า 
 ขนาด : ∣ 𝐹 ∣=10 นิวตนั 
 ทิศทาง : ตัง้ฉากกบัระนาบของประต ู
2. การคณูเวกเตอรเ์พื่อหาทอรก์ 
2.1 หลกัการทางฟิสิกส:์ ทอรก์ (𝜏) คือปรมิาณเวกเตอรท์ี่ท  าใหว้ตัถหุมนุได ้ทอรก์หาไดจ้ากการคณู
เวกเตอรเ์ชิงเวกเตอรข์องเวกเตอรต์  าแหน่งและเวกเตอรแ์รง (𝜏 = 𝑟 × 𝐹) 
การหาขนาดของทอรก์: เราใชส้ตูร   ∣ 𝜏 ∣=∣ 𝑟 ∣∣ 𝐹 ∣ 𝑠𝑖𝑛𝜃 

แทนคา่ จะได ้ ∣ 𝜏 ∣= (1 𝑚)(10 𝑁)𝑠𝑖𝑛(90∘) = (10 )(1) 

  ∣ 𝜏 ∣= 10  นิวตนั-เมตร (𝑁 · 𝑚) 

3. การหาทิศทางของทอรก์ดว้ยกฎมือขวา (Right-Hand Rule) 
 กฎมือขวา: ใชเ้พื่อก าหนดทิศทางของทอรก์ที่เกิดจากการหมนุ วางมือขวาตามแนว
เวกเตอรแ์รก (𝑟) คือตามแนวประตจูากบานพบัไปยงัลกูบิด มว้นนิว้ทัง้สี่ตามทิศทางของเวกเตอรท์ี่
สอง (𝐹) คือทิศทางที่ผลกัประต ูทิศทางของนิว้หวัแม่มือที่ชีข้ึน้จะบอกทศิทางของทอรก์ (𝜏) 
 จากสถานการณน์ี ้เมื่อเราผลกัประตไูปขา้งหนา้ ทิศทางของทอรก์จะพุง่ขึน้ในแนวแกน
เดียวกบับานพบั 
สรุปค าตอบ เราสรา้งทอรก์ขนาด 10 นิวตนั-เมตร และทิศทางของทอรก์พุง่ขึน้ไปในแนวตัง้ (ตาม
แกนของบานพบัประต)ู 
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แบบฝึกหดัทา้ยบทที ่5 

1.  จากรูปก าหนดให ้𝐹 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎̅ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏̅ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝑎̅  

จงหาเวกเตอรต์่อไปนี ้ในรูปของ 𝑎̅ และ 𝑏̅ 

 
 
 
 
 
 1.1 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗     1.2  𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 1.3 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗     1.4  𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
2. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = 2𝑖 ̅ + 𝑗 ̅ และ 𝑤 ̅̅ ̅ = 𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅แลว้ จงหาค่าของ 

2.1  𝑢 ̅ ∙  𝑣 ̅ 2.2   𝑢 ̅ ∙   𝑢 ̅ 

2.3  𝑢 ̅ ∙  (𝑣̅+𝑤 ̅̅ ̅ ) 2.4 ( 𝑢 ̅ ∙  𝑤 ̅̅ ̅ ) 𝑣 ̅ 

2.5 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅+7 2.6  𝑖 ̅ ∙  𝑖 ̅ 

2.7  𝑗 ̅ ∙  𝑗 ̅ 2.8  𝑖 ̅ ∙  𝑗 ̅ 

2.9  𝑢 ̅ ∙  𝑣̅+  𝑤 ̅̅ ̅  2.10 ( 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅) ∙ 𝑤 ̅̅ ̅  

3. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = 6𝑖 ̅ + 8𝑗 ̅ และ  𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑢 ̅ และ 𝑣̅  
จงหาคา่ของ 𝑢 ̅ ∙  𝑣 ̅ ถา้ก าหนด 𝜃 เป็น 

 3.1 60∘     3.2 90∘ 
 3.3  120∘ 

4. ก าหนด 𝑢 ̅ = 𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = −𝑖 ̅ + 2𝑗 ̅ แลว้ มมุระหวา่ง 𝑢 ̅ และ 𝑣̅ เป็นเท่าใด 
5. จงหาเวกเตอรท์ี่ตัง้ฉากและมีขนาดเท่ากบัเวกเตอรท์ี่ก  าหนดใหต้่อไปนี ้

5.1 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ 5.2 𝑢 ̅ = −2𝑖 ̅ + 5𝑗 ̅ 
5.3 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ − 7𝑗 ̅ 5.4 𝑢 ̅ = −5𝑖 ̅ − 3𝑗 ̅ 
5.5 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ 5.6 𝑢 ̅ = −5𝑗 ̅ 

A B C 

F 

E D 
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6. ก าหนดใหเ้วกเตอรด์งัตอ่ไปนี ้เวกเตอรค์ูใ่ดบา้งที่ขนานกนัและทิศทางท่ีขนานกนัไปทางเดียวกนั
หรอืตรงกนัขา้ม 

 ก) 𝑢 ̅ = ⌈
2

−3
⌉, 𝑣 ̅ = ⌈

3
−2

⌉ 
    

 ข) 𝑢 ̅ = ⌈
1

−3
⌉, 𝑣 ̅ = ⌈

−2
6

⌉ 
 

 ค) 𝑢 ̅ = ⌈
7

−14
⌉ , 𝑣 ̅ = ⌈

1
−2

⌉ 
 

 ง) 𝑢 ̅ = ⌈
−4
1

⌉ , 𝑣 ̅ = ⌈
8

−2
⌉ 

 
7. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผา่นจดุ (2,1) และขนานกบัเวกเตอร ์𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ 
 
8. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผา่นจดุ (3, −1)และขนานกบัเวกเตอร ์𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ 
 
9. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ และ 𝑣 ̅ =

2

5
𝑖 ̅ +

1

5
𝑗 ̅ ถา้ 𝑤 ̅̅ ̅  เป็นเวกเตอรห์นึ่งหน่วยท่ีตัง้ฉากกบั 𝑢 ̅ 

แลว้ |𝑣 ̅  + 𝑤 ̅| มีค่าเท่าใด 
 
10.  ก าหนดใหม้มุระหวา่ง 𝑢 ̅ กบั 𝑣 ̅เป็น 60∘ และ |𝑢 ̅| = 5, |𝑣 ̅| = 8  แลว้ จงหา 
  10.1 |𝑢 ̅  + 𝑣 ̅|     10.2 |𝑢 ̅  − 𝑣 ̅| 
    
11. ก าหนด 𝑢 ̅ = 2𝑖 ̅ − 𝑗 ̅ + 2𝑘 ̅ และ 𝑣 ̅ = 3𝑖 ̅ + 2𝑗 ̅ − 𝑘 ̅ จงหา  𝑢 ̅ × 𝑣 ̅ 
 
12. ก าหนด 𝐴(1,2,1), 𝐵(3,0,2), 𝐶(1,1,0)  และ จงหา 𝐷(0,5,1) 
 12.1 พืน้ท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC 
 12.2 พืน้ท่ีของรูปสามเหลี่ยม ACD 
 12.3  พืน้ท่ีของรูปสี่เหลี่ยม ABCD 
 
 


