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บทที$ & ปริพนัธ์หลายชั 4น 

 

ในบทนี &จะกลา่วถงึการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัสองตวัแปร ในระบบพิกดัฉาก ระบบพิกดัเชิงขั &ว และการหาปริพนัธ์
ของฟังก์ชนัสามตวัแปร ในระบบพิกดัฉาก 

 

4.1 ปริพันธ์สองชั 0น 

 ในหวัข้อนี &จะกลา่วถงึการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัสองตวัแปร เหนือบริเวณ 𝑅 ในระบบพิกดัฉาก ระบบพิกดัเชิงขั &ว
การสลบัลําดบัของการหาปริพนัธ์และการประยกุต์ปริพนัธ์สองชั &น 

 จากทีKได้ศกึษาปริพนัธ์จํากดัเขตของฟังก์ชนัหนึKงตวัแปรมาแล้ว ในบทนี &จะขยายแนวคดิไปสูก่ารหาปริพนัธ์ของ
ฟังก์ชนัสองตวัแปรโดยโดเมนจะอยูใ่นเชตปิดบนระนาบ 𝑥𝑦 

 

ปริพนัธ์สองชั -นในระบบพกิัดฉาก 

  จากนิยามของปริพนัธ์ของตวัแปรเดียวซึKงอยูใ่นรูปลมิิตของผลบวกกรีมนัน์ นัKนคือถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชนั

ตอ่เนืKองบน [𝑎, 𝑏] แล้ว ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
!→#

∑ 𝑓(𝑥$∗)∆𝑥$!
$&'

(
)  

เมืKอ ∆𝑥$ =
(*)
!
	 ; 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 ดงัรูป 4.1 

 

 

 

 

 สาํหรับปริพนัธ์สองชั &นของฟังก์ชนั 𝑓(𝑥, 𝑦) มีนิยามทํานองเดียวกบันิยามของปริพนัธ์จํากดัเขตของฟังก์ชนัตวั
แปรเดียวดงันี & 
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ปริพนัธ์สองชั -นเหนือบริเวณสี<เหลี<ยมผืนผ้า 

  ให้ 𝑓(𝑥, 𝑦)เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบนสีKเหลีKยมบนสีKเหลีKยมผืนผ้า 

 𝑅 = {(𝑥, 𝑦)/	𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบง่ 𝑅 ด้วยเส้นตรงทีKขนานกบั 𝑥	และ 𝑦 เกิดเป็นสีKเหลีKยมผืนผ้า 𝑛 รูป แตล่ะรูปมีพื &นทีK 
∆𝐴!, ∆𝐴", … , ∆𝐴# , … ∆𝐴$ 

ในจดุ	(𝑥!∗ , 𝑦!∗)	เป็นจดุในสีKเหลีKยมผืนผ้าทีKมีพื &นทีK	∆𝐴! ดงันั &นปริมาตรของแทง่สีKเหลีKยม ดงัข้างรูปลา่งคือ 
𝑆$ =	∑ 𝑓(𝑥# , 𝑦#)∆𝐴#$

#%! 	ผลบวกนี & เรียกวา่ ผลบวกรีมันน์ (Reman sum) 

 

 

 

ถ้า ∆𝑥 และ ∆𝑦 มีคา่เข้าใกล้ X หรือ 𝑛 มีคา่มากๆ lim
!→#

𝑆! จะเรียกวา่ “ปริพนัธ์สองชั -น” ของ 𝑓 บน 𝑅 เขียน

แทนด้วย ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴&  

ในการหาคา่ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴&  จะสามารถหาได้จากการคํานวณ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦&  หรือ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥&  
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ทฤษฎีบทหลักมูลสาํหรับการหาค่าของปริพนัธ์หลายชั -น 

 ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร 𝑥 และ 𝑦  และให้ 𝑓 ตอ่เนืKองในบริเวณ  

𝑅 = 	 {(𝑥, 𝑦)/𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}	แล้วจะได้วา่ 

< 𝑓𝑑𝐴 = >>𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦 = >>𝑓𝑑𝑦𝑑𝑥
+

,

(

)

(

)

+

,-
 

และการหาคา่ ∫ ∫ 𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦'
(

)
*  จะคํานวณจากด้านในออกด้านนอก คือ 

>>𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
(

)

+

,

=	>?>𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
(

)

@𝑑𝑦
+

,

 

นัKนคือครั &งแรกจะหาปริพนัธ์ 𝑓(𝑥, 𝑦)เทียบกบั 𝑥 เพียงตวัเดียว และมอง 𝑦 เป็นคา่คงทีK แล้วแทนคา่ลมิิตจาก 
𝑥 = 𝑎 ถงึ 𝑥 = 𝑏 ซึKงจะได้ผลลพัธ์เป็นฟังก์ชนัของ 𝑦  

 แล้วตอ่จากนั &นหาปริพนัธ์เทียบกบั 𝑦 จาก 𝑦 = 𝑐 ถงึ 𝑦 = 𝑑 ในทํานองเดียวกนักบัการคํานวณหาคา่ 

∫ :∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦)
* ;𝑑𝑥'

(  เราคํานวณหาปริพนัธ์เทียบกบัตวัแปร 𝑦 ก่อนโดย 𝑥 ถือวา่เป็นคา่คงทีK จากนั &นคอ่ยหา

ปริพนัธ์เทียบ 𝑥 การคํานวณแบบตดิตอ่กนัเป็นขั &นๆแบบนี & เรียกวา่ อนิทเิกรตซํ -า 

สมบตัขิองปริพนัธ์สองชั -น 

ให้ 𝑓, 𝑔 เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปรทีKมีความตอ่เนืKองบนบริเวณ  𝑅 และ 𝑐 เป็นคา่คงตวั จะได้ 

1. ∫∫ 𝑐𝑓(𝑥, 𝑦, )𝑑𝐴& = 𝑐 ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴& 	 

 2.    ∫∫ [𝑓(𝑥, 𝑦) ± 𝑔(𝑥, 𝑦)]𝑑𝐴& = ∫∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ± ∫∫ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴&&   

 3.    ถ้า 𝑅 = 𝑅! ∪ 𝑅"โดยทีK 𝑅!, 𝑅" ไมมี่สว่นซ้อนกนั 

        แล้ว	∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴& = ∫∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 + ∫∫ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴&!&"
	 

ตวัอย่าง V.X  จงหาคา่ของ ∫ ∫ (6𝑥"𝑦 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦+
,

,
-!  

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง V.Y กําหนดให้	R = E(𝑥, 𝑦)โดยที$	0 ≤ 𝑥 ≤ 4, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋I จงหาคา่ของ	∬ 𝑥"𝑠𝑖𝑛𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥&   

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

การหาปริพนัธ์สองชั -นเหนือบริเวณที<ไม่เป็นรูปสี<เหลี<ยมผืนผ้า 

สมมตวิา่ 𝑅 เป็นบริเวณในระนาบ 𝑥𝑦 ทีKไมใ่ชรู่ปสีKเหลีKยมผืนผ้า ดงัรูป 

 

 

 

 

 

  

 

 

 ให้ 𝑆 เป็นรูปสีKเหลีKยมผืนผ้า 𝑆 ทีKล้อมรอบบริเวณ  𝑅 และ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบน 𝑅 สร้างฟังก์ชนัใหมเ่รียกวา่ 
𝐹 นิยามบน 𝑆 ดงันี & 

𝐹(𝑥, 𝑦) = B 𝑓(𝑥, 𝑦)	; 		(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
				0				; 		(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 − 𝑅									 

 

ถ้า 𝐹 สามารถหาปริพนัธ์ได้เหนือ 𝑆 แล้ว จะกลา่ววา่ 𝑓 หาปริพนัธ์ได้บน 𝑅 และ 

M𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 =M𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
.&

 

จะเรียก  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴&  วา่ ปริพนัธ์สองชั -นของ 𝒇 เหนือ 𝑹 และเรียก 𝑅 วา่ บริเวณของการหาปริพนัธ์ 
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ในการหาปริพนัธ์สองชั &นเหนือบริเวณ 𝑅 ใดๆ จะพิจารณา 𝑅 เป็น \ รูปแบบ ดงันี & 

]. ถ้า 𝑅 = 	 E(𝑥, 𝑦)	โดยที$	𝑔!(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔"(𝑥)	, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏I เรียก 𝑅 วา่ บริเวณรูปแบบที< ] ดงัรูปทีK ] 

\.  ถ้า 𝑅 = 	 E(𝑥, 𝑦)	โดยที$	ℎ!(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ"(𝑦)	, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑I เรียก 𝑅 วา่ บริเวณรูปแบบที< \ ดงัรูปทีK \ 

  

 

 

ทฤษฎีบท V.X ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบนบริเวณ 𝑅 

     

]. ถ้า 𝑅 เป็นบริเวณรูปแบบทีK ] แล้ว \. ถ้า 𝑅 เป็นบริเวณรูปแบบทีK \ แล้ว 

 

 

 

ในการหาคา่ปริพนัธ์สองชั &นเหนือบริเวณ 𝑅 รูปแบบทีK ]หรือ รูปแบบทีK \ จะใช้ในการหาปริพนัธ์ซํ &าเชน่กนั ดงันี &  

O O 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 = 	O PO 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
/!(1)

/"(1)
Q 𝑑𝑥

'

(

/!(1)

/"(1)

'

(
 

 

O O 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 	O PO 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
3!(4)

3"(4)
Q 𝑑𝑦

'

(

3!(4)

3"(4)

)

*
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ตวัอย่าง V.]  ให้ 𝑅 เป็นบริเวณในจตภุาคทีKหนึKงซึKงล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑥", 𝑦 = 1	และแกน 𝑦   

จงหา ∬ 𝑥"𝑦	𝑑𝐴&  

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง V.V จงหาคา่ของ ∬ (2𝑥 − 3𝑦")& 𝑑𝐴   โดยทีK 𝑅 คือบริเวณทีKล้อมรอบด้วยเส้นตรง 𝑦 = 𝑥 + 1, 

	𝑦 = 1 − 𝑥, 𝑦 = 3 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.5 จงหาคา่ของ∬ 𝑒1#𝑑𝐴&  โดยทีK 𝑅 คือบริเวณทีKล้อมรอบด้วยเส้นตรง 𝑦 = 0, 𝑦 = 4, 𝑥 = 2                       

และเส้นโค้ง 𝑥 = V𝑦 

วธีิทาํ 
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การสลับลาํดบัของการหาปริพนัธ์สองชั -น 

 เมืKอต้องการสลบัลาํดบัของการหาปริพนัธ์จาก 𝑑𝑥𝑑𝑦 ไปเป็น 𝑑𝑦𝑑𝑥 หรือ 𝑑𝑦𝑑𝑥 ไปเป็น 𝑑𝑥𝑑𝑦 

ถ้าบริเวณ 𝑅 เป็นรูปสีKเหลีKยมผืนผ้าสามารถสลบัลมิิตของการหาปริพนัธ์ได้เลย เชน่ 

O O 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
)

*

'

(
O O 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

'

(

)

*
 

แตถ้่าบริเวณ 𝑅 ไมไ่ด้เป็นรูปสีKเหลีKยมผืนผ้า เมืKอต้องการสลบัลาํดบัของการหาปริพนัธ์ ในการเปลีKยนลมิิต 
จะต้องพิจารณาลมิิตจากรูปของบริเวณ 𝑅 

ตวัอย่าง V.6 จาก  ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦√4
$
!

6
, 	 จงสลบัลาํดบัการหาปริพนัธ์เป็น 𝑑𝑦𝑑𝑥 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 4.7 จาก  ∫ ∫ 789 1
1
𝑑𝑥𝑑𝑦!

4
!
, 	 จงสลบัลาํดบัการหาปริพนัธ์เป็น 𝑑𝑦𝑑𝑥 

วธีิทาํ 
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4.2 ระบบพกัิดเชิงขั 0ว 

 ระบบพิกดัเชิงขั &วในระนาบจะประกอบด้วยจุดกาํเนิด หรือจุดขั -ว O และรังสีไปทางขวาของจดุกําเนิด      
เรียกวา่ แกนเชงิขั -ว 

 

 

 

 

พิกดัจดุ ในระบบพิกดัเชิงขั &ว 𝑃 กําหนดโดย (𝑟, 𝜃) โดยทีK 

 𝑟 เป็นระยะจากจดุกําเนิดถงึจดุ 𝑃 

 𝜃 เป็นมมุระหวา่งแกนเชิงขั &วถงึ 𝑂𝑃\\\\ 

เครืKองหมายของ 𝜃 และ 𝑟 เป็นได้ทั &งบวกและลบ มีเงืKอนไขดงัตอ่ไปนี & 

 𝜃 > 0 จะเป็นมมุทีKวดัจากแกนเชิงขั &วในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

𝜃 < 0 จะเป็นมมุทีKวดัจากแกนเชิงขั &วในทิศตามเข็มนาฬิกา 

𝑟 > 0 จดุจะอยูบ่นแขนของมมุ 𝜃 หา่งจากจดุกําเนิดเป็นระยะทาง 𝑟 หนว่ย 

𝑟 < 0 จดุจะอยูบ่นแขนของมมุ 𝜃 + 𝜋 หา่งจากจดุกําเนิดเป็นระยะทาง |𝑟| หนว่ย 

ดงัรูป (ในทีKนี & 𝑟 > 0 และ 𝜃 > 0  ) 
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ตวัอย่าง 4.8 จงแสดงจดุ 𝐴 :2, :
6
; , 𝐵 :−2, :

6
; , 𝐶(2, −45°), 𝐷(−2,−45°) ในระบบพิกดัเชิงขั &ว 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ความสัมพนัธ์ระหว่างระบบพกิัดเชงิขั -วกับระบบพกิัดฉาก 

 ให้ 𝑃 เป็นจดุใดๆในระบบพิกดัเชิงขั &ว (𝑟, 𝜃) และมีพิกดัในระบบพิกดัฉากเป็น (𝑥, 𝑦) ดงัรูป  

 

จะได้วา่     𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃  และ    𝑟" = 𝑥" + 𝑦"  

   𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃        					𝑡𝑎𝑛θ = 4
1
 

 

ตวัอย่าง 4.9 จงแปลงสมการในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนี &ให้อยูใ่นระบบพิกดัเชิงขั &ว 

1. 𝑥" + 𝑦" = 25  2. 𝑥" + 𝑦" = 4𝑥  3. 𝑦 = √3𝑥 

วธีิทาํ 
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กราฟในระบบพกิัดเชงิขั -ว 

เส้นตรง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วงกลม 
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เส้นโค้งรูปหวัใจหรือคาร์ดอิอยด์ 
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เส้นโค้งลีมาซอง 
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การหาปริพนัธ์สองชั -นในระบบพกิัดเชงิขั -ว 

 ให้ f(r, θ) ตอ่เนืKองบนบริเวณ 𝑅  

ปริพนัธ์สองชั &นของ ฟังก์ชนั f เหนือบริเวณ 𝑅 ในระบบพิกดัเชิงขั &ว เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  

M𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴
&

 

โดยทีK 𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

บริเวณ 𝑅 ในระบบพิกดัเชิงขั &วเป็นดงัภาพตอ่ไปนี & 

 

 

 

 

 

<𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = > > 𝑓(𝑟, 𝜃)

.(0)

2

3

4-!

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

 

 

 

 

 

<𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = > > 𝑓(𝑟, 𝜃)

."(0)

.!(0)

3

4-"

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

ทฤษฎีบท 4.2 ถ้า 𝑅 บริเวณดงัรูปข้างต้นและ f(r, θ) มีความตอ่เนืKองบน 𝑅 แล้ว 	

<𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = > > 𝑓(𝑟, 𝜃)

."(0)

.!(0)

3

4-"

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

ข้อสังเกต 1) ถ้า f(r, θ) = 1	บน 𝑅 แล้วจะได้วา่ พื &นทีKของบริเวณ 𝑅 = ∬ 𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑟2(𝜃)
𝑟1(𝜃)

𝛽
𝛼𝑅2

 

   2) ถ้า f(r, θ) ≥ 0 และให้ 𝑠 เป็นทรงสามมิตอิยูใ่ต้พื &นผิว 𝑧 = 𝑓(𝑟, 𝜃) และอยูเ่หนือบริเวณ 𝑅 แล้วปริมาตร
ของทรงสามมิต ิคือ 	

𝑠 = <𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴
-

			= <𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
-
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ตวัอย่าง 4.10 จงหาคา่ของ ∬ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝐴&  เมืKอ 𝑅 เป็นบริเวณในจตภุาคทีKหนึKง ซึKงอยูภ่ายในวงกลม 𝑟 = 2 และอยู่

ภายนอกวงกลม 𝑟 = 1 

วธีิทาํ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอย่าง 4.11 จงหาพื &นทีKภายในรูปหวัใจ  𝑟 = 𝑎 − 𝑠𝑖𝑛𝜃 โดยทีK 𝑎 เป็นคา่คงตวัใดๆ 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.12 จงหาคา่ของ ∬ !
<
𝑑𝐴&  เมืKอ 𝑅 เป็นบริเวณทีKอยูภ่ายในรูปหวัใจ  𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃) และอยูภ่ายนอก

วงกลม 𝑟 = 3 

วธีิทาํ 
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การหาปริพนัธ์สองชั -นโดยการแปลงระบบพกิัด 

 บางครั &งในการหาปริพนัธ์สองชั &นในระบบพิกดัฉากมีความยุง่ยากมาก ซึKงถ้าเราเปลีKยนไปหาปริพนัธ์ในระบบ

พิกดัเชิงขั &วจะหาได้งา่ยกวา่ เชน่				∫ ∫ /√𝑥2 + 𝑦212+(4−𝑦2

2−(4−𝑦2
2

−2
𝑑𝑥𝑑𝑦 

 การเปลีKยนการหาปริพนัธ์สองชั &นในระบบพิกดัฉากไปเป็นระบบใหม ่ทําได้ดงันี & 
ให้ 𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑦 = ℎ(𝑢, 𝑣) เป็นฟังก์ชนัในระบบพิกดัฉาก 𝑥𝑦 ทีKเปลีKยนไปเป็นระบบพิกดั 𝑢𝑣 เรามีสตูรดงันี & 

OO 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
&"

OO 𝑓m𝑔(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑣)n|𝐽(𝑢, 𝑣)|𝑑𝑢𝑑𝑣
&!

 

โดยทีK 𝐽(𝑢, 𝑣) คือตวักําหนดจาโคเบียนของ 𝑥, 𝑦 เทียบกบั 𝑢, 𝑣 นิยามโดย 
 

𝐽(𝑢, 𝑣) = q	

𝜕𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑦
𝜕𝑢
		

𝜕𝑥
𝜕𝑣
𝜕𝑦
𝜕𝑣
	q 

ดงันั &น การแปลงระบบพิกดัฉากไปเป็นระบบพิกดัเชิงขั &ว ได้ดงันี & 
แทน 𝑢 และ 𝑣 ด้วย 𝑟 และ 𝜃 ตามลาํดบั โดยทีK 𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอย่าง 4.13 จงหาพื &นทีKของอาณาบริเวณในจตภุาคทีKหนึKง ซึKงอยูใ่นวงกลม 𝑥" + 𝑦" = 1 และอยูภ่ายในวงกลม 
𝑥" + 𝑦" = 2𝑦 โดยใช้ปริพนัธ์สองชั &นในระบบพิกดัเชิงขั &ว 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.14 จงหาคา่ของ ∫ ∫ *(𝑥* + 𝑦*+ + 1*+,-./"

*.,-./"
*
.* 𝑑𝑥𝑑𝑦 

 วธีิทาํ 
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การประยุกต์ปริพนัธ์สองชั -น 

พื -นที<และปริมาตร 

 ให้ เป็นปริมาตรของรูปทรงสามมิตใิต้พื &นผิว 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) เหนือบริเวณ 𝑅 บนระนาบ 𝑥𝑦 โดยทีK 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

สาํหรับทกุ (𝑥, 𝑦)บนบริเวณ 𝑅 จะได้ 

𝑉 = O O 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
&

 

ให้ 𝐴 เป็นพื &นทีKบริเวณ 𝑅 เมืKอ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 จะได้ 

𝐴= O O𝑑𝐴
&

 

ตวัอย่าง 4.15 จงหาพื &นทีKทีKล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑥+ และ 𝑦 = √𝑥  โดยใช้ปริพนัธ์สองชั &น 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.16 จงหาพื &นทีKทีKล้อมรอบด้วยพาราโบลา  𝑦 = 𝑥" และ 𝑦 = 𝑥 + 2  โดยใช้ปริพนัธ์สองชั &น 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 4.17 จงหาปริมาตรรูปทรงสามมิติทีKล้อมรอบด้วยระนาบ  𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6 และระนาบพิกดั  

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.18 จงหาพื &นทีKของบริเวณทีKปิดล้อมด้วยพาราโบลา 𝑦 = 𝑥" − 4	 และ 𝑦 = −𝑥" + 2𝑥 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.19 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิตทีิKมีฐานอยูบ่นระนาบ 𝑥𝑦 เป็นรูปสามเหลีKยมทีKปิดล้อมด้วยแกน 𝑥 และ 𝑦	
และเส้นตรง 𝑦 = 2 − 2𝑥 และสว่นบนถกูปิดล้อมด้วยพื &นผิว 𝑧 = 𝑥" + 𝑦" 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.20 จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีKหนึKงซึKงล้อมรอบระนาบพิกดัฉาก 

ระนาบ 𝑥 + 𝑧 = 2 และ 𝑦 = 3 

วธีิทาํ 
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4.3 ปริพันธ์สามชั 0น (Triple Integral) 

 ในหวัข้อนี &จะกลา่วถงึการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัสามตวัแปร เหนือรูปสามมิต ิG ในระบบพิกดัฉาก 

ปริพนัธ์สามชั -นในระบบพกิัดฉาก 

ปริพนัธ์สามชั -นเหนือรูปสามมติ ิG ที<เป็นกล่องสี<เหลี<ยมมุมฉาก 

ให้ เป็นฟังก์ชนัของสามตวัแปร ซึKงนิยามบนกลอ่งสีKเหลีKยมมมุฉาก G ทีKปิดล้อมด้วยระนาบทีKขนานกบัระนาบ
พิกดัฉาก ดงัรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบง่กลอ่ง G ออกเป็นกลอ่งเลก็ๆด้วยระนาบทีKขนานกบัระนาบพิกดั ได้เป็นกลอ่ง 𝐺!, 𝐺", … , 𝐺$ ให้กลอ่ง 𝐺#  
มีปริมาตรเป็น ∆𝑉$ เมืKอ 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 

ให้จดุ (𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗) เป็นจดุใดๆในกลอ่ง 𝐺#  เมืKอ 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛  

จะได้ ผลบวกรีมนัน์   ∑ 𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#$
#%!   โดยทีK  ∆𝑉# = ∆𝑥#∆𝑦#∆𝑧# 

ถ้าแบง่บริเวณ 𝐺 ให้ได้จํานวนกลอ่งเลก็ๆ มากขึ &น นัKนคือ 𝑛 → ∞ 

และถ้า 𝑙𝑖𝑚
$→?

∑ 𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#$
#%! 	 หาคา่ได้ จะเรียกคา่ลมิิตทีKได้นี &วา่ ปริพนัธ์สามชั -นของ  𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) เหนือ

รูปทรงสามมติ ิ𝑮 เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

 

นัKนคือ ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

= 𝑙𝑖𝑚
$→?

∑ 𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#$
#%! 	 

ถ้า 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 สาํหรับทกุ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺  

แล้ว ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

=∭ 𝑑𝑉
@

= 𝑙𝑖𝑚
$→?

∑ ∆𝑉#$
#%! 	 คือ ปริมาตรของรูปทรงสามมิต ิ𝐺 
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ทฤษฎีบท 4.3 ให้ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบนรูปทรงสามมิต ิ𝐺 โดยทีK 

𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑎! ≤ 𝑥 ≤ 𝑎"	, 𝑏! ≤ 𝑦 ≤ 𝑏", 𝑐! ≤ 𝑧 ≤ 𝑐"⁄ } จะได้วา่  

OO O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

= O O O 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

*!

*"

'!

'"

(!

("

 

ในการหาคา่ ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
@

		สามารถสลบัลาํดบัของการหาปริพนัธ์ได้โดย พิจารณาเชน่เดียวกบัในการหา

ปริพนัธ์สองชั &น 

ตวัอย่าง 4.21 จงหาคา่ของ  ∭ (𝑥"𝑧 + 𝑦)𝑑𝑉
@

 เมืKอ  

 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1	, −1 ≤ 𝑦 ≤ 0,−1 ≤ 𝑧 ≤ 1⁄ } 

วธีิทาํ 
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ปริพนัธ์สามชั -นเหนือรูปทรงสามมติ ิG ที<ไม่ได้เป็นกล่องสี<เหลี<ยมมุมฉาก 

ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัทีKนิยามบนรูปทรงสามมิต ิG ดงัรูปด้านลา่ง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 สร้างกลอ่งทรงสีKเหลีKยมมมุฉาก 𝑠 ล้อมรอบรูปทรงสามมิต ิG แล้วแบง่กลอ่ง 𝑠 เป็นกลอ่งยอ่ย ๆ ด้วยระนาบทีK
ขนานกบัระนาบพิกดัฉาก พิจารณาเฉพาะกลอ่งยอ่ยทีKทกุสว่นของกลอ่งอยูภ่ายใน G สมมตุวิา่มี 𝑛 กลอ่งยอ่ย คือ 
𝐺!, 𝐺", … , 𝐺$  โดยทีKแตล่ะกลอ่ง 𝐺#  ให้มีปริมาตรเป็น ∆𝑉# = ∆𝑥#∆𝑦#∆𝑧#  

 ให้จดุ (𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗) เป็นจดุใดๆในกลอ่ง 𝐺#  จะได้ ผลบวกรีมนัน์เป็น 

�𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#

$

#%!

 

ถ้า 	 lim
$→?

∑ 𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#$
#%!  หาคา่ได้ จะเรียกคา่ลมิิตทีKได้นี &วา่ ปริพนัธ์สามชั &นของ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) เหนือรูปทรง

สามมิต ิG เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  ∫∫ ∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉@  

นัKนคือ ∫∫ ∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉@ = 𝑙𝑖𝑚
$→?

∑ 𝑓(𝑥#∗ , 𝑦#∗ , 𝑧#∗)∆𝑉#$
#%! 	 

 

สมบตัขิองปริพนัธ์สามชั -น 

ถ้า 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบนรูปทรงสามมิต ิ 𝐺	และ 𝑐 เป็นคา่คงตวั จะได้วา่ 

1.OO O𝑐𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

= 𝑐 OO O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

 

2.OO O[𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ± 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝑉
@

= OO O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 ±OO O𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@@

 

 

3. ถ้า 𝐺 = 𝐺! ∪ 𝐺"โดยทีK 𝐺!, 𝐺" ไมมี่สว่นซ้อนกนัแล้ว 

OO O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

= O O O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 +O O O𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@!@"
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4. ถ้า 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≥ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) ทกุคา่ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 แล้ว 

OO O𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

≥ OO O𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
@

 

การใส่ลมิติของปริพนัธ์สามชั -นเหนือบริเวณ 𝑮 

 สมมตุวิา่ทรงสามมิต ิ	𝐺 กําหนดโดย 

𝐺 = Em𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑔!(𝑥, 𝑦)⁄ ≤ 𝑧 ≤ 𝑔!(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅14nI 

เมืKอบริเวณ 𝑅14 เป็นภาพฉายของ 𝐺บนระนาบ 𝑥𝑦 ดงัรูปด้านลา่ง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ถ้า 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืKองบน 𝐺 แล้วจะได้วา่  

111𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
0

= 11 4 1 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑔2(𝑥,𝑦)

𝑔1(𝑥,𝑦)
5

𝑅𝑥𝑦
𝑑𝐴 

ในการหาปริพนัธ์ข้างต้นจะหาปริพนัธ์โดยเทียบกบั 𝑧 ก่อน แล้วจงึหาปริพนัธ์สองชั &นเหนือบริเวณ 𝑅>? ดงัได้กลา่วแล้วใน
การหาปริพนัธ์สองชั &น 

 ในทํานองเดียวกนั ถ้าทรงสามมิต ิ𝐺 กําหนดโดย  

𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑔!(𝑥, 𝑧)⁄ ≤ 𝑦 ≤ 𝑔!(𝑥, 𝑧), (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅1A)} 

เมืKอบริเวณ 𝑅1A เป็นภาพฉายของ 𝐺บนระนาบ 𝑥𝑧 จะได้วา่ 

111𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
0

= 11 4 1 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦

𝑔2(𝑥,𝑧)

𝑔1(𝑥,𝑧)
5

𝑅𝑥𝑧
𝑑𝐴 
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ถ้าทรงสามมิต ิ𝐺 กําหนดโดย  

𝐺 = Em𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑔!(𝑦, 𝑧)⁄ ≤ 𝑥 ≤ 𝑔!(𝑦, 𝑧), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅4AnI 

เมืKอบริเวณ 𝑅4A เป็นภาพฉายของ 𝐺บนระนาบ 𝑦𝑧 จะได้วา่ 

111𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
0

= 11 4 1 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥

𝑔2(𝑦,𝑧)

𝑔1(𝑦,𝑧)
5

𝑅𝑦𝑧
𝑑𝐴 

 

 

ตวัอย่าง 4.22 จงใสล่มิิตของการหาปริพนัธ์ ∫∫ ∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉0  เมืKอ 𝐺 เป็นรูปทรงสามมิตทีิKปิดล้อมด้วยพื &นผิว  

 𝑧 = 𝑥" + 𝑦" และระนาบ 2𝑦 + 𝑧 = 3 เมื$อลาํดบัของการหาปริพนัธ์เป็น 

1. 𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦     2. 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง 4.23 จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัทีKปิดล้อมด้วยพาราโบลอยด์ 𝑧 = 𝑥A + 𝑦A − 2 และ 𝑧 = 6 − 𝑥A − 𝑦A 

 


