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4 สารบญั



บททีÉ 1

ความรู้พื Êนฐาน

การนบัจํานวนเป็นสิÉงทีÉอยู่คู่กบัมนษุยชาติมาช้านาน การพยายามทําความเข้าใจเกีÉยวกบัจํานวนของมนษุย์จงึเกิดขึ ÊนเพืÉอนําไปใช้ประโยชน์ใน
ด้านตา่ง ๆ จนเกิดเป็นการศกึษาสมบตัิของจํานวนเหลา่นั ÊนเรืÉอยมา อนัเป็นทีÉมาของสาขาหนึÉงทางคณิตศาสตร์ คือ “ทฤษฎีจํานวน” (number theory)
การมองเห็นวิวฒันาการของวิชาทฤษฎีจํานวนนบัเป็นพื Êนฐานความรู้เพืÉอให้รู้จกัวิชานี ÊซึÉงจะกลา่วถงึเป็นสว่นแรก ก่อนจะกลา่วถงึการพิสจูน์เบื Êองต้น
และสมบตัิจํานวนเตม็ เนืÉองจากในขอบขา่ยการศกึษาทฤษฎีจํานวน จะจํากดัเฉพาะจํานวนเตม็เทา่นั Êน และการเข้าใจสมบตัิทีÉเกีÉยวกบัจํานวนเตม็จะ
เป็นเครืÉองมือสําคญัในการพิสจูน์สมบตัิตา่ง ๆ ทีÉเกีÉยวข้องตอ่ไป

1.1 ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎีจาํนวน
ทฤษฎีจํานวน เป็นสาขาวิชาหนึÉงในคณิตศาสตร์ซึÉงศกึษาเกีÉยวกบัสมบตัิของจํานวนโดยเน้นทีÉสมบตัิของจํานวนเตม็และจํานวนนบั (ณรงค์ ปั Êน

นิÉม และ นิตติยา ปภาพจน์. 2552. หน้า1) เนืÉองจากจํานวนนบัเป็นจํานวนชนิดแรก ๆ ทีÉมนษุย์รู้จกั จงึไมน่่าแปลกใจทีÉมนษุย์สนใจศกึษาจํานวนเหลา่
นี Êในแง่มมุตา่ง ๆ อยา่งกว้างขวาง และมีผู้ ยกยอ่งไว้วา่ ”วิชาทฤษฎีจํานวนเปรียบเสมือนราชินี แหง่คณิตศาสตร์ (Number theory is the queen of
mathematics)” ตามคํากลา่วของนกัคณิตศาสตร์ผู้ มีชืÉอเสียงนามวา่ คาร์ล ฟรีดริช เกาส์ (Carl Fridrich Gauss 1777-1855)

ทฤษฎีจํานวนมีความเก่าแก่ย้อนกลบัไปกวา่ 2,500 ปีซึÉงนบัวา่เป็นศาสตร์ทีÉมีความเก่าแก่ทีÉสดุก็วา่ได้ ผู้บกุเบิกวิชานี Êคือ พีทาโกรัส (Pythagoras
569-500 ปีก่อนคริสต์ศกัราช) โดยเขาพยายามอธิบายจกัรวาลและสรรพสิÉงรอบตวัวา่คือจํานวน จนก่อกําเนิดเป็นสํานกัคิดอนัรวบรวมผู้คนทีÉเชืÉอ
เหมือนพีทาโกรัสไว้ด้วยกนั โดยมีปรัชญาสําคญัวา่ ”ทกุสิÉงทกุอยา่งคือจํานวน” จากการรวมเป็นสํานกัคิดนี Êเองทําให้ค้นพบสมบตัิพิเศษเกีÉยวกบั
จํานวนมากมาย เช่น จาํนวนมติรภาพ (amicable numbers) ซึÉงผลบวกของตวัหารแท้ของจํานวนหนึÉงจะมีคา่เทา่กบัอีกจํานวนหนึÉงทีÉเป็นคู่กนั ใน
สมยัของพีทาโกรัสพบจํานวนมิตรภาพคูแ่รกคือ 284 และ 220
ตวัหารแท้ของ 284 คือ 1, 2, 4, 71 และ 142 จะได้วา่

ตวัหารแท้ของ 220 คือ 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 และ 110 จะได้วา่

การบกุเบิกเรืÉองจํานวนมิตรภาพข้างต้นเป็นฐานให้เกิดการค้นพบจํานวนมิตรภาพอืÉน ๆ อีกมากมายตามมา ดงัตวัอยา่งตามตารางตอ่ไปนี Ê

ปีทีÉค้นพบ ผู้ ค้นพบ จํานวนมิตรภาพ
ค.ศ. 1636 Pierre De Fermat (1601-1665) 17,296 และ 18,416
ค.ศ. 1686 Rene Descartes (1596-1650) 9,363,584 และ 9,437,056
ค.ศ. 1830 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 2,172,649,216 และ 8,520,191
ค.ศ. 1866 Nicolo Paganini ชาวอิตาลีอายุ 16 ปี 1,184 และ 1,210

ตารางทีÉ 1 แสดงตวัอยา่งจํานวนมิตรภาพและผู้ ค้นพบ
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2 บททีÉ 1. ความรู้พืÊนฐาน

กระทัÉง ในปัจจบุนัคอมพิวเตอร์สามารถคํานวณจํานวนมิตรภาพได้มากกวา่ 1,000 ล้านคู่ (เมษายน ค.ศ.2016) ซึÉง เห็นได้ชดัวา่รากฐานของการ
คํานวณจํานวนดงักลา่วนี Êมีมากกวา่สองพนัปีแล้ว

จาํนวนสมบรูณ์ (perfect number) ถกูค้นพบในยคุของพีทาโกรัสเป็นจํานวนทีÉมีความมหศัจรรย์อีกจํานวน เหตทีุÉเรียกเชน่นี Ê เพราะเป็นจํานวน
ทีÉเทา่กบัผลบวกของตวัหารแท้ของจํานวนนั Êน เช่น 6 มีตวัหารแท้ คือ 1 2 และ 3 ผลบวกเทา่กบั 6 ก่อนทีÉจะเกิดการค้นพบจํานวนสมบรูณ์อีกสอง
จํานวนตอ่มา คือ 28 และ 496 กระทัÉงในปี ค.ศ. 2016 ได้พบทั Êงหมด 49 จํานวน

ยคุสําคญัของการศกึษาทฤษฎีจํานวนสมยัตอ่มาเกิดขึ Êนราว 300 ปีก่อนคริสตกาล เมืÉอยคุลดิ แห่งอเลก็ซานเดรีย (Euclid of Alexandria
450-380 ปีก่อนคริสต์ศกัราช) ได้ตีพิมพ์หนงัสืออิลิเมนต์ จํานวน 13 เลม่ โดยมีหนงัสือ 3 เลม่ในชดุนั Êนกลา่วถงึเรืÉองราวเกีÉยวกบัทฤษฎีจํานวน ได้แก่
จํานวนคู่ จํานวนคีÉ และจํานวนเฉพาะ ขั Êนตอนวิธีแบบยคุลดิ ตวัหารร่วมมาก ตวัคณูรวมน้อย และทฤษฎีบททีÉวา่จํานวนเฉพาะมีจํานวนเป็นอนนัต์

สมยักรีกยงัมีนกัคณิตศาสตร์อีกคนทีÉสําคญัคือ ดีโอฟานโตสแห่งอเลก็ซานเดรีย (Diophantus of Alexandria) ซึÉงมีชีวิตอยู่ในชว่ง 250 ปีก่อน
คริสตกาล ได้ตีพิมพ์หนงัสือ 13 เลม่ เนื Êอหาในหนงัสือชดุนี Êได้เรียบเรียงวิธีการแก้สมการทางพีชคณิตและปัญหาตา่ง ๆ ผลงานสําคญัของดีโอฟานโตส
คือ สมการทีÉมีคําตอบเป็นจํานวนเตม็เรียกวา่ สมการไดโอแฟนไทน์ (Diophantine equation) ตวัอยา่งเชน่สมการพีทาโกรัส x2 + y2 = z2

อนักลายเป็นรากฐานของการศกึษาทฤษฎีจํานวนในปัจจบุนั
แม้การศกึษาทฤษฎีจํานวนจะมีมาตั Êงแต่สมยักรีก หากการสิ Êนสดุอารยธรรมกรีกโรมนัตอ่ด้วยการเข้าสู่ยคุกลางของยโุรปทําให้เกิดการชะงกั

งนัทางการศกึษาดงักลา่ว เนืÉองจากองค์ความรู้จาก คริสตศาสนาได้กลายเป็นศนูย์กลางในการอธิบายสรรพสิÉงรอบตวัแทน จนกระทัÉงเข้าสู่ยคุฟืÊนฟู
ศิลปวิทยาการ (Renaissance) ราวคริสตศตวรรษทีÉ 14-17 ได้มีการฟืÊนฟูวิทยาการสมยักรีกโรมนัขึ Êนมาอีกครั Êง ชว่งเวลานี ÊเองทีÉเป็นจดุเริÉมต้นของ
ทฤษฎีจํานวนสมยัปัจจบุนั เริÉมโดยนกัคณิตศาสตร์ชาวฝรัÉงเศสชืÉอวา่ ปิแยร์ เดอ แฟร์มาต์ (Pierre de Fermat 1601-1665) เขาได้ทําการศกึษางาน
ของดีโอฟานโตสและเป็นคนทีÉได้พบสมบตัิของจํานวนเตม็อีกมากมาย โดยเฉพาะการคาดการณ์วา่สมการ xn + yn = zn ไมมี่คําตอบเป็น
จํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ 2 แม้ขณะนั Êนเขาสามารถพิสจูน์ได้เพียงกรณีทีÉ n = 3 เทา่นั Êน หากตอ่มานกัคณิตศาสตร์
รุ่นหลงัได้พยายามพิสจูน์ตอ่จนสําเร็จ และตั ÊงชืÉอวา่ “ทฤษฎีบทสดุท้ายของแฟร์มาต์” เพืÉอเป็นเกียรติพร้อมยกยอ่ง แฟร์มาต์วา่เป็นบิดาของทฤษฎี
จํานวนสมยัใหม่

ทฤษฎีจํานวนของแฟร์มาต์ได้สง่อิทธิพลตอ่นกัทฤษฎีจํานวนคนสําคญัอีกคน คือ เกาส์ ซึÉงได้ตีพิมพ์หนงัสือ Disquistiones Arithmeticae ในปี
1801 เนื ÊอหาเกีÉยวกบัการพิสจูน์อยา่งเป็นระบบ ก่อนพฒันาตอ่มาเป็นสมบตัิของจํานวนเฉพาะอนัเป็นการวางรากฐานเกีÉยวกบัทฤษฎีจํานวนไว้อยา่ง
มัÉนคง

จากการศกึษาวิชาทฤษฎีจํานวนหลายพนัปีเห็นได้วา่ มีหวัข้อเกีÉยวกบัจํานวนให้ขบคิดมากมาย หวัข้อในการศกึษาบางประการต้องใช้เวลา
นานกวา่จะได้รับการแก้ไข บางครั Êงต้องผา่นการพิสจูน์ซํ Êาแล้วซํ Êาเลา่ หากพิจารณาวา่ประเดน็ใดเป็นสิÉงทีÉนกัคณิตศาสตร์ให้ความสนใจอยา่งยิÉงคง
ไม่พ้นเรืÉองจํานวนเฉพาะ เหตผุลประการแรก คือการตรวจสอบวา่จํานวนใดเป็นจํานวนเฉพาะไมใ่ช่เรืÉองงา่ยดายนกั ถ้าจํานวนนั Êนเป็นจํานวนขนาด
ใหญ่ เชน่ 10,006,721 แต่ปัญหานี Êในปัจจบุนัเราสามารถตรวจสอบโดยใช้คอมพิวเตอร์พบวา่ 10,006,721 เป็นจํานวนเฉพาะตวัทีÉ 664,999 เหตผุล
อีกประการหนึÉง คือมีสตูรทัÉวไปในการหาจํานวนเฉพาะตวัทีÉ n หรือไม่ ทั Êงหมดนี Êเป็นเพียงจดุสนใจสว่นหนึÉงในวิชาทฤษฎีจํานวนเทา่นั Êน ยงัมีสิÉงทีÉน่า
สนใจอีกมากมายและยงัคงมีปัญหาทีÉยงัไม่สามารถหาคําตอบได้ (unsolved problem) ให้ได้ขบคิด สิÉงนี Êเป็นความท้าท้ายและอาจก่อให้เกิดองค์
ความรู้ใหม่ ๆ ตามมาได้

ตัวอย่าง 1.1.1 จงตรวจสอบวา่คา่ของ n2 + n+ 41 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไมส่ําหรับทกุ ๆ จํานวนนบั n
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1.2 การพสูิจน์เบื Êองต้น
ในหวัข้อนี Êเราจะกลา่วถงึพื Êนฐานทางตรรกศาสตร์และระเบียบวิธีการพิสจูน์เบื Êองต้นเพืÉอนําไปใช้เป็นเครืÉองมือในการศกึษาทฤษฎีจํานวนในบท

ตอ่ ๆ ไป เริÉมต้นด้วยประโยคหรือข้อความทีÉน่าสนใจทางคณิตศาสตร์เป็นข้อความทีÉเราตดัสนิใจได้วา่ ต้องเป็นจริงหรือเป็นเท็จอยา่งใดอยา่งหนึÉง
เทา่นั Êน จะเป็นทั Êงสองอยา่งไม่ได้ กลา่วคือถ้าข้อความใดไม่เป็นจริงแล้วข้อความนั Êนต้องเป็นเท็จ ในนยักลบักนั ถ้าข้อความใดไม่เป็นเท็จแล้วข้อความ
นั Êนต้องเป็นจริง (พฒันี อดุมกะวานิช. 2559. หน้า 2) เรียกข้อความหรือประโยคเหลา่นั Êนวา่ ประพจน์ (proposition) และมีตวัเชืÉอมประพจน์ 4 ชนิด
คือ

1. และ เขียนแทนด้วย ∧

2. หรือ เขียนแทนด้วย ∨

3. ถ้า...แล้ว เขียนแทนด้วย →

4. ก็ตอ่เมืÉอ เขียนแทนด้วย ↔

สรุปคา่ความจริงในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนี Ê เมืÉอ p และ q เป็นประพจน์ และ T แทนคา่ความจริงเป็นจริง F แทนคา่ความจริงเป็นเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

ตารางทีÉ 2 แสดงคา่ความจริงของประพจน์ทีÉถกูเชืÉอมทั Êง 4 แบบ

ตอ่ไปจะกลา่วถงึ นิเสธของประพจน์ (negation of proposition) หมายถงึประพจน์ทีÉมีคา่ความจริงตรงข้ามกบัประพจน์นั Êน ให้p เป็นประพจน์
แล้วนิเสธของประพจน์ของ p เขียนแทนด้วย∼ p แสดงคา่ความจริงได้ดงัตารางตอ่ไปนี Ê

p ∼ p

T F
F T

ตารางทีÉ 3 แสดงคา่ความจริงของ∼ p

สองประพจน์มีความหมายเดียวกนัในทางตรรกศาสตร์จะเรียกวา่ สมมูลกันเชิงตรรกศาสตร์ (logically equivalent) หรือกลา่วคือ ประพจน์
p สมมูล (equivalence) กบั q เขียนแทนด้วย p ≡ q ก็ตอ่เมืÉอประพจน์ทั Êงสองมีคา่ความจริงตรงกนัทกุกรณี ตวัอยา่งเชน่ p ↔ q ≡ (p →
q) ∧ (q → p) และ p → q ≡∼ q →∼ p เรียกวา่กฎแย้งสลับทีÉ (contrapositive law)

ประพจน์ ทีÉ มี รูปแบบทีÉ มี คา่ความจริง เป็นจริง เสมอ เรียกวา่ สัจ นิ รันดร์ (tautology) และ เรียก นิเสธของสจั นิ รันดร์ วา่ ข้อความขัดแย้ง
(contradiction) ตวัอยา่งเชน่∼ p ∨ p และ p → p ∨ q เป็นสจันิรันดร์ และ∼ p ∧ p เป็นข้อความขดัแย้ง

ในหวัข้อนี Êผู้ เขียนจะมีการนําเสนอวิธีการพิสจูน์ไว้ทั Êงหมด 6 วิธี ประกอบไปด้วย

1. การพิสจูน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข

2. การพิสจูน์โดยการแจกแจงกรณี

3. การพิสจูน์ข้อความแบบผนักลบัได้

4. การพิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง

5. การพิสจูน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อยา่งเดียว

6. การพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
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1. การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข

การพิสจูน์ข้อความทีÉอยู่ในรูปแบบมีเงืÉอนไข p → q เรียกวิธีการพิสจูน์แบบนี Êวา่ การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงืÉอนไข (proof of conditional
statements) เราต้องการแสดงวา่ข้อความ p → q เป็นจริงทกุ ๆ กรณีหรือเป็นสจันิรันดร์ นัÉนคือแสดงวา่ถ้า p เป็นจริง แล้ว q เป็นจริงเสมอ เขียน
เป็นโครงพิสจูน์ได้ดงันี Ê

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน q เป็นจริง (ข้อสรุป) □

เราจะเรียกวิธีนี Êวา่การพสูิจน์โดยวธีิตรง (direct proof) นิยมใช้เครืÉองหมาย□ วางไว้บรรทดัสดุท้ายเพืÉอบอกวา่จบการพิสจูน์ ในสว่นทีÉวา่งเว้นไว้
คือสว่นทีÉจะเติมรายละเอียดให้สมบรูณ์อาจจะได้จากนิยาม ทฤษฎีบททีÉพิสจูน์มาก่อนหน้า หรือสจัพจน์ เพืÉอให้นําไปสูข้่อสรุปอยา่งเป็นเหตเุป็นผลกนั
เมืÉอพิสจูน์โดยวิธีตรงไม่ได้เราจะใช้สมมลูทีÉวา่ p → q ≡∼ q →∼ p เราเรียกวา่ การพสูิจน์โดยวธีิการแย้งสลับทีÉ (contrapositive proof)
มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ ∼ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน ∼ p เป็นจริง □

ก่อนจะให้ตวัอยา่งการพิสจูน์เราจะให้บทนิยามทีÉต้องใช้การพิสจูน์ก่อนคือ

บทนิยาม 1.2.1 จาํนวนคู่ (even number) คือจํานวนเตม็ทีÉหารด้วยสองลงตวั หรือเราจะกลา่ววา่ a เป็นจํานวนคูถ้่ามีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k

และจาํนวนคีÉ (odd number) คือจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ชจํ่านวนคู่ หรือเราจะกลา่ววา่ a เป็นจํานวนคีÉถ้ามีจํานวนเตม็ k ซึÉง a = 2k + 1

ตัวอย่าง 1.2.2 จงพิสจูน์วา่ ” ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู่ ”
แนวคดิ เขียนเป็นสญัลกัษณ์จะได้เป็น

∀n ∈ Z, n เป็นจํานวนคู่ → n2 เป็นจํานวนคู่

มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ n เป็นจํานวนคู่
...

ดงันั Êน n2 เป็นจํานวนคู่ □

บทพสูิจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n เป็นจํานวนคู่

ดงันั Êน n2 เป็นจํานวนคู่
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ตัวอย่าง 1.2.3 จงพิสจูน์วา่ ” ถ้า n2 เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู่ ”
แนวคดิ เขียนเป็นสญัลกัษณ์จะได้เป็น

∀n ∈ Z, n2 เป็นจํานวนคู่ → n เป็นจํานวนคู่

เราจะพิสจูน์โดยวิธีแย้งสลบัทีÉ ดงันั Êนเราจะทําการพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

∀n ∈ Z, n เป็นจํานวนคีÉ → n2 เป็นจํานวนคีÉ

บทพสูิจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ สมมติวา่ n เป็นจํานวนคีÉ

ดงันั Êน n2 เป็นจํานวนคีÉ

2. การพสูิจน์โดยการแจกแจงกรณี

การพิสจูน์ข้อความในรูปแบบ (p ∨ q) → r เนืÉองจาก

(p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ต้องพิสจูน์วา่ทั Êง 2 กรณีเป็นจริงคือ

กรณีทีÉ 1 p → r

สมมติ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง

กรณีทีÉ 2 q → r

สมมติ q เป็นจริง
...

ดงันั Êน r เป็นจริง □

เราเรียกวา่การพสูิจน์โดยแจกแจงกรณี (proof by cases)

ตัวอย่าง 1.2.4 จงพิสจูน์วา่ ”ถ้า a เป็นจํานวนเตม็ แล้ว a2 + a เป็นจํานวนคู”่
แนวคดิ เขียนข้อความในรูปสญัลกัษณ์คือ

∀a ∈ Z, (a เป็นจํานวนคู่ ∨ a เป็นจํานวนคีÉ ) → a2 + a เป็นจํานวนคู่
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บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใด ๆ
กรณีทีÉ 1 สมมติวา่ a เป็นจํานวนคู่

กรณีทีÉ 2 สมมติวา่ a เป็นจํานวนคีÉ

จากทั Êงสองกรณีสรุปได้วา่ a2 + a เป็นจํานวนคู่

3. การพสูิจน์ข้อความแบบผันกลับได้

ในตวัอยา่ง 1.2.2 ได้พิสจูน์วา่ ”ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู”่ ในตวัอยา่ง 1.2.2 เมืÉอ n เป็นจํานวนคู่ จะนําไปสู่ข้อสรุป n2 เป็น
จํานวนคู่ เมืÉอตั Êงคําถามตอ่ไปวา่ในทางกลบักนั ข้อความนี Êจะเป็นจริงหรือไม่ นัÉนคือต้องพิสจูน์วา่ ”ถ้า n2 เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู”่ ซึÉงได้
พิสจูน์ไว้แล้วในตวัอยา่ง 1.2.3 ทําให้ได้วา่ผลสามารถสรุปเหตไุด้ด้วย อนัหมายถงึการพิสจูน์วา่

”n เป็นจํานวนคู่ กต่็อเมืÉอ n2 เป็นจํานวนคู”่

นัÉนคือการพิสจูน์ในรูปแบบ p ↔ q ซึÉงทํา 2 ขั Êนตอนดงันี Ê

1. p → q เรียกวา่ขั Êน sufficient part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉเพียงพอสําหรับ q)

2. q → p เรียกวา่ขั Êน necessary part (p เป็นเงืÉอนไขทีÉจําเป็นสําหรับ q)

เรียกวา่ การพสูิจน์ข้อความแบบผันกลับได้ (proof of biconditional statements)

ตัวอย่าง 1.2.5 จงพิสจูน์ ”จํานวนเตม็ a ใด ๆ a เป็นจํานวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ a+ 3 เป็นจํานวนคู”่

บทพสูิจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็
ขั ÊนตอนทีÉ 1 สมมติ a เป็นจํานวนคีÉ

ดงันั Êน a+ 3 เป็นจํานวนเตม็คู่
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ขั ÊนตอนทีÉ 2 สมมติ a+ 3 เป็นจํานวนเตม็คู่

ดงันั Êน a เป็นจํานวนคีÉ

4. การพสูิจน์โดยวธีิขัดแย้ง

เมืÉอพิสจูน์โดยวิธีตา่ง ๆ ทีÉผา่นมาแล้วไม่สามารถทําได้ สามารถทําได้อีกทางหนึÉงคือ เมืÉอต้องการพิสจูน์ข้อความ p เป็นจริงโดยการสมมติวา่
∼ p เป็นจริง แล้วนําไปสู่ข้อความขดัแย้ง c การพิสจูน์แบบนี Êได้จากสจันิรันดร์ (∼ p → c) → p เรียกวิธีนี Êวา่ การพสูิจน์โดยวธีิขัดแย้ง
(proof by contradiction) มีโครงการพิสจูน์ดงันี Ê

สมมติ ∼ p เป็นจริง
...

ดงันั Êน เกิดข้อขดัแย้ง □

ตัวอย่าง 1.2.6 จงพิสจูน์ข้อความ ”ถ้า x, y เป็นจํานวนเตม็ แล้ว x2 − 4y ̸= 2” โดยวิธีขดัแย้ง

แนวคดิ ให้ p แทนข้อความ ∀x, y ∈ Z, x2 − 4y ̸= 2 สมมติวา่∼ p เป็นจริง นัÉนคือ

∃x, y ∈ Z, x2 − 4y = 2

บทพสูิจน์.

เกิดข้อขดัแย้ง ดงันั Êนข้อความทีÉพิสจูน์เป็นจริง
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5. การพสูิจน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อย่างเดียว

การพิสจูน์ข้อความ ∃!x ∈ U , p(x) อา่นวา่ มี x ในU เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนทีÉสอดคล้อง p(x) ข้อความนี Êสมมลูกบั

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดงันั Êนการพิสจูน์ ∃!x ∈ U , p(x) แบง่การพิสจูน์ออกเป็น 2 สว่นคือ

1. ขั ÊนทีÉ 1 มีอยา่งน้อยหนึÉงตวั (existence)
∃x ∈ U , p(x)

2. ขั ÊนทีÉ 2 มีเพียงตวัเดียว (uniqueness)
∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y

เรียกการพิสจูน์แบบนี Êวา่ การพสูิจน์ข้อความซึÉงเป็นไปได้อย่างเดียว (uniqueness proofs)

6. การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์

ตอ่ไปจะกลา่วถงึการพิสจูน์ข้อความทีÉมีเอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนนบัในรูปแบบ

∀n ∈ N, P (n)

เมืÉอP (n) แทนข้อความทีÉเกีÉยวข้องกบัจํานวนเตม็ การพิสจูน์ทําได้ 2 ขั Êนตอนดงันี Ê

1. ขั Êนฐาน (Basic step) : P (1) เป็นจริง

2. ขั Êนอุปนัย (Inductive step) : ถ้าP (k) เป็นจริง แล้วP (k + 1) เป็นจริง ทกุ ๆ k ∈ N

เรียกการพิสจูน์นี Êวา่ การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (proof by mathematical induction)

ตัวอย่าง 1.2.7 จงแสดงวา่ 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

บทพสูิจน์. ให้ n ∈ N และP (n) แทนข้อความ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

1. ขั Êนฐาน :

2. ขั Êนอุปนัย : ให้ k ∈ N สมมติP (k) เป็นจริง นัÉนคือ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

โดยสมมติฐาน จะได้วา่

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k + (k + 1) =

=

=
(k + 1)(k + 2)

2

ทําให้สรุปได้วา่P (k + 1) เป็นจริง

ดงันั Êน 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
ทกุจํานวนนบั n
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แบบฝึกหดั 1.2

1. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê

1.1 ถ้า x เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3x เป็นจํานวนคู่

1.2 ถ้าm และ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3n+ 5m เป็นจํานวนคู่

1.3 ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 7n2 + n+ 2 เป็นจํานวนคู่

1.4 ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n2 + n+ 1 เป็นจํานวนคีÉ

1.5 สําหรับจํานวนเตม็ a ใดๆ a เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมืÉอ a2 + 1 เป็นจํานวนคีÉ

1.6 สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ a เป็นจํานวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ a2 + 3 เป็นจํานวนคู่

1.7
√
3 เป็นจํานวนอตรรกยะ

1.8 ทกุ ๆ จํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนซึÉง x+ y = 5

1.9 ทกุ ๆ จํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นั ÊนซึÉง x+ y = 0

2. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

2.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.3 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.4 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n2 + n สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.5 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.6 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + ...+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.7 1 · 3 + 2 · 5 + 3 · 7 + · · ·+ (3n− 2) · (3n+ 1) = n(3n2 + 3n− 2) สําหรับทกุ ๆ n ∈ N

2.8 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สําหรับทกุจํานวนนบั n

2.9 ∀n ∈ N, 2n > n

2.10 ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1
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1.3 สมบตัจิาํนวนเตม็
ในหวัข้อนี Êเราจะกลา่วถงึระบบจํานวนเตม็ และศกึษาสมบตัิทีÉเกิดจากสจัพจน์ของจํานวนเตม็ เมืÉอZ แทนเซตจํานวนเตม็ ดงันั Êน

Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} และแสดงได้ดงัแผนภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

รูปทีÉ 1 แผนภาพแสดงจํานวนเตม็บนเส้นจํานวน

สัจพจน์จาํนวนเตม็ สมมติวา่มีเซตZ ซึÉงเรียกวา่ เซตของจาํนวนเตม็ และมีตวัดําเนินการ+ และ · ซึÉงเรียกวา่การบวก (addition) และการ
คูณ (multiplication) ตามลําดบั โดยมีสมบตัิดงันี Ê

(A1) สมบตัปิิด (closer laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะได้วา่ x+ y ∈ Z
สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะได้วา่ x · y ∈ Z

(A2) สมบตัสิลับทีÉ (commutative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะได้วา่ x+ y = y + x

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะได้วา่ x · y = y · x

(A3) สมบตักิารเปลีÉยนหมู่ (associative laws)
สําหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะได้วา่ (x+ y) + z = x+ (y + z)

สําหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะได้วา่ (x · y) · z = x · (y · z)

(A4) สมบตักิารมีเอกลักษณ์ (existence of identities)
สําหรับการบวก : มี 0 ∈ Z ซึÉง x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรียก 0 วา่เอกลกัษณ์การบวก (additive identity)
สําหรับการคณู : มี 1 ∈ Z ซึÉง x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรียก 1 วา่เอกลกัษณ์การคณู (multiplicative identity)

(A5) สมบตักิารมีตัวผกผัน (existence of inverse)
สําหรับการบวก : สําหรับ x ∈ Z จะมี−x ∈ Z ซึÉง x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรียก−x วา่ตวัผกผนัการบวกของ x

(A6) สมบตักิารแจกแจง (distributive laws)
สําหรับ x, y, z ∈ Z จะได้วา่

x · (y + z) = x · y + x · z และ (y + z) · x = y · x+ z · x

นิยมเขียน xy แทน x · y และ x− y แทน x+ (−y)

ข้อสังเกต 1.3.1 จาก A5 จะเห็นวา่ x เป็นตวัผกผนัการบวกของ−x ดงันั Êน x = −(−x)
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ทฤษฎีบท 1.3.2 ให้ a, b, c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

1. a(0) = 0

2. (−a)b = a(−b) = −(ab)

3. (−a)(−b) = ab

4. ถ้า a+ c = b+ c แล้ว a = b
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(A7) กฎไตรวภิาค (Trichotomy Law)
มีสบัเซตN ของZ คือN = {1, 2, 3, ...} ทีÉมีสมบตัิ

1. 0 /∈ N

2. ถ้า a, b ∈ N แล้ว a+ b ∈ N และ ab ∈ N

3. ถ้า x ∈ Z แล้ว x ∈ N หรือ x = 0 หรือ −x ∈ N

บทนิยาม 1.3.3 ให้ a, b ∈ Z เราจะกลา่ววา่

a มากกว่า (greater than) b เขียนแทนด้วย a > b ก็ตอ่เมืÉอ a− b ∈ N

a น้อยกว่า (less than) b เขียนแทนด้วย a < b ก็ตอ่เมืÉอ b > a

ทฤษฎีบท 1.3.4 ให้ a, b, c ∈ Z แล้ว

1. ถ้า a > b แล้ว a+ c > b+ c

2. ถ้า a > b และ b > c แล้ว a > c
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ทฤษฎีบท 1.3.5 ให้ a, b, c, x, y ∈ Z แล้ว

1. ถ้า a > b และ x > 0 แล้ว ax > bx

2. ถ้า a > b และ x < 0 แล้ว ax < bx

ทฤษฎีบท 1.3.6 สําหรับจํานวนเตม็ a, b ใด ๆ ถ้า ab = 0 แล้ว a = 0 หรือ b = 0

(A8) หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
ให้ S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะได้วา่ S มีสมาชิกตวัเลก็สดุ หรือ มีm ∈ S ซึÉง m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎีบท 1.3.7 หลักการของอาร์คีมีดีส (Archimedean Principle)
สําหรับจํานวนเตม็บวก a และ b ใด ๆ จะมีจํานวนเตม็บวก n ซึÉง na ≥ b
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แบบฝึกหดั 1.3

1. ให้ a, b, c, d ∈ Z จงพิสจูน์วา่

1.1 (a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d)

1.2 (a− b)− (c− d) = (a+ d)− (b+ c)

1.3 (a− b)(c− d) = (ac+ bd)− (ad+ bc)

1.4 a− b = c− d ก็ตอ่เมืÉอ a+ d = b+ c

1.5 (a− b)c = ac− bc

2. ให้ a, b, c, x, y ∈ Z จงพิสจูน์วา่

2.1 a < b ก็ตอ่เมืÉอ a+ c < b+ c

2.2 a− x < a− y ก็ตอ่เมืÉอ x > y

2.3 ถ้า a < 0 แล้ว ax > ay ก็ตอ่เมืÉอ x < y

2.4 ถ้า c > 0 และ ac < bc แล้ว a < b

2.5 a− b = c− d ก็ตอ่เมืÉอ a+ d = b+ c

2.6 ถ้า x+ x = 0 แล้ว x = 0

2.7 ถ้า a3 < b3 แล้ว a < b

3. จงพิสจูน์วา่ a3 = b3 แล้ว a = b

4. จงพิสจูน์วา่ a2 + b2 ≥ 2ab เมืÉอ a, b ∈ Z



บททีÉ 2

การหารลงตัว

2.1 ขั Êนตอนวธีิการหาร
ทฤษฎีบท 2.1.1 ขั Êนตอนวธีิการหาร (The Division Algorithm)
ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 แล้วมีจํานวนเตม็ q และ r เพียงคูเ่ดียวทีÉทําให้

b = aq + r โดยทีÉ 0 ≤ r < |a| (∗)

เรียก q วา่ผลหาร (quotient) และ r วา่เศษเหลือ (remainder)

15
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ตัวอย่าง 2.1.2 จงเขียนการหารตอ่ไปนี Êโดยใช้ขั Êนตอนการหาร

1. 11 หาร 111

2. 9 หาร −108

3. −12 หาร 1205

4. −5 หาร −183

ตัวอย่าง 2.1.3 จงเขียนรูปแบบทั Êงหมดของจํานวนเตม็ a เมืÉอกําหนดให้

1. 2 หาร a

2. 3 หาร a

3. 4 หาร a

4. 5 หาร a

ตัวอย่าง 2.1.4 จงแสดงวา่กาํลังสองของจํานวนเตม็ใด ๆ จะอยูใ่นรูป

3k หรือ 3k + 1

สําหรับบางจํานวนเตม็ k
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ตัวอย่าง 2.1.5 จงหาจํานวนนบัตั Êงแต่ 1 ถงึ 100 ทั ÊงหมดทีÉหารด้วย 6 เศษเหลือคือ 2 และเมืÉอหารด้วย 14 เศษเหลือคือ 10
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ทฤษฎีบท 2.1.6 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็โดยทีÉ a ̸= 0 ถ้า

a หาร b เศษเหลือเทา่กบั r

a หาร c เศษเหลือเทา่กบั s

แล้ว

(ก) เศษเหลือจากการหาร b+ c ด้วย a เทา่กบัเศษเหลือทีÉได้จากการหาร r + s ด้วย a

(ข) เศษเหลือจากการหาร bc ด้วย a เทา่กบัเศษเหลือทีÉได้จากการหาร rs ด้วย a

ตัวอย่าง 2.1.7 ให้m และ n เป็นจํานวนเตม็บวก ถ้า

5 หาร m เศษเหลือเทา่กบั 4

5 หาร n เศษเหลือเทา่กบั 2

แล้ว 5 หารจํานวนตอ่ไปนี Ê เศษเหลือเทา่ใด

1. m+ n 2. mn 3. 5m+ 3n 4. m− n
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ทฤษฎีบท 2.1.8 ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็โดยทีÉ a ̸= 0 และ n เป็นจํานวนนบั ถ้า a หาร b เศษเหลือเทา่กบั r แล้ว

เศษเหลือจากการหาร bn ด้วย a เทา่กบัเศษเหลือทีÉได้จากการหาร rn ด้วย a

ตัวอย่าง 2.1.9 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหารตอ่ไปนี Ê

1. 2 หาร 31999 + 52000 2. 3 หาร 2999 + 5898

ตัวอย่าง 2.1.10 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหารตอ่ไปนี Ê

1. 31 หาร 22018 2. 13 หาร 444444
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ตอ่ไปนี Êเป็นการประยกุต์การหาเศษเหลือ เพืÉอจะใช้ในการหาหลกัหน่วย (เลขท้าย) และหลกัสบิของเลขยกกําลงั เมืÉอพิจารณาหาร 1,025 ด้วย
10 เศษเหลือเทา่กบั 5 สงัเกตเห็นวา่เศษเหลือทีÉได้จากการหารจํานวนเตม็ด้วย 10 จะได้ตรงกบัหลกัหน่วยของจํานวนนั Êนเสมอ ทํานองเดียวกนัเมืÉอ
หาร 1,025 ด้วย 100 จะได้เศษเหลือเทา่กบั 25 ซงึเทา่กบัสองหลกัสดุท้ายของจํานวนนั Êน โดยอาศยัหลกัการดงักลา่วจงึสรุปได้วา่

1. หลกัหนว่ย (เลขท้าย) ของจํานวนเตม็บวก a คือเศษเหลือจากการหาร a ด้วย 10

2. สองหลกัสดุท้าย ของจํานวนเตม็บวก a คือเศษเหลือจากการหาร a ด้วย 100

ตัวอย่าง 2.1.11 จงหาหลกัหนว่ยของจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. 21000

2. 31999

3. 5666

4. 6888
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ตัวอย่าง 2.1.12 จงหาสองหลกัสดุท้ายของจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. 72558

2. 2100

3. 3150
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แบบฝึกหดั 2.1

1. มีจํานวนนบัตั Êงแต่ 1 ถงึ 100 รวมทั ÊงหมดกีÉจํานวนซึÉงเมืÉอหารด้วย 6 เศษเหลือคือ 2 และหารด้วย 14 เศษเหลือคือ 1

2. จงแสดงวา่กําลงัสีÉของจํานวนเตม็ใด ๆ จะอยูใ่นรูป 5k หรือ 5k + 1 สําหรับบางจํานวนเตม็ k

3. ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็บวก ถ้า

9 หาร a เศษเหลือเทา่กบั 3

9 หาร b เศษเหลือเทา่กบั 5

9 หาร c เศษเหลือเทา่กบั 7

แล้ว 9 หารจํานวนตอ่ไปนี Ê เศษเหลือเทา่ใด

3.1 a+ b+ c

3.2 a(b+ c)

3.3 abc

3.4 3a2 + 2b2

3.5 2a+ 5(b+ c)

3.6 ab+ ac

3.7 (a+ b− c)3

3.8 5a+ b+ 3c

4. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร

4.1 2 หาร 25492013

4.2 3 หาร 5555

4.3 2 หาร 32548 + 51001

4.4 3 หาร 7289855

4.5 7 หาร 34444344

4.6 11 หาร 999999

5. จงหาหลกัหนว่ยของจํานวนตอ่ไปนี Ê

5.1 22013

5.2 25492013

5.3 32548 + 51001

5.4 1132002

5.5 88887777

5.6 1234567898765

6. จงหาสองหลกัสดุท้ายของจํานวนตอ่ไปนี Ê

6.1 255 6.2 3500 6.3 6666
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2.2 การหารลงตัว
การหารจํานวนเตม็ด้วยจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ ในกรณีทีÉเศษเหลือมีคา่เทา่กบัศนูย์จะเรียกวา่ การหารลงตัว (divisibility) เขียนเป็นนิยามได้

ดงัตอ่ไปนี Ê

บทนิยาม 2.2.1 ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 จะกลา่ววา่ a หาร b ลงตัว แทนด้วยสญัลกัษณ์ a | b นิยามโดย

a | b ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ c ทีÉทําให้ b = ac

เรียก a วา่ตัวหาร (divisor) หรือ ตัวประกอบ (factor) ของ b หรือเรียก b วา่เป็นพหุคูณ (multiple) ของ a ถ้า a หาร b ไม่ลงตัว เขียนแทนด้วย
a ∤ b

ข้อสังเกต 2.2.2 สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ

1. 1 | a 2. a | 0 เมืÉอ a ̸= 0 3. a | a เมืÉอ a ̸= 0

เนืÉองจาก a = 1(a), 0 = 0(a) และ a = 1(a)

ตัวอย่าง 2.2.3 จงให้เหตผุลเกีÉยวกบัการหารตอ่ไปนี Êตามนิยามการหารลงตวั

1. 13 | 182 เพราะวา่

2. −5 | 30 เพราะวา่

3. 15 | (−225) เพราะวา่

4. −12 | (−108) เพราะวา่

5. 7 ∤ 17 เพราะวา่

ตัวอย่าง 2.2.4 ให้ k เป็นจํานวนเตม็ซึÉง

d | (24k + 29) และ d | (3k + 2)

จงหาจํานวนเตม็บวก d ซึÉงมากกวา่ 1
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ตัวอย่าง 2.2.5 ถ้า d เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉมากกวา่ 1 และจํานวน 3456, 2561 และ 1308 หารด้วย d มีเศษเหลือเทา่กนัคือ r แล้ว d + r

เทา่กบัเทา่ใด

โดยขั Êนตอนวิธีการหาร ทําให้สามารถจําแนกจํานวนเตม็ออกเป็นกลุม่ ๆ ตามเศษเหลือทีÉได้จากการหารด้วยจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ a ตวัอยา่ง
เชน่ a = 2 เศษเหลือทีÉได้จากการหารจํานวนเตม็ a ด้วย 2 มีสองแบบคือ r = 0 และ r = 1 ดงันั Êนจํานวนเตม็ใด ๆ จะอยู่ในรูป 2q เรียก
วา่จาํนวนคู่ และ 2q + 1 เรียกวา่จาํนวนคีÉ สําหรับบางจํานวนเตม็ q เมืÉอ a = 3 เศษเหลือทีÉได้จากการหารจํานวนเตม็ด้วย 3 มีสองแบบคือ
r = 0, r = 1 และ r = 2 ทําให้ได้วา่จํานวนเตม็ใด ๆ จะอยูใ่นรูป 3q, 3q + 1 และ 3q + 2 สําหรับบางจํานวนเตม็ q

กลา่วได้วา่ขั Êนตอนวิธีการหารมีประโยชน์ในการพิสจูน์หรือแก้ปัญหาในระบบจํานวนเตม็ โดยแบง่กรณีตามเศษเหลือทีÉได้จากการหารด้วย a ได้
a กรณี นัÉนคือจํานวนเตม็ใด ๆ จะอยูใ่นรูปดั Êงนี Ê

aq, aq + 1, aq + 2, ..., aq + (a− 1)

เมืÉอเลือก a ทีÉเหมาะสมกบัปัญหาทีÉสนใจจะทําให้แก้ปัญหาได้สะดวกยิÉงขึ Êน

ตัวอย่าง 2.2.6 จงแสดงวา่ 3 | (a3 − a) เมืÉอ a เป็นจํานวนเตม็
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึสมบตัิตา่ง ๆ ของการหารลงตวั ซึÉงผลทีÉได้จะนําไปใช้พิสจูน์ทฤษฎีบทตา่ง ๆ และแก้ปัญหาเกีÉยวกบัจํานวนเตม็ในบทตอ่ ๆ ไป

ทฤษฎีบท 2.2.7 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

1. ถ้า a | b และ b ̸= 0 แล้ว |a| ≤ |b|

2. ถ้า a | b และ b | a แล้ว a = ±b

3. ถ้า a | b และ b | c แล้ว a | c

ทฤษฎีบท 2.2.8 ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

1. ถ้า a | b และ c | d แล้ว ac | bd

2. ถ้า a | b แล้ว an | bn ทกุ ๆ จํานวนนบั n
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ทฤษฎีบท 2.2.9 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

1. ถ้า a | b แล้ว a | bx ทกุ ๆ จํานวนเตม็ x

2. ถ้า a | b แล้ว a | bn ทกุ ๆ จํานวนนบั n

ทฤษฎีบท 2.2.10 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

1. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (b+ c)

2. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | bc

3. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จํานวนเตม็ x และ y
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ตัวอย่าง 2.2.11 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Ê ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน

1. ถ้า a | (b+ c) แล้ว a | b หรือ a | c

2. ถ้า a | bc แล้ว a | b หรือ a | c

3. ถ้า a | c และ b | c แล้ว ab | c

4. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a2 | bc

5. ถ้า a | b2 แล้ว a | b
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ทฤษฎีบท 2.2.12 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็

ถ้า a | (b+ c) และ a | b แล้ว a | c

ตัวอย่าง 2.2.13 จงหาจํานวนเตม็บวก a ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข

1. a | (a+ 10)

2. a | (a2 − a+ 20)

3. (a+ 1) | (a2 + 1)

4. (a− 1) | (a+ 1)3
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ตัวอย่าง 2.2.14 ให้ abcd เป็นเลขฐานสบิทีÉมีสีÉหลกั จงแสดงวา่

3 | abcd ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (a+ b+ c+ d)

ตัวอย่าง 2.2.15 ให้ abcd เป็นเลขฐานสบิทีÉมีสีÉหลกั จงแสดงวา่

4 | abcd ก็ตอ่เมืÉอ 4 | cd
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ตัวอย่าง 2.2.16 ให้ abcd เป็นเลขฐานสบิทีÉมีสีÉหลกั จงแสดงวา่

7 | abcd ก็ตอ่เมืÉอ 7 | (abc− 2d)

ตัวอย่าง 2.2.17 ให้ abcd เป็นเลขฐานสบิทีÉมีสีÉหลกั จงแสดงวา่

9 | abcd ก็ตอ่เมืÉอ 9 | (a+ b+ c+ d)



2.2. การหารลงตวั 31

จากตวัอยา่งข้างต้นทําให้ขยายแนวคิดเพืÉอตรวจสอบการหารลงตวัของจํานวนในระบบฐานสบิได้ดงันี Ê
ให้ a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} (เลขโดด) และ a1a2...an เป็นเลขฐานสบิ n หลกั โดยทีÉ a1 ̸= 0

1. 2 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 2 | an

2. 3 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 3 |(a1 + a2 + ...+ an)

3. 4 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 4 | an−1an

4. 5 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 5 | an

5. 6 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (a1 + a2 + ...+ an) และ 2 | an

6. 7 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 7 | (a1a2...an−1 − 2an)

7. 8 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 8 | an−2an−1an

8. 9 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 9 | (a1 + a2 + ...+ an)

9. 10 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 10 | an

10. 11 | a1a2...an ก็ตอ่เมืÉอ 11 | (an − an−1 + an−2 − an−3 + ...± a1)
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ตัวอย่าง 2.2.18 จงตรวจสอบการหารลงตวัของจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. จํานวนตอ่ไปนี Êหารด้วย 3 ลงตวั หรือไม่

1.1 1, 236

1.2 22, 481

1.3 7, 773, 339

2. จํานวนตอ่ไปนี Êหารด้วย 4 ลงตวั หรือไม่

2.1 1, 236

2.2 57, 230

2.3 88, 032, 332

3. จํานวนตอ่ไปนี Êหารด้วย 7 ลงตวั หรือไม่

3.1 9, 248

3.2 21, 482
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4. จํานวนตอ่ไปนี Êหารด้วย 9 ลงตวั หรือไม่

4.1 1, 233

4.2 31, 482

4.3 210, 135

5. จํานวนตอ่ไปนี Êหารด้วย 11 ลงตวั หรือไม่

5.1 1, 034

5.2 100, 236

5.3 2, 347, 896, 701



34 บททีÉ 2. การหารลงตวั

ตัวอย่าง 2.2.19 กําหนดให้ a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} และ 1a5, 6b9 เป็นจํานวนสามหลกั ถ้า 6b9− 1a5 = 454 และ 6b9

หารด้วย 9 ลงตวั แล้ว a+ b เทา่กบัเทา่ใด
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ตัวอย่าง 2.2.20 ถ้า a, b, c และ d เป็นเลขโดดทีÉแตกตา่งกนัทีÉทําให้จํานวนเตม็ 4 หลกั dcba เทา่กบั 9 เทา่ของ abcd แล้ว b มีคา่เทา่กบั
เทา่ใด
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ตัวอย่าง 2.2.21 มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นํามาจดัเรียงสร้างจํานวน 4 หลกัโดยทีÉแตล่ะหลกัไม่ซํ Êากนัจะมีจํานวน 4 หลกัทั ÊงหมดกีÉจํานวนทีÉหาร
ด้วย 44 ลงตวั
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แบบฝึกหดั 2.2

1. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้ขั Êนตอนวิธีการหาร

1.1 3 | a(2a2 + 7) สําหรับจํานวนเตม็ a

1.2 3 | a(a2 + 2) เมืÉอ a เป็นจํานวนเตม็

1.3 4 | (n2 − 1) สําหรับจํานวนเตม็คีÉ n

1.4 6 | n(n+ 1)(n+ 2) สําหรับจํานวนเตม็ n

1.5 6 | n(n+ 1)(2n+ 1) สําหรับจํานวนเตม็ n

2. กําหนดให้ a, b, c, d เป็นจํานวนเตม็ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Ê ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน

2.1 ถ้า a | b2 แล้ว a | b

2.2 ถ้า a2 | b3 แล้ว a | b

2.3 ถ้า a | b แล้ว ac | bc เมืÉอ c ̸= 0

2.4 ถ้า a | b และ a | c แล้ว a2 | bc

2.5 ถ้า a | b และ c | d แล้ว (a+ c) | (b+ d)

2.6 ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (b2 − c2)

3. จงหาจํานวนเตม็บวก a ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

3.1 a | 6252

3.2 (a− 1) | (2a+ 11)

3.3 a | (a+ 6)2

3.4 (2a+ 1) | (2a− 1)3

3.5 (a− 1) | (a+ 1)3

3.6 (a− 3) | (a3 − 3)

4. กําหนดให้ a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} จงหาคูอ่นัดบั (a, b) ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

4.1 2 | a23b

4.2 3 | 1a23b1

4.3 3 | a791b112

4.4 4 | 45a13ab

4.5 5 | 999a7b

4.6 6 | a27635b

4.7 8 | 45ab32ab

4.8 9 | 1234a5b6

4.9 9 | 369a785b

4.10 9 | ab125481

4.11 11 | 1a23571b

4.12 11 | a4557798b

5. จํานวนเตม็บวก n ทีÉมีคา่น้อยสดุซึÉงทําให้ 45 | (n · 22547 + 72547) มีคา่เทา่ใด
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2.3 การพสูิจน์การหารลงตัวโดยใช้หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์
เมืÉอต้องการพิสจูน์ข้อความ 3 | (5n − 2n) สําหรับ n ∈ N จะเห็นได้วา่ 5n − 2n อยู่ในรูปเลขยกกําลงั ถ้าจะใช้ขั Êนตอนวิธีการหาร

แบง่ n ออกเป็นกรณีตามเศษเหลือจะไม่สามารถพิสจูน์ข้อความนี Êได้ อีกทางหนึÉงทีÉทําได้คือใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์พิสจูน์ข้อความดงักลา่วได้
ซึÉงทําได้ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê

ตัวอย่าง 2.3.1 จงแสดงวา่ 3 | (5n − 2n) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก

ตัวอย่าง 2.3.2 จงแสดงวา่ 5 | (33n+1 + 2n+1) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก
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แบบฝึกหดั 2.3

จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
1. 12 | (n4 − n2) สําหรับจํานวนนบั n

2. 5 | (n5 − n) สําหรับจํานวนนบั n

3. 3 | (5n − 2n) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก

4. 5 | (33n+1 + 2n+1) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก

5. 8 | (52n + 7) เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก

6. 5 | (22n−1 + 32n−1) สําหรับจํานวนนบั n

7. 7 | (32n+1 + 2n+2) สําหรับจํานวนนบั n

8. 7 | (23n + 6) สําหรับจํานวนนบั n

9. 8 | (7 · 32n − 7) สําหรับจํานวนนบั n

10. 11 | (8 · 102n + 6 · 102n−1 + 9) สําหรับ n ∈ N

11. 15 | (24n − 1) สําหรับจํานวนนบั n

12. 21 | (4n+1 + 52n−1) สําหรับจํานวนนบั n
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บททีÉ 3

ตัวหารร่วมมาก

แม้เรืÉองตวัหารร่วมมาก (ห.ร.ม.) และตวัคณูร่วมน้อย (ค.ร.น.) เป็นเรืÉองทีÉมีการเรียนมาตั Êงแต่ระดบัชั Êนประถมศกึษา อีกทั Êงยงัมีโจทย์ประยกุต์
มากมายทีÉหลายคนคงได้พบ แต่ในบทนี Êจะศกึษาในแง่บทนิยามและทฤษฎีบททีÉสําคญั ซึÉงจะนําไปประยกุต์ใช้ในการแก้ปัญหาเกีÉยวกบัจํานวนเตม็
อนัเป็นพื Êนฐานในการศกึษาคณิตศาสตร์ในระดบัสงูตอ่ไป

3.1 ตัวหารร่วมมาก
บทนิยาม 3.1.1 ให้ a, b และ d เป็นจํานวนเตม็

d เป็นตัวหารร่วม (common divisor) ของ a และ b ถ้า d | a และ d | b

ข้อสังเกต 3.1.2 ให้A แทนเซตของตวัหารของ a และB แทนเซตของตวัหารของ b แล้ว

A ∩B คือเซตของตวัหารร่วมของ a และ b

1. เนืÉองจาก 1 | a และ 1 | b ดงันั ÊนA ∩ B ̸= ∅

2. ถ้า a = 0 แล้วA เป็นเซตอนนัต์ เพราะจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ทกุจํานวนเป็นตวัหารของ 0

3. ถ้า a = b = 0 แล้วA ∩ B เป็นเซตอนนัต์ เหตผุลเดียวกบัข้อ 2

4. ถ้า a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้วA ∩ B เป็นเซตจํากดั

5. ถ้าA เป็นเซตของตวัหารของ a แล้วA เป็นเซตของตวัหารของ−a

ตัวอย่าง 3.1.3 จงหาเซตของตวัร่วมของสองจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. 125 และ−215 2. 252 และ 225

41
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สําหรับจํานวนเตม็ a และ b ทีÉไม่เป็นศนูย์พร้อมกนั จะได้วา่เซตของตวัหารร่วมเป็นเซตจํากดั ทําให้สามารถหาสมาชิกตวัมากสดุได้ ซึÉงจะเรียก
วา่ตวัหารร่วมมากของ a และ b ดงันิยามดงันี Ê

บทนิยาม 3.1.4 ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์พร้อมกนั จํานวนเตม็ d เป็นตัวหารร่วมมาก (greatest common divisior) หรือ ห.ร.ม.
(g.c.d.) ของ a และ b เขียนแทนด้วย gcd(a, b)
ก็ตอ่เมืÉอ

(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจํานวนเตม็ c ถ้า c | a และ c | b แล้ว c ≤ d

ข้อสังเกต 3.1.5 a และ b เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมเ่ป็นศนูย์พร้อมกนั จะได้วา่

1. gcd(a, b) > 0

2. gcd(a, b) = gcd(b, a) = gcd(|a|, |b|) = gcd(a,−b) = gcd(−a, b) = gcd(−a,−b)

3. ถ้า a ̸= 0 แล้ว gcd(a, 0) = |a|

4. ถ้า a | b แล้ว gcd(a, b) = |a|

บทนิยาม 3.1.6 จํานวนเตม็ a และ b เป็นจาํนวนเฉพาะสัมพทัธ์ (relatively prime) ถ้า gcd(a, b) = 1

ตัวอย่าง 3.1.7 จงหาตวัหารร่วมมากของจํานวนแตล่ะคูต่อ่ไปนี Ê

1. 125 และ−215 2. 252 และ 225
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ตัวอย่าง 3.1.8 จงตรวจสอบวา่จํานวนแตล่ะคูต่อ่ไปนี Êเป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์หรือไม่

1. 36 และ 113

2. 111 และ 2253

ตัวอย่าง 3.1.9 ถ้า n เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉมากทีÉสดุ ซึÉงหาร 90 เศษเหลือคือ 6 และหาร 150 เศษเหลือคือ 3 แล้ว n หาร 41 เศษเหลือเทา่ใด
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ตัวอย่าง 3.1.10 จํานวนเตม็ตั Êงแต่ 0 ถงึ 100 ทีÉเป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์กบั 15 มีทั ÊงหมดกีÉจํานวน

ตัวอย่าง 3.1.11 มีลกูแก้ว 2 กอง กองหนึÉงเป็นลกูแก้วสีแดงจํานวน 143 ลกู อีกกองหนึÉงเป็นสีเหลืองจํานวน 338 ลกู ต้องการแบง่ลกูแก้วทั Êงสอง
กองนี Êออกเป็นกองเลก็ ๆ โดยทีÉจํานวนลกูแก้วกองละเทา่ ๆ กนัและมีจํานวนของลกูแก้วในกองเลก็ ๆ เหลา่นั ÊนมากทีÉสดุ ถ้าลกูแก้วสีแดงแบง่ได้ x
กอง และสีเหลืองแบง่ได้ y กอง แล้ว x+ y มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึสมบตัิเกีÉยวกบัตวัหารร่วมมากซึÉงมีมากมาย แต่ในหวัข้อนี ÊจะนําเสนอทีÉเป็นเบื Êองต้น และทฤษฎีบททีÉจะใช้ในการพิสจูน์สมบตัิ
อืÉน ๆ ของสมบตัิจํานวนเตม็ในบทตอ่ไป

ทฤษฎีบท 3.1.12 เอกลักษณ์ของเบซู (Bézout’s Identity)
ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แล้ว

จะมี x, y ∈ Z ทีÉทําให้ d = ax+ by

บทแทรก 3.1.13 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) จะได้วา่

สําหรับจํานวนเตม็ c ใด ๆ ถ้า c | a และ c | b แล้ว c | d

ทฤษฎีบท 3.1.14 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้ว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ มี x, y ∈ Z ทีÉทําให้ 1 = ax+ by

ทฤษฎีบท 3.1.15 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึÉง gcd(a, b) = 1 จะได้วา่

gcd(a, bn) = 1 สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ
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ทฤษฎีบท 3.1.16 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ d = gcd(a, b) แล้ว gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1

ทฤษฎีบท 3.1.17 ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ x เป็นจํานวนเตม็ แล้ว

gcd(a, b) = gcd(a+ bx, b) = gcd(a, b+ ax)
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ตัวอย่าง 3.1.18 จงหาตวัหารร่วมมากของจํานวนเตอ่ไปนี Ê โดยใช้ทฤษฎีบท 3.1.17

1. 75 และ 100

2. 43008 และ 7680

ทฤษฎีบท 3.1.19 ให้ a, b, c,m เป็นจํานวนเตม็ จะได้วา่

1. ถ้า gcd(a,m) = gcd(b,m) = 1 แล้ว gcd(ab,m) = 1

2. ถ้า gcd(a,m) = 1 และ b | a แล้ว gcd(b,m) = 1

3. ถ้า a | bc และ gcd(a, b) = 1 แล้ว a | c

4. ให้ gcd(a, b) = 1 a | c และ b | c ก็ตอ่เมืÉอ ab | c
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ตัวอย่าง 3.1.20 มีจํานวนเตม็ตั Êงแต่ 1 ถงึ 1000 ทีÉหารด้วย 3 และ 5 ลงตวั ทั ÊงหมดกีÉจํานวน

ทฤษฎีบท 3.1.21 วธีิแบบยุคลิด
ให้ a, b, q, r เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a > 0 และ b = aq + r เมืÉอ 0 ≤ r < a แล้ว

gcd(a, b) = gcd(a, r)
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ตัวอย่าง 3.1.22 จงหาตวัหารร่วมมากของจํานวนแตล่ะคูต่อ่ไปนี Ê โดยวิธีแบบยคุลดิ

1. 252 และ 198

2. 2004 และ 1106

ตัวอย่าง 3.1.23 จงแสดงวา่ สําหรับจํานวนเตม็บวก n ใด ๆ

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1
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บทนิยาม 3.1.24 ให้ a1, a2, ..., an เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์พร้อมกนั แล้ว

จํานวนเตม็บวก d จะเป็นตัวหารร่วมของ a1, a2, ..., an ก็ตอ่เมืÉอ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเป็นตัวหารร่วมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนด้วย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอ่เมืÉอ

(1) d เป็นตวัหารร่วมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สําหรับจํานวนเตม็บวก c ถ้า c เป็นตวัหารร่วมของ a1, a2, ..., an แล้ว c ≤ d

ทฤษฎีบท 3.1.25 สําหรับจํานวนเตม็ a1, a2, ..., an ทีÉไมใ่ชศ่นูย์พร้อมกนั แล้ว

1. gcd(gcd(a1, a2), a3, ..., an) = gcd(a1, a2, ..., an)

2. gcd(gcd(a1, a2, ..., an−1), an) = gcd(a1, a2, ..., an)

ตัวอย่าง 3.1.26 จงหาตวัหารร่วมมากตอ่ไปนี Ê

1. gcd(4, 6, 18)

2. gcd(350, 49, 140, 105)

3. gcd(12, 18, 24)
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แบบฝึกหดั 3.1

1. จงหาจํานวนเตม็ทั Êงหมดตั Êงแต่ 1 ถงึ 200 ทีÉสอดคล้องเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

1.1 หารด้วย 8 ลงตวั

1.2 หารด้วย 7 ได้เศษเหลือเทา่กบั 2

1.3 หารด้วย 3 หรือ 5 ลงตวั

1.4 เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์กบั 18

1.5 ห.ร.ม. กบั 30 เทา่กบั 5

1.6 หารด้วย 7 ลงตวั แตห่ารด้วย 5 ไมล่งตวั

2. จงหา gcd(a, b) เมืÉอกําหนดให้

2.1 a = 127 และ b = 125

2.2 a = 289 และ b = −96

2.3 a = −339 และ b = −1234

2.4 a = 9987 และ b = 2351

2.5 a = 1123 และ b = 5547

2.6 a = 3054 และ b = 12378

3. จงแสดงวา่ ถ้า gcd(a, 4) = 2 และ gcd(b, 4) = 2 แล้ว gcd(a+ b, 4) = 2 เมืÉอ a, b ∈ Z

4. จงแสดงวา่ ถ้า a และ b เป็นจํานวนเตม็คูที่Éไมใ่ช่ศนูย์ทั Êงคู่ แล้ว gcd(a, b) = 2gcd
(
a

2
,
b

2

)
5. จงแสดงวา่ ถ้า a เป็นจํานวนเตม็คู่ และ b เป็นจํานวนเตม็คีÉ แล้ว gcd(a, b) = gcd

(a
2
, b
)

6. จงแสดงวา่ ถ้า a, b, c ∈ Z ซึÉง c | ab แล้ว c | d1d2 เมืÉอ d1 = gcd(a, c) และ d2 = gcd(b, c)

7. จงแสดงวา่ ถ้า a, b ∈ Z ซึÉง gcd(a, b) = 1 แล้ว gcd(an, bn) = 1 ทกุ n ∈ N

8. จงแสดงวา่ gcd(3n+ 4, 2n+ 3) = 1 สําหรับทกุ ๆ จํานวนเตม็ n

9. จงแสดงวา่ ไมมี่จํานวนเตม็ x, y ทีÉสอดคล้องกบั x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 3

10. จงแสดงวา่ มี x, y ∈ Z จํานวนอนนัต์ทีÉสอดคล้องกบั x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 5

11. จงพิสจูน์วา่ ถ้ามีจํานวนเตม็ x, y ทีÉทําให้ gcd(a, b) = ax+ by แล้ว gcd(x, y) = 1 เมืÉอ a, b ∈ Z

12. ให้ a, b, c ∈ Z และ d = gcd(a, b) จงพิสจูน์วา่ a | bc ก็ตอ่เมืÉอ a
d
| c

13. ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จงพิสจูน์วา่ถ้า gcd(a, bn) = 1 แล้ว gcd(a, b) = 1 สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ



52 บททีÉ 3. ตวัหารร่วมมาก

3.2 ขั Êนตอนวธีิแบบยุคลิด

ทฤษฎีบท 3.2.1 ขั Êนตอนวธีิแบบยุคลิด (Euclidean Algorithm)
ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็โดยทีÉ a > 0 จะได้วา่มีจํานวนเตม็

qi เมืÉอ i = 1, 2, 3, .., n+ 1 และ rj เมืÉอ j = 1, 2, 3, .., n ทีÉทําให้

b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3

...

rn−2 = rn−1qn + rn

rn−1 = rnqn+1

เมืÉอ 0 < r1 < a

เมืÉอ 0 < r2 < r1

เมืÉอ 0 < r3 < r2

เมืÉอ 0 < rn < rn−1

และ gcd(a, b) = rn
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โดยทฤษฎีบท 3.1.21 จะได้วา่

gcd(a, b) = gcd(a, r1) = gcd(r1, r2) = · · · gcd(rn−1, rn) = rn

โดยขั Êนตอนวิธีแบบยคุลดิ ทําให้หาจํานวนเตม็x, y ซึÉง gcd(a, b) = ax+ by ทําได้โดยกําจดัเศษ rn−1, ..., r2, r1 เริÉมจากสมการ

rn = rn−2 − qnrn−1

แล้วแทนคา่ rn−1 ด้วยคา่ในสมการขั Êนตอนวิธีแบบยคุลดิจะได้วา่

rn = rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2) = rn−2(1 + qnqn−1) + rn−3(−qn)

เห็นได้วา่สมการทีÉได้แสดงการเขียน rn ในรูปผลบวก rn−2 และ rn−3 จากนั Êนทําขั Êนตอนเช่นนี ÊไปเรืÉอย ๆ ซึÉงกําจดัเศษ rn−1, ..., r2, r1 ตาม
ลําดบั ในทีÉสดุจะแสดงการเขียน rn ในรูปผลบวกของ a และ b ซึÉง rn คือ ห.ร.ม. ของ a และ b นัÉนคือวิธีการทีÉทําให้ทราบคา่ของ x, y ซึÉง

gcd(a, b) = ax+ by

ตัวอย่าง 3.2.2 จงหา d = gcd(305, 168) และหาจํานวนเตม็ x, y ซึÉงทําให้ d = 305x+ 168y



54 บททีÉ 3. ตวัหารร่วมมาก

ตอ่ไปจะเป็นวิธีการหาจํานวน x, y ทีÉสอดคล้องสมการ gcd(a, b) = ax+ by โดยใช้การดําเนินการตามแถวตามขั Êนตอนดงันี Ê

1. เลือกตวัมากสดุระหวา่ง a และ b เป็นแถวทีÉ 1 เรียกวา่R1 โดยเขียนไว้ท้ายสดุของแถว และอีกจํานวนเป็นแถวทีÉ 2 เรียกวา่R2 โดยเขียน
ไว้ท้ายสดุของแถวเชน่กนั โดยเขียนกั Êนด้วย | ระหวา่งสมการกบัเมตริกซ์ สมมติวา่ b > a เขียนได้ดงันี Ê

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

2. แถวทีÉ 3 เรียกวา่R3 จะเกิดจากR3 = R1 − q1R2 เมืÉอ b = aq1 + r1 โดยทีÉ 0 ≤ r1 < a

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

r1 = b(1) + a(−q1) r1 1 −q1 R3 = R1 − q1R2

3. แถวทีÉ 4 เรียกวา่R4 จะเกิดจากR4 = R2 − q2R3 เมืÉอ a = r1q2 + r2 โดยทีÉ 0 ≤ r2 < r1 ทําเชน่นี ÊไปเรืÉอย ๆ จนแถว
สดุท้ายเป็น gcd(a, b) อยูซ้่ายมือ ตามขั Êนตอนวิธีการหารแบบยคุลดิ แล้วจะได้ gcd(a, b) = ax+ by นัÉนเอง

พิจารณา 27x+ 22y = 1 ทําได้โดยวิธีการดําเนินการตามแถวดงันี Ê

27 = 27(1) + 22(0) 27 1 0 R1

22 = 27(0) + 22(1) 22 0 1 R2

5 = 27(1) + 22(−1) 5 1 −1 R3 = R1 −R2

2 = 27(−4) + 22(5) 2 −4 5 R4 = R2 − 4R3

1 = 27(9) + 22(−11) 1 9 −11 R5 = R3 − 2R4

ดงันั Êน x = 9 และ y = −11

ตัวอย่าง 3.2.3 จงหาจํานวนเตม็ x และ y ทีÉสอดคล้องสมการ 71x− 50y = 1
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แบบฝึกหดั 3.2

1. ให้ n เป็นจํานวนเตม็บวก ซึÉง ห.ร.ม. ของ n และ 42 เทา่กบั 6 ถ้า

42 = nq0 + r0 เมืÉอ 0 < r0 < n

n = 2r0 + r1 เมืÉอ 0 < r1 < r0

โดยทีÉ q0, r0, r1 เป็นจํานวนเตม็บวก จงหา n

2. ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ ซึÉง a เป็น ห.ร.ม. ของ b และ 216 ถ้า q1, q2 เป็นจํานวนเตม็บวก โดยทีÉ

216 = bq1 + 106

b = 106q2 + 4

จงหา a+ b

3. จงหา d = gcd(a, b) และจํานวนเตม็ x และ y ซึÉง d = ax+ by เมืÉอกําหนดให้

3.1 a = 127 และ b = 125

3.2 a = 289 และ b = −96

3.3 a = −339 และ b = 1234

3.4 a = 9987 และ b = 2351

3.5 a = −1123 และ b = 5547

3.6 a = 3054 และ b = 12378

3.7 a = 37129 และ b = 14659

3.8 a = 1769 และ b = 2378

3.9 a = 2106 และ b = 8318

3.10 a = 4125 และ b = 3218

4. จงหาจํานวนเตม็ x และ y ทีÉสอดคล้องกบั

4.1 43x+ 64y = 1 4.2 93x− 81y = 3 4.3 73x+ 51y = 1
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3.3 ตัวคูณร่วมน้อย
บทนิยาม 3.3.1 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ และm เป็นจํานวนเตม็บวก

m เป็นตัวคูณร่วม (common multiple) ของ a และ b ถ้า a | m และ b | m

ข้อสังเกต 3.3.2 ให้A แทนเซตของจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย a ลงตวั และB แทนเซตของจํานวนเตม็ทีÉหารด้วย b ลงตวั แล้ว

A ∩ B คือเซตของตวัคณูร่วมของ a และ b

1. เนืÉองจาก a | ab และ b | ab ดงันั ÊนA ∩ B ̸= ∅

2. ถ้า a = 1 แล้วA เป็นเซตของจํานวนเตม็บวก

3. A และB เป็นเซตอนนัต์

ตัวอย่าง 3.3.3 จงหาตวัคณูร่วมของ

1. 2 และ 3 2. 6 และ 9

บทนิยาม 3.3.4 ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ทีÉ ไมใ่ช่ศนูย์ จํานวนเตม็บวก m จะเป็นตัวคูณร่วมน้อย (least common multiple) หรือ ค.ร.น.
(l.c.m.) ของ a และ b เขียนแทนด้วย ℓcm(a, b)
ก็ตอ่เมืÉอ

(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจํานวนเตม็บวก c ถ้า a | c และ b | c แล้ว m ≤ c

ตัวอย่าง 3.3.5 จงหาตวัคณูร่วมน้อยของจํานวนแตล่ะคูต่อ่ไปนี Ê

1. 15 และ 21

2. 125 และ −55

3. 588 และ 1050

4. 122 และ 10!
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ตัวอย่าง 3.3.6 ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็บวก ซึÉง a < b สอดคล้องเงืÉอนไข

(1) 5 หาร a ลงตวั และ 3 หาร b ลงตวั

(2) a และ b เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์กนั

(3) ค.ร.น. ของ a และ b เทา่กบั 165

จงหาจํานวน a และ b

ทฤษฎีบท 3.3.7 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะได้วา่

gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|
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ทฤษฎีบท 3.3.8 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และm = ℓcm(a, b) จะได้วา่

สําหรับจํานวนเตม็ c ใด ๆ ถ้า a | c และ b | c แล้ว m | c

ทฤษฎีบท 3.3.9 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ k ∈ N จะได้วา่

ℓcm(ka, kb) = k · ℓcm(a, b)



3.3. ตวัคูณร่วมนอ้ย 59

ตัวอย่าง 3.3.10 ให้ a เป็นจํานวนคูบ่วก และ b เป็นจํานวนคีÉบวก จงตรวจสอบข้อความตอ่ไปนี Êวา่เป็นจริงหรือเท็จ พร้อมให้เหตผุลประกอบ

1. a และ b เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์

2. ห.ร.ม. ของ a และ b เทา่กบั ห.ร.ม. ของ a และ 2b

3. ค.ร.น. ของ a และ b เทา่กบั ค.ร.น. ของ a และ 2b
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บทนิยาม 3.3.11 ให้ a1, a2, ..., an เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์พร้อมกนั แล้ว

จํานวนเตม็บวกm จะเป็นตัวคูณร่วมของ a1, a2, ..., an ก็ตอ่เมืÉอ a1 | m, a2 | m, ..., an | m

และm จะเป็นตัวคูณร่วมน้อยของ a1, a2, ..., an เขียนแทนด้วย ℓcm(a1, a2, ., , , an) ก็ตอ่เมืÉอ

(1) m เป็นตวัคณูร่วมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สําหรับจํานวนเตม็บวก c ถ้า c เป็นตวัคณูร่วมของ a1, a2, ..., an แล้วm ≤ c

ตัวอย่าง 3.3.12 จงหาตวัคณูร่วมของ 9, 6 และ 15

ตัวอย่าง 3.3.13 ถ้า x เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยทีÉสดุ ซึÉง 9, 12 และ 15 หาร x ลงตวั แต่ 11 หาร x เศษเหลือเทา่กบั 7 แล้ว x มีคา่เทา่ใด
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ทฤษฎีบท 3.3.14 สําหรับจํานวนเตม็ a1, a2, ., , , an ทีÉไมใ่ชศ่นูย์พร้อมกนั แล้ว

1. ℓcm(ℓcm(a1, a2), a3, ..., an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

2. ℓcm(ℓcm(a1, a2, ..., an−1), an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

ตัวอย่าง 3.3.15 จงหาตวัคณูร่วมน้อยของจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. ℓcm(4, 6, 18)

2. ℓcm(35, 49, 42, 63)

ทฤษฎีบท 3.3.16 สําหรับจํานวนเตม็ a1, a2, ., , , an ทีÉไมใ่ช่ศนูย์พร้อมกนั และm = ℓcm(a1, a2, ., , , an) แล้ว สําหรับจํานวนเตม็ c
ใด ๆ ถ้า c | a1, c | a2, ..., c | an แล้ว m | c
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แบบฝึกหดั 3.3

1. จงหา ℓcm(a, b) เมืÉอกําหนดให้

1.1 a = 36 และ b = 96

1.2 a = 280 และ b = −96

1.3 a = −125 และ b = −325

1.4 a = 990 และ b = 1020

1.5 a = 1024 และ b = 2350

1.6 a = 5005 และ b = 6590

2. ถ้า a เป็นจํานวนเตม็บวกซึÉง ค.ร.น. ของ a และ 63 เทา่กบั 7a และ ห.ร.ม. ของ a และ 63 เทา่กบั c จงหา a และ c

3. กําหนดให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนเตม็ พิจารณาข้อความตอ่ไปนี Ê ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน

3.1 ℓcm(a2, b2) = (ℓcm(a, b))2

3.2 ถ้า a | b แล้ว ℓcm(a, b) = |b|

3.3 ถ้า a | c และ b | c และ ℓcm(a, b) = |ab| แล้ว ab | c

3.4 ℓcm(ca, b) = c · ℓcm(a, b)

3.5 ℓcm(a+ c, b+ c) = ℓcm(a, b)

3.6 ถ้า gcd(a, b) = d และ ℓcm(a, b) = c แล้ว dc = ab เมืÉอ a, b, c, d ∈ Z+

4. ให้ a, b, c ∈ Z จงแสดงวา่ ℓcm(a, b) | c ก็ตอ่เมืÉอ a | c และ b | c

5. จงแสดงวา่ ถ้า a และ b เป็นจํานวนเตม็บวก แล้ว gcd(a, b) = gcd(a+ b, ℓcm(a, b))

6. ให้ a, b, c เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์ และ c > 0 จงพิสจูน์วา่

ℓcm(a, b) = m ก็ตอ่เมืÉอ ℓcm(ca, cb) = cm

7. ให้x และ y เป็นจํานวนเตม็บวก ซึÉง 80 < x < y และx = pq เมืÉอ p, q เป็นจํานวนเฉพาะ ซึÉง p ̸= q ถ้าx และ y เป็นจํานวน
เฉพาะสมัพทัธ์กนั และ ค.ร.น. ของ x และ y เทา่กบั 15, 015 จงหา y ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องเงืÉอนไขทีÉกําหนดให้



บททีÉ 4

จาํนวนเฉพาะ

ในบทนี Êจะศกึษาสมบตัิบางประการของจํานวนเฉพาะ ตลอดจนข้อพิสจูน์ตา่ง ๆ ทีÉเกีÉยวข้องรวมถงึข้อคาดการณ์เกีÉยวกบัจํานวนเฉพาะ การ
ตรวจสอบ และค้นหาจํานวนเฉพาะ

4.1 นิยามและสมบัตบิางประการของจาํนวนเฉพาะ
บทนิยาม 4.1.1 จํานวนเตม็ p ทีÉมากกวา่ 1 เรียกวา่ จาํนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอ่เมืÉอ

p มีตวัหารคือ ±1 และ ±p เทา่นั Êน

จํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1 ทีÉไมใ่ช่จํานวนเฉพาะเรียกวา่ จาํนวนประกอบ (composite number)

ตัวอย่าง 4.1.2 จงยกตวัอยา่งจํานวนเฉพาะและจํานวนประกอบ ทีÉไมเ่กิน 30

63
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ข้อสังเกต 4.1.3 จากบทนิยาม 4.1.1 จะได้วา่

1. 2 เป็นจํานวนเฉพาะทีÉเป็นจํานวนคูเ่พียงตวัเดียวเทา่นั Êน

2. p เป็นจํานวนเฉพาะ ก็ตอ่เมืÉอ d ∤ p ทกุ ๆ จํานวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < p

3. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถ้า a | p แล้ว a = ±1 หรือ a = ±p

4. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะได้วา่ p | a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = p

5. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะได้วา่ p ∤ a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = 1

6. ให้ p และ q เป็นจํานวนเฉพาะ ถ้า p | q แล้ว p = q

7. a เป็นจํานวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < a ทีÉทําให้ d | a

8. a เป็นจํานวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ b, c ซึÉง 1 < b ≤ c < a ทีÉทําให้ a = bc

ตัวอย่าง 4.1.4 มีจํานวนเฉพาะ p ทีÉทําให้ 2p − 1 ไมเ่ป็นจํานวนเฉพาะ

ตัวอย่าง 4.1.5 จงแสดงวา่ ถ้า n จํานวนประกอบ แล้ว 2n − 1 เป็นจํานวนประกอบ
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ทฤษฎีบท 4.1.6 ทกุจํานวนเตม็ a ทีÉมากกวา่ 1 จะมีจํานวนเฉพาะ p ทีÉ p | a

ทฤษฎีบท 4.1.7 (ยุคลิด) มีจํานวนเฉพาะอยูเ่ป็นจํานวนอนนัต์

ตัวอย่าง 4.1.8 ให้ n ∈ N จงแสดงวา่มีจํานวนประกอบเรียงตอ่กนั n จํานวน
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ทฤษฎีบท 4.1.9 ทฤษฎีบทนําของยุคลิด
ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะได้วา่

ถ้า p | ab แล้ว p | a หรือ p | b

ตัวอย่าง 4.1.10 จงหาจํานวนเฉพาะ p ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข p | (p+ 1)250

ทฤษฎีบท 4.1.11 ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a, b, a1, a2, ..., an ∈ Z เมืÉอ n ∈ N จะได้วา่

ถ้า p | (a1a2...an) แล้ว p | ai สําหรับบางจํานวน i ∈ {1, 2, ..., n}

บทแทรก 4.1.12 ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z เมืÉอ n ∈ N แล้ว

สําหรับจํานวนนบั n ถ้า p | an แล้ว p | a
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ตัวอย่าง 4.1.13 จงหาจํานวนเฉพาะ p ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้องกบัเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

1. p | 59015

2. p | 1092099

3. p | (630 + p)4

4. p | (150− 3p)251

5. p | (1225− 10p)p+1

6. p | (77003 − p2)p
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แบบฝึกหดั 4.1

1. จงหาจํานวนเฉพาะ p ทั ÊงหมดทีÉสอดคล้อง

1.1 p | 2313

1.2 p | (p− 455)4

1.3 p | (627 + 2p)11

1.4 p | (p+ 1530)3

1.5 (p+ 1) | (p− 3382)5

1.6 (p− 1) | (p2 − p+ 3333)

2. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว p | (2p − 2)

3. ถ้า p และ q เป็นจํานวนเฉพาะซึÉง p ≥ q > 4 จงแสดงวา่ 24 | (p2 − q2)

4. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z ซึÉง p | an แล้ว pn | an

5. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะซึÉง p > 2 แล้ว 4 | (p2 − 1)

6. จงหาจํานวนเฉพาะ p ทั ÊงหมดทีÉทําให้ p | (2p − 1)

7. จงหาจํานวนเฉพาะ p ทั ÊงหมดทีÉทําให้ p | (2p + 1)

8. จงหาจํานวนเฉพาะทั ÊงหมดทีÉหาร 100! ลงตวั

9. จงแสดงวา่ p เป็นจํานวนเฉพาะทีÉ p > 4 แล้ว p2 + 2 เป็นจํานวนประกอบ

10. จงตรวจสอบจํานวนเตม็ทีÉอยูใ่นรูป 8n + 1 เมืÉอ n ∈ N เป็นจํานวนประกอบเมืÉอใด
ข้อเสนอแนะ (2n + 1) | (23n + 1)

11. จงแสดงวา่ ถ้า 2n − 1 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว n เป็นจํานวนเฉพาะ

12. สําหรับจํานวนนบั n ถ้า n3 + 1 เป็นจํานวนเฉพาะ จงแสดงวา่ n = 1

13. จงพิสจูน์วา่ 24 | (p2 − 1) ทกุจํานวนเฉพาะ p ทีÉมากกวา่ 3

14. ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ จงแสดงวา่ไมมี่จํานวนเตม็ a และ b ใด ๆ ซึÉง a2 = pb2



4.2. ทฤษฎีบทหลกัมูลเลขคณิต 69

4.2 ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êมีบทบาทสําคญัตอ่การนําไปใช้ ซึÉงเป็นเครืÉองมือทีÉเกีÉยวข้องกบัจํานวนเตม็ ในการศกึษาทฤษฎีบทตา่ง ๆ ซึÉงยคุลดิได้เขียนไว้

ในหนงัสือ Euclid’s Element เลม่ทีÉ 9

ทฤษฎีบท 4.2.1 ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรูปผลคณูของจํานวนเฉพาะได้ และถ้าไมค่ิดลําดบัเป็นสําคญัแล้วการเขียนนี Êทําได้เพียงวิธีเดียวเทา่นั Êน
หรือกลา่วได้วา่ จํานวนเตม็ n > 1 สามารถเขียนในรูป

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยทีÉ p1, p2, p3, ..., pk เป็นจํานวนเฉพาะซึÉง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สําหรับทกุ i = 1, 2, 3, ..., k และ
เขียน n ในรูปดงักลา่วได้เพียงแบบเดียวเทา่นั Êน
เรียกการเขียน n รูปแบบนี Êวา่ รูปแบบบัญญัติ (canonical form) ของ n
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ตัวอย่าง 4.2.2 จงเขียนจํานวนตอ่ไปนี Êในรูปแบบบญัญตัิ

1. 48

2. 1502

3. 1225

4. 4725

5. 10003

6. 15750

7. 846876

8. 50!
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โดยทฤษฎีบท 4.2.1 ถ้า n > 1 และm > 1 และเขียนรูปแบบบญัญตัิได้ดงันี Ê

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk และ m = pb11 · pb22 · pb33 · · · pbkk

เมืÉอแตล่ะจํานวนเตม็ ai ≥ 0 และ bi ≥ 0 โดยทีÉไมเ่ป็นศนูย์พร้อมกนั จะได้วา่

gcd(n,m) = pc11 · pc22 · pc33 · · · pckk
ℓcm(n,m) = pd11 · pd22 · pd33 · · · pdkk

โดยทีÉ ci และ di คือ คา่ตํÉาสดุและสงูสดุ ของ ai และ bi ตามลําดบั สําหรับทกุ ๆ i ∈ {1, 2, 3, ..., k}

ตัวอย่าง 4.2.3 จงหาตวัหารร่วมมากและตวัคณูร่วมน้อยของจํานวนตอ่ไปนี Ê

1. 308 และ 1,176

2. 31,752 และ 4,725
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พิจารณาการหาตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ 24 เมืÉอเขียนในรูปแบบบญัญตัิจะได้ 24 = 23 · 3
เขียนแผนภาพต้นไม้ได้ดงันี Ê

•

23
31

30

22
31

30

21
31

30

20
31

30

จากแผนภาพจะได้วา่ตวัหารของ 24 คือ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

ตัวอย่าง 4.2.4 จงหาตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ 7,425
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ทฤษฎีบท 4.2.5 ให้ n ∈ Z ซึÉง n > 1 มีรูปแบบบญัญตัิคือ

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

เมืÉอ ai ∈ N ทกุ ๆ i แล้วจํานวนตวัประกอบทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ n มีทั Êงหมด

(a1 + 1)(a2 + 1)(a3 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอย่าง 4.2.6 จงหาจํานวนตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ

1. 1, 225

2. 1003

3. 4, 725
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แบบฝึกหดั 4.2

1. จงเขียนจํานวนตอ่ไปนี Êในรูปแบบบญัญตัิ

1.1 1, 250

1.2 1, 000

1.3 2, 5025

1.4 65, 304

1.5 150!

1.6 88, 442

2. จงหาตวัหารร่วมมากและตวัคณูร่วมน้อยของจํานวนตอ่ไปนี Ê

2.1 250 และ 150 2.2 330 และ 1, 175 2.3 10, 240 และ 4, 725

3. จงหาตวัหารทั Êงหมดของจํานวนตอ่ไปนี Ê

3.1 150

3.2 542

3.3 600

3.4 720

3.5 15!

3.6 31, 752

4. จงหาจํานวนของตวัหารทั Êงหมดของ

4.1 85

4.2 125

4.3 2, 025

4.4 40955

4.5 10, 395

4.6 30!

4.7 35285 · 2284

4.8 (10!)4

4.9 (5!)(10!) · 74257

5. มีจํานวนเฉพาะทีÉอยูใ่นรูป 6k + 5 เป็นจํานวนอนนัต์

6. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็คีÉ แล้ว 3 | (2n + 1)

7. จงแสดงวา่ จํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป 8n+ 5 มีจํานวนอนนัต์

8. ในการเขียนจํานวน 1000! ในรูปของจํานวนเตม็จะมีศนูย์ลงท้ายเรียงตอ่เนืÉองกนักีÉตวั

9. ในการเขียนจํานวน (125)14 · 4415 · 4516 ในรูปของจํานวนเตม็จะมีศนูย์ลงท้ายเรียงตอ่เนืÉองกนักีÉตวั

10. จงหาจํานวนเตม็ k ทีÉมากทีÉสดุทีÉ 7k | 100!

11. มีจํานวนนบัทีÉไมใ่ชจํ่านวนเฉพาะกีÉจํานวนทีÉหาร 77,760,000 ลงตวั
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4.3 การค้นหาจาํนวนเฉพาะ
วิธีหนึÉงในการตรวจสอบวา่ n เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่ คือการหาจํานวนเตม็บวกทีÉมากกวา่ 1 แตน้่อยกวา่ n ถ้าไมมี่จํานวนใดทีÉหาร n ลงตวั

แสดงวา่จํานวน n เป็นจํานวนเฉพาะ แต่วิธีดงักลา่วจะใช้ได้ดีเมืÉอ n มีคา่ไม่มากนกั ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êจะเป็นอีกวิธีในการตรวจสอบจํานวนเฉพาะ
อยา่งมีประสทิธิภาพมากกวา่วิธีดงัทีÉกลา่วมา

ทฤษฎีบท 4.3.1 ถ้า a เป็นจํานวนประกอบ แล้วจะมีจํานวนเฉพาะ p ซึÉง

p ≤
√
a และ p | a

ตัวอย่าง 4.3.2 จงตรวจสอบจํานวนตอ่ไปนี Êวา่เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

1. 101 2. 313
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึการหาจํานวนเฉพาะทกุตวัทีÉน้อยกวา่หรือเทา่กบั n เมืÉอกําหนดจํานวนเตม็ n โดยใช้กฎแย้งสลบัทีÉของทฤษฎีบท 4.3.1 จะได้
วา่

ถ้าทกุจํานวนเฉพาะ p ซึÉง p ≤
√
a และ p ∤ a แล้ว a เป็นจํานวนเฉพาะ

วิธีการนี Êเรียกวา่ ตะแกรงเอราโตสเทเนส (The sieve of Eratosthesnes) ซึÉงทําได้ดงันี Ê

(1) p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk เป็นจํานวนเฉพาะทั ÊงหมดทีÉน้อยกวา่หรือเทา่กบั
√
n

(2) เขียนจํานวนเตม็ตั Êงแต่ 2 ถงึ n

(3) วงกลม p1 แล้วกําจดัจํานวนทกุตวัในข้อ (2) ทีÉหารด้วย p1 ลงตวั

(4) ทําข้อ (3) ซํ ÊาไปเรืÉอยจาก p2, p3, ..., pk

จํานวนเตม็ทีÉเหลือจะเป็นจํานวนเฉพาะทั ÊงหมดทีÉน้อยกวา่ n

ตัวอย่าง 4.3.3 จงตรวจสอบจํานวนเฉพาะทีÉไมเ่กิน 50

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

ตัวอย่าง 4.3.4 จงหาจํานวนเฉพาะทีÉไมเ่กิน 50 ทีÉสามารถเขียนในรูป 3k + 1 ได้
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ตอ่ไปเป็นจํานวนเฉพาะทั ÊงหมดทีÉน้อยกวา่ 1,000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

ตัวอย่าง 4.3.5 จงตรวจสอบวา่ 2,093 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่
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ในปี ค.ศ. 1640 แฟร์มาต์ได้ศกึษาจํานวนเตม็ทีÉอยูใ่นรูปตามนิยามตอ่ไปนี Ê

บทนิยาม 4.3.6 จาํนวนแฟร์มาต์ (Fermat Numbers) คือจํานวนทีÉอยูใ่นรูป

Fn = 22
n

+ 1 เมืÉอ n ≥ 0

ตวัอยา่งเชน่

F0 = 3 F1 = 5 F2 = 17 F3 = 257 F4 = 65537

ทั Êง 5 จํานวนล้วนเป็นจํานวนเฉพาะแฟร์มาต์คาดเดาวา่จํานวนตอ่ ๆ น่าจะเป็นจํานวนเฉพาะ ตอ่มาในปี ค.ศ. 1732 ออยเลอร์พบวา่ F5 =

4294967297 = 641 · 6700417 ทําให้คํากลา่าของแฟร์มาต์เป็นเท็จ ดงันั Êนถ้า Fn เป็นจํานวนเฉพาะ จะเรียก Fn วา่ จาํนวนเฉพาะ
แฟร์มาต์ (Fermat prime) และในปี ค.ศ. 1878 ลคูสั นกัคณิตศาสตร์ชาวฝรัÉงเศสได้พิสจูน์วา่

F6 = 22
6

+ 1 = 264 + 1 = 274177 · 67280421310721

ดงันั Êน F6 เป็นจํานวนประกอบ จากการศกึษาพบวา่จํานวนแฟร์มาต์ Fn เป็นจํานวนประกอบสําหรับ 5 ≤ n ≤ 50 อยา่งไรก็ตามยงัไมมี่ผู้ ใด
พิสจูน์ได้วา่จํานวนเฉพาะอยูเ่ป็นจํานวนอนนัต์ทีÉสามารถเขียนในรูป 22n + 1 หรือไม่ และก็ยงัไมมี่ผู้ใดพบจํานวนเฉพาะของแฟร์มาต์ตวัอืÉน ๆ

ทฤษฎีบท 4.3.7 สําหรับm > n แล้ว gcd(Fm, Fn) = 1
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มาริน แมร์เซน บาทหลวงชาวฝรัÉงเศส นกัคณิตศาสตร์คนหนึÉงทีÉสนใจในการสร้างลําดบัของจํานวนเฉพาะโดยสนใจจํานวนเตม็ทีÉอยู่ในรูปแบบ
ดงันิยามตอ่ไปนี Ê

บทนิยาม 4.3.8 จาํนวนแมร์เซน (Mersenne Numbers) คือจํานวนทีÉอยูใ่นรูป

Mn = 2n − 1 เมืÉอ n ∈ N

ตวัอยา่งเช่น

M1 = 1 M2 = 3 M3 = 7 M4 = 15 M5 = 31

ถ้าMn เป็นจํานวนเฉพาะ เราจะเรียกMn วา่ จาํนวนเฉพาะแมร์เซน (Mersenne prime)

ทฤษฎีบท 4.3.9 ถ้าMn เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว n เป็นจํานวนเฉพาะ

จากทฤษฎีบทดงักลา่วจะได้วา่จํานวนMp เป็นจํานวนเฉพาะของแมร์เซนได้ ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเฉพาะ p ทีÉทําให้Mp เป็นจํานวนเฉพาะเชน่

M2 = 3,M3 = 7,M5 = 31,M7 = 127,M13 = 8191

แมร์เซนได้ตั Êงข้อคาดการณ์ไว้วา่ Mp เป็นจํานวนเฉพาะเมืÉอ p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 และ 257 เทา่นั Êน และเป็นจํานวน
ประกอบสําหรับจํานวนเฉพาะ p อืÉน ๆ ทีÉน้อยกวา่ 257 ใน ค.ศ. 1876 ลคูสั ได้พิสจูน์วา่M67 เป็นจํานวนประกอบแต่ไม่สามารถแยกตวัประกอบ
ออกมาได้ ในปี ค.ศ. 1903 โคล ได้คํานวณออกมาเป็นผลคณูดงันี Ê

267 − 1 = (193707721)(761838257287)

ในปี ค.ศ.2001 พบวา่M13466917 เป็นจํานวนเฉพาะแมร์เซนทีÉมีคา่มากสดุ ปัญหาทีÉน่าสนใจคือจํานวนเฉพาะMp = 2p − 1 มีอยู่จํานวน
อนนัต์หรือไม่ ซึÉงปัญหานี Êยงัไมมี่ใครตอบคําถามได้
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แบบฝึกหดั 4.3

1. จงตรวจสอบวา่จํานวนตอ่ไปนี Êเป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

1.1 1003

1.2 1007

1.3 1117

1.4 2111

1.5 5139

1.6 10001

1.7 8009

1.8 77777

2. 219 − 1 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

3. 25! + 1 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

4. 4545 + 5454 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

5. จงตรวจสอบวา่M13,M19 และM23 เป็นจํานวนเฉพาะหรือไม่

6. จงหาจํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป 3k + 1 มา 20 จํานวน

7. จงหาจํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป 6k + 5 มา 20 จํานวน

8. จงหาจํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป k2 + k + 41 มา 20 จํานวน

9. จงหาจํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป k2 − 79k + 160 มา 20 จํานวน

10. มีจํานวนเตม็ n ซึÉง 6 < n < 20 จํานวนใดบ้างทีÉทําให้ n2 + 1 เป็นจํานวนเฉพาะบ้าง

11. จงแสดงวา่ จํานวนเฉพาะทีÉเขียนในรูป 8n+ 5 มีจํานวนอนนัต์

12. จงแสดงวา่ ถ้า p และ p2 + 8 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว p3 + 4 เป็นจํานวนเฉพาะ

13. จงแสดงวา่ ถ้า p, p+ 2 และ p+ 4 เป็นจํานวนเฉพาะทกุตวั แล้ว p = 3

14. จงแสดงวา่ ถ้า p และ p+ 2 เป็นจํานวนเฉพาะทั Êงคู่ (จํานวนเฉพาะคูแ่ฝด) และ p(p+ 2) + 2 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว p = 3

15. จงแสดงวา่ ถ้า p และ p+ 2 เป็นจํานวนเฉพาะคูแ่ฝดทีÉ p > 3 แล้วผลบวกของจํานวนเฉพาะคูแ่ฝดนี Êหารด้วย 12 ลงตวั

16. สําหรับ n ≥ 1 จงแสดงวา่ gcd(Fn, n) = 1

17. จงแสดงวา่ จํานวนเตม็ทีÉเขียนในรูปFn + 4 เป็นจํานวนประกอบ

18. จงพิสจูน์วา่ ถ้า p และ 2p+ 1 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว (2p+ 1) | Mp หรือ (2p+ 1) | (Mp + 2)
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สมภาค

ใน ค.ศ. 1801 คาร์ส ฟรีดริค เกาส์ (Carl Friedrich Gauss ค.ศ.1777-1855) นกัคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั ได้เสนอแนวคิดทีÉเรียกวา่ สมภาค
(congruence) ซึÉงแนวคิดดงักลา่วปรากฏในหนงัสือของเขาชืÉอ Disquisitones Arithmeticae ในขณะทีÉเขามีอายุเพียง 24 ปี จนกลายเป็นเครืÉองมือ
สําคญัเกีÉยวกบัทฤษฎีจํานวน

5.1 นิยามและสมบัตขิองสมภาค
บทนิยาม 5.1.1 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก
จะกลา่ววา่ a และ b สมภาคกัน (congruent) มอดุโล (modulo)m หรือ a สมภาคกบั b มอดโุลm เขียนแทนด้วย a ≡ b (modm) นิยาม
โดย

a ≡ b (modm) ก็ตอ่เมืÉอ m | (b− a)

a ไมส่มภาคกบั b มอดโุลm เขียนแทนด้วย a ≡/ b (modm)

ข้อสังเกต 5.1.2 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่

1. a ≡/ b (modm) ก็ตอ่เมืÉอ m ∤ (b− a)

2. a ≡ b (mod 1)

3. a ≡ a (modm)

ตัวอย่าง 5.1.3 จงให้เหตผุลเกีÉยวกบัการสมภาคตอ่ไปนี Ê

1. 2 ≡ 5 (mod 3) เพราะวา่

2. −3 ≡ 7 (mod 5) เพราะวา่

3. −15 ≡ −3 (mod 6) เพราะวา่

4. 5 ≡/ 7 (mod 3) เพราะวา่

81
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ทฤษฎีบท 5.1.4 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก แล้ว

a ≡ b (modm) ก็ตอ่เมืÉอ a และ b มีเศษเหลือจากการหารด้วยm เทา่กนั

ตัวอย่าง 5.1.5 จงให้เหตผุลสมภาคตอ่ไปนี Ê

1. 123 ≡ 192 (mod 3) เพราะวา่

2. −124 ≡/ 77 (mod 5) เพราะวา่

3. 687 ≡ 176 (mod 7) เพราะวา่

ทฤษฎีบท 5.1.6 ให้ a, b, c เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก แล้ว

1. a ≡ a (modm) สมบตัิสะท้อน (Reflexive law)

2. ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว b ≡ a (modm) สมบตัิสมมาตร (Symmetric law)

3. ถ้า a ≡ b (modm) และ b ≡ c (modm) แล้ว a ≡ c (modm)

สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law)
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ทฤษฎีบท 5.1.7 ให้ a, b, c, d เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก ถ้า a ≡ b (modm) และ c ≡ d (modm) แล้ว

1. a+ c ≡ b+ d (modm)

2. ac ≡ bd (modm)

ทฤษฎีบท 5.1.8 ให้ a, b, c เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว

1. ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว a+ c ≡ b+ c (modm)

2. ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว ac ≡ bc (modm)

ตัวอย่าง 5.1.9 ให้ a, b, c, d, x, y เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก จงแสดงวา่

ถ้า a ≡ b (modm) และ c ≡ d (modm) แล้ว ax+ cy ≡ bx+ dy (modm)
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ทฤษฎีบท 5.1.10 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm, k เป็นจํานวนเตม็บวก แล้ว

ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว ak ≡ bk (modm)

ตัวอย่าง 5.1.11 จงแสดงวา่ 41 หาร 220 − 1 ลงตวั

ตัวอย่าง 5.1.12 จงหาเศษทีÉเกิดจากการหาร

1. 8 หาร 310

2. 51 หาร 310
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ตัวอย่าง 5.1.13 จงหาเลขโดดหลกัสดุท้ายของ 34000

ตัวอย่าง 5.1.14 จงแสดงวา่ 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจํานวนเตม็บวก n
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ทฤษฎีบท 5.1.15 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่

ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว gcd(a,m) = gcd(b,m)

ทฤษฎีบท 5.1.16 ให้ a, b, n ∈ Z และm เป็นจํานวนเตม็บวก ซึÉง d = gcd(m,n) จะได้วา่

an ≡ bn (modm) ก็ตอ่เมืÉอ a ≡ b
(
mod m

d

)

บทแทรก 5.1.17 ให้ a, b, p เป็นจํานวนเตม็ และm เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่

1. ถ้า an ≡ bn (modm) และ gcd(m,n) = 1 แล้ว a ≡ b (modm)

2. ถ้า an ≡ bn (mod p) และ p เป็นจํานวนเฉพาะทีÉ p ∤ n แล้ว a ≡ b (mod p)
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ทฤษฎีบท 5.1.18 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm1,m2 เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่

1. ถ้า a ≡ b (modm1) และ a ≡ b (modm2) แล้ว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2))

2. ถ้า a ≡ b (modm1) และ a ≡ b (modm2) และ gcd(m1,m2) = 1 แล้ว a ≡ b (modm1m2)

ตัวอย่าง 5.1.19 จงหาเลขโดดหลกัสดุท้ายของ 34000

ตัวอย่าง 5.1.20 จงหาเลขโดดสองหลกัสดุท้ายของ 34000

ทฤษฎีบท 5.1.21 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm1,m2, ...,mk เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่

1. ถ้า a ≡ b (modmi) i = 1, 2, ..., k แล้ว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2, ...,mk))

2. ถ้า a ≡ b (modm1) และm1,m2, ...,mk เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์ทกุคู่
แล้ว a ≡ b (modm1m2 · · ·mk)
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ทฤษฎีบท 5.1.22 ทกุ ๆ จํานวนเตม็ a จะมีจํานวนเตม็ r เพียงตวัเดียวทีÉ 0 ≤ r < m เมืÉอm เป็นจํานวนเตม็บวก และ

a ≡ r (modm)

บทนิยาม 5.1.23 ถ้า a ≡ b (modm) จะเรียก b วา่เป็นส่วนตกค้าง (residue) ของ a มอดโุลm เซตของ

{a1, a2, ..., am}

จะเป็นระบบส่วนตกค้างบริบรูณ์ (complete residue system) มอดโุลm ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ จํานวนเตม็ a จะมี ai เพียงตวัเดียวทีÉทําให้ a ≡
ai (modm) ชั Êนสมมลูของ ai คือ

{a : a ∈ Z, a ≡ ai (modm)}

จะเรียกวา่ ชั Êนส่วนตกค้าง (residue class) ของ ai มอดโุลm

ตัวอย่าง 5.1.24 จงหาสว่นตกค้างของ 5 มอดโุล 7 ทั ÊงหมดทีÉเป็นไปได้

ตัวอย่าง 5.1.25 จงหาระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุล 3
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ข้อสังเกต 5.1.26 จากการสงัเกตจะได้วา่

1. ถ้า {a1, a2, ..., am} เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm
ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ i ̸= j ai ≡/ aj (modm)

2. ถ้า {a1, a2, ..., am} และ {b1, b2, ..., bm} เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm
แล้วจะได้วา่ทกุ ๆ ai จะมี bj เพียงตวัเดียวทีÉทําให้ ai ≡ bj (modm)

ตัวอย่าง 5.1.27 จงตรวจสอบวา่จงหาเซตตอ่ไปนี Êระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุล 5 หรือไม่

1. {−1, 5, 6, 7, 8}

2. {−11,−3, 18, 16, 22}

3. {8,−2, 6, 12, 1}

บทนิยาม 5.1.28 เราจะเรียกระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm

{0, 1, 2, ...,m− 1}

วา่ระบบส่วนตกค้างบริบรูณ์ทีÉไม่เป็นค่าลบน้อยสุด (least non-negative complete residue system) มอดโุลm

ตวัอยา่งเช่น {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์ทีÉไมเ่ป็นคา่ลบน้อยสดุ มอดโุล 7

ทฤษฎีบท 5.1.29 {a1, a2, ..., am} เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm และ gcd(c,m) = 1

จะได้วา่ {ca1, ca2, ..., cam} เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm
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แบบฝึกหดั 5.1

1. จงหาเลขโดดหลกัสดุท้ายของ 3400

2. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 97104 ด้วย 105

3. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 1049 ด้วย 7

4. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 3636 + 4141 ด้วย 77

5. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 15 + 25 + 35 + · · ·+ 995 ด้วย 4

6. จงแสดงการหารลงตวัตอ่ไปนี Ê โดยใช้สมภาค

6.1 44 | (1919 + 6919)

6.2 13 | (270 + 370)

6.3 7 | (950 − 4)

6.4 13 | (536 − 1)

6.5 19 | (1775 + 8)

6.6 11 · 31 · 61 | (2015 − 1)

7. จงแสดงวา่ 42 | (n7 − n) ทกุจํานวนเตม็บวก n

8. จงแสดงวา่ 19 ∤ (4n2 + 4) ทกุจํานวนเตม็ n

9. จงแสดงวา่ สําหรับจํานวนเตม็บวก n ใด ๆ 11 | (24n+3 + 5n+2) โดยใช้สมภาค

10. จงแสดงวา่ สําหรับจํานวนเตม็ n ใด ๆ ถ้า gcd(n, 7) = 1 แล้ว 7 | (n2 − 1)

11. จงแสดงวา่ สําหรับจํานวนเตม็บวกคีÉ n ใด 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0 (mod n)

12. ให้ a, b,m เป็นจํานวนเตม็ จงพิสจูน์วา่ ถ้า a ≡ b (modm) แล้ว gcd(a,m) = gcd(b,m)

13. จงพิสจูน์วา่ ถ้า a ≡ 2 (mod 4) จะไมมี่จํานวนเตม็ b และm > 1 ทีÉ a = bm

14. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 21000000 ด้วย 17

15. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 1010 + 1010
2
+ 1010

3
+ · · ·+ 1010

10 ด้วย 7

16. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะคีÉ แล้ว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

17. จงแสดงวา่ 11320 − 1 หารด้วย 17 ลงตวั

18. จงแสดงวา่ 3636 + 4141 หารด้วย 77 ลงตวั

19. จงแสดงวา่ 1919 + 6919 หารด้วย 44 ลงตวั

20. จงแสดงวา่ 270 + 370 หารด้วย 13 ลงตวั

21. จงแสดงวา่ 97104 หารด้วย 105 เศษเหลือเป็น 1

22. จงแสดงวา่ 2015 − 1 หารด้วย 11 · 31 · 61 ลงตวั

23. จงแสดงวา่ 561 | (2561 − 2) และ 561 | (2561 − 3)
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24. จงแสดงวา่ 18351910 + 19862061 ≡ 0 (mod 7)

25. จงแสดงวา่ 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

26. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 13398

27. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 7999

28. จงหาเลขโดดสองหลกัสดุท้ายของ 999

29. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของF13

30. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 13398

31. จงพิจารณาวา่ 2117 − 2 หารด้วย 117 ลงตวัหรือไม่

32. จงแสดงวา่ 13 | (24n+1 − 5 · 3n+1) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใช้สมภาค

33. จงแสดงวา่ 74n ≡ 1 + 2400n (mod 1000) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใช้อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
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5.2 สมการสมภาคเชิงเส้น
พิจารณาจํานวนเตม็ x ทีÉสอดคล้องสมการสมภาค

6x ≡ 4 (mod 8)

จะได้วา่ 6x = 4 + 8k เมืÉอ k ∈ Z นัÉนคือ

x =
4 + 8k

6
=

2 + 4k

3

มีเขียนคําตอบบางสว่น ดงัตารางตอ่ไปนี Ê

k x

-11 -14
-5 -6
1 2
7 10
13 18

k x

-8 -10
-2 -2
4 6
10 14
16 22

สําหรับคําตอบในระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุล 8 จะได้คําตอบคือ x = 2, 6 ซึÉงเรียกวา่
คาํตอบทีÉไม่สมภาคกันในมอดุโล 8

ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm จํานวนเตม็บวก แล้ว

ax ≡ b (modm)

เรียกวา่ สมการสมภาคเชิงเส้น (linear congruence equation) ในหวัข้อนี ÊสนใจคําตอบของสมการทีÉไม่สมภาคกนัในมอดโุลm มีวิธีการหาผล
เฉลยดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê

ทฤษฎีบท 5.2.1 ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ และm จํานวนเตม็บวก และ gcd(a,m) = d จะได้วา่

สมการสมภาคเชิงเส้น ax ≡ b (modm) มีคําตอบ x ∈ Z ก็ตอ่เมืÉอ d | b

ถ้า d | b จะมีคําตอบอยู่ d คําตอบทีÉไมส่มภาคกนัในมอดโุลm และคําตอบนัÉนคือ

x ≡ x0 + t
m

d
(modm) เมืÉอ t = 0, 1, 2, ..., d− 1

โดยทีÉ x0 คือคําตอบหนึÉงของสมการ a

d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)
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จากทฤษฎีบท 5.2.1 พบวา่

1. ถ้า d ∤ b สมการสมภาคเชิงเส้น ax ≡ b (modm) ไมมี่คําตอบ

2. ถ้า d | b สมการสมภาคเชิงเส้น ax ≡ b (modm) มีอยู่ d คําตอบทีÉไมส่มภาคกนัในมอดโุลm

3. ถ้า d = 1 แล้วสมการ ax ≡ b (modm) มีเพียงคําตอบเดียวทีÉไมส่มภาคกนั
ในมอดโุลm หรือกลา่วได้อีกนยัวา่ ถ้า x1 และ x2 เป็นคําตอบของสมการ ax ≡ b (modm)

แล้ว x1 ≡ x2 (modm)

4. ถ้า x0 เป็นคําตอบหนึÉงของสมการ a
d
x ≡ 1

(
mod m

d

)
แล้ว x1 =

b

d
x0 จะเป็นคําตอบ

ของสมการ a
d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)
ตัวอย่าง 5.2.2 จงหาคําตอบของสมการสมภาคเชิงเส้นตอ่ไปนี Ê

1. 9x ≡ 21 (mod 30)

2. 14x ≡ 15 (mod 28)
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3. 6x ≡ 21 (mod 39)

4. 39x ≡ 65 (mod 52)

ตัวอย่าง 5.2.3 จงหาคําตอบทีÉไมส่มภาคกนั ของสมการสมภาคเชิงเส้น 91x ≡ 98 (mod 119)
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ตัวอย่าง 5.2.4 โรงงานผลติเสื Êอยืดแหง่หนึÉงพบวา่เมืÉอแบง่จํานวนเสื Êอยืดคอกลมออกเป็น 102 กอง จะเหลือเสื Êอยืดคอกลมจํานวน 12 ตวั ถ้าจํานวน
เสื Êอยืดคอกลมมีจํานวนเป็น 36 เทา่ของเสื Êอยืดคอวี พบวา่จํานวนเสื Êอยืดคอวีมีมากกวา่ 80 ตวั แตไ่มเ่กิน 100 ตวั จงหาจํานวนเสื Êอยืดคอวีและคอกลม
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แบบฝึกหดั 5.2

1. จงเซตคําตอบของ x ทีÉสอดคล้อง

1.1 20x ≡ 45 (mod 5)

1.2 20x ≡ 30 (mod 4)

1.3 15x ≡ 25 (mod 35)

1.4 15x ≡ 24 (mod 35)

1.5 15x ≡ 0 (mod 35)

1.6 39x ≡ 65 (mod 52)

1.7 20x ≡ 4 (mod 30)

1.8 335x ≡ 254 (mod 400)

2. จงหาคําตอบทั Êงหมดของสมการสมภาค

2.1 20x ≡ 4 (mod 30)

2.2 20x ≡ 3 (mod 4)

2.3 353x ≡ 254 (mod 400)

3. ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ จงพิสจูน์วา่ สําหรับทกุจํานวนเตม็ x ใดๆ

x2 ≡ x (mod p) ก็ตอ่เมืÉอ x ≡ 0 (mod p) หรือ x ≡ 1 (mod p)

4. จงหาจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยทีÉสดุทีÉสอดคล้องสมการ 49x ≡ 23 (mod 55)
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5.3 ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน
คําถามหนึÉงทีÉมกัได้ยินบอ่ยครั ÊงในเรืÉองการหารคือ มีจํานวนเตม็อะไรเมืÉอหารด้วย 4 เศษเหลือเป็น 3 และหารด้วย 5 เศษเหลือเป็น 4 คําถามนี Ê

คือจํานวนเตม็ x ทีÉสอดคล้องระบบสมการสมภาค
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 4 (mod 5)

นัÉนคือต้องหา x ทีÉสอดคล้อง x = 3+ 4t และ x = 4+ 5s เมืÉอ t, s ∈ Z เมืÉอพิจารณาแล้วจะได้ x = 19 เมืÉอ t = 4 และ s = 3

ให้ z เป็นคําตอบของระบบสมการจะได้วา่

z ≡ 19 (mod 4) และ z ≡ 19 (mod 5)

เนืÉองจาก gcd(4, 5) = 1 ดงันั Êน z ≡ 19 (mod 20) คําตอบของระบบสมการนี Êคือ

19 + 20k, k ∈ Z

จากตวัอยา่งทีÉกลา่วมาเริÉมต้นหา x = 19 ทีÉสอดคล้องระบบสมการโดยการแทนคา่ t และ s จนกวา่จะได้คา่ x ทีÉเทา่กนัคือ 19 ซึÉงมีความยุง่ยาก
ในหวัข้อนี Êจะนําเสนอวิธีการในหาคําตอบของระบบสมการสมภาค เริÉมต้นพิจารณาระบบสมการสมภาค

nx ≡ 1 (modm)

mx ≡ 1 (mod n)

ให้m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 ขั Êนแรกให้ x1 และ x2 เป็นคําตอบของระบบสมการ nx ≡ 1 (modm) และ
mx ≡ 1 (mod n) ตามลําดบั สําหรับทกุ ๆ จํานวนเตม็ a, b จะได้วา่

nx1a ≡ a (modm)

mx2b ≡ b (mod n)

นัÉนคือ x1a และ x2b เป็นคําตอบของระบบสมการ

nx ≡ a (modm)

mx ≡ b (mod n)

ให้ x0 = nx1a+mx2b จะได้วา่

x0 = nx1a+mx2b ≡ nx1a+ 0 ≡ a (modm)

x0 = nx1a+mx2b ≡ 0 +mx2b ≡ b (mod n)

นี Êคือการแสดงวา่ x0 = nx1a+mx2b เป็นคําตอบของระบบสมการ

x ≡ a (modm)

x ≡ b (mod n)

พิสจูน์เบื Êองต้นทําให้ได้ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê

ทฤษฎีบท 5.3.1 ให้m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 จะได้วา่ระบบสมการ

x ≡ a (modm)

x ≡ b (mod n)

มีคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียวในมอดโุลmn กลา่วคือ จะมี x0 ∈ Z ซึÉง
x0 ≡ a (modm) และ x0 ≡ b (mod n) และถ้า x1 และ x2 เป็นคําตอบของระบบ
แล้ว x1 ≡ x2 (modmn)
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เมืÉอย้อนกลบัไปหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 4 (mod 5)

เห็นได้วา่ gcd(4, 5) = 1 ให้ a = 3, b = 4,m = 4, n = 5 พิจารณาระบบสมการ

5x ≡ 1 (mod 4)
4x ≡ 1 (mod 5)

จะได้วา่ x1 = 1 และ x2 = 4 เป็นคําของระบบสมการ 5x ≡ 1 (mod 4) และ 4x ≡ 1 (mod 5)
ตามลําดบั แล้ว

x0 = nx1a+mx2b = 5(1)(3) + 4(4)(4) = 79

ดงันั Êนคําตอบของระบบสมการนี Êคือ x ≡ 79 ≡ 19 (mod 20) นัÉนคือ

19 + 20t, t ∈ Z

ตัวอย่าง 5.3.2 จงหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 7)
x ≡ 5 (mod 9)
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ตัวอย่าง 5.3.3 จงหาจํานวนเตม็เมืÉอหารด้วย 6 เศษเหลือเทา่กบั 3 และหารด้วย 11 เศษเหลือเทา่กบั 5

ตัวอย่าง 5.3.4 จงหาคําตอบของระบบสมการ
2x ≡ 1 (mod 5)
3x ≡ 5 (mod 11)
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ตอ่ไปจะพิจารณาในระบบสมการทีÉมากกวา่ 2 สมการ เชน่จงหาคําตอบของระบบสมการ

x ≡ a1 (modm1)

x ≡ a2 (modm2)

x ≡ a3 (modm3)

เมืÉอ gcd(m1,m2) = gcd(m1,m3) = gcd(m2,m3) = 1

ให้ x0 = m2m3x1a1 +m1m3x2a2 +m1m2x3a3 สําหรับจํานวนเตม็ x1, x2, x3 ใด ๆ จะได้วา่

x0 ≡ m2m3x1a1 + 0 + 0 (modm1)

x0 ≡ 0 +m1m3x2a2 + 0 (modm2)

x0 ≡ 0 + 0 +m1m2x3a3 (modm3)

ในการหาคําตอบของระบบสมการข้างต้นเลือก x1, x2, x3 ทีÉสอดคล้องสมการ

m2m3x ≡ 1 (modm1)

m1m3x ≡ 1 (modm2)

m1m2x ≡ 1 (modm3)

ถ้า x1, x2 เป็นคําตอบของระบบสมการ จะได้วา่ x1 ≡ x2 (modm1m2m3)

ตัวอย่าง 5.3.5 จงหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 5 (mod 4)
x ≡ 4 (mod 7)
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ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êจะกลา่วถงึการหาคําตอบของระบบสมการสมภาคทีÉประกอบด้วย k สมการซึÉงมีแนวคิดคล้ายกบักรณี 2 และ 3 สมการ ซึÉงจะ
เรียกวา่ ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (Chinese Remainder Theorem) เขียนโดยยอ่วา่ CRT เหตทีุÉเรียกเชน่นี Êก็เพราะวา่ชาวจีนได้ใช้ความรู้ทีÉคล้าย
ทฤษฎีบทดงักลา่วตั Êงแตค่ริสตศวรรษทีÉ 1 และหลงัจากนั Êนชาวจีนได้นําไปเผยแพร่ในยโุรป โดยเขียนเป็นภาษาจีนในการนําไปเผยแพร่ครั Êงแรก

ทฤษฎีบท 5.3.6 ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (Chinese Remainder Theorem)
ให้m1,m2, ...,mk เป็นจํานวนเตม็บวกซึÉง gcd(mi,mj) = 1 สําหรับ i ̸= j

จะได้วา่ระบบสมการสมภาค
x ≡ a1 (modm1)

x ≡ a2 (modm2)

x ≡ a3 (modm3)
...

x ≡ ak (modmk)

มีคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียวในมอดโุลm = m1m2m3...mk กลา่วคือจะมี x0 ∈ Z ซึÉง x0 ≡ ai (modmi) ทกุ
i = 1, 2, ..., k ถ้า x1 และ x2 เป็นคําตอบของสมการแล้ว x1 ≡ x2 (modm)

ตัวอย่าง 5.3.7 จงหาคําตอบของสมการสมภาค 17x ≡ 9 (mod 276)
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ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Êจะเป็นเครืÉองมือในการหาคําตอบของระบบสมการสมภาคในกรณีทัÉวไป
โดยเริÉมต้นจากระบบสมการทีÉมี 2 สมการดงันี Ê

ทฤษฎีบท 5.3.8 ให้m1,m2 เป็นจํานวนเตม็บวกและ a1, a2 ∈ Z จะได้ระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (modm1)

x ≡ a2 (modm2)

มีคําตอบ ก็ตอ่เมืÉอ gcd(m1,m2) | (a1 − a2)

และถ้ามีคําตอบแล้ว จะมีคําตอบเพียงคําตอบเดียวในมอดโุลm = ℓcm(m1,m2)

ตัวอย่าง 5.3.9 จงหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 11 (mod 16)
x ≡ 5 (mod 20)
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ตัวอย่าง 5.3.10 จงหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 13 (mod 15)
x ≡ 7 (mod 21)
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ทฤษฎีบท 5.3.11 ให้m1,m2, ...,mk เป็นจํานวนเตม็บวกและ a1, a2, ..., ak ∈ Z
จะได้วา่ระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (modm1)

x ≡ a2 (modm2)

x ≡ a3 (modm3)
...

x ≡ ak (modmk)

มีคําตอบ ก็ตอ่เมืÉอ gcd(mi,mj) | (ai − aj) สําหรับทกุ i, j ∈ {1, 2, ..., k}
และถ้ามีคําตอบแล้ว จะมีคําตอบเพียงคําตอบเดียวในมอดโุล ℓcm(m1,m2, ...,mk)
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ตัวอย่าง 5.3.12 จงหาคําตอบของระบบสมการ
x ≡ 5 (mod 6)
x ≡ 17 (mod 21)
x ≡ 3 (mod 28)
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แบบฝึกหดั 5.3

1. จงหาคําตอบของระบบสมการสมภาคตอ่ไปนี Ê

1.1

x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 3 (mod 7)

1.2

x ≡ 1 (mod 4)
x ≡ 0 (mod 3)
x ≡ 5 (mod 7)

2. จงหาคําตอบของระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

3. จงหาคําตอบของระบบสมการสมภาคตอ่ไปนี Ê

3.1

x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 11 (mod 9)

3.2

x ≡ 2 (mod 15)
x ≡ 8 (mod 21)

4. จงหาจํานวนเตม็บวก x ทีÉสอดคล้องสมการสมภาค


x ≡ 16 (mod 45)

x ≡ 7 (mod 18)

x ≡ 1 (mod 20)

5. จงหาคําตอบของ 25x ≡ 37 (mod 445)

6. จงหาจํานวนเตม็บวกทีÉมีคา่น้อยสดุทีÉเมืÉอหารด้วย 5, 6, 7 แล้วเศษเหลือเทา่กบั 1, 2, 3
ตามลําดบั

7. จงหาจํานวนเตม็ทั ÊงหมดทีÉอยูร่ะหวา่ง 1,000 ถงึ 2,000 ทีÉเมืÉอหารด้วย 5, 7, 11 แล้วได้เศษเหลือ 1, 3, 5 ตามลําดบั

8. อายขุองชายคนหนึÉงเมืÉอหารด้วย 3 เศษเหลือคือ 2 เมืÉอหารด้วย 4 เศษเหลือคือ 1 และเมืÉอหารด้วย 5 เศษเหลือคือ 1 จงหาอายขุองชายคนนี Ê

9. จงหาจํานวนเตม็บวกทั ÊงหมดทีÉหารด้วย 3, 4, 5 แล้วเศษเหลือเทา่กบั 1 หรือ 2

10. จงหาจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยทีÉสดุเมืÉอหารด้วย 12, 15 และ 21 เศษเหลือ 10, 7 และ 13 ตามลําดบั
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5.4 ระบบส่วนตกค้างลดทอน
บทนิยาม 5.4.1 ระบบส่วนตกค้างลดทอน (reduced residue system) มอดโุล m คือเซตของจํานวนเตม็ในระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์ทีÉ เป็น
จํานวนเฉพาะสมัพทัธ์กบัm

(ก) ระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm ทีÉได้จากระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์ {0, 1, 2, ...,m− 1} คือ

{k : 0 ≤ k < m และ gcd(k,m) = 1}

เรียกวา่ ระบบส่วนตกค้างลดทอนทีÉไม่เป็นลบค่าน้อยสุด (least non-negative reduced residue system) มอดโุลm

(ข) ϕ(m) แทนจํานวนสมาชิกของระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm

ข้อสังเกต 5.4.2 จากนิยามข้างต้นจะได้วา่

1. เซตของจํานวนเตม็ ri เป็นระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm ก็ตอ่เมืÉอ

(1) gcd(ri,m) = 1 ทกุ ๆ ri
(2) ถ้า i ̸= j แล้ว ri ≡/ rj (modm)

(3) ถ้า x ∈ Z ทีÉ gcd(x,m) = 1 แล้วมี ri ทีÉ x ≡ ri (modm)

2. ระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm ทกุระบบมีจํานวนสมาชิกเทา่กนั

3. ϕ(p) = p− 1 เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

ตัวอย่าง 5.4.3 จงยกตวัอยา่งระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุล 5 และ 8 มาอยา่งน้อย 2 ระบบ
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ตอ่ไปจะเป็นตวัอยา่งของ ϕ(m)

m ระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm ϕ(m)

1 {1} 1
2 {1} 1
3 {1, 2} 2
4 {1, 3} 2
5 {1, 2, 3, 4} 4
6 {1, 5} 2
7 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 6
8 {1, 3, 5, 7} 4
9 {1, 2, 4, 5, 7, 8} 6
10 {1, 3, 7, 9} 4
20 {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19} 8
50 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 50, gcd(k, 50) = 1} 20
100 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 100, gcd(k, 100) = 1} 40
1000 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 1000, gcd(k, 1000) = 1} 400

วิธีการหาคา่ของ ϕ(m) จะแสดงในหวัข้อ 6.4 บททีÉ 6

ทฤษฎีบท 5.4.4 ถ้า {a1, a2, ..., aϕ(m)} เป็นเซตของจํานวนเตม็ซึÉงทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และ
ทกุ ๆ i ̸= j , ai ≡/ aj (modm) แล้ว {a1, a2, ..., aϕ(m)} เป็นระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm
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ทฤษฎีบท 5.4.5 ให้ gcd(a,m) = 1 และ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เป็นระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm จะได้วา่

{ar1, ar2, ..., arϕ(m)}

เป็นระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุลm

ทฤษฎีบท 5.4.6 ทฤษฎีบทของออยเลอร์ (Euler’s Theorem)
ถ้า a ∈ Z และm ∈ N ซึÉง gcd(a,m) = 1 แล้ว

aϕ(m) ≡ 1 (modm)
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ตัวอย่าง 5.4.7 100 หาร 3256 มีเศษเหลือเทา่ใด

ตัวอย่าง 5.4.8 จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 710000
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บทแทรก 5.4.9 ทฤษฎีบทของแฟร์มาต์ (Fermat’s Little Theorem)
ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z โดยทีÉ p ∤ a แล้ว

ap−1 ≡ 1 (mod p)

บทแทรก 5.4.10 ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z แล้ว

ap ≡ a (mod p)

ตัวอย่าง 5.4.11 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 31000 ด้วย 17
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ทฤษฎีบท 5.4.12 ทฤษฎีบทของวลิสัน (Wilson’s Theorem)
ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ จะได้

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

ตัวอย่าง 5.4.13 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 15! ด้วย 17

ตัวอย่าง 5.4.14 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 2(26)! ด้วย 29
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แบบฝึกหดั 5.4

1. ให้ a และm เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉ gcd(a,m) = 1 จงพิสจูน์วา่สําหรับจํานวนเตม็บวก b

{b, b+ a, b+ 2a, ..., b+ (m− 1)a}

เป็นระบบสว่นตกค้างบริบรูณ์มอดโุลm

2. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะคีÉ แล้ว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

3. จงแสดงวา่ 1919 + 6919 หารด้วย 44 ลงตวั

4. จงแสดงวา่ 97104 หารด้วย 105 เศษเหลือเป็น 1

5. จงแสดงวา่ 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

6. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 13398

7. จงหาเลขโดดสามหลกัสดุท้ายของ 7999

8. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 611000 ด้วย 23 โดยใช้ทฤษฎีของแฟร์มาต

9. จงหาเลขสามตวัสดุท้ายของจํานวนเตม็ 32016 เมืÉอเขียนในระบบฐานสบิ

10. เศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 18! ด้วย 23 คือจํานวนใด

11. จงแสดงวา่ 44 | (1919 + 6919)

12. จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร 30! + 29! + 28! + 27! ด้วย 31
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บททีÉ 6

ฟังก์ชันเลขคณิต

บททีÉผา่นมาได้กลา่วถงึสญัลกัษณ์ ϕ(m) วา่หมายถงึจํานวนสมาชิกของระบบสว่นตกค้างลดทอนมอดโุล m เรียกวา่ฟังก์ชนัฟีออยเลอร์
(Euler phi function) เป็นตวัอยา่งหนึÉงของฟังก์ชนัในทฤษฎีจํานวน ในบทนี Êจะกลา่วถงึฟังก์ชนัอืÉน ๆ โดยเฉพาะฟังก์ชนัทีÉมีโดเมนเป็นจํานวนเตม็บวก
และเรจน์เป็นสบัเซตของจํานวนเชิงซ้อนเรียกวา่ ฟังก์ชันเลขคณิต (arithematic function) ซึÉงจะมีบทบาทสําคญัและประยกุต์ใช้ในการศกึษาทฤษฎี
จํานวน

สําหรับเซตA และB ผลคณูคาร์ทีเซียนA × B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B} เรียก f ⊆ A × B วา่ฟังก์ชนัก็ตอ่เมืÉอ
ทกุ ๆ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f ถ้า x1 = x2 แล้ว y1 = y2 กําหนดให้

โดเมนของ f คือ {x ∈ A : (x, y) ∈ f} และ เรจน์ของ f คือ {y ∈ B : (x, y) ∈ f}

ถ้า f ⊆ A × B เป็นฟังก์ชนัจากA ไปB เขียนแทนด้วย f : A → B ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนั และโดเมนของ f คือA และสําหรับ
(x, y) ∈ f เขียนแทนด้วย y = f(x)

6.1 ฟังก์ชันเชิงการคูณ
บทนิยาม 6.1.1 ฟังก์ชนัทีÉมีโดเมนเป็นเซตของจํานวนเตม็บวก และเรจน์เป็นสบัเซตของจํานวนเชิงซ้อน เรียกวา่ ฟังก์ชันเลขคณิต

ตวัอยา่งฟังก์ชนัเลขคณิต

1. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = 2n

2. f : N → C กําหนดโดย f(n) = n+ i

3. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = จํานวนตวัประกอบทีÉเป็นจํานวนเฉพาะของ n

ตวัอยา่งฟังก์ชนัทีÉไมเ่ป็นฟังก์ชนัเลขคณิต

1. f : Z → Z กําหนดโดย f(n) = 2n

2. f : C → R กําหนดโดย f(x) = |x|

3. f : Z → R กําหนดโดย f(n) = n2

115
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ตัวอย่าง 6.1.2 ให้ λ : N → Z กําหนดโดย

λ(n) =

1 เมืÉอ n = 1

(−1)α1+α2+···+αk เมืÉอ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k (รูปแบบบญัญตัิ)

เรียกวา่ ฟังก์ชนัลีอวิูลล์ (Liouville’s λ-function) จงหา λ(2), λ(6) และ λ(12)

ตัวอย่าง 6.1.3 ให้Λ : N → R กําหนดโดย

Λ(n) =

log p ถ้า n = pa เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ N

0 ถ้า n เป็นอยา่งอืÉน

เรียกวา่ ฟังก์ชนัมานเกอลท์ (Mangoldt’s function) จงหาΛ(2),Λ(6) และΛ(9)

ตัวอย่าง 6.1.4 ให้ µ : N → Z กําหนดโดย

µ(n) =


1 ถ้า n = 1

0 ถ้ามีจํานวนเฉพาะ p ซึÉง p2 | n

(−1)k ถ้า n = p1p2 · · · pk เมืÉอ pi เป็นจํานวนเฉพาะทีÉแตกตา่งกนั

เรียกวา่ ฟังก์ชนัเมอบิอสุ (Mobius function) จงหา µ(2), µ(6), µ(9) และ µ(105)
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บทนิยาม 6.1.5 ฟังก์ชนัเลขคณิต f จะเรียกวา่ ฟังก์ชันเชิงการคูณ (multiplicative function)
ก็ตอ่เมืÉอ

f(mn) = f(m)f(n) สําหรับทกุจํานวนเตม็ n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรียกวา่ ฟังก์ชันเชิงการคูณแบบบริบรูณ์ (completely multiplicative function)
ก็ตอ่เมืÉอ

f(mn) = f(m)f(n) สําหรับทกุจํานวนเตม็ n,m

ตัวอย่าง 6.1.6 จงตรวจสอบฟังก์ชนัเลขคณิตตอ่ไปนี Êวา่เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู และ/หรือ ฟังก์ชนัเชิงการคณูแบบบริบรูณ์

1. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = n

3. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = n2

4. f : N → C กําหนดโดย f(n) = n+ i
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บทนิยาม 6.1.7 ฟังก์ชนัเลขคณิต f จะเรียกวา่ ฟังก์ชันเชิงการบวก (additive function) ก็ตอ่เมืÉอ

f(mn) = f(m) + f(n) สําหรับทกุจํานวนเตม็ n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรียกวา่ ฟังก์ชันเชิงการบวกแบบบริบรูณ์ (completely additive function) ก็ตอ่เมืÉอ

f(mn) = f(m) + f(n) สําหรับทกุจํานวนเตม็ n,m

ตัวอย่าง 6.1.8 จงตรวจสอบฟังก์ชนัเลขคณิตตอ่ไปนี Êวา่เป็นฟังก์ชนัเชิงการบวก และ/หรือ ฟังก์ชนัเชิงการบวกแบบบริบรูณ์

1. f : N → Z กําหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → R กําหนดโดย f(n) = log(n)
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ทฤษฎีบท 6.1.9 ให้ f เป็นฟังก์ชนัเลขคณิต โดยทีÉ f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรูปแบบบญัญตัิ แล้ว

f เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู ก็ตอ่เมืÉอ f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(pα1

1 )f(pα2
2 )...f(pαk

k )

ทฤษฎีบท 6.1.10 ให้ f เป็นฟังก์ชนัเลขคณิต โดยทีÉ f(1) = 1 และn = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรูปแบบบญัญตัิ จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนั

เชิงการคณูแบบบริบรูณ์ ก็ตอ่เมืÉอ

f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(p1)

α1f(p2)
α2 ...f(pk)

αk

บทแทรก 6.1.11 ให้ f เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู โดยทีÉ f(1) = 1 และ n ∈ N จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณูแบบบริบรูณ์ ก็ตอ่เมืÉอ

f(pm) = (f(p))m เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะทีÉ p | n และm ∈ N
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึสญัลกัษณ์แทนการบวกของฟังก์ชนัเลขคณิต f คือ∑
d|n

f(d) หมายถงึ ผลบวกของ f(d) เมืÉอ d เป็นตวัหารทีÉเป็นบวกของ n

ตวัอยา่งเชน่
∑
d|3

f(d) = f(1) + f(3) และ
∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) เป็นต้น

ตัวอย่าง 6.1.12 ให้ฟังก์ชนัเลขคณิต f(n) = n2 จงหาของ

1.
∑
d|4

f(d)

2.
∑
d|6

f(d)

3.
∑
d|12

f(d)

สญัลกัษณ์แทนการคณูของฟังก์ชนัเลขคณิต f คือ

k∏
i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) · · · f(k)

ตวัอยา่งเช่น
3∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) และ
5∏

n=1

n = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 5! เป็นต้น
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แบบฝึกหดั 6.1

1. จงตรวจสอบฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณูหรือไม่

1.1 f : N → Z โดย f(n) = 3n

1.2 f : N → Z โดย f(n) = n2

1.3 f : N → R โดย f(n) = n−1

1.4 f : N → C โดย f(n) = n+ ni

2. จงตรวจสอบฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê เป็นฟังก์ชนัเชิงการบวกหรือไม่

2.1 f : N → Z โดย f(n) = 5

2.2 f : N → Z โดย f(n) = gcd(n, n+ 2)

2.3 f : N → R โดย f(n) = cos n

2.4 f : N → C โดย f(n) = ein

3. จงพิสจูน์วา่ ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู แล้ว fg เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู

4. ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู จงพิสจูน์วา่ f = g ก็ตอ่เมืÉอ f(pa) = g(pa) สําหรับทกุจํานวนเฉพาะ p และทกุจํานวนนบั d

5. จงหาคา่ของ

5.1
∑
d|6

d

5.2
∑
d|12

d2

5.3
∑
d|16

(d+ 1)

5.4
∑
d|36

2d

5.5
∑
d|125

(d+ 1)(d− 1)

5.6
∑
d|1000

1

6. ให้M เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณูซึÉง M(pn) = [M(p)]n ทกุ ๆ จํานวนเฉพาะ p และจํานวนนบั n ถ้า

M(1) = 1, M(2) = 3, M(3) = 5 และ M(5) = 7

จงหาคา่ของM(3600)
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6.2 ฟังก์ชันเทา
บทนิยาม 6.2.1 ให้ n ∈ N กําหนดให้

τ(n) = จํานวนตวัหารทีÉเป็นบวกของ n

เรียกฟังก์ชนันี Êวา่ ฟังก์ชันเทา (tau function)

ข้อสังเกต 6.2.2 ให้ n ∈ N จากบทนิยามจะได้วา่

1. τ เป็นฟังก์ชนัเลขคณิต

2. τ(1) = 1

3. τ(n) =
∑
d|n

1

ตัวอย่าง 6.2.3 จงหาคา่ของ

1. τ(12)

2. τ(23)

3. τ(308)

4. τ(625)

ทฤษฎีบท 6.2.4 ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ a ∈ N แล้ว

1. τ(p) = 2

2. τ(pa) = a+ 1
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ทฤษฎีบท 6.2.5 ให้ n ∈ N และ n > 1 ถ้า n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรูปแบบบญัญตัิ แล้ว

τ(n) =
k∏

i=1

(αi + 1) = (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอย่าง 6.2.6 จงหาคา่ของ

1. τ(500)

2. τ(720)

3. τ(1000)

4. τ(8820)

ทฤษฎีบท 6.2.7 ฟังก์ชนัเทาเป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู
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ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งของคา่ฟังก์ชนัเทา

n τ(n)

1 1
2 2
3 2
4 3
5 2
6 4
7 2
8 4
9 3
10 4

n τ(n)

11 2
12 6
13 2
14 4
15 4
16 6
17 2
18 6
19 2
20 6

n τ(n)

21 4
22 4
23 2
24 8
25 3
26 4
27 4
28 6
29 2
30 8

n τ(n)

31 2
32 6
33 4
34 4
35 4
36 9
37 2
38 4
39 4
40 8

n τ(n)

41 2
42 8
43 2
44 6
45 6
46 4
47 2
48 10
49 3
50 6

ตารางทีÉ 5 แสดงคา่ฟังก์ชนัเทาตั Êงแต่ 1 ถงึ 50

ตัวอย่าง 6.2.8 ถ้า 2k − 1 เป็นจํานวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคา่ของ τ(n)
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แบบฝึกหดั 6.2

1. จงหาคา่ของ

1.1 τ(25)

1.2 τ(99)

1.3 τ(100)

1.4 τ(125)

1.5 τ(525)

1.6 τ(676)

1.7 τ(2560)

1.8 τ(3125)

1.9 τ(9938)

2. จงตรวจสอบวา่ τ(n) = τ(n+ 1) + τ(n+ 2) + τ(n+ 3) เป็นจริงสําหรับ n = 3655 และ n = 4503 หรือไม่

3. จงหาคา่ของ
∑
d|72

τ(d)

4. มีจํานวนนบัทีÉไมใ่ช่จํานวนเฉพาะกีÉจํานวนทีÉหาร 45 · 311 · 107 ลงตวั

5. จงตรวจสอบข้อความ

ถ้า τ(a) = 2 แล้ว a เป็นจํานวนเฉพาะ

เป็นจริงหรือเท็จ ถ้าจริงจงพิสจูน์ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน
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6.3 ฟังก์ชันซกิมา
บทนิยาม 6.3.1 ให้ n, k ∈ N กําหนดให้

σ(n) = ผลบวกของตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ n

เรียกฟังก์ชนันี Êวา่ ฟังก์ชันซกิมา (sigma function) และนิยาม

σk(n) = ผลบวกของกําลงั k ของตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ n

ข้อสังเกต 6.3.2 ให้ n, k ∈ N จากบทนิยามจะได้วา่

1. σ และ σk เป็นฟังก์ชนัเลขคณิต ทกุ ๆ k ∈ N

2. σ = σ1

3. σ(1) = 1 และ σk(1) = 1

4. σ(n) =
∑
d|n

d และ σk(n) =
∑
d|n

dk

ตัวอย่าง 6.3.3 จงหาคา่ของ

1. σ(6) และ σ2(6)

2. σ(7) และ σ3(7)

3. σ(81) และ σ2(81)
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ทฤษฎีบท 6.3.4 ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว

σ(p) = 1 + p และ σk(p) = 1 + pk

ทฤษฎีบท 6.3.5 ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ N แล้ว

σ(pa) =
pa+1 − 1

p− 1
และ σk(p

a) =
(pk)a+1 − 1

pk − 1

ตัวอย่าง 6.3.6 จงหาคา่ของ

1. σ(16)

2. σ2(343)

3. σ(729)
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บทตั Êง 6.3.7 ให้ n1, n2 เป็นจํานวนเตม็ซึÉง gcd(n1, n2) = 1 จะได้วา่ทกุ ๆ จํานวนเตม็บวก d ซึÉง d | n1n2 ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็บวก
d1 และ d2 ทีÉ d = d1d2 และ d1 | n1, d2 | n2 นอกจากนี Ê ถ้า d1 | n1, d2 | n2 และ d′1 | n1, d′2 | n2 โดยทีÉ d1d2 = d′1d

′
2

แล้ว d1 = d′1 และ d2 = d′2

ทฤษฎีบท 6.3.8 ฟังก์ชนัซิกมาเป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู
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ตัวอย่าง 6.3.9 จงหาคา่ของ

1. σ(600)

2. σ2(200)

3. σ(3250)

ทฤษฎีบท 6.3.10 ถ้า n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k รูปแบบบญัญตัิ แล้ว

σ(n) =
k∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
และ σk(n) =

k∏
i=1

(pki )
αi+1 − 1

pki − 1

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งของคา่ฟังก์ชนัซิกมา

n σ(n)

1 1
2 3
3 4
4 7
5 6
6 12
7 8
8 15
9 13
10 18

n σ(n)

11 12
12 28
13 14
14 24
15 24
16 31
17 18
18 39
19 20
20 42

n σ(n)

21 32
22 36
23 24
24 60
25 31
26 42
27 45
28 56
29 30
30 72

n σ(n)

31 32
32 63
33 48
34 54
35 48
36 91
37 38
38 60
39 56
40 90

n σ(n)

41 42
42 96
43 44
44 84
45 78
46 72
47 48
48 124
49 57
50 93

ตารางทีÉ 6 แสดงคา่ฟังก์ชนัซกิมาตั Êงแต่ 1 ถงึ 50
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ตัวอย่าง 6.3.11 ถ้า 2k − 1 เป็นจํานวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคา่ของ σ(n)

บทนิยาม 6.3.12 เรียกจํานวนนบั n วา่ จาํนวนสมบรูณ์ (perfect number) ถ้า σ(n) = 2n

จากตวัอยา่ง 6.3.11 ทําให้ได้ตวัอยา่งจํานวนสมบรูณ์ดงัตาราง

k 2k − 1 จํานวนสมบรูณ์ n = 2k−1(2k − 1)

2 3 6
3 7 28
5 31 496
7 127 8,128
13 8191 335,500,336
17 131071 8,589,869,056

ตารางทีÉ 7 แสดงจํานวนสมบรูณ์ 6 จํานวนแรก
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แบบฝึกหดั 6.3

1. จงหาคา่ของ

1.1 σ2(20)

1.2 σ3(72)

1.3 σ(900)

1.4 σ(1000)

1.5 σ(1500)

1.6 σ(3333)

1.7 σ(6000)

1.8 σ(5545)

1.9 σ(10101)

2. ให้ n ∈ N จงพิสจูน์วา่ σ(n) = n+ 1 ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจํานวนเฉพาะ

3. สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ จงพิสจูน์วา่ σ(n2) ≤ σ2(n)

4. จงหาจํานวนเตม็m มีสมบตัิวา่

5 ≤ m ≤ 20 และ σ(m+ 1) = σ(m)

และหาคา่ของ
∑
d|m

σ2(d)

5. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะโดยทีÉ 5 ∤ p ถ้า
σ(5p) = 2σ(p2)− 2

จงหาคา่ของ τ(p3 + 3p)

6. สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ จงแสดงวา่ σ(n) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ n = 1
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6.4 ฟังก์ชันฟีออยเลอร์
บทนิยาม 6.4.1 ให้ n ∈ N นิยาม

ϕ(n) = จํานวนของจํานวนเตม็บวก k ซึÉง k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรียกวา่ ฟังก์ชันฟีออยเลอร์ (Euler phi function) หรือ ฟังก์ชันฟี (phi function)

ข้อสังเกต 6.4.2 ให้ n ∈ N จากบทนิยามจะได้วา่

1. ϕ เป็นฟังก์ชนัเลขคณิต

2. ϕ(1) = 1

ตวัอยา่ง ϕ(n) เมืÉอ 2 ≤ n ≤ 10

n จํานวนเตม็บวก k ≤ n ซึÉง gcd(k, n) = 1 ϕ(n)

2 1 1
3 1,2 2
4 1,3 2
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2
7 1,2,3,4,5,6 6
8 1,3,5,7 4
9 1,2,4,5,7,8 6
10 1,3,7,9 4

ตารางทีÉ 8 แสดงคา่ฟังก์ชนัฟีออยเลอร์ตั Êงแต่ 2 ถงึ 10

ตัวอย่าง 6.4.3 จงหาคา่ของ

1. ϕ(15)

2. ϕ(17)

3. ϕ(25)

4. ϕ(36)



6.4. ฟังก์ชนัฟีออยเลอร์ 133

ทฤษฎีบท 6.4.4 ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว ϕ(p) = p− 1

ตัวอย่าง 6.4.5 จงหาคา่ของ

1. ϕ(37) 2. ϕ(101) 3. ϕ(1277)

ตัวอย่าง 6.4.6 จงหาคา่ของ ϕ(625)
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ทฤษฎีบท 6.4.7 ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ N แล้ว

ϕ(pa) = pa − pa−1

ตัวอย่าง 6.4.8 จงหาคา่ของ

1. ϕ(27)

2. ϕ(64)

3. ϕ(343)

4. ϕ(625)
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ทฤษฎีบท 6.4.9 ฟังก์ชนัฟีออยเลอร์เป็นฟังก์ชนัเชิงการคณู

บทแทรก 6.4.10 ให้m1,m2, ...,mk ∈ N และ gcd(mi,mj) = 1 ทกุ ๆ i ̸= j แล้ว

ϕ(m1,m2 · · ·mk) = ϕ(m1)ϕ(m2) · · ·ϕ(mk)
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ตัวอย่าง 6.4.11 จงหาคา่ของ

1. ϕ(72)

2. ϕ(500)

3. ϕ(1000)

บทแทรก 6.4.12 ถ้า n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k เป็นการเขียน n ในรูปแบบบญัญตัิ แล้ว

ϕ(n) = n
k∏

i=1

(
1− 1

pi

)

ตัวอย่าง 6.4.13 จงหาคา่ของ

1. ϕ(225) 2. ϕ(360)
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ตัวอย่าง 6.4.14 จงหาคา่ของ
∑
d|n

ϕ(d) เมืÉอ

1. n = 12

2. n = 20

ทฤษฎีบท 6.4.15 ให้ n ∈ N แล้ว ∑
d|n

ϕ(d) = n
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แบบฝึกหดั 6.4

1. จงหาคา่ของ

1.1 ϕ(18)

1.2 ϕ(150)

1.3 ϕ(350)

1.4 ϕ(289)

1.5 ϕ(256)

1.6 ϕ(520)

1.7 ϕ(2000)

1.8 ϕ(2016)

1.9 ϕ(49000)

2. จงแสดงวา่ ถ้า n เป็นจํานวนเตม็คีÉ แล้ว ϕ(2n) = ϕ(n)

3. จงแสดงวา่ ถ้า n เป็นจํานวนเตม็คู่ แล้ว ϕ(2n) = 2ϕ(n)

4. จงพิสจูน์วา่ ถ้า n และ n+ 2 เป็นจํานวนเฉพาะคูแ่ฝด แล้ว ϕ(n+ 2) = ϕ(n) + 2

5. จงหาจํานวนเตม็บวก k ทีÉทําให้ ϕ(2k · 73) = 4704

6. ให้จํานวนเตม็บวก n = 2p · 3q · 5r อยูใ่นรูปแบบบญัญตัิ โดยทีÉ p > q > r ถ้า τ(n) = 120 และ 27 | n เมืÉอเขียน n
ในระบบเลขฐานสบิจะลงท้ายด้วยศนูย์ทั Êงหมด 3 จํานวน จงหาคา่ของ ϕ(pqr)

7. ถ้า
∑
d|n

ϕ(d) = 500 จงหาคา่ของ ϕ(n3)

8. กําหนดให้ X =
100∑
n=1

∑
d|n

ϕ(d)

 จงหาคา่ของ ϕ(X)

9. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ โดยทีÉ gcd(3, p) = 1 และ ϕ(3p) = 380 จงหา p

10. จงหาคา่ของ ϕ(25612 − 20182)
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6.5 ฟังก์ชันจาํนวนเตม็ค่ามากสุด
บทนิยาม 6.5.1 สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ

[x] คือจํานวนเตม็คา่มากสดุทีÉมีคา่น้อยกวา่หรือเทา่กบั x

เรียก [x] วา่ ฟังก์ชันจาํนวนเตม็ค่ามากสุด (the greatest integer function)

ตวัอยา่งเช่น [1.5] = 1, [−2.14] = −3, [
√
3] = 1, [15

7
] = 2 และ [3] = 3

ข้อสังเกต 6.5.2 สําหรับจํานวนจริง x จะได้วา่

1. [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2. 0 ≤ x− [x] ≤ 1

ทกุจํานวนจริง x ใด ๆ จะมีจํานวนเตม็ n ทีÉ n ≤ x < n+ 1 ทําให้ได้

x = n+ (x− n) โดยทีÉ 0 ≤ x− n < 1

นัÉนคือ x = n+ k เมืÉอ k เป็นจํานวนจริงทีÉ 0 ≤ k < 1 ซึÉงในกรณีนี Ê[x] = n นัÉนเอง

ทฤษฎีบท 6.5.3 สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ จะได้วา่

1. ถ้า x ≥ 0 แล้ว [x] =
∑
1≤i≤x

1

2. [x] + [−x] =

0 ถ้า x ∈ Z

−1 ถ้า x /∈ Z

3. [x+m] = [x] +m เมืÉอm เป็นจํานวนเตม็
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ทฤษฎีบท 6.5.4 สําหรับจํานวนจริง x ใด ๆ จะได้วา่

1. −[−x] คือจํานวนเตม็คา่น้อยสดุทีÉมากกวา่หรือเทา่กบั x

2. ถ้า n และm เป็นจํานวนเตม็บวก จํานวนสมาชิกของจํานวนเตม็จากเซตของ {1, 2, ..., n} ทีÉหารลงตวัด้วยm คือ
[ n
m

]

สําหรับจํานวนเตม็ a และ b โดยขั Êนตอนการหารจะได้วา่มีจํานวนเตม็ q และ r ซึÉง b = aq + r เมืÉอ 0 ≤ r < a ทําให้ได้วา่

b

a
= q +

r

a
โดยทีÉ 0 ≤ r

a
< 1

นัÉนคือ

q =

[
b

a

]
และ r = b− aq = b− a

[
b

a

]
ตัวอย่าง 6.5.5 จงหาเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร−934 ด้วย 248
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ตอ่ไปจะใช้ฟังก์ชนัจํานวนเตม็คา่มากสดุช่วยในการเขียนรูปแบบบญัญตัิของจํานวนทีÉอยูใ่นรูปแฟคทอเรียล กําหนดให้A = {1, 2, 3, ..., n}
และ a ∈ N ให้

Xa = {x ∈ A : a หาร x ลงตวั } =
{
a, 2a, 3a, ...,

[n
a

]
a
}

แล้วจะได้วา่ |Xa| =
[n
a

]
จงหาจํานวนเตม็ k มากสดุทีÉทําให้ 2k หาร 100! ลงตวั นัÉนคือ 100! เขียนรูปแบบบญัญตัิคือ

100! = 2k · 3a1 · 5a2 · 7a3 · · · 97

พิจารณา 100! = 1 · 2 · 3 · 4 · · · 97 · 98 · 99 · 100 พบวา่ถ้าA = {1, 2, 3, ..., 100} จะได้วา่

X21 = {x ∈ A : 21 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X21 | =

[
100

21

]
= 50

X22 = {x ∈ A : 22 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X22 | =

[
100

22

]
= 25

X23 = {x ∈ A : 23 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X23 | =

[
100

23

]
= 12

X24 = {x ∈ A : 24 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X24 | =

[
100

24

]
= 6

X25 = {x ∈ A : 25 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X25 | =

[
100

25

]
= 3

X26 = {x ∈ A : 26 หาร x ลงตวั } จะได้วา่ |X26 | =

[
100

26

]
= 1

ดงันั Êน k = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 นัÉนคือ

k =
6∑

i=1

|X2i | =
6∑

i=1

[
100

2i

]

จะใช้สญัลกัษณ์ ep(n) แทน
∞∑
i=1

[
n

pi

]
ในตวัอยา่งนี Êคือ k = e2(100) จากการสงัเกตนี Êทําให้ได้ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
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ทฤษฎีบท 6.5.6 ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ n เป็นจํานวนเตม็บวก จะได้วา่กําลงัสงูสดุของ p
ทีÉหาร n! ลงตวัคือ

ep(n) =
∞∑
i=1

[
n

pi

]

ตัวอย่าง 6.5.7 จงหาจํานวนเตม็ k มากสดุทีÉทําให้ 3k หาร 500! ลงตวั
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ตัวอย่าง 6.5.8 จงหาจํานวนเตม็ k มากสดุทีÉทําให้ 18k หาร 100! ลงตวั

ตัวอย่าง 6.5.9 จงหาจํานวนทีÉลงท้ายด้วยศนูย์ทั Êงหมดของ 1000!
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แบบฝึกหดั 6.5

1. จงหาคา่ของ

1.1 [−2
√
31 + 1] + [

√
31]

1.2
[
235

24
+

24

235

] 1.3
[√

1 + 2 + ...+ 10
]

1.4
[
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

100

]

2. จงเขียนรูปแบบบญัญตัิของจํานวนตอ่ไปนี Ê

2.1 18! 2.2 25! 2.3 30! 2.4 60!

3. ให้F และ f เป็นฟังก์ชนัเลขคณิตโดยทีÉF (n) =
∑
d|n

f(d) จงพิสจูน์วา่

สําหรับจํานวนเตม็บวกm
m∑
k=1

F (k) =
m∑
k=1

f(k)
[m
k

]
4. จงหากําลงัสงูสดุของ 7 ทีÉหาร 1000! ลงตวั

5. ถ้าเขียน 500! ในรูปเลขฐานสบิจะมีจํานวนทีÉลงท้ายด้วยศนูย์ตอ่เนืÉองกนักีÉจํานวน

6. จงหาจํานวน n! ทีÉเขียนในรูปเลขฐานสบิจะมีจํานวนทีÉลงท้ายด้วยศนูย์ตอ่เนืÉองกนั 37 จํานวน

7. จงหาจํานวนเตม็บวก n ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทําให้ 105n หาร 5000! ลงตวั

8. จงหาจํานวนเตม็บวก k ทีÉมีคา่มากสดุ ทีÉทําให้ 77k หาร 5000! ลงตวั
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สมการไดโอแฟนไทน์

สมการไดโอแฟนไทน์ (Diophantine equations) เป็นชืÉอทีÉตั Êงเป็นเกียรติแก่นกัคณิตศาสตร์ชาวกรีกชืÉอ ดีโอฟานโตส (Diophantos) ซึÉงอาศยั
อยู่ในเมืองอะเลก็ซานเดรียและเชืÉอกนัวา่เขามีชีวิตอยู่ในชว่ง ค.ศ. 250 ถงึ ค.ศ. 300 ไมมี่ใครทราบประวตัิของเขามากนกั ผลงานเขียนทีÉมีชืÉอเสียง
มากคือหนงัสือ ”เลขคณิต” ทั Êงหมด 13 เลม่ ทําให้ได้รับการยกยอ่งวา่เป็น ”บิดาของพีชคณิต”

สมการไดโอแฟนไทน์คือสมการทีÉสนใจคําตอบเป็นจํานวนเตม็เทา่นั Êน อาจเป็นสมการดีกรีหนึÉง หรือมากกวา่นั Êน อาจมีตวัแปรเดียวหรือหลาย
ตวัแปร หรืออาจเป็นระบบสมการทีÉกําหนดตวัแปรมากกวา่จํานวนสมการ

7.1 สมการไดโอแฟนไทน์เชิงเส้น
ในหวัข้อนี ÊเราสนใจหาเงืÉอนไขทีÉเพียงพอทีÉจะแสดงวา่สมการ

ax+ by = c เมืÉอ a, b, c ∈ Z

ถ้า a = 0 หรือ b = 0 สามารถหาคําตอบได้โดยงา่ย เช่น ax = c สมการนี Êมีคําตอบก็ตอ่เมืÉอ a | c และคําตอบคือ x =
c

a
ทําให้สนใจ

กรณีทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0

ทฤษฎีบท 7.1.1 ให้ a, b, c ∈ Z ซึÉง a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้ว

สมการ ax+ by = c มีคําตอบ x, y ∈ Z ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, b) | c

145
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ตัวอย่าง 7.1.2 จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทน์ตอ่ไปนี Êวา่มีคําตอบหรือไม่

1. 2x+ 3y = 5 2. 42x+ 21y = 15

ทฤษฎีบท 7.1.3 ให้ a, b, c ∈ Z ซึÉง a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถ้าสมการ ax+ by = c มีคําตอบเป็น x = x0 และ y = y0 เรียกคําตอบ
นี Êวา่คาํตอบเฉพาะราย (particular solution) และถ้า d = gcd(a, b) แล้วทกุ ๆ คําตอบของสมการ ax+ by = c เขียนในรูป

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมืÉอ t ∈ Z

บทแทรก 7.1.4 ให้ a, b, c ∈ Z ซึÉง a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถ้า x0, y0 เป็นคําตอบเฉพาะรายของสมการ ax + by = c และ
gcd(a, b) = 1 แล้วทกุ ๆ คําตอบของสมการสามารถเขียนในรูป

x = x0 + bt, y = y0 − at เมืÉอ t ∈ Z

ตัวอย่าง 7.1.5 จงหาคําตอบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x+ 5y = 13
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สรุปขั Êนตอนการหาคาํตอบของสมการไดโอแฟนไทน์ ax + by = c

1. หา d = gcd(a, b)

2. ตรวจสอบวา่ d | c หรือ d ∤ c

3. ถ้า d ∤ c แล้วสมการ ax+ by = c ไมมี่คําตอบในระบบจํานวนเตม็

4. ถ้า d | c แล้วสมการ ax+ by = c มีคําตอบในระบบจํานวนเตม็
หาคําตอบเฉพาะราย โดยเลือกได้ 2 วิธี ดงันี Ê

(ก) ขั Êนตอนวิธีแบบยคุลดิ จาก d = ax1 + by1 และ c = dk เลือก x0 = kx1 และ y0 = ky1

(ข) สมการสมภาค ax ≡ c (mod b) หรือ by ≡ c (mod a)
หา x0 เป็นคําตอบของ ax ≡ c (mod |b|) แล้วหา y0 จากสมการ ax0 + by0 = c

หา y0 เป็นคําตอบของ by ≡ c (mod |a|) แล้วหา x0 จากสมการ ax0 + by0 = c

5. สร้างคําตอบทั Êงหมด
x = x0 +

b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมืÉอ t ∈ Z

ตัวอย่าง 7.1.6 จงหาคําตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน์ โดยใช้สมการสมภาค

1. 80x− 62y = 90
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ตัวอย่าง 7.1.7 เดก็ชายเอ ได้เงินคา่ขนมจากพอ่จํานวน 200 บาท ถ้าเราทราบเพียงวา่พอ่ของเดก็ชายเอให้เป็นธนบตัร 2 ชนิดคือธนบตัรชนิด 20
บาท และธนบตัรชนิด 50 บาทเทา่นั Êน จงหาจํานวนธนบตัรทีÉเดก็ชายเอได้รับทั Êงหมด
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ตอ่ไปจะพิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ดีกรีหนึÉงทีÉมีตวัแปรมากกวา่ 2 ตวัขึ Êนไป การตรวจสอบวา่มีคําตอบในระบบจํานวนเตม็หรือไม่ ทําได้
คล้ายคลงึกบัทฤษฎีบท 7.1.1

ทฤษฎีบท 7.1.8 ให้ d = gcd(a1, a2, ..., ak) แล้ว

สมการ a1x1 + a2x2 + ...+ akxk = c มีคําตอบ x1, x2, ..., xk ∈ Z ก็ตอ่เมืÉอ d | c

พิจารณาการหาคําตอบของสมการไดโอแฟนไทน์

ax+ by + cz = m

ให้ d = gcd(a, b, c) และ d0 = gcd(a, b) ถ้า d | m สมการนี Êมีคําตอบในระบบจํานวนเตม็
โดยทฤษฎีบท 7.1.8 พิจารณาสมการ

ax+ by = m− cz

ดงันั Êน d0 | (m− cz) นัÉนคือ
cz ≡ m (mod d0)

ให้ z0 เป็นคําตอบของสมการ cz ≡ m (mod d0) เนืÉองจาก gcd(a, b, c) = gcd(gcd(a, b), c) = d และ d | m ดงันั Êน

z = z0 +
d0
d
s เมืÉอ s ∈ Z

เมืÉอแทน z ลงในสมการไดโอแฟนไทน์ ax + by + cz = m ทําให้ได้สมการไดโอแฟนไทน์ 2 ตวัแปร แล้วดําเนินการหาคําตอบของสมการ
ด้วยวิธีเดิมทีÉกลา่วมาแล้ว
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ตัวอย่าง 7.1.9 มานะมีธนบตัร 1 ใบมลูคา่ 50 บาท ต้องการแลกเหรียญ 3 ชนิดคือ เหรียญ 2 บาท เหรียญ 5 บาท และเหรียญ 10 บาท ถามวา่มานะ
จะได้เหรียญทั ÊงหมดกีÉแบบโดยต้องมีเหรียญแตล่ะชนิดอยา่งน้อย 1 เหรียญ
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แบบฝึกหดั 7.1

1. จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทน์ตอ่ไปนี Êวา่มีคําตอบในระบบจํานวนเตม็หรือไม่ ถ้ามีจงหาคําตอบ

1.1 172x+ 20y = 1000

1.2 4x− 82y = −6

1.3 999x− 49y = 500

1.4 247x+ 589y = 817

2. จงหาคําตอบคําตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน์ โดยใช้สมการสมภาค

2.1 393x+ 23y = 120

2.2 44x− 200y = −600

2.3 99x− 699y = 333

2.4 123x+ 51y = 303

2.5 69x− 96y = 300

2.6 125x− 315y = 1200

3. จงหาคําตอบคําตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน์ โดยใช้ขั Êนตอนวิธีแบบยคุลดิ

3.1 172x+ 20y = 1000

3.2 97x− 751y = 881

3.3 919x+ 213y = 251

3.4 2520x+ 154y = 14

3.5 1004x+ 2016y = 5000

3.6 111x− 1111y = 11111

4. จงหาคําตอบคําตอบของสมการไดโอแฟนไทน์

4.1 10x+ 16y − 4z = 48

4.2 15x+ 12y + 30z = 24

4.3 7x+ 8y + 9z = 1000

4.4 2x+ 3y + 4z = 5

5. จงพิสจูน์วา่ สมการ ax+ by = a+ c มีคําตอบ ก็ตอ่เมืÉอ สมการ ax+ by = c มีคําตอบ

6. เดก็ชายเอมีเงิน 990 บาท ต้องการแลกธนบตัรใบละ 20 และ 50 บาท จงหาจํานวนวิธีแลกธนบตัรทีÉเป็นไปได้ทั Êงหมด

7. นาย AppMan นําปากกา 2 ชนิดมาขายให้กบัเพืÉอนในห้องเรียนวิชา Number Theory ทีÉสอนโดยอาจารย์ทา่นหนึÉง โดยชนิดทีÉ 1 ขายแทง่
ละ 15 บาท ชนิดทีÉ 2 ขายแทง่ละ 25 บาท ถ้าพบวา่นาย AppMan ขายปากกาได้เงินทั Êงหมด 105 บาท จงหาความเป็นไปได้ทั ÊงหมดทีÉนาย
AppMan จะขายปากกาแตล่ะชนิดจํานวนเทา่ใดบ้าง

8. เดก็ชาย M มี แบงค์ชนิด 20 บาทอยา่งน้อย 10 ใบ ชนิด 50 บาท อยา่งน้อย 5 ใบ และแบงค์ 100 บาท อยา่งน้อย 5 ใบ ถ้าเดก็หญิง W ทราบ
วา่เดก็ชาย M นําเงินมาด้วยมีมลูคา่ 1000 บาท ถามวา่เดก็หญิง W จะเดาจํานวนแบงค์แตล่ะชนิดทีÉเดก็ชาย M มีได้กีÉแบบมีแบบใดบ้าง
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บญัชีสัญลักษณ์

สัญลักษณ์ ความหมาย

a ∈ A a เป็นสมาชิกของเซตA

A ⊆ B A เป็นสบัเซตของB

C เซตของจํานวนเชิงซ้อน

R เซตของจํานวนจริง

Z เซตของจํานวนเตม็

N เซตของจํานวนนบั

∅ เซตวา่ง

A ∪ B ยเูนียนของเซตA กบัB

A ∩ B อินเตอร์เซกชนัของเซตA กบัB

A− B ผลตา่งของเซตA กบัB

A× B ผลคณูคาร์ทีเซียนของA และB

Ac สว่นเติมเตม็ของเซตA

|A| จํานวนสมาชิกของเซตA

a | b a หาร b ลงตวั

a ∤ b a หาร b ไมล่งตวั

gcd(a, b) ตวัหารร่วมมากของ a และ b

ℓcm(a, b) ตวัคณูร่วมน้อยของ a และ b

Fn จํานวนแฟร์มาต์Fn = 22
n
+ 1 เมืÉอ n ∈ Z ซึÉง n ≥ 0

Mn จํานวนมาร์เซนMn = 2n − 1 เมืÉอ n ∈ N

f : A → B ฟังก์ชนัจากA ไปB

τ(n) จํานวนตวัหารทีÉเป็นบวกของ n

σ(n) ผลบวกของตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ n

σk(n) ผลบวกของกําลงั k ของตวัหารทีÉเป็นบวกทั Êงหมดของ n

ϕ(n) จํานวนของจํานวนเตม็บวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

[x] คือจํานวนเตม็คา่มากสดุทีÉมีคา่น้อยกวา่หรือเทา่กบั x


