
มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวิชาคณติศาสตร

ขอสอบกลางภาคเรยีนท่ี 1 ป การศกึษา 2566
รหัสวิชา ชือ่วิชา วันเวลาสอบ คะแนนเต็ม
MAC1303 แคลคลัูส ๒ เวลา 17:00 - 20:00 100 คะแนน

วันศกุร ที่ 8 กันยายน 2566 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา................................ หมูเรยีน.............

คำชี้แจง

1. ขอสอบมี 26 ขอ 14 หนา แบงออกเป น 3 ตอน ประกอบดวย

• ตอนท่ี 1 ขอสอบแบบ 5 ตัวเลือกจำนวน 10 ขอ (ขอละ 2 คะแนน รวม 20 คะแนน)
• ตอนท่ี 2 ขอสอบแบบเติมคำตอบจำนวน 10 ขอ (ขอละ 2 คะแนน รวม 20 คะแนน)
• ตอนท่ี 3 ขอสอบแบบแสดงวิธีทำจำนวน 6 ขอ (ขอละ 10 คะแนน รวม 60 คะแนน)

2. เขียนรหัสนักศกึษา และหมูเรยีนดวยตัวบรรจงลงในขอสอบทกุหนา

3. ไมอนญุาตใหใชเครือ่งคำนวณและเครือ่งมือสือ่สาร

4. หามนำขอสอบออกจากหองสอบโดยเด็ดขาด

5. หากมีการทจุรติในการสอบ จะไดรับการลงโทษตามระเบียบของมหาวิทยาลัย

ขาพเจาจะปฏิบัติตามขอตกลงอยางเครงครัด
ลงชือ่ผูเขาสอบ

........................................

อาจารยผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนท่ี 1 ตอนท่ี 2 ตอนท่ี 3 ตอนท่ี 3 ตอนท่ี 3 ตอนท่ี 3 ตอนท่ี 3 ตอนท่ี 3 รวม
ขอ 1-10 11-20 21 22 23 24 25 26

คะแนน

หนา 1 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

ตอนท่ี 1 : (20 คะแนน) จงกากบาททับขอทีถ่กูตองทีส่ดุเพียงขอเดียว ขอละ 2 คะแนน

1. ขอใดตอไปนี้คือพจนที่ 20 ของลำดับ 3, 10, 17, 24, ...

ก. 136
ข. 140
ค. 163
ง. 180
จ. 216

2. ขอใดตอไปนี้เป นลำดับลูออก (divergent)

ก. 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ...

ข. 1,−1, 1,−1, ...

ค. 1,−1

2
,
1

3
,−1

4
, ...

ง. 2−1, 2−2, 2−3, 2−4, ...

จ. 6

5
,
7

6
,
8

7
,
9

8
, ...

3. ขอใดกลาวไมถูกตอง

ก. เรยีก
∞∑
n=0

(−1)nan วาอนกุรมสลับ (alternating series)

ข. ถา
∞∑
n=0

|an| เป นอนกุรมลูเขา
∞∑
n=0

an แลว เป นอนกุรมลูเขาแบบสัมบรูณ

ค. ถา
∞∑
n=0

an ลูเขา แต
∞∑
n=0

|an| ลูออก แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขาแบบมีเงือ่นไข

ง. ถา lim
n→∞

an = 0 แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขา

จ. ถา lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1 แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขาแบบสัมบรูณ

หนา 2 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

4. ขอใดคือชวงแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n+1

ก. (1, 3)

ข. [1, 3)

ค. (−1, 3]

ง. [−1, 3]

จ. (−1, 3)

5. f(x) = e2x เป นฟงกชันผลบวกของอนกุรมในขอใดตอไปนี้ เมือ่กำหนดให ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมือ่ x ∈ R

ก.
∞∑
n=0

2xn

n!

ข.
∞∑
n=0

2nxn

n!

ค.
∞∑
n=0

x2n

n!

ง.
∞∑
n=0

xn+2

n!

จ.
∞∑
n=0

2x2n

n!

หนา 3 จาก 14

3



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

6. กำหนดให cosx =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
เมือ่ x ∈ R แลวขอใดตอไปนี้เป นฟงกชันผลบวกของ

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

(2n− 1)!

ก. sinx

ข. cos
√
x

ค. − sinx

ง. x cosx
จ. −x sin x

7. กำหนดให A = (1, 3, 2) และ B = (1, 2, 3) ขอใดกลาวไมถูกตอง

ก. −→
AB เป นเวกเตอรหนึง่หนวย

ข. −→
AB ต้ังฉากกับ i⃗

ค. −→
AB = ⟨0,−1, 1⟩

ง. −→
AB ขนานกับ ⟨0, 2,−2⟩

จ. ∥
−→
AB∥ < 2

8. ให u⃗ = ⟨0, 2, 3⟩ และ v⃗ = ⟨0, 6, 3⟩ ถา

w⃗ = (u⃗ · v⃗)(u⃗+ v⃗)

ขอใดคือเวกเตอรหนึง่หนวยทีมี่ทิศเดียวกับ w⃗

ก.
⟨
4

5
,
3

5
, 0

⟩
ข.

⟨
0,

3

5
,
4

5

⟩
ค.

⟨
3

5
, 0,

4

5

⟩
ง.

⟨
0,

4

5
,
3

5

⟩
จ.

⟨
4

5
, 0,

3

5

⟩
หนา 4 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

9. เวกเตอรในขอใดตอไปนี้อยูบนระนาบเดียวกันกับ u⃗ = ⟨1, 0, 1⟩ และ v⃗ = ⟨0, 1, 1⟩

ก. ⟨2, 3, 1⟩
ข. ⟨1, 3, 2⟩
ค. ⟨1, 2, 3⟩
ง. ⟨1, 1, 1⟩
จ. ⟨1, 1, 0⟩

10. เวกเตอรในขอใดตอไปนี้ต้ังฉากกับ ⟨2, 5, 2⟩ และ ⟨−1, 0,−1⟩

ก. ⟨5, 5,−5⟩
ข. ⟨5, 5, 5⟩
ค. ⟨5,−5, 0⟩
ง. ⟨5, 0, 5⟩
จ. ⟨−5, 0, 5⟩

หนา 5 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

ตอนท่ี 2 : (20 คะแนน) จงเติมคำตอบในชองวาง (ดานซายบน) ใหถกูตอง ขอละ 2 คะแนน

11.

ถา
20∑
k=1

(ak + 1) = 1070 แลว a มีคาเทาใด

12.

ผลบวกของอนกุรมอนันต
∞∑
n=0

2n − 1

3n
มีคาเทาใด

13.

รัศมีแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=1

(2x+ 3)n

n · 6n
มีคาเทาใด

14.

ให f(x) =
√
x+ 4 จงประมาณคาของ

√
4.4 โดยใชพหนุามแมคลอรนิดีกรี 2 ของ f

(ตอบในรปูทศนยิม 4 ตำแหนง)

หนา 6 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

15.

ให u⃗ และ v⃗ เป นเวกเตอรหนึง่หนวยทีต้ั่งฉากกัน จงหา ∥8u⃗+ 15v⃗∥

16.

กำหนดให u⃗ = ⟨−1, 2, 3⟩, v⃗ = ⟨3, 0, 1⟩ และ u⃗ = ⟨1, 2, 0⟩ จงหาผลคณูของสามเวกเตอร u⃗ · v⃗ × w⃗

17.

จงหาระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุจาก B(−1, 2, 1) ไปยังเสนตรง


x = 1 + t

y = 2− 2t

z = 3 + 2t

หนา 7 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

18.

จงหามมุ (ในหนวยองศา) ระหวางเสนตรง x− 1 =
2− y

2
, z = 3 กับระนาบ x+ 3y = 23

19.

กำหนดใหเวกเตอรการเคลือ่นทีคื่อ r⃗(t) = ⟨t2 + 1, et + 1, 2t⟩ จงหาอัตราเรงขณะ t = 0

20.

กำหนดให F⃗ (t) = ⟨cos t, sin t, 2⟩ และ S⃗(t) = ⟨− sin t, cos t, t⟩ จงหา

∫ 1

0

F⃗ (t) · S⃗(t) dt

หนา 8 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

ตอนท่ี 3 : (60 คะแนน) จงแสดงวิธีโดยละเอียด ขอละ 10 คะแนน

21. (10 คะแนน) กำหนดให

A =
23∑
k=0

(k + 1)2, B =
∞∑
n=0

21n + 22n

23n
และ C =

∞∑
k=1

1

(k + 2)(k + 3)

จงหาคาของ A+ 2B + 3C

หนา 9 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

22. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวาอนกุรมตอไปนี้ลูเขาหรอืลูออก

22.1 (5 คะแนน)
∞∑
n=1

2n(3n+ 1)√
n4 + 1

22.2 (5 คะแนน)
∞∑
n=1

cos(2n)
3n

หนา 10 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

23. (10 คะแนน) จงหารัศมีและชวงแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=1

2(3x+ 6)n

n · 6n

หนา 11 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

24. (10 คะแนน) จงหาอนกุรมเทยเลอรของ

f(x) =
1

x2
รอบจดุ 1

หนา 12 จาก 14
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

25. (10 คะแนน) จงหาสมการเสนตรงทีเ่กิดจากการตัดกันของระนาบ x+ 2y − 3z = 2 และ 2x+ 3y + 2z = 3

หนา 13 จาก 14

13



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

26. (10 คะแนน) จงหา เวกเตอรสัมผัสหนวย (T⃗ ) เวกเตอรฉากหนวย (N⃗) และเวกเตอรแนวฉากคู (B⃗)
ของเสนโคง

r⃗(t) = ⟨5 sin t, 5 cos t, 12t⟩ เมือ่ t = 0

หนา 14 จาก 14
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มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวิชาคณติศาสตร

เฉลยขอสอบกลางภาคเรยีนท่ี 1 ป การศกึษา 2566

รหัสวิชา ชือ่วิชา วันเวลาสอบ คะแนนเต็ม
MAC1303 แคลคลัูส ๒ เวลา 17:00 - 20:00 100 คะแนน

วันพธุ ที่ 30 สงิหาคม 2566 25%

โดย ผูชวยศาสตราจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนท่ี 1 : (20 คะแนน) จงกากบาททับขอทีถ่กูตองทีส่ดุเพียงขอเดียว ขอละ 2 คะแนน

1. ขอใดตอไปนี้คือพจนที่ 20 ของลำดับ 3, 10, 17, 24, ...

ก. 136 Answer
ข. 140
ค. 163
ง. 180
จ. 216

ตอบขอ ก. ลำดับดังกลาวเป นลำดับเลขคณติทีมี่พจนทัว่ไปคือ an = 7n− 4 ดังน้ัน a20 = 7(20)− 4 = 136

2. ขอใดตอไปนี้เป นลำดับลูออก (divergent)

ก. 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ...

ข. 1,−1, 1,−1, ... Answer

ค. 1,−1

2
,
1

3
,−1

4
, ...

ง. 2−1, 2−2, 2−3, 2−4, ...

จ. 6

5
,
7

6
,
8

7
,
9

8
, ...

ตอบขอ ข. ลำดับ 1,−1, 1,−1, ... มีลำดับยอย a2k = −1 และ a2k−1 = 1 ซึง่ลูเขาคา 1 และ -1 จึงสรปุได
วา เป นลำดับลูออก

15



3. ขอใดกลาวไมถูกตอง

ก. เรยีก
∞∑
n=0

(−1)nan วาอนกุรมสลับ (alternating series)

ข. ถา
∞∑
n=0

|an| เป นอนกุรมลูเขา
∞∑
n=0

an แลว เป นอนกุรมลูเขาแบบสัมบรูณ

ค. ถา
∞∑
n=0

an ลูเขา แต
∞∑
n=0

|an| ลูออก แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขาแบบมีเงือ่นไข

ง. ถา lim
n→∞

an = 0 แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขา Answer

จ. ถา lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1 แลว
∞∑
n=0

an เป นอนกุรมลูเขาแบบสัมบรูณ

ตอบขอ ง. ไมสอดคลองกับการทดสอบการลูออกที่กลาววา ถา lim
n→∞

an ̸= 0 หรอืไมมีคา แลว
∞∑
n=0

an เป น

อนกุรมลูออก ตัวอยางเชน
∞∑
n=1

1

n
เป นอนกุรมลูออก แต lim

n→∞
an = 0

4. ขอใดคือชวงแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n+1

ก. (1, 3)

ข. [1, 3)

ค. (−1, 3]

ง. [−1, 3]

จ. (−1, 3) Answer

ตอบขอ จ. จะเหน็วาอนกุรมกำลังมีศนูยกลางอยูที่ −1

2
แลว

lim
n→∞

∣∣∣∣(x− 1)n+1

2n+2
· 2n+1·
(x− 1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

2
|x− 1| = 1

2
|x− 1| < 1

จะไดวา

|x− 1| < 2

−2 < x− 1 < 2

−1 < x < 3

พิจารณา
กรณี x = −1 จะไดวา

∞∑
n=0

(x− 1)n

2n+1
=

∞∑
n=1

(−1)n

2
เป นอนกุรมลูออก โดยการทดสอบการลูออก

กรณี x = 3 จะไดวา
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n+1
=

∞∑
n=1

1

2
เป นอนกุรมลูออก โดยการทดสอบการลูออก

สรปุไดวา ชวงแหงการลูเขาคือ (−1, 3)
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5. f(x) = e2x เป นฟงกชันผลบวกของอนกุรมในขอใดตอไปนี้ เมือ่กำหนดให ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมือ่ x ∈ R

ก.
∞∑
n=0

2xn

n!

ข.
∞∑
n=0

2nxn

n!
Answer

ค.
∞∑
n=0

x2n

n!

ง.
∞∑
n=0

xn+2

n!

จ.
∞∑
n=0

2x2n

n!

ตอบขอ ข. จากทีโ่จทยกำหนด แทน x ดวย 2x จะไดวา

f(x) = e2x =
∞∑
n=0

(2x)n

n!
=

∞∑
n=0

2nxn

n!

6. กำหนดให cosx =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
เมือ่ x ∈ R แลวขอใดตอไปนี้เป นฟงกชันผลบวกของ

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

(2n− 1)!

ก. sinx

ข. cos
√
x

ค. − sinx Answer
ง. x cosx
จ. −x sin x

ตอบขอ ค. หาอนพัุนธจากสมการทีโ่จทยกำหนด จะไดวา

d

dx
cos x =

d

dx

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!

− sinx =
∞∑
n=1

(−1)n(2n)x2n−1

(2n)!
=

∞∑
n=1

(−1)nx2n−1

(2n− 1)!

17



7. กำหนดให A = (1, 3, 2) และ B = (1, 2, 3) ขอใดกลาวไมถูกตอง

ก. −→
AB เป นเวกเตอรหนึง่หนวย Answer

ข. −→
AB ต้ังฉากกับ i⃗

ค. −→
AB = ⟨0,−1, 1⟩

ง. −→
AB ขนานกับ ⟨0, 2,−2⟩

จ. ∥
−→
AB∥ < 2

ตอบขอ ก. จะเหน็วา −→
AB = ⟨1− 1, 2− 3, 3− 2⟩ = ⟨0,−1, 1⟩ ซึง่ ∥

−→
AB∥ =

√
2 ดังน้ัน −→

AB ไมเป นเวก
เตอรหนึง่หนวย

8. ให u⃗ = ⟨0, 2, 3⟩ และ v⃗ = ⟨0, 6, 3⟩ ถา

w⃗ = (u⃗ · v⃗)(u⃗+ v⃗)

ขอใดคือเวกเตอรหนึง่หนวยทีมี่ทิศเดียวกับ w⃗

ก.
⟨
4

5
,
3

5
, 0

⟩
ข.

⟨
0,

3

5
,
4

5

⟩
ค.

⟨
3

5
, 0,

4

5

⟩
ง.

⟨
0,

4

5
,
3

5

⟩
Answer

จ.
⟨
4

5
, 0,

3

5

⟩
ตอบขอ จ. พิจารณา

w⃗ = (0 + 12 + 9) ⟨0, 8, 6⟩ = 21 ⟨0, 8, 6⟩ = 42 ⟨0, 4, 3⟩
∥w⃗∥ = 42

√
0 + 16 + 9 = 42 · 5

ดังน้ันเวกเตอรหนึง่หนวยทีมี่ทิศเดียวกับ w⃗ คือ
w⃗

∥w⃗∥
=

1

42 · 5
· 42 ⟨0, 4, 3⟩ =

⟨
0,

4

5
,
3

5

⟩
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9. เวกเตอรในขอใดตอไปนี้อยูบนระนาบเดียวกันกับ u⃗ = ⟨1, 0, 1⟩ และ v⃗ = ⟨0, 1, 1⟩

ก. ⟨2, 3, 1⟩
ข. ⟨1, 3, 2⟩
ค. ⟨1, 2, 3⟩ Answer
ง. ⟨1, 1, 1⟩
จ. ⟨1, 1, 0⟩

ตอบขอ ค. หาเวกเตอรที่ผลคณูสามเวกเตอร (triple product) เทากับ 0 จะเหน็วา ⟨1, 2, 3⟩ และ u⃗, v⃗ มีผล
คณูสามเวกเตอรคือ

⟨1, 2, 3⟩ · u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1

∣∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣
= 1(−1)− 2(1) + 3(1) = 0

10. เวกเตอรในขอใดตอไปนี้ต้ังฉากกับ ⟨2, 5, 2⟩ และ ⟨−1, 0,−1⟩

ก. ⟨5, 5,−5⟩
ข. ⟨5, 5, 5⟩
ค. ⟨5,−5, 0⟩
ง. ⟨5, 0, 5⟩
จ. ⟨−5, 0, 5⟩ Answer

ตอบขอ จ.
วิธีท่ี 1. เวกเตอรทีต้ั่งฉากกับ ⟨2, 5, 2⟩ และ ⟨−1, 0,−1⟩ คือเวกเตอรทีข่นานกับผลคณูเชงิเวกเตอรท้ังสอง
นัน่คือ

⟨2, 5, 2⟩ × ⟨−1, 0,−1⟩ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 5 2
−1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= i⃗

∣∣∣∣5 2
0 −1

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 2 2
−1 −1

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 2 5
−1 0

∣∣∣∣
= ⟨−5, 0, 5⟩

วิธีท่ี 2. ตรวจสอบจากการหาผลคณูเชงิสเกลาร

⟨−5, 0, 5⟩ · ⟨2, 5, 2⟩ = 0 และ ⟨−5, 0, 5⟩ · ⟨−1, 0,−1⟩ = 0

ดังน้ัน ⟨−5, 0, 5⟩ ต้ังฉากกับ ⟨2, 5, 2⟩ และ ⟨−1, 0,−1⟩
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ตอนท่ี 2 : (20 คะแนน) จงเติมคำตอบในชองวาง (ดานซายบน) ใหถกูตอง ขอละ 2 คะแนน

11. ตอบ 5

ถา
20∑
k=1

(ak + 1) = 1070 แลว a มีคาเทาใด

แนวคำตอบ พิจารณา

1070 = a

20∑
k=1

k +
20∑
k=1

1 = a · 20 · 21
2

+ 1 · 20 = 210a+ 20

ดังน้ัน a =
1070− 20

210
= 5 #

12. ตอบ 3

2

ผลบวกของอนกุรมอนันต
∞∑
n=0

2n − 1

3n
มีคาเทาใด

แนวคำตอบ จะไดวา
∞∑
n=0

2n − 1

3n
=

∞∑
n=0

(
2n

3n
− 1

3n

)
=

∞∑
n=0

2n

3n
−

∞∑
n=0

1

3n

=
1

1− 2
3

− 1

1− 1
3

= 3− 3

2
=

3

2
#

13. ตอบ 3

รัศมีแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=1

(2x+ 3)n

n · 6n
มีคาเทาใด

แนวคำตอบ จะเหน็วาอนกุรมกำลังมีศนูยกลางอยูที่ −3

2
แลว

lim
n→∞

∣∣∣∣(2x+ 3)n+1

(n+ 1)6n+1
· n · 6n

(2x+ 3)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

3
|2x+ 3| · n

n+ 1
=

1

6
|2x+ 3| · 1 < 1

จะไดวา
1

6
· 2

∣∣∣∣x+
3

2

∣∣∣∣ < 1

1

3

∣∣∣∣x+
3

2

∣∣∣∣ < 1∣∣∣∣x+
3

2

∣∣∣∣ < 3

ดังน้ันรัศมีแหงการลูเขาคือ r = 3 #
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14. ตอบ 2.0975

ให f(x) =
√
x+ 4 จงประมาณคาของ

√
4.4 โดยใชพหนุามแมคลอรนิดีกรี 2 ของ f

(ตอบในรปูทศนยิม 4 ตำแหนง)
แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) =
√
x+ 4 f(0) = 2

f ′(x) =
1

2
(x+ 4)−

1
2 f ′(0) =

1

4

f ′′(x) = −1

4
(x+ 4)−

3
2 f ′′(0) = − 1

32

จะไดวา

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 = 2 +

1

4
x− 1

64
x2

ประมาณคา
√
4.4 โดยแทน x = 0.4 ใน T2(x) จะได

√
4.4 = f(0.4)

≈ T2(0.4) = 2 +
1

4
(0.4)− 1

64
(0.4)2

= 2 + 0.1− 0.0025

= 2.0975

15. ตอบ 17

ให u⃗ และ v⃗ เป นเวกเตอรหนึง่หนวยทีต้ั่งฉากกัน จงหา ∥8u⃗+ 15v⃗∥
แนวคำตอบ พิจารณา

∥8u⃗+ 15v⃗∥2 = ∥8u⃗∥2 + 2(8u⃗) · (15v⃗) + ∥15v⃗∥2

= 82∥u⃗∥2 + 240u⃗ · v⃗ + 152∥v⃗∥2

= 82(12) + 240 · 0 + 152(12) = 64 + 0 + 225 = 289

ดังน้ัน ∥8u⃗+ 15v⃗∥ =
√
289 = 17 #

16. ตอบ 22

กำหนดให u⃗ = ⟨−1, 2, 3⟩, v⃗ = ⟨3, 0, 1⟩ และ u⃗ = ⟨1, 2, 0⟩ จงหาผลคณูของสามเวกเตอร u⃗ · v⃗ × w⃗

แนวคำตอบ จะไดวา

u⃗ · v⃗ × w⃗ =

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
3 0 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= −3

∣∣∣∣2 3
2 0

∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣−1 3
1 0

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣−1 2
1 2

∣∣∣∣
= −3(−6) + 0− 1(−4) = 22 #
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17. ตอบ 12

จงหาระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุจาก B(−1, 2, 1) ไปยังเสนตรง


x = 1 + t

y = 2− 2t

z = 3 + 2t

แนวคำตอบ จะไดวา P0 = (1, 2, 3) และ A⃗ = ⟨1,−2, 2⟩ แลว −−→
P0B = ⟨−2, 0,−2⟩ ดังน้ัน

−−→
P0B × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
−2 0 −2
1 −2 2

∣∣∣∣∣∣
= i⃗

∣∣∣∣ 0 −2
−2 2

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣−2 −2
1 2

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣−2 0
1 −2

∣∣∣∣
= ⟨−4, 2, 4⟩

ระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุจาก B(−1, 2, 1) ไปยังเสนตรงนี้เทากับ

∥
−−→
P0B × A⃗∥

∥A⃗∥
=

√
16 + 4 + 16√
1 + 4 + 4

=

√
36√
9

=
6

3
= 2 #

18. ตอบ 45

จงหามมุ (ในหนวยองศา) ระหวางเสนตรง x− 1 =
2− y

2
, z = 3 กับระนาบ x+ 3y = 23

แนวคำตอบ จะไดวา A⃗ = ⟨1,−2, 0⟩ และ N⃗ = ⟨1, 3, 0⟩ แลว

cos θ =
A⃗ · N⃗

∥A⃗∥∥N⃗∥

=
1− 6 + 0√

5
√
10

=
−5

5
√
2
= − 1√

2

θ = 135◦

ดังน้ันมมุระหวางเสนตรง x− 1 =
2− y

2
, z = 3 กับระนาบ x+ 3y = 23 เทากับ |90◦ − 135◦| = 45◦ #

22



19. ตอบ
√
5

กำหนดใหเวกเตอรการเคลือ่นทีคื่อ r⃗(t) = ⟨t2 + 1, et + 1, 2t⟩ จงหาอัตราเรงขณะ t = 0

แนวคำตอบ พิจารณา

v⃗(t) = r⃗′(t) =
⟨
2t, et, 2

⟩
a⃗(t) = r⃗′′(t) =

⟨
2, et, 0

⟩
a⃗(0) = ⟨2, 1, 0⟩

ดังน้ันอัตราเรงขณะ t = 0 เทากับ ∥a⃗(0)∥ =
√
4 + 1 + 0 =

√
5 #

20. ตอบ 1

กำหนดให F⃗ (t) = ⟨cos t, sin t, 2⟩ และ S⃗(t) = ⟨− sin t, cos t, t⟩ จงหา

∫ 1

0

F⃗ (t) · S⃗(t) dt

แนวคำตอบ จะไดวา ∫ 1

0

F⃗ (t) · S⃗(t) dt =
∫ 1

0

− cos t sin t+ sin t cos t+ 2t dt

=

∫ 1

0

2tdt = [t2]10 = 1− 0 = 1 #
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ตอนท่ี 3 : (60 คะแนน) จงแสดงวิธีโดยละเอียด ขอละ 10 คะแนน

21. (10 คะแนน) กำหนดให

A =
23∑
k=0

(k + 1)2, B =
∞∑
n=0

21n + 22n

23n
และ C =

∞∑
k=1

1

(k + 2)(k + 3)

จงหาคาของ A+ 2B + 3C

แนวคำตอบ พิจารณา

A =
23∑
k=0

(k + 1)2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ 242

=
24(24 + 1)(24 · 2 + 1)

6
=

24(25)(49)

6
= 4 · 25 · 49 = 4900

B =
∞∑
n=0

(
21n

23n
+

22n

23n

)
=

∞∑
n=0

21n

23n
+

∞∑
n=0

22n

23n

=
1

1− 21
23

+
1

1− 22
23

=
23

2
+ 23 =

69

2

C =
∞∑
k=1

[
1

k + 2
− 1

k + 3

]
=

1

1 + 2
− lim

n→∞

1

n+ 3
=

1

3
− 0 =

1

3

ดังน้ัน

A+ 2B + 3C = 4900 + 2 · 69
2

+ 3 · 1
3
= 4900 + 69 + 1 = 4970 #
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22. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวาอนกุรมตอไปนี้ลูเขาหรอืลูออก

22.1 (5 คะแนน)
∞∑
n=1

2n(3n+ 1)√
n4 + 1

แนวคำตอบ พิจารณา

lim
n→∞

2n(3n+ 1)√
n4 + 1

= lim
n→∞

2n2(3 + 1
n
)√

n4(1 + 1
n4 )

= lim
n→∞

2n2(3 + 1
n
)

√
n4

√
1 + 1

n4

= lim
n→∞

2n2(3 + 1
n
)

n2

√
1 + 1

n4

= lim
n→∞

2(3 + 1
n
)√

1 + 1
n4

=
2(3 + 0)√

1 + 0
= 6 ̸= 0

โดยการทดสอบการลูออก (Divergent Test) สรปุไดวา
∞∑
n=1

2n(3n+ 1)√
n4 + 1

เป นอนกุรมลูออก #

22.2 (5 คะแนน)
∞∑
n=1

cos(2n)
3n

แนวคำตอบ สำหรับ n ∈ N จะไดวา

0 ≤ | cos(2n)| ≤ 1

ฉะน้ัน
0 ≤ | cos(2n)|

3n
≤ 1

3n

เนือ่งจาก
∞∑
n=1

1

3n
ลูเขา (อนกุรมเรขาคณติ r = 1

3
) โดยการเปรยีบเทียบจะไดวา

∞∑
n=1

∣∣∣∣cos(2n)
3n

∣∣∣∣ ลูเขา
สรปุไดวา

∞∑
n=1

cos(2n)
3n

เป นอนกุรมลูเขา #
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23. (10 คะแนน) จงหารัศมีและชวงแหงการลูเขาของอนกุรมกำลัง
∞∑
n=1

2(3x+ 6)n

n · 6n

แนวคำตอบ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣2(3x+ 6)n+1

(n+ 1)6n+1
· n · 6n

2(3x+ 6)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

3
|6x+ 2| · n

n+ 1

=
1

6
|3x+ 6| · 1

=
1

6
· 3 |x+ 2|

=
1

2
|x+ 2| < 1

จะไดวา
|x+ 2| < 2

ดังน้ันอนกุรมนี้มีศนูยกลางอยูที่ −2 และรัศมีแหงการลูเขาคือ 2 พิจารณา

−2 < x+ 2 < 2

−4 < x < 0

พิจารณา
กรณี x = −4 จะได วา

∞∑
n=1

2(3x+ 6)n

n · 6n
=

∞∑
n=1

2(−1)n

n
เป นอนกุรมลูเขา เพราะวาเป นอนกุรมสลับที่

{2(−1)n

n
} เป นลำดับลด และ lim

n→∞

2(−1)n

n
= 0

กรณี x = 0 จะไดวา
∞∑
n=1

2(3x+ 6)n

n · 6n
=

∞∑
n=1

2

n
เป นอนกุรมลูออก เพราะเป นอนกุรมพี p = 1

สรปุไดวา รัศมีแหงการลูเขาคือ 2 ชวงแหงการลูเขาคือ [−4, 0) #
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24. (10 คะแนน) จงหาอนกุรมเทยเลอรของ

f(x) =
1

x2
รอบจดุ 1

แนวคำตอบ แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) = x−2 −→ f(1) = 1 = 1!
f ′(x) = (−2)x−3 −→ f ′(1) = (−2) = −2!
f ′′(x) = (−2)(−3)x−4 −→ f ′′(1) = (−2)(−3) = 3!
f ′′′(x) = (−2)(−3)(−4)x−5 −→ f ′′(1) = (−2)(−3)(−4) = −4!

... ... ...
f (n)(x) = (−2)...(−n− 1)x−n−2 −→ f ′′(1) = (−2)...(−n− 1) = (−1)n(n+ 1)!

จะไดวาอนกุรม จงหาอนกุรมเทยเลอรของ f รอบจดุ 1 คือ
∞∑
n=0

f (n)(1)(x− 1)n

n!
= f(1) + f ′(1)(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3 + · · ·

= 1− 2!(x− 1) +
3!

2!
(x− 1)2 − 4!

3!
(x− 1)3 + · · ·

= 1− 2(x− 1) + 3(x− 1)2 − 4(x− 1)3 + · · ·

=
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(x− 1)n #

25. จงหาสมการเสนตรงทีเ่กิดจากการตัดกันของระนาบ x+ 2y − 3z = 2 และ 2x+ 3y + 2z = 3

แนวคำตอบ เลือก x = 0 จะไดวา

2y − 3z = 2 −→ 74y − 6z = 4
3y + 2z = 3 −→ 9y + 6z = 9

−→ 13y = 13

จะได y = 1, z = 0 ดังน้ัน (0, 1, 0) เป นจดุบนระนาบท้ังสอง
เวกเตอรแนวฉากของ x+ 2y − 3z = 2 และ 2x+ 3y + 2z = 3 คือ N⃗1 = ⟨1, 2,−3⟩ และ N⃗2 = ⟨2, 3, 2⟩
ตามลำดับ
ดังน้ัน N⃗1 × N⃗2 เป นเวกเตอรแสดงทิศทางของเสนตรงนี้ นัน่คือ

A⃗ = N⃗1 × N⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ i⃗ i⃗
1 2 −3
2 3 2

∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣2 −3
3 2

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣1 −3
2 2

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣1 2
2 3

∣∣∣∣
= ⟨13,−8,−1⟩

ดังน้ันสมการของเสนตรงนี้คือ x = 13t, y = 1− 8t, z = −t #
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26. (10 คะแนน) จงหา เวกเตอรสัมผัสหนวย (T⃗ ) เวกเตอรฉากหนวย (N⃗) และเวกเตอรแนวฉากคู (B⃗)
ของเสนโคง

r⃗(t) = ⟨5 sin t, 5 cos t, 12t⟩ เมือ่ t = 0

แนวคำตอบ
เวกเตอรสัมผัสหนวย เมือ่ t = 0

r⃗′(t) = ⟨5 cos t,−5 sin t, 12⟩

∥r⃗′(t)∥ =
√

25 cos2 t+ 25 sin2 t+ 144

=
√

25(cos2 t+ sin2 t) + 144

=
√
25 + 144 =

√
169 = 13

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
=

1

13
⟨5 cos t,−5 sin t, 12⟩

T⃗ (0) =

⟨
5

13
, 0,

12

13

⟩
#

เวกเตอรแนวฉากหนวย เมือ่ t = 0

T⃗ ′(t) =
1

13
⟨−5 sin t,−5 cos t, 0⟩

∥T⃗ ′(t)∥ =
1

13

√
25 sin2 t+ 25 cos2 t+ 0

=
1

13

√
25(sin2 t+ cos2 t) = 1

13

√
25 =

5

13

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
=

1

5
⟨−5 sin t,−5 cos t, 0⟩

N⃗(π) = ⟨0,−1, 0⟩ #

เวกเตอรแนวฉากคู เมือ่ t = 0 คือ

B⃗(0) = T⃗ (0)× N⃗(0)

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
5
13

0 12
13

0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
= i⃗

∣∣∣∣ 0 12
13

−1 0

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 5
13

12
13

0 0

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 5
13

0
0 −1

∣∣∣∣
=

⟨
12

13
, 0,− 5

13

⟩
#
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