
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2568
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 16:00 - 19:00 100 คะแนน

วันพฤหัสบดี ที่ 19 มนีาคม 2569 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตารางแสดงจำนวนเฉพาะไมเ่กนิ 1000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439
443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509
521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599
601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661
673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751
757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829
839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929
937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ และ m เปน็จำนวนเตม็บวก ถา้

a ≡ b ( mod m)

แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่ว ไมถ่กูตอ้ง

ก. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร a และ b ดว้ย m มคีา่เทา่กัน

ข. m | (b− a)

ค. 2a ≡ a+ b ( mod m)

ง. 2b ≡ a+ b ( mod m)

จ. 2a ≡ b ( mod m)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. สำหรับ x = 6 + 9t เมือ่ t ∈ Z ไมเ่ปน็คำตอบในรปูทัว่ไปของสมการคอนกรเูอน็ซใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. 2x ≡ 3 ( mod 9)

ข. 6x ≡ 9 ( mod 9)

ค. 2x ≡ 6 ( mod 9)

ง. 5x ≡ 3 ( mod 9)

จ. 4x ≡ 6 ( mod 9)

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีม้ ี คา่นอ้ยทีส่ดุ

ก.
[
600

24

]
ข. σ2(600)

ค. τ(600)

ง. σ(599)

จ. ϕ(599)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

4. ให้ a เปน็จำนวนเตม็ สมการไดโอแฟนไทน์

ax+ 42y = 2569

มคีำตอบ เมือ่ a เปน็จำนวนในขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. 8

ข. 7

ค. 6

ง. 4

จ. 3

5. กำหนดให้ {3, 4, a}, {7, 2b, 25} และ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) แลว้ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. a+ b = c

ข. ab = c

ค. {a, 2b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)

ง. {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT)

จ. {2a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 22166 ดว้ย 109 (ตอบเปน็จำนวนบวก)

7.

จงหาคา่ของ
∑
d|69

σ(d)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

ให้ a เปน็จำนวนเตม็บวก ถา้ ax − 4y = 7 เปน็สมการไดโอแฟนไทนท์ีม่คีำตอบ เมือ่หาคำตอบเฉพาะราย x0, y0
ของสมการนีโ้ดยใชเ้มทรกิซไ์ดดั้งนี้

a = a(1) + 4(0) 1 0 R1

4 = a(0) + 4(1) 0 1 R2

1 = a(1) + 4(−1) 1 −1 R3 = R1 −R2

จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการนีโ้ดยวธิดัีงกลา่ว ตอบในรปูค ูอั่นดับ (x0, y0)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

9.

ให้ k เปน็จำนวนเตม็ซึง่ 90 < k < 100 ถา้สมการไดโอแฟนไทนต์อ่ไปนีม้คีำตอบ

26x+ 143y + 65z = k

แลว้ k คอืจำนวนใด

10.

จงหาจำนวนเตม็บวก a ทีท่ำให้ {a− 7, a, a+ 1} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนว์า่ 19 | (72n+3 − 53n) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชค้อนกรเูอน็ซ์

11.2 (5 คะแนน) จงหาเลขทา้ยสามตัวของ 72399 (ข้อเสนอแนะ: ใชท้ฤษฎบีทของออยเลอร)์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงหาคำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 117 ของสมการ 18x ≡ 135 (mod 117)

12.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
108!− 107! + 106!− 105! ดว้ย 109

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

13. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุ เมือ่

หารดว้ย 12, 15 และ 20 เศษเหลอืเทา่กับ 7, 10 และ 15 ตามลำดับ

โดยใชท้ฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) กำหนดใหฟ้งักชั์น φ : Z+ → R ทีน่ยิามโดย

φ(n) = 2ℓn(n) เมือ่ n ∈ Z+

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณูแบบบรบิรูณ์ หรอืไม ่
ถา้จรงิจงพสิจูน์ ไมจ่รงิจงยกตัวอยา่งคา้น

14.2 (5 คะแนน) ให้ n ∈ Z+ ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข
φ(120) · φ(42) = 2ℓn(n!)

จงหา τ(n2 · 2n)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) ถา้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะทีแ่ตกตา่งกัน

ϕ(pq) + τ(2p · 9q) = 442

จงหา p, q ทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) กำหนดให้ N = (26!)2 − (25!)2

16.1 (8 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขยีน รปูแบบบัญญัติ ของ N

16.2 (2 คะแนน) จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) นอ้งอนิเตรยีมทำอาหารเพือ่เขา้แขง่ขันรายการ Master Chef Junior โดยฝกึทำอาหารหวานซึง่
ตอ้งการไขไ่กส่ดเบอร์ 0 จงึไปออกไปซือ้ทีซ่ปุเปอรม์ารเ์กต็ พบวา่มไีขไ่กเ่บอร์ 0 จำนวน 3 แบบ ดังนี้

ไขไ่กแ่บบ 30 ฟอง แพค็ละ 125 บาท
ไขไ่กแ่บบ 12 ฟอง แพค็ละ 60 บาท
ไขไ่กแ่บบ 4 ฟอง แพค็ละ 25 บาท

ถา้นอ้งอนิตัง้ใจจะซือ้ไข ่ 500 บาทและไดค้รบทกุแบบ ถามวา่เปน็ไปไดห้รอืไมท่ ีจ่ะใชเ้งนิพอดใีนการซือ้ไขเ่บอร์ 0 ที่
เขาตอ้งการ ถา้เปน็ไปได้ จะซือ้ไดแ้ตล่ะแบบไดก้ ีแ่พค็และรวมกันเปน็กีฟ่องในแตล่ะแบบ
(โดยใชส้มการไดโอแฟนไทน)์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

18.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) ทีม่จีำนวน 52
พรอ้มทัง้ระบดุว้ยวา่สามจำนวนใดเปน็ชนดิปฐมฐาน (PPT)

18.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส จงพสิจูนว์า่

{|b2 − a2|, 2ab, c2} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส

โดยเรยีกวา่ สามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {a, b, c}
จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 15



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2568

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 16:00 - 19:00 100 คะแนน

วันพฤหัสบดี ที่ 19 มนีาคม 2569 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ และ m เปน็จำนวนเตม็บวก ถา้

a ≡ b ( mod m)

แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่ว ไมถ่กูตอ้ง

ก. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร a และ b ดว้ย m มคีา่เทา่กัน
ข. m | (b− a)

ค. 2a ≡ a+ b ( mod m)

ง. 2b ≡ a+ b ( mod m)

จ. 2a ≡ b ( mod m) Answer

ตอบขอ้ จ.

ก. ถกูตอ้ง เปน็ไปตามบทนยิาม

ข. ถกูตอ้ง เปน็ไปตามบทนยิาม
ค. ถกูตอ้ง โดยการบวก a เขา้ไปสองขา้ง
ง. ถกูตอ้ง โดยการบวก b เขา้ไปสองขา้ง
จ. ไมถ่กูตอ้ง ถา้เลอืก a = b = 1 และ m = 2 จะไดว้า่

1 ≡ 1 ( mod 2) เปน็จรงิ แต่ 2 · 1 ≡ 1 ( mod 2) ไมเ่ปน็จรงิ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 16



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. สำหรับ x = 6 + 9t เมือ่ t ∈ Z ไมเ่ปน็คำตอบในรปูทัว่ไปของสมการคอนกรเูอน็ซใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. 2x ≡ 3 ( mod 9)

ข. 6x ≡ 9 ( mod 9)

ค. 2x ≡ 6 ( mod 9) Answer
ง. 5x ≡ 3 ( mod 9)

จ. 4x ≡ 6 ( mod 9)

ตอบขอ้ ค. ตรวจสอบโดยแทน x = 6 ในสมการจะเหน็วา่เปน็จรงิทกุขอ้ยกเวน้ ค.

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีม้ ี คา่นอ้ยทีส่ดุ

ก.
[
600

24

]
ข. σ2(600)

ค. τ(600) Answer
ง. σ(599)

จ. ϕ(599)

ตอบขอ้ ค. จากตารางจำนวนเฉพาะ 599 เปน็จำนวนเฉพาะ และ 600 = 23 · 3 · 52 จะไดว้า่[
600

24

]
= [37.5] = 37

σ2(600) = σ2(2
3 · 3 · 52)

= (12 + 22 + 42 + 82)(12 + 32)(12 + 52 + 252)

= (85)(10)(651) = 553350

τ(600) = τ(23 · 3 · 52) = (3 + 1)(1 + 1)(2 + 1) = 24

σ(599) = 1 + 599 = 600

ϕ(599) = 599− 1 = 588
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4. ให้ a เปน็จำนวนเตม็ สมการไดโอแฟนไทน์

ax+ 42y = 2569

มคีำตอบ เมือ่ a เปน็จำนวนในขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. 8

ข. 7 Answer
ค. 6

ง. 4

จ. 3

ตอบขอ้ ข. จากทฤษฎบีทสมการจะมคีำตอบกต็อ่เมือ่ gcd(a, 42) | 2569 เนือ่งจาก 2569 = 7 · 367 จากตัวเลอืก
a = 7 จะทำใหส้มการนีม้คีำตอบ

5. กำหนดให้ {3, 4, a}, {7, 2b, 25} และ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) แลว้ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. a+ b = c

ข. ab = c

ค. {a, 2b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)
ง. {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT) Answer
จ. {2a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)

ตอบขอ้ ง. พจิารณา a2 = 32 + 42 จะได้ a = 5 และ (2b)2 = 252 − 72 แลว้ 2b = 24 นัน่คอื b = 12 และ

c2 = a2 + b2 = 52 + 122 = 169

ฉะนัน้ c = 13 ทำใหไ้ดว้า่ {a, b, c} = {5, 12, 13} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT)
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ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 64

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 22166 ดว้ย 109 (ตอบเปน็จำนวนบวก)
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 109 เปน็จำนวนเฉพาะ และ 109 ∤ 2 โดยทฤษฎขีองแฟรม์าต์ จะไดว้า่

2109−1 ≡ 1 (mod 109)
2108 ≡ 1 (mod 109)

(2108)20 ≡ (1)20 (mod 109)
22160 ≡ 1 (mod 109)

22160 · 26 ≡ 1 · 26 (mod 109)
22166 ≡ 64 (mod 109)

ดังนัน้เศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 22166 ดว้ย 109 เทา่กับ 64 #

7. ตอบ 125

จงหาคา่ของ
∑
d|69

σ(d)

แนวคำตอบ เนือ่งจากตัวหารของ 69 คอื 1, 3, 23, 69 ดังนัน้

X =
∑
d|69

σ(d) = σ(1) + σ(3) + σ(23) + σ(69)

= 1 + (1 + 3) + τ(1 + 23) + σ(3 · 23)
= 1 + (1 + 3) + τ(1 + 23) + (1 + 3)(1 + 23)

= 1 + 4 + 24 + (4)(24)

= 29 + 96

= 125 #

8. ตอบ (7,7)

ให้ a เปน็จำนวนเตม็บวก ถา้ ax − 4y = 7 เปน็สมการไดโอแฟนไทนท์ีม่คีำตอบ เมือ่หาคำตอบเฉพาะราย x0, y0
ของสมการนีโ้ดยใชเ้มทรกิซไ์ดดั้งนี้

a = a(1) + 4(0) 1 0 R1

4 = a(0) + 4(1) 0 1 R2

1 = a(1) + 4(−1) 1 −1 R3 = R1 −R2

จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการนีโ้ดยวธิดัีงกลา่ว ตอบในรปูค ูอั่นดับ (x0, y0)

แนวคำตอบ จากเมทรกิซจ์ะได้ a(1)− 4(1) = 1 นำ 7 คณูตลอด

a(7)− 4(7) = 7

ดังนัน้ x0 = 7 และ y0 = 7 เปน็คำตอบเฉพาะรายของสมการนี้
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9. ตอบ 91

ให้ k เปน็จำนวนเตม็ซึง่ 90 < k < 100 ถา้สมการไดโอแฟนไทนต์อ่ไปนีม้คีำตอบ

26x+ 143y + 65z = k

แลว้ k คอืจำนวนใด
แนวคำตอบ จะเหน็วา่ gcd(26, 143, 65) = 13 สมการนีจ้ะมคีำตอบกต็อ่เมือ่ 13 | k นัน่คอื

k = 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, ...

จากเงือ่นไข จะไดว้า่ k = 91 #

10. ตอบ 12

จงหาจำนวนเตม็บวก a ทีท่ำให้ {a− 7, a, a+ 1} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT)
แนวคำตอบ พจิารณา

(a− 7)2 + a2 = (a+ 1)2

a2 − 14a+ 49 + a2 = a2 + 2a+ 1

a2 − 16a+ 48 = 0

(a− 12)(a− 4) = 0

a = 4, 12

เนือ่งจาก a− 7 > 0 ดังนัน้ a = 12 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนว์า่ 19 | (72n+3 − 53n) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชค้อนกรเูอน็ซ์

บทพิสจูน์ . ให้ n ∈ N เนือ่งจาก 49 ≡ 125 (mod 19) จะไดว้า่

72 ≡ 53 ( mod 19)
(72)n ≡ (53)n ( mod 19)
72n ≡ 53n ( mod 19)

72n · 343 ≡ 53n · 343 ( mod 19)
72n · 73 ≡ 53n · (1) ( mod 19)
72n+3 ≡ 53n ( mod 19)

สรปุไดว้า่ 19 | (72n+3 − 53n) ทกุ ๆ n ∈ N

11.2 (5 คะแนน) จงหาเลขทา้ยสามตัวของ 72399 (ข้อเสนอแนะ: ใชท้ฤษฎบีทของออยเลอร)์
แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(1000, 7) = 1 และ

ϕ(1000) = ϕ(23 · 53) = (23 − 22)(53 − 52) = 400

โดยทฤษฎบีทของออยเลอร์ จะไดว้า่

7ϕ(1000) ≡ 1 ( mod 1000)
7400 ≡ 1 ( mod 1000)

(7400)6 ≡ 16 ( mod 1000)
72400 ≡ 1 ( mod 1000)

7 · 72399 ≡ 1 ( mod 1000)
143 · 7 · 72399 ≡ 143 · 1 ( mod 1000)
1001 · 72399 ≡ 143 ( mod 1000)

72399 ≡ 143 ( mod 1000)

ดังนัน้เลขทา้ยสามตัวของ 72399 คอื 143 #
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงหาคำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 117 ของสมการ 18x ≡ 135 (mod 117)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(18, 117) = 9 และ 9 | 135 ดังนัน้ 18x ≡ 135 (mod 117) มคีำตอบ
พจิารณา 2x ≡ 15 (mod 13) จะไดว้า่

2x ≡ 2 ( mod 13)
x ≡ 1 ( mod 13) ∵ gcd(2, 13) = 1

ดังนัน้ x = 1 + 13t เมือ่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 เปน็คำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 117 นัน่คอื

x = 1, 14, 27, 40, 53, 66, 79, 92, 105 #

12.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
108!− 107! + 106!− 105! ดว้ย 109

แนวคำตอบ นือ่งจาก 109 เปน็จำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎขีองวลิสัน จะไดว้า่

(109− 1)! ≡ −1 (mod 109)
108! ≡ −1 (mod 109)

108 · 107! ≡ −1 (mod 109)
−1 · 107! ≡ −1 (mod 109)

107! ≡ 1 (mod 109)
107 · 106! ≡ 1 (mod 109)
−2 · 106! ≡ 1 (mod 109)

−108 · 106! ≡ 54 (mod 109)
−(−1) · 106! ≡ 54 (mod 109)

106! ≡ 54 (mod 109)
106 · 105! ≡ 54 (mod 109)
−3 · 105! ≡ 54 (mod 109)

−108 · 105! ≡ 54 · 36 = 1944 (mod 109)
−(−1) · 105! ≡ −18 (mod 109)

105! ≡ −18 (mod 109)

ดังนัน้
108!− 107! + 106!− 105! ≡ −1− 1 + 54− (−18) (mod 109)

≡ 70 (mod 109)

สรปุไดว้า่เศษเหลอืทีเ่กดิจากหาร 108!− 107! + 106!− 105! ดว้ย 109 เทา่กับ 70 #
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13. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุ เมือ่

หารดว้ย 12, 15 และ 20 เศษเหลอืเทา่กับ 7, 10 และ 15 ตามลำดับ

โดยใชท้ฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT)
แนวคำตอบ ให้ x เปน็จำนวนเตม็ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข

x ≡ 7 (mod 12)
x ≡ 10 (mod 15)
x ≡ 15 (mod 20)

เนือ่งจาก gcd(12, 15) = 3 ซึง่ 3 | (7− 10), gcd(12, 20) = 4 ซึง่ 4 | (7− 15)

และ gcd(15, 20) = 5 ซึง่ 5 | (10− 15) ดังนัน้ระบบสมการนีม้คีำตอบ
เนือ่งจาก gcd(3, 4) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 7 (mod 12) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 7 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 7 (mod 4) −→ x ≡ 3 (mod 4)

เนือ่งจาก gcd(3, 5) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 10 (mod 15) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 10 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 10 (mod 5) −→ x ≡ 0 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 15 (mod 20) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 15 (mod 4) −→ x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 15 (mod 5) −→ x ≡ 0 (mod 5)

ดังนัน้คำตอบของระบบสมการนีจ้ะสอดคลอ้งระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 0 (mod 5)

พจิารณาสมการ

4(5)x = 20x = −x ≡ 1 (mod 3) −→ x1 = −1
3(5)x = 15x = −x ≡ 1 (mod 4) −→ x2 = −1
3(4)x = 12x = 2x ≡ 1 (mod 5) −→ x3 = 3

ฉะนัน้
x0 ≡ 4(5)(−1)(1) + 3(5)(−1)(3) + 3(4)(3)(0) (mod 3 · 4 · 5)

≡ −20− 45 + 0 (mod 60)
≡ −65 (mod 60)
≡ −5 (mod 60)
≡ 55 (mod 60)

จะไดว้า่คำตอบของระบบสมการนีค้อื x ≡ 55 (mod 60) ดังนัน้จำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุเมือ่
หารดว้ย 12, 15 และ 20 เศษเหลอืเทา่กับ 7, 10 และ 15 ตามลำดับ เทา่กับ 55 #
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14. (10 คะแนน) กำหนดใหฟ้งักชั์น φ : Z+ → R ทีน่ยิามโดย

φ(n) = 2ℓn(n) เมือ่ n ∈ Z+

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณูแบบบรบิรูณ์ หรอืไม ่
ถา้จรงิจงพสิจูน์ ไมจ่รงิจงยกตัวอยา่งคา้น
แนวคำตอบ ให้ m และ n เปน็จำนวนเตม็บวก จะไดว้า่

φ(mn) = 2ℓn(mn) = 2ℓn(m)+ℓn(n) = 2ℓn(m) · 2ℓn(n) = φ(m)φ(n)

ดังนัน้ φ เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณูบรบิรูณ์

14.2 (5 คะแนน) ให้ n ∈ Z+ ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข
φ(120) · φ(42) = 2ℓn(n!)

จงหา τ(n2 · 2n)
แนวคำตอบ พจิารณา

φ(120) · φ(42) = 2ℓn(n!)

φ(120 · 42) = 2ℓn(n!)

φ(5! · 6 · 7) = 2ℓn(n!)

φ(7!) = 2ℓn(n!)

2ℓn(7!) = 2ℓn(n!)

ดังนัน้ n = 7 จะไดว้า่

τ(n2 · 2n) = τ(72 · 27) = (2 + 1)(7 + 1) = 24 #
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15. (10 คะแนน) ถา้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะทีแ่ตกตา่งกัน

ϕ(pq) + τ(2p · 9q) = 442

จงหา p, q ทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก p, q เปน็จำนวนเฉพาะทีแ่ตกตา่งกัน จะไดว้า่ gcd(p, q) = 1 และ

ϕ(pq) + τ(2p · 32q) = 442

ϕ(p)ϕ(q) + τ(2p)τ(32q) = 442

(p− 1)(q − 1) + (p+ 1)(2q + 1) = 442

pq − p− q + 1 + 2pq + p+ 2q + 1 = 442

3pq + q = 440

q(3p+ 1) = 440 = 23 · 5 · 11
= 2 · 22 · 5 · 11 = 2 · 220
= 5 · 23 · 11 = 5 · 88
= 11 · 23 · 5 = 11 · 40

เนือ่งจาก q เปน็จำนวนเฉพาะ จะไดว้า่ q = 2, 5, 11 พจิารณา

q 3p+ 1 3p p
2 220 219 73
5 88 87 29
11 40 39 13

สรปุจำนวนเฉพาะทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมด 3 คูค่อื (p, q) = (2, 73), (5, 29), (11, 13) #
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16. (10 คะแนน) กำหนดให้ N = (26!)2 − (25!)2

16.1 (8 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขยีน รปูแบบบัญญัติ ของ N

แนวคำตอบ พจิารณา

N = (26!− 25!)(26! + 25!)

= (26 · 25!− 25!)(26 · 25! + 25!)

= 25!(26− 1) · 25!(26 + 1)

= (25!)2(25)(27)

= (25!)2 · 52 · 33

ใชส้ตูรของโพลกิแนคกับ 25!

e2(25) =

[
25

2

]
+

[
25

22

]
+

[
25

23

]
+

[
25

24

]
= 12 + 6 + 3 + 1 = 22

e3(25) =

[
25

3

]
+

[
25

32

]
= 8 + 2 = 10

e5(25) =

[
25

5

]
+

[
25

52

]
= 5 + 1 = 6

e7(25) =

[
25

7

]
= 3

e11(25) = e13(25) = e17(25) = e19(25) = e23(25) = 1

จะไดว้า่

25! = 222 · 310 · 56 · 73 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23
(25!)2 = (222 · 310 · 56 · 73 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23)2

= 244 · 320 · 512 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232

ดังนัน้รปูแบบบัญญัตขิอง N คอื

N = (25!)2 · 52 · 33

= (244 · 320 · 512 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232) · 52 · 33

= 244 · 323 · 514 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232 #

16.2 (2 คะแนน) จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N

แนวคำตอบ พจิารณา

N = (214 · 230) · 323 · 514 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232

= (214 · 514) · 230 · 323 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232

= (2 · 5)14 · 230 · 323 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232

= 1014 · 230 · 323 · 76 · 112 · 132 · 172 · 192 · 232

ดังนัน้ จำนวนเลขศนูยท์ ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N เทา่กับ 14 ตัว #
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17. (10 คะแนน) นอ้งอนิเตรยีมทำอาหารเพือ่เขา้แขง่ขันรายการ Master Chef Junior โดยฝกึทำอาหารหวานซึง่
ตอ้งการไขไ่กส่ดเบอร์ 0 จงึไปออกไปซือ้ทีซ่ปุเปอรม์ารเ์กต็ พบวา่มไีขไ่กเ่บอร์ 0 จำนวน 3 แบบ ดังนี้

ไขไ่กแ่บบ 30 ฟอง แพค็ละ 125 บาท
ไขไ่กแ่บบ 12 ฟอง แพค็ละ 60 บาท
ไขไ่กแ่บบ 4 ฟอง แพค็ละ 25 บาท

ถา้นอ้งอนิตัง้ใจจะซือ้ไข ่ 500 บาทและไดค้รบทกุแบบ ถามวา่เปน็ไปไดห้รอืไมท่ ีจ่ะใชเ้งนิพอดใีนการซือ้ไขเ่บอร์ 0 ที่
เขาตอ้งการ ถา้เปน็ไปได้ จะซือ้ได้แตล่ะแบบได้ก ีแ่พค็และรวมกันเปน็กีฟ่องในแตล่ะแบบ (โดยใช้สมการไดโอแฟน
ไทน)์
แนวคำตอบ กำหนดให้

x แทนจำนวนแพค็ของไขเ่บอร์ 0 แบบ 30 ฟอง เมือ่ x > 0

y แทนจำนวนแพค็ของไขเ่บอร์ 0 แบบ 12 ฟอง เมือ่ y > 0

z แทนจำนวนแพค็ของไขเ่บอร์ 0 แบบ 4 ฟอง เมือ่ z > 0

ฉะนัน้
125x+ 60y + 25z = 500

เนือ่งจาก gcd(125, 60, 25) = 5 แลว้ 5 | 500 ดังนัน้ สมการนี้มคีำตอบในระบบจำนวนเตม็ จัดรปูสมการไดเ้ปน็
25x+ 12y + 5z = 100 พจิารณา

25x+ 5z = 100− 12y

เนือ่งจาก gcd(25, 5) = 5 ดังนัน้ 5 | (100− 12y) นัน่คอื 12y ≡ 100 (mod 5) หรอื 2y ≡ 0, (mod 5)

ดังนัน้ y = 5t เมือ่ t ∈ Z จะไดว้า่

25x+ 5z = 100− 12(5t)

5x+ z = 20− 12t

z = 20− 12t− 5x

ให้ x = s เมือ่ s ∈ Z แลว้ z = 20− 12t− 5s ดังนัน้คำตอบของสมการ 125x+ 60y + 25z = 500 คอื
x = s

y = 5t เมือ่ t, s ∈ Z
z = 20− 12t− 5s

จาก x > 0 จะไดว้า่ t = 1, 2, ...
จาก y > 0 จะไดว้า่ s = 1, 2, ...

จาก z > 0 จะไดว้า่ 20− 12t− 5s > 0 ฉะนัน้ 12t+ 5s < 20
เปน็ไปไดแ้บบเดยีวคอื t = 1 และ s = 1 ทำใหไ้ดว้า่ x = 1, y = 5, z = 3

สรปุซือ้ไดเ้พยีงแบบเดยีว คอื

ไขเ่บอร์ 0 แบบ 30 ฟอง จำนวน 1 แพค็
ไขเ่บอร์ 0 แบบ 12 ฟอง จำนวน 5 แพค็
ไขเ่บอร์ 0 แบบ 4 ฟอง จำนวน 3 แพค็

รวมไขทั่ง้หมดทีซ่ ือ้ได้ 30× 1 + 12× 5 + 4× 3 = 102 ฟอง
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18. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

18.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) ทีม่จีำนวน 52
พรอ้มทัง้ระบดุว้ยวา่สามจำนวนใดเปน็ชนดิปฐมฐาน (PPT)
แนวคำตอบ
กรณี 52 = 2(13 · 2) = 2(26 · 1) = 2uv ดังนัน้ (u = 13 และ v = 2) หรอื (u = 26 และ v = 1)
กรณี 52 = 1 · 52 = 2 · 26 = 4 · 13 = (u− v)(u+ v) ดังนัน้

u− v = 1 2 4
u+ v = 52 26 13

2u = 53 28 17
u = − 14 −
v = − 12 −

สามสิง่อันดับพทีาโกรัส และชนดิปฐมฐานทีม่เีง ือ่นไข u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u, v ไมใ่ชจ่ำนวนคู่
พรอ้มกันหรอืคีพ่รอ้มกัน แสดงไดดั้งนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

13 2 165 52 173 PPT
26 1 675 52 677 PPT
14 12 52 336 340

18.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส จงพสิจูนว์า่

{|b2 − a2|, 2ab, c2} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส

โดยเรยีกวา่ สามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {a, b, c}
จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}
แนวคำตอบ สมมตวิา่ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส จะไดว้า่ c2 = a2 + b2 พจิารณา

(|b2 − a2|)2 + (2ab)2 = (b4 − 2a2b2 + a4) + 4a2b2

= b4 + 2a2b2 + a4

= (a2 + b2)2

= (c2)2

ดังนัน้ {|b2 − a2|, 2ab, c2} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส
พจิารณา

a b c |b2 − a2| 2ab c2

3 4 5 |42 − 32| = 7 2(3)(4) = 12 52 = 25
5 12 13 |122 − 52| = 119 2(5)(12) = 120 132 = 169

ดังนัน้สามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {3, 4, 5} คอื {7, 24, 25}
สามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจาก {5, 12, 13} คอื {119, 120, 169}

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 28


