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บททีÉ 1

ลาํดับและอนุกรม

1.1 ลาํดับของจาํนวนจริง
บทนิยาม 1.1.1 ลาํดับของจาํนวนจริง (Real Sequence) คือฟังก์ชนัทีÉโดเมนเป็นN และคา่ของฟังก์ชนัเป็นจํานวนจริง

ให้ a : N → R เป็นลําดบัของจํานวนจริง และกําหนดคา่ของ a(n) เขียนแทนด้วย an จงึได้วา่

a = {(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}

เนืÉองจาก an ต้องคูก่บั n เสมอ ในคูอ่นัดบั (n, an) ดงันั Êนจะลดรูปเขียนลําดบั a ด้วยสญัลกัษณ์

a1, a2, a3, ..., an, ... หรือ {an}

ตัวอย่าง 1.1.2 จงเติมคําตอบในชอ่งวา่งให้สมบรูณ์

a1, a2, a3, ..., an, ... พจน์ทัÉวไป {an}

1, 2, 3, 4, ...

1, 3, 5, 7, ...

{(−1)n}

1,
1

2
,
1

4
,
1

8
, ...

1,
1

2
,
1

6
,
1

24
,

1

120
, ...

1



2 บททีÉ 1. ลําดบัและอนกุรม

บทนิยาม 1.1.3 ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง และL ∈ R จะกลา่ววา่L เป็นลิมิตของ {an} ก็ตอ่เมืÉอ สําหรับจํานวนจริงบวก ε ใด ๆ
จะมีN ∈ N ทีÉทําให้

|an − L| < ε ทกุ ๆ จํานวนนบั n > N

และเขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์ lim
n→∞

an = L

ข้อสังเกต ถ้า f(x) เป็นฟังก์ชนั และกําหนดให้ an = f(n) จะได้วา่ lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

an

ทฤษฎีบท 1.1.4 ให้ {an} และ {bn} เป็นลําดบัของจํานวนจริง และL,M, k ∈ R
โดยทีÉ lim

n→∞
an = L และ lim

n→∞
bn = M จะได้วา่

1. lim
n→∞

k = k เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั

2. lim
n→∞

kan = k lim
n→∞

an = kL เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั

3. lim
n→∞

[an + bn] = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = L+M

4. lim
n→∞

[an − bn] = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = L−M

5. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = LM

6. lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

L

M
เมืÉอM ̸= 0

7. lim
n→∞

(an)
m =

(
lim

n→∞
an

)m

= Lm เมืÉอm ∈ N

8. lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim

n→∞
an =

m
√
L เมืÉอm ∈ N และ m

√
L ∈ R

ทฤษฎีบท 1.1.5 ให้ r, t ∈ R เป็นเป็นคา่คงตวั จะได้วา่

1. lim
n→∞

1

nt
= 0 เมืÉอ t > 0

2. lim
n→∞

rn = 0 เมืÉอ |r| < 1



1.1. ลําดบัของจํานวนจริง 3

ตัวอย่าง 1.1.6 จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี Ê

1. lim
n→∞

n2 + n+ 3

1− 3n+ 2n2

2. lim
n→∞

3n + 2n+1

3n−1 − 3 · 2n

ทฤษฎีบท 1.1.7 The Squeeze Theorem
ให้ {an}, {bn} และ {cn} เป็นลําดบัของจํานวนจริง เมืÉอL ∈ R ถ้า

an ≤ bn ≤ cn ทกุจํานวนนบั n

และ lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L แล้ว lim
n→∞

bn = L

ตัวอย่าง 1.1.8 จงหาคา่ lim
n→∞

sinn√
n



4 บททีÉ 1. ลําดบัและอนกุรม

บทนิยาม 1.1.9 ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง จะกลา่ววา่ {an} เป็น ลาํดับลู่เข้า (convergent) ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนจริงL ซึÉง

lim
n→∞

an = L

ในกรณีอืÉนจะกลา่ววา่ {an} เป็น ลาํดับลู่ออก (divergent)

บทนิยาม 1.1.10 ให้ {nk} เป็นลําดบัของจํานวนนบั ซึÉง

n1 < n2 < n3 < · · ·

สําหรับลําดบั {an} ใด ๆ กําหนดให้ bk = ank
จะเรียกลําดบั {bk} วา่ ลาํดับย่อย (subsequence) ของ {an}

ตัวอย่าง 1.1.11 จงยกตวัอยา่งลําดบัยอ่ยของ {n2}

ทฤษฎีบท 1.1.12 ถ้าลําดบั {an} มีลมิิตเป็นจํานวนจริงL แล้วจะได้วา่ ทกุลําดบัยอ่ยของ {an} มีลมิิตเป็นL

หมายเหตุ

1. ถ้าลําดบั {an} มีลําดบัยอ่ยทีÉลูอ่อก แล้ว {an} เป็นลําดบัลูอ่อก

2. ถ้าลําดบั {an} มีสองลําดบัยอ่ยทีÉลมิิตตา่งกนั แล้ว {an} เป็นลําดบัลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.1.13 จงแสดงวา่
{
(−1)nn

n+ 1

}
เป็นลําดบัลูอ่อก



1.1. ลําดบัของจํานวนจริง 5

บทนิยาม 1.1.14 ลําดบัของจํานวนจริง {an} มี ขอบเขต (bounded) ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนจริงบวกM ซึÉง

|an| ≤ M ทกุ n ∈ N

บทนิยาม 1.1.15 ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง จะกลา่ววา่ {an} เป็น

1. ลาํดับไม่เพิÉม (nonincreasing sequence) ก็ตอ่เมืÉอ an ≥ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

2. ลาํดับไม่ลด (nondecreasing sequence) ก็ตอ่เมืÉอ an ≤ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

และ {an} เป็น ลาํดับทางเดียว ก็ตอ่เมืÉอ {an} เป็นลําดบัไมเ่พิÉมหรือเป็นลําดบัไมล่ด

ตัวอย่าง 1.1.16 จงแสดงวา่ลําดบัตอ่ไปนี Êเป็นลําดบัทางเดียว

1.
{
1

n

}
2.

{
n

n+ 1

}



6 บททีÉ 1. ลําดบัและอนกุรม

ทฤษฎีบท 1.1.17 ถ้า {an} เป็นลําดบัมีขอบเขตและลําดบัทางเดียว แล้ว {an} เป็นลําดบัลูเ่ข้า

ตัวอย่าง 1.1.18 จงแสดงวา่
{
2n

n!

}
เป็นลําดบัลูเ่ข้า



1.1. ลําดบัของจํานวนจริง 7

แบบฝึกหดั 1.1

1. จงหาลมิิตตอ่ไปนี Ê

1.1 lim
n→∞

√
4n2 + 1 + n

3
√
n3 + 3

1.2 lim
n→∞

(2n+ 1)5(1− n)2

n4(2n− 1)3

1.3 lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

1.4 lim
n→∞

(√
n2 + 1− n+ 1

)
1.5 lim

n→∞

(−1)n

n
√
n

1.6 lim
n→∞

5− 3n√
n+ 5

1.7 lim
n→∞

en + n2

en + n

1.8 lim
n→∞

n2sin
(
1

n

)
1.9 lim

n→∞

sin(n)− 2n2

n2 + 1

1.10 lim
n→∞

ℓn(3n2 + 1)

ℓn(n+ 1)

1.11 lim
n→∞

√
n2 +

√
n4 + 1

2n+ 3
√
n3 + 5

1.12 lim
n→∞

n

cos2n

2. จงพิจารณาวา่ลําดบัตอ่ไปนี Êเป็นลําดบัลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

2.1
{
ℓnn
n2

}
2.2

{
nsin

(
nπ
2

)
n+ 1

}

2.3
{
(3n+ 1)2√

n4 + 4

}
2.4

{√
9n + n

2n + 3n

}

2.5
{

n

ℓn(en + 1)

}
2.6

{
3n + 2

2n + 1

}
2.7

{
en(2n4 + n3 + 1)

n4(en + 2n)

}
2.8

{
n+ (−1)n

2n+ 1

}

2.9
{

n

n(−1)n + 2

}
2.10

{
ℓnn

ℓn(n+ 1)

}
2.11

{
(2n− 1)!

(2n+ 1)!

}
2.12

{
n!2n

(2n)!

}

3. จงทดสอบวา่ลําดบั an =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 3) · (2n− 1)

n!
เป็นลําดบัลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

4. จงหาลมิิตของลําดบั
√
2,
√

2
√
2,

√
2
√

2
√
2, ...



8 บททีÉ 1. ลําดบัและอนกุรม

1.2 อนุกรมของจาํนวนจริง
บทนิยาม 1.2.1 ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง และ

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sk = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak =
k∑

n=1

an

เรียก Sk วา่ ผลบวกย่อย (partial sum) ของ k พจน์แรกของ {an}

อนุกรมอนันต์ (infinite series) ของจํานวนจริง เป็นอนุกรมลู่เข้า ถ้าลิมิต lim
k→∞

Sk หาคา่ได้ และเป็นอนุกรมลู่ออก ถ้าลิมิตหาคา่ไม่ได้
โดยคา่ของอนกุรมลูเ่ข้าหาได้จาก

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak + · · · = lim
k→∞

Sk

ทฤษฎีบท 1.2.2 อนกุรมเรขาคณิต
∞∑
n=1

arn−1 เป็นอนกุรมลู่เข้า เมืÉอ |r| < 1 โดยมีผลบวกของอนกุรมเป็น a

1− r
และเป็นอนกุรมลู่ออก

เมืÉอ |r| ≥ 1

ตัวอย่าง 1.2.3 จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

(−2)−n 2.
∞∑
n=1

6n−1

5n



1.2. อนกุรมของจํานวนจริง 9

ทฤษฎีบท 1.2.4 Telescoping Series
ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง จะได้วา่

k∑
n=1

(an − an+1) = a1 − ak+1

ทฤษฎีบท 1.2.5 Telescoping Series Test
ให้ {an} เป็นลําดบัลูเ่ข้า จะได้วา่

∞∑
n=1

(an − an+1) = a1 − lim
k→∞

ak

ตัวอย่าง 1.2.6 จงหาผลบวกตอ่ไปนี Ê

1.
80∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1

2.
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)



10 บททีÉ 1. ลําดบัและอนกุรม

ทฤษฎีบท 1.2.7 สูตรของเกาส์ (Gauss’ Formula)

n∑
k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

ทฤษฎีบท 1.2.8 สูตรของฟอลฮาเบอร์ (Faulhaber ’s Formula)

1.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

2.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
ตัวอย่าง 1.2.9 จงหาผลบวกตอ่ไปนี Ê

10∑
k=1

(2k − 1)3
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ทฤษฎีบท 1.2.10 การทดสอบอนุกรมลู่ออก (Divergent Test)

ถ้า lim
n→∞

an ̸= 0 แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.2.11 จงแสดงวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

n2 + 1

n2 − 1
2.

∞∑
n=1

n

2n+ 1

ทฤษฎีบท 1.2.12 ให้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ข้า จะได้วา่

∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

และ
∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn

ทฤษฎีบท 1.2.13 ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จะได้วา่

∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.2.14 จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

3n + 2n+1

4n
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2.
∞∑
n=1

(
1

2n
+

n

n+ 1

)

ตัวอย่าง 1.2.15 จงยกตวัอยา่งอนกุรมลูอ่อก
∞∑
n=1

an และอนกุรมลูอ่อก
∞∑
n=1

bn ทีÉทําให้

1.
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก 2.
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ข้า
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แบบฝึกหดั 1.2

1. จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก พร้อมให้เหตผุลวา่ทําไมจงึเป็นเชน่นั Êน

1.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)

2.
∞∑
n=1

√
n4 + n− 1

3n2 + 1

3.
∞∑
n=2

1

n2 − 1

4.
∞∑
n=1

ℓn
(
1 +

1

n

)

5.
∞∑
n=1

(
4

3n
+

(
−3

5

)n)

6.
∞∑
n=1

32n

3n + 5n

7.
∞∑
n=1

32n − 4n

10n

8.
∞∑
n=1

5−n + 1

2n

9.
∞∑
n=1

(
1

n2 + 4n+ 3
+ 4−n

)

10.
∞∑
n=1

1

4n2 − 1

11.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

12.
∞∑
n=1

(
n− n2

n+ 1

)

13.
∞∑
n=1

1√
n+ 1 +

√
n

14.
∞∑
n=1

n

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

15.
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

16.
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

17.
∞∑
n=2

1

n3 − n

18.
∞∑
n=1

cosn

19.
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

20.
∞∑
n=1

1

2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n)

2. จงหาคา่ของ
100∑
k=1

sink
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1.3 การทดสอบแบบอนิทกิรัล
ทฤษฎีบท 1.3.1 การทดสอบแบบอนิทกิรัล (Integral Test)

ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมของจํานวนจริงทีÉ an ≥ 0 และ f(x) เป็นฟังก์ชนัคา่จริง ซึÉงมีสมบตัิดงันี Ê

1. f(n) = an ทกุ n ∈ N

2. f เป็นฟังก์ชนัไมเ่พิÉม และมีความตอ่เนืÉองบนช่วง [1,∞)

3. tn =

∫ n

1

f(x) dx, n ≥ 1

จะได้วา่
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า ถ้า {tn} เป็นลําดบัลูเ่ข้า

และ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก ถ้า {tn} เป็นลําดบัลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.3.2 จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

1

n2 + 1
2.

∞∑
n=1

ℓnn
n
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บทนิยาม 1.3.3 อนุกรมพี (p-Series) คืออนกุรมทีÉเขียนในรูป
∞∑
n=1

1

np
เมืÉอ p ∈ R เป็นคา่คงตวั

ทฤษฎีบท 1.3.4 อนกุรมพีจะเป็นอนกุรมลูเ่ข้า เมืÉอ p > 1 และเป็นอนกุรมลูอ่อก เมืÉอ p ≤ 1

ตัวอย่าง 1.3.5 จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

1

n
√
n

2.
∞∑
n=1

(
n−2 + (−2)n

)
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แบบฝึกหดั 1.3

1. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก โดยใช้การทดสอบแบบอินทิกรัล

1.1
∞∑
n=1

n2

n4 + 1

1.2
∞∑
n=1

1√
2n− 1

1.3
∞∑
n=1

ℓn(n+ 2)

n+ 2

1.4
∞∑
n=1

1

n2 + n

1.5
∞∑
n=1

arctan(n)
n2 + 1

1.6
∞∑
n=1

n3

n4 + 4

1.7
∞∑
n=1

sin( 1
n
)

n2

1.8
∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)

1.9
∞∑
n=1

n√
2n2 + 1

1.10
∞∑
n=1

n2e−n3

1.11
∞∑
n=2

1

nℓnn

1.12
∞∑
n=1

2−ℓnn

n(2−ℓnn + 1)

1.13
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

1.14
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

2. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

2.1
∞∑
n=2

n2

√
n5

2.2
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

2.3
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

2.4
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

2.5
∞∑
n=1

(√
3−n +

√
n√
n5

)

2.6
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)
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1.4 การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ
ทฤษฎีบท 1.4.1 การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ (The Comparison Test)
ให้ {an} และ {bn} เป็นลําดบัของจํานวนจริง สมมติวา่

0 ≤ an ≤ bn สําหรับ n ≥ 1

จะได้วา่

1. ถ้า
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ข้า แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2. ถ้า
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก แล้ว
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.4.2 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

1

n2n
2.

∞∑
n=1

ℓnn√
n
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ทฤษฎีบท 1.4.3 การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบด้วยลิมิต (The Limit Comparison Test)

ให้ {an} และ {bn} เป็นลําดบัของจํานวนจริง ถ้า an ≥ 0 และ bn ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

an
bn

= L

เมืÉอL เป็นจํานวนจริง หรือ∞ จะได้วา่

1. ถ้าL > 0 แล้ว
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ข้า ก็ตอ่เมืÉอ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2. ถ้าL = 0 และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ข้า แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

3. ถ้าL = ∞ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.4.4 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

n

n2 + 1
2.

∞∑
n=1

n+ 3

n3 + 3n2 + 1
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แบบฝึกหดั 1.4

1. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.1
∞∑
n=1

n2 + 1

(3n− 1)4

1.2
∞∑
n=1

(
1 + cosn

n

)4

1.3
∞∑
n=1

(
cosn
n+ 1

)2

1.4
∞∑
n=1

n+ ℓnn
n(n+ 1)3

1.5
∞∑
n=1

1√
nℓn(n+ 1)

1.6
∞∑
n=1

3n

n3n + 5

1.7
∞∑
n=1

3
√
n2 + 1√
n3 + 1

1.8
∞∑
n=1

ℓnn
n
√
n

1.9
∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

1.10
∞∑
n=1

ℓnn
enℓn(n+ 2)

1.11
∞∑
n=1

n

n3n − 2

1.12
∞∑
n=1

(n+ 2)−2ℓnn

1.13
∞∑
n=1

1

(n+ 1)5

1.14
∞∑
n=1

1√
n3 + 1

1.15
∞∑
n=1

ℓnn
2n

1.16
∞∑
n=1

4−n3

2. จงหาเงืÉอนไขของจํานวนจริง p ซึÉงทําให้อนกุรม
∞∑
n=1

1

(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ข้าและเป็นอนกุรมลูอ่อก

3. ถ้า {an} เป็นลําดบัมีขอบเขต และ an ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N จงพิสจูน์วา่

∞∑
n=1

an
(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ข้า ทกุ ๆ p > 1
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1.5 การลู่เข้าแบบสัมบรูณ์
บทนิยาม 1.5.1 ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง และ an > 0 ทกุ n ∈ N อนกุรมในรูป

∞∑
n=1

(−1)nan หรือ
∞∑
n=1

(−1)n+1an

เรียกวา่ อนุกรมสลับ (alternating series)

ทฤษฎีบท 1.5.2 อนกุรมสลบั
∞∑
n=1

(−1)nan เป็นอนกุรมลูเ่ข้า ถ้าสอดคล้อง 2 เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

1. lim
n→∞

an = 0

2. an+1 < an ทกุ n ≥ 1

ตัวอย่าง 1.5.3 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

(−1)n

n

2.
∞∑
n=1

(−1)nn

n+ 1
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ทฤษฎีบท 1.5.4 ถ้า
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ข้า แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

ตัวอย่าง 1.5.5 จงตวัอยา่งค้านบทกลบัของทฤษฎีบท 1.5.4

ตัวอย่าง 1.5.6 จงทดสอบวา่อนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n

n3
เป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก
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บทนิยาม 1.5.7 ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า แล้วเรียกอนกุรมนี Êวา่เป็นอนกุรม

1. ลู่เข้าแบบสัมบรูณ์ (absolute convergence) ถ้า
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2. ลู่เข้าแบบมีเงืÉอนไข (conditional convergence) ถ้า
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง 1.5.8 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Ê เป็นอนกุรมลูเ่ข้าแบบสมับรูณ์หรือลูเ่ข้าแบบมีเงืÉอนไข
∞∑
n=1

(−1)nn

n3 + 5
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แบบฝึกหดั 1.5

1. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Ê เป็นอนกุรมลูเ่ข้าแบบสมับรูณ์หรือลูเ่ข้าแบบมีเงืÉอนไข

1.1
∞∑
n=1

(−1)n

n!

1.2
∞∑
n=1

(−1)n√
n

1.3
∞∑
n=1

n

ℓn(n+ 2)

1.4
∞∑
n=1

(−1)n

2ℓnn

1.5
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 − n+ 1

1.6
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 1

1.7
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n + 3n

1.8
∞∑
n=1

arctann
4n3 − 1

1.9
∞∑
n=1

(−1)nsin
(π
n

)
1.10

∞∑
n=1

(−1)narctann

1.11
∞∑
n=1

sin
(
n+ 1

2

)
π

1 +
√
n

1.12
∞∑
n=1

ncosnπ
2n

1.13
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(en + 1)

1.14
∞∑
n=1

(−1)nℓnn
ℓn(n+ 2)

1.15
∞∑
n=1

(−1)n
(√

n+ 1−
√
n
)

1.16
∞∑
n=1

(−1)ne
1
n

2. จงหาคา่ p ทีÉทําให้อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2.1
∞∑
n=1

(−1)n−1

np

2.2
∞∑
n=1

(−1)n

pn

2.3
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p

2.4
∞∑
n=2

(−1)n−1 (ℓnn)p
n
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1.6 การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน
ทฤษฎีบท 1.6.1 การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน (The Ratio Test)
ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง โดยทีÉ an ̸= 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L

เมืÉอL เป็นจํานวนจริง หรือ∞ จะได้วา่

1. ถ้าL < 1 แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2. ถ้าL > 1 หรือ L = ∞ แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

3. ถ้าL = 1 สรุปไมไ่ด้

ตัวอย่าง 1.6.2 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

3n

n!

2.
∞∑
n=1

(−1)nn3

2n
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ทฤษฎีบท 1.6.3 การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ (The Root Test)
ให้ {an} เป็นลําดบัของจํานวนจริง และ

lim
n→∞

n
√

|an| = L

เมืÉอL เป็นจํานวนจริง หรือ∞ จะได้วา่

1. ถ้าL < 1 แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2. ถ้าL > 1 หรือ L = ∞ แล้ว
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

3. ถ้าL = 1 สรุปไมไ่ด้

ตัวอย่าง 1.6.4 จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

(
2

3

)n2

2.
∞∑
n=1

(
2n+ 3

3n+ 2

)n
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แบบฝึกหดั 1.6

1. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.1
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

en

1.2
∞∑
n=1

(−1)n

n!

1.3
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

1.4
∞∑
n=1

2n

4n + n+ 1

1.5
∞∑
n=1

cosn
nn

1.6
∞∑
n=1

1

n5n

1.7
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

1.8
∞∑
n=1

(
n

ℓn(n+ 1)

)n

1.9
∞∑
n=1

nℓn(n+ 1)

3n

1.10
∞∑
n=1

2n

ℓn(n+ 1)

1.11
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n3

1.12
∞∑
n=1

(−3)n

(2n+ 1)!

1.13
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

1.14
∞∑
n=1

(−2)n

nn

1.15
∞∑
n=1

(
− 2n

n+ 1

)−5n

1.16
∞∑
n=1

n100100n

n!

2. จงหาจํานวนจริง x ทีÉทําให้อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้า

2.1
∞∑
n=1

(−1)n

xn
2.2

∞∑
n=1

xn

n!
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แบบฝึกหดัระคน

จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี Êเป็นอนกุรมลูเ่ข้าหรือลูอ่อก

1.
∞∑
n=1

n2 + 1

(2n+ 3)2

2.
∞∑
n=1

sec4n
3
√
n

3.
∞∑
n=1

( √
n

n2 + 1
+ n−n

)

4.
∞∑
n=1

n33−n

5.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

6.
∞∑
n=1

n2 + 1√
n7 + 3

7.
∞∑
n=1

(√
n2 + n+ 1− n

)

8.
∞∑
n=1

(−1)n

3n− 1

9.
∞∑
n=1

nn

3nn!

10.
∞∑
n=1

1

(n+ 3)ℓn(n+ 3)

11.
∞∑
n=1

n4−n2

12.
∞∑
n=1

2n

5n − n

13.
∞∑
n=1

(
1

n

2

2n+ 1

)

14.
∞∑
n=1

(n+ 2)−ℓn(en+n)

15.
∞∑
n=1

1

nℓn(n+ 4)

16.
∞∑
n=1

(π − 2arctann)

17.
∞∑
n=1

√
n

ℓn(n+ 1)

18.
∞∑
n=1

2−n2

nn

19.
∞∑
n=1

ℓnn
n 4
√
n

20.
∞∑
n=1

1

ℓn(3n + 1)

21.
∞∑
n=1

(3 + cosn)−n

22.
∞∑
n=1

(n!)3

(3n)!

23.
∞∑
n=1

ℓn
(
n+ 10

n+ 5

)

24.
∞∑
n=1

(√
n4 + 1− n2

)

25.
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n2 + 1

26.
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

n!

27.
∞∑
n=1

1

n(2 + ℓnn)2

28.
∞∑
n=1

9−ℓnn

29.
∞∑
n=1

ℓnn
3n − n

30.
∞∑
n=1

2n√
n2n + 1
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31.
∞∑
n=1

(
1

n
+

3n

4n − 1

)

32.
∞∑
n=1

n

(
5

4

)−n

33.
∞∑
n=1

(
n
√
n+ 1 + 1

)−2n

34.
∞∑
n=1

(−1)n

1 + ℓnn

35.
∞∑
n=1

(
n!

3n
+

cos2n
4n

)

36.
∞∑
n=1

(n+ 1)9

n3(n+ 2)10

37.
∞∑
n=1

sin
(
1

n

)

38.
∞∑
n=1

n!

(5)(7)(9) · · · (2n+ 3)

39.
∞∑
n=1

(2)(4)(6) · · · (2n)
n!

40.
∞∑
n=1

(−1)n
(1)(3)(5) · · · (2n− 1)

(2n− 1)!

41.
∞∑
n=1

1

1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n

42.
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

43.
∞∑
n=1

1

n+ ℓnn

44.
∞∑
n=1

sinn
3n

45.
∞∑
n=1

nsin
(

1

n3

)

46.
∞∑
n=1

3−ℓn(en+1)

47.
∞∑
n=1

cos(n!)
n!

48.
∞∑
n=1

1 + n− 3n2

√
n6 + 2

49.
∞∑
n=1

(−1)nℓn(n+ 2)

n

50.
∞∑
n=1

(
sin2n
n

+
1√
n

)

51.
∞∑
n=1

n

sinn

52.
∞∑
n=1

[(√
n2 + 1− n

)
cosn

]n

53.
∞∑
n=1

cos(nπ
3
)

n!

54.
∞∑
n=1

(
n2 + 1

2n2 + 1

)n

55.
∞∑
n=1

3− cosn
n

2
3 − 2

56.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

57.
∞∑
n=1

1

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

58.
∞∑
n=1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

59.
∞∑
n=1

(
3
√
n3 + n2 + 1− n

)

60.
∞∑
n=1

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n!



บททีÉ 2

อนุกรมกาํลัง

อนุกรมกาํลัง (power series) รอบจดุ a เมืÉอ a ∈ R คืออนกุรมอนนัต์ในรูป
∞∑
n=0

cn(x− a)n

เรียก a วา่ จุดศูนย์กลางของอนุกรมกาํลัง (center of power series)
และเรียก cn ∈ R วา่ สัมประสิทธิÍของอนุกรมกาํลัง (coefficients of power series)
หมายเหตุ อนกุรมกําลงัเป็นอนกุรมลูเ่ข้าเมืÉอ x = a เสมอ

2.1 รัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้า

ตัวอย่าง 2.1.1 จงหา x ทีÉทําให้
∞∑
n=1

(3x− 1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ข้า

29
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ทฤษฎีบท 2.1.2 สําหรับอนกุรมกําลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะเป็นไปตามกรณีใดกรณีหนึÉงใน 3 กรณีนี Êเทา่นั Êน

1. อนกุรมลูเ่ข้าเฉพาะเพียงจดุเดียวทีÉจดุศนูย์กลาง a

2. มีจํานวนจริงบวกR ทีÉทําให้
อนกุรมลูเ่ข้าทกุคา่ x ซึÉง |x− a| < R และ อนกุรมลูอ่อกทกุคา่ x ซึÉง |x− a| > R

3. อนกุรมลูเ่ข้าทกุคา่ x ∈ R

บทนิยาม 2.1.3 จํานวนR ในทฤษฎีบท 2.1.2 ข้อ 2 เรียกวา่ รัศมีแห่งการลู่เข้า (radius of convergence) ของอนกุรมกําลงั ในข้อ 1 ให้R = 0

และในข้อ 3 ให้R = ∞

บทนิยาม 2.1.4 เรียกเซต

I =

{
x :

∞∑
n=0

cn(x− a)n เป็นอนกุรมลูเ่ข้า
}

วา่ ช่วงแห่งการลู่เข้า (interval of convergence) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะได้วา่อนกุรมกําลงัทีÉมีรัศมีแหง่การลูเ่ข้าR มีช่วงแหง่การลูเ่ข้าแบบใดแบบหนึÉงเทา่นั Êน

(a−R, a+R), (a−R, a+R], [a−R, a+R), [a−R, a+R] และ (−∞,∞)

ตัวอย่าง 2.1.5 จงหารัศมีและชว่งแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê

1.
∞∑
n=0

(x+ 1)n

n!
2.

∞∑
n=1

nnxn



2.1. รศัมีและช่วงแห่งการลู่เขา้ 31

ตัวอย่าง 2.1.6 จงหารัศมีและชว่งแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê
∞∑
n=0

(x− 2)2n

9n
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ทฤษฎีบท 2.1.7 ให้
∞∑
n=0

cn(x− a)n เป็นอนกุรมกําลงั สมมติวา่มี n0 ∈ R ซึÉง cn ̸= 0 ทกุ ๆ n ≥ n0 จะได้วา่รัศมีแหง่การลูเ่ข้าคือ

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ หรือ R = lim
n→∞

1
n
√
|cn|

ตัวอย่าง 2.1.8 จงหารัศมีและชว่งแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê
∞∑
n=1

(x− 3)n

n
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แบบฝึกหดั 2.1

1. จงหารัศมีและช่วงแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê

1.1
∞∑
n=1

(−1)nnxn

1.2
∞∑
n=0

(−1)n
n2xn

2n

1.3
∞∑
n=1

(−1)nxn

ℓn(n+ 1)

1.4
∞∑
n=1

2n(x+ 1)n

n!

1.5
∞∑
n=1

n(x− 1)n

3n

1.6
∞∑
n=1

(
n(x− 3)

cosn

)n

1.7
∞∑
n=0

(n+ 1)(x− 2)n

n4 + 1

1.8
∞∑
n=1

nxn

n2 + 1

1.9
∞∑
n=1

(x− e)n

nen

1.10
∞∑
n=0

2n
2

xn

1.11
∞∑
n=0

(2x− 1)n

5n

1.12
∞∑
n=1

(3x+ 1)n

n4n

1.13
∞∑
n=1

(x− 1)2n+1

n24n

1.14
∞∑
n=1

x3n

n · 27n

1.15
∞∑
n=1

(−1)nxn

√
n+ 1

1.16
∞∑
n=1

n(x+ 2)n

3n+1

1.17
∞∑
n=1

(−3)nxn

n
√
n

1.18
∞∑
n=1

(−1)n
(x+ 1)n

4nℓ lnn

1.19
∞∑
n=1

(5x− 3)n

n3

1.20
∞∑
n=1

(−1)n(x+ 1)2n+1

(2n+ 1)!

2. จงหาโดเมนของ ฟังก์ชันเบสเซล (Bessel function) อนัดบั 0 และ 1 ทีÉกําหนดโดย

2.1 J0(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

22n(n!)2
2.2 J1(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(n+ 1)!22n+1
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2.2 ฟังก์ชันในรูปอนุกรมกาํลัง

บทนิยาม 2.2.1 ให้อนกุรมกําลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n ลูเ่ข้าบนช่วง I ถ้าอนกุรมนี Êมีผลบวกเป็น f(x) ทกุ ๆ x ∈ I นัÉนคือ

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n ทกุ ๆ x ∈ I

เรียก f วา่ ฟังก์ชันผลบวก (sum function) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n บน I

ตอ่ไปเราจะใช้อนกุรมเรขาคณิต (เป็นอนกุรมกําลงัรอบจดุ 0)

1

1− r
= 1 + r + r2 + r3 + · · · =

∞∑
n=0

rn เมืÉอ |r| < 1

เป็นเครืÉองมือสําคญัในการหาฟังก์ชนัผลบวกดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê

ตัวอย่าง 2.2.2 จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê

1.
∞∑
n=0

x2n 2.
∞∑
n=0

(2x− 1)n
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ตัวอย่าง 2.2.3 จงหาอนกุรมกําลงัทีÉมีฟังก์ชนัผลบวกตอ่ไปนี Ê

1. 1

1 + 2x

2. 1

1 + x2

3. 1

x

4. 1

x2 − 1
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บทนิยาม 2.2.4 กําหนดให้

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n บนชว่ง (a−R, a+R)

เมืÉอR เป็นรัศมีแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรมนี Êจะได้วา่ f มีอนพุนัธ์ทกุคา่ x ∈ (a−R, a+R) และ

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 ทกุคา่ x ∈ (a−R, a+R)

เมืÉอC เป็นคา่คงตวั จะได้วา่ ∫
f(x) dx = C +

∞∑
n=0

cn(x− a)n+1

n+ 1

ตัวอย่าง 2.2.5 จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมกําลงั
∞∑
n=1

nxn−1

ตัวอย่าง 2.2.6 จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมกําลงั
∞∑
n=0

(x+ 1)n+1

n+ 1
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ตัวอย่าง 2.2.7 ให้ f(x) = ℓn(x+ 1)

1. จงหาอนกุรมกําลงัซึÉงมีฟังก์ชนัผลบวกเป็น f(x)

2. จงแสดงวา่ ℓn2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
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ตัวอย่าง 2.2.8 ให้ f(x) = arctanx

1. จงหาอนกุรมกําลงัซึÉงมีฟังก์ชนัผลบวกเป็น f(x)

2. จงแสดงวา่ π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
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แบบฝึกหดั 2.2

1. จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมกําลงัตอ่ไปนี Ê

1.1
∞∑
n=1

(−3)n−1nxn

1.2
∞∑
n=0

n(n+ 1)xn

2

1.3
∞∑
n=1

nx2n−1

1.4
∞∑
n=0

n(−x)n−1

1.5
∞∑
n=1

n(2x)n

1.6
∞∑
n=0

nx3n

1.7
∞∑
n=1

4n−1xn+1

1.8
∞∑
n=0

2nxn

n+ 1

1.9
∞∑
n=1

n(−3x)n+1

1.10
∞∑
n=0

(2x+ 1)n

2n

2. จงหาอนกุรมกําลงัซึÉงมีฟังก์ชนัผลบวกตอ่ไปนี Ê

2.1 f(x) =
2

3− 2x

2.2 f(x) =
3

1− x4

2.3 f(x) =
1

x+ 10

2.4 f(x) =
x

9 + x2

2.5 f(x) =
1 + x

1 + x

2.6 f(x) =
x

2x2 + 1

2.7 f(x) =
1

x2 − x− 2

2.8 f(x) =
1

x2 + 2x+ 2

2.9 f(x) = − x3

(1 + x)2

2.10 f(x) =
1

(1− x)4

2.11 f(x) =
x

(1− x2)2

2.12 f(x) =
x2

(1− 5x)2

3. จงหาอนกุรมกําลงัซึÉงมีฟังก์ชนัผลบวกตอ่ไปนี Ê

3.1 f(x) = ℓn(5− x)

3.2 f(x) = xℓn(x+ 1)

3.3 f(x) = x2arctan(x3)

3.4 f(x) =
x3

(x− 2)2

3.5 f(x) =

(
x

2− x

)3

3.6 f(x) =
x2 + x

(1− x)3

3.7 f(x) = ℓn
(
1 + x

1− x

)
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2.3 ทฤษฎีบทของเทย์เลอร์
บทนิยาม 2.3.1 ให้ f เป็นฟังก์ชนัซึÉงมีอนพุนัธ์ทีÉจดุ a ถงึอนัดบัทีÉ n จะกลา่ววา่
Tn(x) เป็น พหุนามเทย์เลอร์ (Taylor polynomial) ดีกรี n ของ f ทีÉจดุ x = a ก็ตอ่เมืÉอ

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

ในกรณีทีÉ a = 0 จะเรียกวา่ พหุนามแมคลอริน (Maclaurin polynomial) นัÉนคือ

Tn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง 2.3.2 จงหาพหนุามแมคลอรินดีกรี 4 ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê

1. f(x) = ex 2. f(x) = sinx

ตัวอย่าง 2.3.3 จงหาพหนุามเทย์เลอร์ดีกรี 3 รอบจดุ x = 1 ของ f(x) = ℓnx
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ทฤษฎีบท 2.3.4 ทฤษฎีบทของเทย์เลอร์ (Taylor’s Theorem)
ให้ f เป็นฟังก์ชนัซึÉงมีอนพุนัธ์ถงึอนัดบัทีÉ n+ 1 บนชว่งเปิด I สําหรับ x, a ∈ I

จะได้วา่มี c อยูร่ะหวา่ง a กบั x ทีÉทําให้
f(x) = Tn(x) + Rn(x)

เมืÉอ Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 เรียกวา่ ค่าความผิดพลาด

ตัวอย่าง 2.3.5 ให้ f(x) = 3
√
2x− 1 จงประมาณคา่ของ 3

√
2 โดยใช้พหนุามเทย์เลอร์ดีกรี 2 ของ f รอบจดุ x = 1



42 บททีÉ 2. อนกุรมกําลงั

แบบฝึกหดั 2.3

1. จงหาพหนุามเทย์เลอร์ Tn(x) ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê รอบจดุ a

1.1 f(x) = sinx ; a = 0 ; n = 9

1.2 f(x) = cosx ; a = 0 ; n = 8

1.3 f(x) = ℓn(x+ 1) ; a = 0 ; n = 6

1.4 f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 ; n = 5

1.5 f(x) = ex
2 ; a = 0 ; n = 6

1.6 f(x) = x2ℓnx ; a = 1 ; n = 4

1.7 f(x) = 4x3 + 5x2 − 3x+ 1 ; a = 1 ; n = 3

1.8 f(x) = ℓn(cosx) ; a = π
4
; n = 3

1.9 f(x) = xcosx ; a = 0 ; n = 7

1.10 f(x) = x2sinx ; a = 0 ; n = 7

2. จงหาคา่ประมาณของคา่ตอ่ไปนี Êโดยใช้พหนุามแมคลอรินดีกรี 3

2.1 sin12◦

2.2 cos12◦

2.3 ℓn(1.02)

2.4
√
4.2

2.5 e0.5

2.6 3
√
7.9

3. ให้ f(x) =
√
x+ 1 จงหาคา่ประมาณของ

√
1.2 โดยใช้พหนุามแมคลอรินดีกรี 5 ของ f

4. ให้ f(x) = ex จงหาคา่ประมาณของ
∫ 0.6

0

e−x2

dx โดยใช้พหนุามแมคลอรินดีกรี 4 ของ f
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2.4 อนุกรมเทย์เลอร์

สมมติวา่ f เป็นฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมกําลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n โดยทีÉ |x− a| < R จะได้วา่

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + c4(x− a)4 + · · · (2.1)
f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + 4c4(x− a)3 + · · · (2.2)
f ′′(x) = 2c2 + 2 · 3c3(x− a) + 3 · 4c4(x− a)2 + · · · (2.3)
f ′′′(x) = 2 · 3c3 + 2 · 3 · 4c4(x− a) + · · · (2.4)

เมืÉอแทน x = a ในสมการ (2.1)-(2.4) จะได้

c0 = f(a), c1 = f ′(a), c2 =
f ′′(a)

2!
และ c3 =

f ′′′(a)

3!

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ cn =
f (n)(a)

n!
เมืÉอ n = 0, 1, 2, 3, ...

บทนิยาม 2.4.1 ให้ f เป็นฟังก์ชนัซึÉงมีอนพุนัธ์ทกุอนัดบั และ f มีคา่ทีÉจดุ a อนกุรมกําลงัทีÉเขียนในรูป

f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

หรือ
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

เรียกวา่ อนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor series) ของ f รอบจดุ a
ในกรณีทีÉ a = 0 จะเรียกวา่ อนุกรมแมคลอริน (Maclaurin series) นัÉนคือ

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · หรือ

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง 2.4.2 จงหาอนกุรมเทย์เลอร์ของ f(x) =
1

x
รอบจดุ 1
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ทฤษฎีบท 2.4.3 ให้ Tn(x) เป็นพหนุามเทย์เลอร์ดีกรี n ของ f รอบจดุ a

f(x) = Tn(x) + Rn(x)

สําหรับ |x− a| < R เมืÉอR คือรัศมีแหง่การลูเ่ข้าของอนกุรม
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n จะได้วา่

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n ก็ตอ่เมืÉอ lim

n→∞
|Rn(x)| = 0

ตัวอย่าง 2.4.4 จงหาอนกุรมแมคลอรินของฟังก์ชนั

1. f(x) = ex

2. f(x) = sinx
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ตารางอนุกรมเทย์เลอร์

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + · · · R = 1

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · R = ∞

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · R = ∞

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · R = ∞

arctanx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · R = 1

ℓn(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
= x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · R = 1

ตัวอย่าง 2.4.5 จงหาอนกุรมเทย์เลอร์ของฟังก์ชนั f(x) = ℓnx รอบจดุ 1
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ตัวอย่าง 2.4.6 จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=0

x2n+1

n!

ตัวอย่าง 2.4.7 จงใช้อนกุรมแมคลอรินของ ex หาคา่ลมิิตของ lim
x→0

ex − 1− x

x2



2.4. อนกุรมเทย์เลอร์ 47

แบบฝึกหดั 2.4

1. จงหาอนกุรมเทย์เลอร์ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê รอบจดุ a

1.1 f(x) = ℓn(1− x) ; a = 0

1.2 f(x) = cosx ; a = π

1.3 f(x) =
√
x ; a = 1

1.4 f(x) = 3
√
x ; a = 1

1.5 f(x) = 3
√
x+ 2 ; a = −1

1.6 f(x) =
1

3− x
; a = 2

1.7 f(x) =
1

1 + x2
; a = 0

2. จงหาอนกุรมแมคลอรินของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê โดยใช้ตารางอนกุรมเทย์เลอร์

2.1 f(x) = sin(x2)

2.2 f(x) = x2cosx

2.3 f(x) = xℓn(x− 1)

2.4 f(x) = ex + e2x

2.5 f(x) = xcos(1
2
x)

2.6 f(x) = x2ℓn(1 + x3)

3. จงหาฟังก์ชนัผลบวกของอนกุรมตอ่ไปนี Ê

3.1
∞∑
n=0

(−1)nx4n+3

(2n)!
3.2

∞∑
n=0

(n+ 1)xn

n!

4. จงใช้อนกุรมแมคลอรินหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

x− ℓn(1 + x)

x2
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บททีÉ 3

ปริภมูสิามมติิ

3.1 ระบบพกัิดฉากในปริภมูสิามมติิ
การบอกตําแหน่งของจดุใน ปริภมูิสามมติิ (three-dimensional space) ทําได้จากการอ้างอิงเส้นตรงสามเส้นคือ แกน X แกน Y และแกน Z ซึÉงตดั
กนัทีÉจดุ O เรียกวา่ จุดกาํเนิด (origin) และเรียก

ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Y วา่ ระนาบ XY (XY-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Z วา่ ระนาบ XZ (XZ-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน Y และแกน Z วา่ ระนาบ YZ (YZ-plane)

X

Y

Z

ระนาบ XY

X

Y

Z

ระนาบ XZ

X

Y

Z

ระนาบ YZ

ระนาบพิกดัฉากทั Êงสามจะแบง่ปริภมิูสามมิติออกเป็น 8 สว่นเรียกวา่ อัฐภาค (Octant)

X

Y

Z

49
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การเลือกทิศทางทีÉเป็นบวกของพิกดัฉาก เรานิยมใช้กฎมือขวาโดยให้นิ Êวหวัแม่มือไปทางแกน Z บวก นิ Êวชี Ê ไปทางแกน X บวก และนิ Êวกลาง ชี Êไป
ทางแกน Y บวก ตั Êงฉากกนัเสมอ ตวัอยา่งดงัรูปตอ่ไปนี Ê เราจะเลือกใช้แบบใดแบบหนึÉงตามความเหมาะสม

X

Y

Z

Z

X

Y

Y

Z

X

Y

X

Z

การบอกตําแหน่งของจดุP ในปริภมิูสามมิติ มีแกนพิกดัเป็นทีÉอ้างอิงบอกได้โดยใช้จํานวนจริง (x, y, z) เรียกวา่พิกดัฉากของจดุP และใช้
R3 แทนเซตของจดุ (x, y, z) ในปริภมิูสามมิติ

X
Y

Z

P (x, y, z)

(x, 0, 0)

(x, 0, z)

(0, 0, z)

(x, y, 0)

(0, y, 0)

(0, y, z)

จากจดุP (x, y, x) ลากขนานระนาบ XY ไปยงัแกน Z จะได้จดุ (0, 0, z)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉาย (projection) ของP แกน Z
จากจดุP (x, y, x) ลากขนานระนาบ YZ ไปยงัแกน X จะได้จดุ (x, 0, 0)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของP แกน X
จากจดุP (x, y, x) ลากขนานระนาบ XZ ไปยงัแกน Y จะได้จดุ (0, y, 0)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของP แกน Y
จากจดุP (x, y, x) ลากขนานแกน Z ไปทีÉระนาบ XY จะได้จดุ (x, y, 0)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของP บนระนาบ XY
จากจดุP (x, y, x) ลากขนานแกน X ไปทีÉระนาบ YZ จะได้จดุ (0, y, z)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของP บนระนาบ YZ
จากจดุP (x, y, x) ลากขนานแกน Y ไปทีÉระนาบ XZ จะได้จดุ (x, 0, z)

เรียกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของP บนระนาบ XZ
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แบบฝึกหดั 3.1

1. จงเขียนกราฟในปริภมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนี Ê

1.1 A(5, 0, 0)

1.2 B(0, 2, 1)

1.3 C(3, 1, 0)

1.4 D(−3, 0, 2)

1.5 E(1, 1, 3)

1.6 F (−4, 2,−3)

1.7 G(2, 1,−2)

1.8 H(3,−2, 6)

2. จงหาภาพฉายของจดุ P บนระนาบ XY, XZ และ YZ

2.1 P (3, 1, 2)

2.2 P (1, 2,−2)

2.3 P (4,−1, 0)

2.4 P (−8, 9, 7)

3. จงหาภาพฉายของจดุ P บนแกน X, Y และ Z

3.1 A(5, 0, 0)

3.2 B(0, 2, 1)

3.3 C(3, 1, 0)

3.4 D(−3, 0, 2)
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3.2 เวกเตอร์ในปริภมูสิามมติิ
เวกเตอร์ (vector) คือปริมาณทีÉมีทั Êงขนาดและทิศทาง โดยทัÉวไปใช้สว่นของเส้นตรงเชืÉอมโยงกนัระหวา่งจดุสองจดุและมีลกูศรกํากบัแทนเวกเตอร์
และความยาวแทนขนาดของเวกเตอร์ ใช้สญัลกัษณ์ −→

PQ แทนเวกเตอร์ทีÉมีจดุเริÉมต้นทีÉจดุ P สิ ÊนสดุทีÉจดุ Q มีทิศทางจาก P ไป Q และใช้
∥
−→
PQ∥ แทนความยาวหรือขนาด (length/magnitude/norm) ของ−→PQ และเวกเตอร์ทั Êงสองจะเทา่กนัก็ตอ่เมืÉอทั Êงสองมีขนาดเทา่กนัและทิศทาง

เดียวกนั

X

Y

Z

P

Q

O

A

บทนิยาม 3.2.1 กําหนดให้P (x1, y1, z1) และQ(x2, y2, z2) เป็นจดุในปริภมิูสามมิติ
แล้ว a⃗ เป็นเวกเตอร์ตาํแหน่ง (position vector) ของ−→PQ คือ

a⃗ = ⟨x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1⟩

ถ้า a1 = x2 − x1, a2 = y2 − y1 และ a3 = z2 − z1 ดงันั Êน a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ เรียก a1, a2 และ a3 วา่ส่วนประกอบ
(component) ของ a⃗ ตามแกน X แกน Y และ แกน Z ตามลําดบั

X
Y

Z

O
A

a1 a2

a3

a⃗

จากรูปโดยใช้ความสมัพนัธ์ของสามเหลีÉยมมมุฉากจะได้วา่

∥a⃗∥ =
√
a21 + a22 + a23

บทนิยาม 3.2.2 เวกเตอร์ทีÉมีสว่นประกอบทกุตวัเป็นศนูย์เรียกวา่ เวกเตอร์ศูนย์ (zero vector) เขียนแทนด้วย 0⃗ = ⟨0, 0, 0⟩

ข้อตกลง เมืÉอA เป็นจดุในR3 และO เป็นจดุกําเนิด เราจะเขียนเวกเตอร์−→OA แทนด้วย A⃗
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มุมแสดงทศิทาง

บทนิยาม 3.2.3 ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอร์ทีÉ ทํามมุ α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน Z ด้านบวกตามลําดบัโดยทีÉ
α, β, γ ∈ [0, π] เรียก α, β, γ วา่มุมแสดงทศิทาง (direction angles) ของ a⃗ และ cosα, cosβ, cosγ วา่โคไซน์แสดงทศิทาง
(direction cosines) ของ a⃗

X
Y

Z

O

a1 a2

a3

a⃗

α

γ

β

จากรูปจะได้วา่ cosα =
a1
∥a⃗∥

cosβ =
a2
∥a⃗∥

cosγ =
a3
∥a⃗∥

ตัวอย่าง 3.2.4 จงหาเวกเตอร์ตําแหนง่ของ−→PQ ขนาดและโคไซน์แสดงทิศทางของเวกเตอร์นั Êน

1. P (1, 2,−3) และQ(−1, 0− 4) 2. P (4,−1, 2) และQ(5,−2, 3)

บทนิยาม 3.2.5 ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ k ∈ R

1. a⃗ = b⃗ ก็ตอ่เมืÉอ a1 = b1, a2 = b2 และ a3 = b3

2. a⃗+ b⃗ = ⟨a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3⟩

3. ka⃗ = ⟨ka1, ka2, ka3⟩

4. a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)
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เวกเตอร์หนึÉงหน่วย

บทนิยาม 3.2.6 เราเรียกเวกเตอร์ทีÉมีขนาดหนึÉงหนว่ยวา่ เวกเตอร์หนึÉงหน่วย (unit vector)

ให้ a⃗ เป็นเวกเตอร์ทีÉไมใ่ช่เวกเตอร์ศนูย์ในR3 และจะได้วา่

a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอร์หนึÉงหน่วยทีÉมีทศิเดียวกบั a⃗

− a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอร์หนึÉงหนว่ยทีÉมีทศิตรงข้ามกบั a⃗

ตัวอย่าง 3.2.7 จงหาเวกเตอร์หนึÉงหนว่ยของเวกเตอร์ตอ่ไปนี Ê

1. ⟨1,−2, 2⟩

2. ⟨3sinθ, 4sinθ, 5cosθ⟩

เวกเตอร์หนึÉงหน่วยตามแนวแกน X แกน Y และ แกน Z คือ i⃗, j⃗ และ k⃗ ตามลําดบั

i⃗ = ⟨1, 0, 0⟩ j⃗ = ⟨0, 1, 0⟩ k⃗ = ⟨0, 0, 1⟩

ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ แล้วจะได้วา่

a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ = a1⟨1, 0, 0⟩+ a2⟨0, 1, 0⟩+ a3⟨0, 0, 1⟩ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗
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ผลคูณเชิงสเกลาร์

บทนิยาม 3.2.8 ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงสเกลาร์ (scalar product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนด้วย a⃗ · b⃗ นิยามโดย

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

ตัวอย่าง 3.2.9 จงหาผลคณูเชิงสเกลาร์ของเวกเตอร์ a⃗ และ b⃗

1. a⃗ = ⟨3,−1, 5⟩ และ b⃗ = ⟨1, 6,−3⟩

2. a⃗ = ⟨2sinx, cosx, 1⟩ และ b⃗ = ⟨sinx, 2cosx, 1⟩
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ทฤษฎีบท 3.2.10 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 และ k ∈ R แล้ว

1. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

2. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

3. k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b)

4. a⃗ · a⃗ = ∥a⃗∥2

ตัวอย่าง 3.2.11 ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 จงแสดงวา่

∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2
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มุมระหว่างเวกเตอร์

ทฤษฎีบท 3.2.12 ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 แล้ว

a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥cosθ

เมืÉอ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ เมืÉอ 0 ≤ θ ≤ π ดงัรูป

a⃗

b⃗

θ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ตั Êงฉากกัน (orthogonal) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗ · b⃗ = 0

ตัวอย่าง 3.2.13 ให้ a⃗ = ⟨3, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 1⟩ และ c⃗ = ⟨3, 4,−2⟩
จงตรวจสอบวา่เวกเตอร์คูใ่ดตั Êงฉากกนั
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ภาพฉายเวกเตอร์

บทนิยาม 3.2.14 ให้ a⃗ ̸= 0⃗, b⃗ ̸= 0⃗ และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ ลากเส้นตรงจากA ไปตั Êงฉากกบั−−→OB ทีÉจดุC ดงัรูป

B

A

θ
O C

a⃗

b⃗
B

A

θ

OC

a⃗

b⃗

เรียก−→OC วา่ ภาพฉายเวกเตอร์ (vector projection) ของ a⃗ บน b⃗ เขียนแทนด้วย Proj⃗ba⃗

ทฤษฎีบท 3.2.15 ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ แล้วจะได้วา่

Proj⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥2

b⃗ และ ขนาดของภาพฉาย คือ |⃗a · b⃗|
∥⃗b∥

ตัวอย่าง 3.2.16 จงหาภาพฉายเวกเตอร์และขนาดของภาพฉายของ a⃗ บน b⃗

a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2,−2⟩
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ผลคูณเชิงเวกเตอร์

บทนิยาม 3.2.17 ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (vector product/cross product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนด้วย a⃗× b⃗ คือ

a⃗× b⃗ = ⟨a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1⟩

หรือ

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ i⃗−
∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ j⃗ +
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ k⃗
เมืÉอ |M | แทนดีเทอร์มิแนนท์ของเมตริกซ์M

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

ตัวอย่าง 3.2.18 จงหาเวกเตอร์ทีÉตั Êงฉากกบั a⃗ = ⟨1,−3, 4⟩ และ b⃗ = ⟨2, 2, 1⟩
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พื ÊนทีÉสีÉเหลีÉยมด้านขนาน

ทฤษฎีบท 3.2.19 ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ แล้ว

∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥sinθ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ขนานกัน (parallel) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗× b⃗ = 0⃗ หรือ θ = 0 หรือ π

ทฤษฎีบท 3.2.20 ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอร์ใน R3 แล้วพื ÊนทีÉสีÉเหลีÉยมด้านขนาน (parallelogram) ทีÉมีด้านประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั
∥a⃗× b⃗∥

a⃗

b⃗

ตัวอย่าง 3.2.21 จงหาพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็นA(2, 1, 1),B(−1, 3, 1) และC(0, 2, 1)

ผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์

บทนิยาม 3.2.22 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 แล้วผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์ (scalar triple products) ของ a⃗, b⃗ และ c⃗ คือ
a⃗ · (⃗b× c⃗) นั Êนคือ

a⃗ · (⃗b× c⃗) =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
เมืÉอ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩, b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ c⃗ = ⟨c1, c2, c3⟩

โดยสมบตัิของดีเทอร์มิแนนท์จะได้วา่ a⃗ · (⃗b× c⃗) = b⃗ · (c⃗× a⃗) = c⃗ · (⃗a× b⃗)
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แบบฝึกหดั 3.2

1. กําหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 0⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 2⟩, c⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ d⃗ = ⟨−2, 1, 5⟩ จงหา

1.1 2a⃗− 3⃗b

1.2 ∥c⃗+ 2d⃗∥+ ∥2a⃗+ b⃗∥

1.3 เวกเตอร์หนึÉงหนว่ยของ 2c⃗− d⃗

1.4 โคไซน์แสดงทิศทางของ b⃗+ c⃗

1.5 มมุระหวา่ง a⃗+ c⃗ กบั a⃗− c⃗

1.6 (⃗a× b⃗)× (c⃗× d⃗)

1.7 ภาพฉายเวกเตอร์และภาพฉายสเกลาร์ของ b⃗ บน c⃗

1.8 เวกเตอร์ 5 หน่วยทีÉตั Êงฉากกบั a⃗ และ c⃗

1.9 จงหาเวกเตอร์ทีÉตั Êงฉากกบั a⃗ และ d⃗

2. จงตรวจสอบวา่เวกเตอร์คูใ่ดตอ่ไปนี Êตั Êงฉากกนับ้าง

a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨1,−2, 3⟩, c⃗ = ⟨−3, 3, 1⟩ และ d⃗ = ⟨−1, 1, 7⟩

3. จงหาพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น (−3, 1, 2), (−5, 1, 0) และ (4,−2, 1)

4. กําหนดให้ A(1, 1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 0, 0) และ D(2, 1,−1) จงแสดงวา่รูปสีÉเหลีÉยม ABCD เป็นสีÉเหลีÉยมด้าน
ขนาน และหาพื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมนี Ê

5. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ทีÉทําให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

6. จงใช้ผลคณูเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์แสดงวา่ ⟨1, 5,−2⟩, ⟨3,−1, 0⟩ และ ⟨5, 9,−4⟩
อยูบ่นระนาบเดียวกนั

7. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 จงแสดงวา่

7.1 ∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)

7.2 ถ้า a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ แล้ว a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

7.3 (⃗a− b⃗)× (⃗a+ b⃗) = 2(⃗a× b⃗)

7.4 a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

7.5 a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) = 0⃗

7.6 (⃗a× b⃗) · (c⃗× d⃗) =

∣∣∣∣∣a⃗ · c⃗ b⃗ · c⃗
a⃗ · d⃗ b⃗ · d⃗

∣∣∣∣∣
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3.3 เส้นตรงในปริภมูิสามมิติ
บทนิยาม 3.3.1 ให้P0 เป็นจดุในR3 และ A⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 เราจะเรียก

เซตของจดุP ใด ๆ ซึÉงทําให้−−→P0P ขนานกบั A⃗ วา่ เส้นตรง (Line) ทีÉผา่นจดุP0 และขนานกบั A⃗

และเรียก A⃗ วา่ เวกเตอร์แสดงทศิทาง (direction vector) ของเส้นตรง

X

Y

Z P

P0

L

O

A⃗

เนืÉองจาก−−→P0P ขนานกบั A⃗ ดงันั Êนจะได้วา่มี t ∈ R ทีÉทําให้

−−→
P0P = tA⃗ หรือ P⃗ = P⃗0 + tA⃗ (3.1)

เรียกสมการ (3.1) วา่ สมการเวกเตอร์ (vector equation) ของเส้นตรงL
ถ้ากําหนดจดุP (x, y, z) และP0(x0, y0, z0) และ A⃗ = ⟨a, b, c⟩ ดงันั Êน

⟨x, y, z⟩ = ⟨x0, y0, z0⟩+ t⟨a, b, c⟩ = ⟨x0 + at, y0 + bt, z0 + ct⟩

เราจะแยกเขียนสมการสําหรับสว่นประกอบได้เป็น

x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct (3.2)

เรียกสมการ (3.2) วา่ สมการองิตัวแปรเสริม (parametric equation) ของเส้นตรงL
ถ้า a, b, c ไมมี่จํานวนใดเป็นศนูย์ จะได้วา่

x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
(3.3)

เรียกสมการ (3.3) วา่ สมการสมมาตร (symmetric equation) ของเส้นตรงL
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ตัวอย่าง 3.3.2 จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสริม และสมการสมมาตร ของเส้นตรงทีÉผา่นจดุP0(1, 2, 3) และขนานกบั
A⃗ = ⟨1, 2,−1⟩

การตรวจสอบวา่จดุ P (x, y, z) อยู่บนเส้นตรง L หรือไม่ทําได้โดยการแทนคา่ x, y, z ลงในสมการเส้นตรง L วา่สอดคล้องกบัสมการ
ของเส้นตรงL หรือไม่

ตัวอย่าง 3.3.3 จงตรวจสอบวา่จดุP (1,−2, 3) อยูบ่นเส้นตรงตอ่ไปนี Êหรือไม่

1. x = 3− t, y = 2− 4t, z = 3 + t 2. x+ 1

2
=

y + 5

3
= z − 2
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ระยะทางระหว่างจุดกับเส้นตรง

การวดัระยะทางระหวา่งจดุB กบัเส้นตรง L คือความยาวทีÉสั ÊนทีÉสดุจากจดุB ไปยงัเส้นตรง L หมายถงึความยาวของเส้นตั ÊงฉากทีÉลากจากจดุ
B ไปยงัเส้นตรงL ทีÉจดุM เรียกจดุM วา่ จุดเชิงเส้นตั Êงฉาก (Orthogonal point)

X

Y

Z

P0

M

B

L

O

A⃗

θ

จากรูปจะได้วา่ ∥
−−→
BM∥ = ∥

−−→
P0B∥sinθ เนืÉองจาก A⃗ ขนานกบั−−→P0M ดงันั Êน θ เป็นมมุระหวา่ง−−→P0B กบั A⃗ ดงันั Êน

∥
−−→
BM∥ =

∥
−−→
P0B∥∥A⃗∥sinθ

∥A⃗∥
=

∥
−−→
P0B × A⃗∥

∥A⃗∥

ตัวอย่าง 3.3.4 จงหาระยะทางจากจดุB(2, 1,−1) ไปยงัเส้นตรง

x = 5 + 4t, y = 2− t, z = 4 + 3t
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การตัดกันของเส้นตรง

ความสมัพนัธ์ของเส้นตรงL1 และL2 ในปริภมิูสามมิติมีลกัษณะดงันี Ê

1. ตดักนั

X

Y

Z

L1

L2

O

2. ไมต่ดักนั

2.1 ไมต่ดักนั และไมข่นานกนั

X

Y

Z

L1
L2

O

2.2 ไมต่ดักนั และขนานกนั

X

Y

Z

L1

L2

O

ตัวอย่าง 3.3.5 จงตรวจสอบวา่L1 และL2 ตดักนัหรือไม่ ถ้าตดัจงหาจดุตดั

L1 : x = 2 + t, y = 4− t, z = 3 + 2t L2 : x = 1− s, y = 9 + 3s, z = 2 + s



66 บททีÉ 3. ปริภูมิสามมิติ

การขนานกันของเส้นตรง

บทนิยาม 3.3.6 เส้นตรงสองเส้นขนานกัน (parallel line) ก็ตอ่เมืÉอเวกเตอร์แสดงทิศทางของเส้นตรงทั Êงสองเส้นขนานกนั

ตัวอย่าง 3.3.7 จงหาสมการเส้นตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2, 3) และขนานกบัเส้นตรง

x+ 2 =
4− y

2
= 1− z

การไขว้ต่างระนาบของเส้นตรง

บทนิยาม 3.3.8 เราจะเรียกเส้นตรงสองเส้นวา่ เส้นไขว้ต่างระนาบ (skew line) ก็ตอ่เมืÉอเราไม่สามารถหาระนาบทีÉเส้นตรงทั Êงสองอยู่บนระนาบ
เดียวกนัได้ หรือกลา่วได้อีกอยา่งวา่เส้นตรงทั Êงสองไมต่ดักนัและไมข่นานกนั

ตัวอย่าง 3.3.9 จงพิจารณาL1 และL2 วา่เป็นเส้นไขว้ตา่งระนาบกนัหรือไม่

L1 : x =
y

2
= z − 1 L2 : x+ 1

2
= y − 1 =

z + 2

3
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แบบฝึกหดั 3.3

1. จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสริม และสมการสมมาตร ของเส้นตรงทีÉผา่นจดุP0 และขนานกบั A⃗

1.1 P0(2, 1, 1) และ A⃗ = ⟨1,−1, 3⟩ 1.2 P0(−1, 3, 5) และ A⃗ = ⟨0, 2,−1⟩

2. จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสริม และสมการสมมาตร ของเส้นตรงทีÉผา่นจดุP1 และP2

2.1 P1(1,−1, 0) และP2(2,−3, 5) 2.2 P1(−1,−3,−2) และP2(−5, 0, 1)

3. จงตรวจสอบวา่จดุ (1, 2,−3) อยูบ่นเส้นตรงใดตอ่ไปนี Êหรือไม่

3.1 x = 3− 2t, y = 3 + t, z = 1− 4t

3.2 2x = 3+ 2t, y = 1− 2t, 3z = 4t− 7

3.3 2x− 1 =
y + 2

2
=

z

3

3.4 x+ 7

4
= 4− y =

z + 9

3

4. จงพิจารณาวา่จดุA(3, 3, 1),B(−1, 5,−7) และC(5, 2, 5) อยูบ่นเส้นตรงเดียวกนัหรือไม่

5. จงหาระยะทางจากจดุB(1,−2, 1) ไปยงัเส้นตรงตอ่ไปนี Ê

5.1 x = 6 + 4t, y = 3− 2t, z = 1 + t 5.2 x− 1

2
=

1− y

3
=

z + 1

4

6. จงตรวจสอบวา่L1 และL2 ตดักนัหรือไม่ ถ้าตดัจงหาจดุตดั

6.1 L1 : x = 2 + t, y = −1 + 3t, z = 2− 3t

L2 : x = 4 + s, y = 5 + 3s, z = s

6.2 L1 : x− 1

2
= 2− y = z

L2 : 2x+ 1

3
= y = z − 2

7. จงหาสมการเส้นตรงทีÉผา่นจดุกําเนิด ซึÉงตดัและตั Êงฉากกบัเส้นตรง x =
3− y

2
= z − 2

8. จงหาสมการเส้นตรงทีÉผา่นจดุ (−1, 2, 1) และขนานกบัเส้นตรง x+ 3

2
=

1− y

5
= 2− z

9. จงพิจารณาL1 และL2 วา่เป็นเส้นไขว้ตา่งระนาบกนัหรือไม่

9.1 L1 : 2x = 1 + 4t, y = 2− t, z = t

L2 : x = −4s, y = 1 + 2s, 3z = 1− 6s

9.2 L1 : x− 1 =
3− y

2
= 2z + 1

L2 : 2− x =
y − 1

2
=

1− 4z

2
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3.4 ระนาบในปริภมูสิามมติิ
บทนิยาม 3.4.1 ให้P0 เป็นจดุในR3 และ N⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอร์ในR3 เราจะเรียก

เซตของจดุP ใด ๆ ซึÉงทําให้−−→P0P ตั Êงฉากกบั N⃗ วา่ ระนาบ (plane)
ทีÉผา่นจดุP0 และตั Êงฉากกบัเวกเตอร์ N⃗

และเรียก N⃗ วา่ เวกเตอร์แนวฉาก (normal vector)

X Y

Z

O

N⃗

P0

P

เนืÉองจาก−−→P0P ตั Êงฉากกบั N⃗ ดงันั Êน −−→
P0P · N⃗ = 0 หรือ

(P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 (3.4)

เราจะเรียกสมการ (3.4) วา่ สมการเวกเตอร์ของระนาบ (vector equation of the plane)

ถ้ากําหนดให้P0 = (x0, y0, z0),P = (x, y, z) และ N⃗ = ⟨a, b, c⟩ จะได้วา่

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 (3.5)

เรียกสมการ (3.5) วา่ สมการสเกลาร์ (scalar equation) ของระนาบทีÉผา่นจดุ (x0, y0, z0) และมี ⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอร์แนวฉาก

ถ้าเราจดัรูปสมการ (3.5) โดยกําหนดให้ d = ax0 + by0 + cz0 จะได้วา่

ax+ by + cz = d (3.6)

เรียกสมการ (3.6) วา่ สมการคาร์ทเีซียน (cartesian equation) ของระนาบ ทีÉมี ⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอร์แนวฉาก

ตัวอย่าง 3.4.2 จงหาสมการเวกเตอร์ สมการสเกลาร์ และสมการคาร์ทีเซียนของระนาบทีÉผา่นจดุP0(1, 2, 3) และตั Êงฉากกบั
N⃗ = ⟨1,−1, 4⟩
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ระยะทางระหว่างจุดกับระนาบ

บทนิยาม 3.4.3 ระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบ คือระยะทางตั Êงฉากจากจดุนั Êนไปยงัระนาบ

ให้ระนาบM มีสมการเวกเตอร์เป็น (P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 และP1 เป็นจดุในR3 ลากไปตั ÊงฉากกบัระนาบM ทีÉจดุQ ดงัรูป

N⃗

P0

P1

Q

N⃗

P0

P1

Q

จากรูปจะได้วา่ ∥
−−→
QP1∥ = ขนาดของภาพฉายของ−−→P0P1 บน N⃗ จะได้วา่

∥
−−→
QP1∥ =

|
−−→
P0P1 · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |

∥N⃗∥

กําหนดให้ระนาบ M ผา่นจดุ P0 = (x0, y0, z0) และมี N⃗ = ⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอร์แนวฉาก M จะมีสมการคาร์ ที เซียนเป็น
ax+ by + cz = d เมืÉอ d = ax0 + by0 + cz0 แล้ว

∥
−−→
QP1∥ =

|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|⟨x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0⟩ · ⟨a, b, c⟩|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − (ax0 + by0 + cz0)|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2

ดงันั Êนระยะทางระหวา่งจดุP1(x1, y1, z1) กบัระนาบ ax+ by + cz = d คือ

|ax1 + by1 + cz1 − d|√
a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง 3.4.4 จงหาระยะทางระหวา่งจดุP1(4, 3,−1) กบัระนาบ x− 2y + 2z = 5
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เส้นตรงกับระนาบ

เส้นตรงกบัระนาบมีความสมัพนัธ์กนั 3 ลกัษณะคือ

1. เส้นตรงกบัระนาบมีจดุร่วมกนัจดุเดียว เรียกวา่เส้นตรงตดักบัระนาบ

2. เส้นตรงกบัระนาบมีจดุร่วมกนัมากกวา่หนึÉงจดุ นั Êนคือเส้นต้องอยูบ่นระนาบ

3. เส้นตรงกบัระนาบมีไมมี่จดุร่วม นั Êนคือเส้นตรงขนานกบัระรนาบ

ตัวอย่าง 3.4.5 จงพิจารณาวา่เส้นตรงกบัระนาบตอ่ไปนี Êตดักนัหรือขนานกนั ถ้าตดักนัจงหาจดุตดั ถ้าขนานกนัจงพิจารณาวา่เส้นตรงอยู่บนระนาบ
หรือไม่

1. x = 1 + 2t, y = 2 + t, z = 3− 3t และ x+ 4y + 2z = 5

2. x− 1 =
y + 3

2
= z และ 2x− y + z = 7
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การขนานกันของระนาบ

ระนาบขนานกนั ก็ตอ่เมืÉอเวกเตอร์แนวฉากของระนาบทั Êงสองขนานกนั

N⃗1

N⃗2

M2

M1

ตัวอย่าง 3.4.6 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นจดุ (1, 2,−3) และขนานกบัระนาบ x+ 2y − z = 5

บทนิยาม 3.4.7 ระยะทางระหว่างระนาบทั Êงสอง คือระยะฉากระหวา่งระนาบทั Êงสอง

ให้ M1 และ M2 เป็นระนาบทีÉขนานกนัมีสมการดงันี Êax + by + cz = d1 และ ax + by + cz = d2 ตามลําดบั ให้
P1(x1, y1, z1) เป็นจดุบนระนาบM1 ดงันั Êน

ระยะทางระหวา่งระนาบM1 และM2 = ระยะทางระหวา่งจดุP1 กบัระนาบM2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d2|√

a2 + b2 + c2

=
|d1 − d2|√
a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง 3.4.8 จงหาระยะทางระหวา่งระนาบ x+ 2y − 2z = 10 และ x+ 2y − 2z = 1
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การตัดกันของระนาบ

ระนาบทีÉตดักนัคือระนาบทีÉไมข่นานกนั (พิจารณาจากเวกเตอร์แนวฉากของระนาบทั Êงสองขนานกนัหรือไม)่ รอยตดัทีÉเกิดยอ่มเป็นเส้นตรง

L

M2

M1

จากรูปเนืÉองจากเส้นตรง L อยู่บนระนาบ M1 และ M2 ดงันั Êน เวกเตอร์แสดงทิศทางของเส้นตรง L ต้องตั Êงฉากกบั N⃗1 และ N⃗2 ดงันั Êน
A⃗ = N⃗1 × N⃗2

ตัวอย่าง 3.4.9 จงหาสมการเส้นตรงทีÉเกิดจากการตดักนัของระนาบ

2x− y + z = 1 และ x+ y − 2z = 5
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แบบฝึกหดั 3.4

1. จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุP0 และมี N⃗ เป็นเวกเตอร์แนวฉาก

1.1 P0(2, 1, 1) และ N⃗ = ⟨2,−1, 5⟩

1.2 P0(−1, 0, 5) และ N⃗ = ⟨3, 2, 1⟩

1.3 P0(1, 3,−3) และ N⃗ = ⟨0, 3,−2⟩

1.4 P0(2, 6,−4) และ N⃗ = ⟨−1,−3, 1⟩

2. จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุทั Êง 3 จดุ

2.1 (1,−1, 0), (0,−1, 2) และ (−1,−3, 5)

2.2 (−1,−3,−2), (2, 5, 0) และ (1,−2, 1)

3. จงเขียนกราฟของระนาบตอ่ไปนี Ê

3.1 x = z

3.2 3x+ y = 2

3.3 x− y + z = 2

3.4 2x− y + z = 5

3.5 5x+ 2y − 3z = 15

3.6 3x+ 3y + 2z = 6

4. จงพิจารณาวา่จดุทั Êง 4 จดุอยูบ่นระนาบเดียวกนัหรือไม่

4.1 (1, 1, 1), (−2, 4, 1), (3, 1, 2) และ (5, 1, 3)

4.2 (1, 2, 7), (−1, 1, 2), (2, 0, 7) และ (1, 1, 2)

5. จงหาระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบทีÉกําหนดให้ตอ่ไปนี Ê

5.1 (1,−2, 3) กบั 3x+ 2y − z = 12 5.2 (−1, 1,−2) กบั 3x+ 4y − 5z = 15

6. จงหาจดุบนระราบ x− 2y + 3z = 4 ซึÉงอยูใ่กล้ทีÉสดุกบัจดุ (2, 3,−2)

7. พิจารณาเส้นตรงL กบัระนาบM ทีÉกําหนดให้ตดักนัหรือขนานกนั ถ้าตดักนัจงหาจดุตดัและมมุระหวา่งเส้นตรงกบัระนาบ ถ้าขนานกนัจง
พิจารณาวา่เส้นตรงอยูบ่นระนาบหรือไม่ และจงหาระยะทางระหวา่งเส้นตรงกบัระนาบ

7.1 L :
x

6
= y =

1− z

2
M : x− 2y + 2z = 4

7.2 L :
x

2
=

y

2
= z

M : 5x+ 4y − 3z = 15

7.3 L : x = 3+ t, y = −1+ 3t, z = 1+2t

M : 2x− y + 3z = 5

7.4 L : 1− x =
y

2
= z − 2

M : 3x+ y + z = 3

8. จงหาสมการระนาบทีÉนสอดคล้องเงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

8.1 ผา่นจดุ (1, 0, 2) และเส้นตรง x
3
= y + 1 =

2− z

2

8.2 ผา่นเส้นตรง x− 2

2
= y + 1 = −z และ 1− x

2
= −y = z + 1

8.3 ผา่นจดุ (2, 1,−3) และขนานกบัเส้นตรง x
2
= y =

z

3
และ x− 1 = y + 1 =

z

2

8.4 ผา่นเส้นตรง x = 3 + 2t, y = −t, z = 2t และ x− 2 =
−1− y

2
= −3− z
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8.5 ผา่นจดุ (2,−1, 0) และตั Êงฉากกบัเส้นตรง x
2
=

y

3
= z

8.6 ผา่นจดุ (1, 2, 3) และ (2, 0, 2) และขนานกบัเส้นตรง x = y − 1 =
z

2

9. จงหาสมการเส้นตรงทีÉเกิดจากการตดักนัของระนาบM1 และM2

9.1 M1 : x+ y + z = 2

M2 : 2x− y + z = 3

9.2 M1 : x+ y + 3z = 5

M2 : x− 5y + z = 1

10. จงหาสมการระนาบทีÉผา่นจดุ (1, 2, 3) , (2, 0, 1) และตั Êงฉากกบัระนาบ x+ y − z = 1
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ระบบพกัิดเชิงขั Êว

4.1 พกัิดเชิงขั Êว
บทนิยาม 4.1.1 ให้P เป็นจดุใด ๆ ในระนาบXY

ถ้า r เป็นระยะทางจากO (จดุกําเนิด) ไปยงัจดุP และสว่นของเส้นตรงOP ทํามมุ θ กบัแกนOX (วดัแบบทวนเข็มนาฬิกา)

เราจะเรียกจดุ (r, θ) วา่พกัิดเชิงขั Êว (polar coordinate) ของจดุP

X

O

ขั Êว

P (r, θ)

r

แกนเชิงขั Êว
θ

ตัวอย่าง 4.1.2 จงเขียนจดุตอ่ไปนี Êลงในระบบพิกดัเชิงขั Êว A(1, π
4
), B(2, π

2
), C(3, 3π

4
), D(4, 11π

6
) และ E(2.5,−2π

3
)

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5

75
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บทนิยาม 4.1.3 ถ้าP มีพิกดัเชิงขั Êวเป็น (r, θ) เมืÉอ r > 0 แล้ว

(−r, θ) หมายถงึพิกดัของจดุปลายทีÉได้จากการลากเส้นตรงจากขั Êวไปในทิศตรงกนัข้ามกบั−→OP เป็นระยะ r

X

π
2

O

P (r, θ)

r

Q(−r, θ)

r

θ

ตัวอย่าง 4.1.4 จงเขียนจดุตอ่ไปนี Êลงในระบบพิกดัเชิงขั Êว A(−1, π
4
), B(−2, 3π

2
), C(−3.5, 5π

6
) และ D(−3,−2π

3
)

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5
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ความสมัพนัธ์ระหวา่งพิกดัเชิงขั Êว (r, θ) และพิกดัฉาก (x, y) ของจดุP ใดๆทีÉไมใ่ชจ่ดุกําเนิด

X

Y

O

P (r, θ), P (x, y)

r

x

y

θ

จะได้ x2 + y2 = r2

x = rcosθ และ y = rsinθ

ดงันั Êน tanθ =
y

x

ตัวอย่าง 4.1.5 จงหาพิกดัเชิงขั Êวของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนี Ê เมืÉอ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

1. (2, 0)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

2. (2, 2)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

3. (−2, 2
√
3)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

4. (−
√
3,−1)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4



78 บททีÉ 4. ระบบพิกดัเชิงขัÊว

ตัวอย่าง 4.1.6 จงหาพิกดัฉากของจดุซึÉงมีพิกดัเชิงขั Êวตอ่ไปนี Ê

1. (4, 5π
3
) 2. (−5,−3π

4
)

ตัวอย่าง 4.1.7 จงแปลงสมการในระบบพิกดัเชิงขั Êวตอ่ไปนี Ê ให้อยูใ่นระบบพิกดัฉาก

1. r = 6

3cosθ + 2sinθ

2. r = 5

2− cosθ
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แบบฝึกหดั 4.1

1. จงหาพิกดัเชิงขั Êวของจดุในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนี Ê เมืÉอ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

1.1 (−1, 1)

1.2 (−3,−3)

1.3 (−1,
√
3)

1.4 (4
√
3,−1)

1.5 (3
√
2,−3

√
2)

1.6 (8, 4
√
3)

2. จงเขียนจดุในระบบพิกดัฉาก และหาพิกดัฉากของจดุตอ่ไปนี Ê

2.1 A(2, π
4
)

2.2 B(−1, 3π
3
)

2.3 C(−3, 5π
6
)

2.4 D(4,−π
4
)

2.5 E(−5, 11π
6
)

2.6 E(2.5, 4π
3
)

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5

3. จงหาพิกดัเชิงขั Êวของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนี Êมาอยา่งน้อย 5 จดุ

3.1 (−1, 1) 3.2 (−3,−
√
3) 3.3 (

√
2,
√
6)

4. จงเขียนสมการในระบบพิกดัฉากให้อยูใ่นระบบพิกดัเชิงขั Êว

4.1 x+ y = 2

4.2 y = x2

4.3 x2 + y2 = 4

4.4 x2 + y2 = 2x

4.5 x2 − y2 = xy

4.6 1

x2
+

1

y2
= 1

5. จงเขียนสมการในระบบเชิงขั Êวให้อยูใ่นระบบพิกดัฉาก

5.1 r = 3

5.2 r = 5sinθ

5.3 r = 2cos2θ

5.4 r = 1− sinθ

5.5 r =
1

1− sinθ
5.6 r = tanθ
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4.2 กราฟของสมการในระบบพกัิดเชิงขั Êว
การเขียนกราฟของสมการ r = f(θ) ในระบบพิกดัเชิงขั Êว มีแนวคิดเหมือนกบัการเขียนกราฟของสมการในระบบพิกดัฉาก โดยการนําจดุ (r, θ)
ทีÉสอดคล้องสมการไปเขียนลงบนพิกดั ตอ่ไปตวัอยา่งกราฟของระบบพิกดัเชิงขั ÊวทีÉสําคญั

1. สมการ f(θ) = k

สมการ r = f(θ) = k เมืÉอ k ̸= 0 เป็นกราฟวงกลมทีÉมีรัศมี |k| มีจดุศนูย์กลางอยูที่É (0, 0)
ตวัอยา่งเชน่ r = 3

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 3

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 3

2. สมการ θ = θ0

สมการ θ = θ0 เป็นกราฟเส้นตรงทีÉทํามมุ θ0 กบัแกนX ตวัอยา่งเชน่ θ = π
4

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

θ = π
4

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

θ = π
4
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3. สมการ f(θ) = 2ksinθ และ f(θ) = 2kcosθ

สมการ r = f(θ) = 2ksinθ เมืÉอ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีÉมีจดุศนูย์กลางอยู่ทีÉ (k, π
2
) รัศมี |k| ตวัอยา่งเชน่

r = 4sinθ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4sinθ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4sinθ

สมการ r = f(θ) = 2kcosθ เมืÉอ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีÉมีจดุศนูย์กลางอยู่ทีÉ (k, 0) รัศมี |k| ตวัอยา่งเชน่
r = 4cosθ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4cosθ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4cosθ
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4. สมการ f(θ) = ksin2nθ และ f(θ) = kcos2nθ

สมการ r = f(θ) = ksin2nθ เมืÉอ k ̸= 0,n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 4n กลีบ ตวัอยา่งเชน่ r = 4sin2θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4sin2θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4sin2θ

สมการ r = f(θ) = kcos2nθ เมืÉอk ̸= 0,n ∈ Z และ0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ4n กลีบ ตวัอยา่งเชน่ r = 4cos2θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4cos2θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4cos2θ
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5. สมการ f(θ) = ksin(2n − 1)θ และ f(θ) = kcos(2n − 1)θ

สมการ r = f(θ) = ksin(2n− 1)θ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 2n− 1 กลีบ ตวัอยา่งเช่น
r = 4sin3θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4sin3θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4sin3θ

สมการ r = f(θ) = kcos(2n− 1)θ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 2n− 1 กลีบ ตวัอยา่งเชน่
r = 4cos3θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4 cos 3θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 4 cos 3θ
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6. สมการ f(θ) = r = a + bsinθ และ f(θ) = r = a + bcosθ

ถ้า |a| = |b| แล้วกราฟนี Êจะผา่นขั Êว และเรียกกราฟนี Êวา่ คาร์ดอิอยด์ (cardioid)

ถ้า |a| ̸= |b| จะเรียกกราฟนี Êวา่ ลีมาซอง (limacon)

ถ้า |a| > |b| กราฟนี Êจะไมผ่า่นขั Êว

ถ้า |a| < |b| กราฟนี Êจะผา่นขั Êว และมีวงวน (loop) อยูภ่ายใน

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 2 + 2 sin θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3
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−1

0

1

2

3

4

5

r = 2 + 2 sin θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 2 + 3 sin θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4
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−2

−1

0

1

2

3
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5

r = 2 + 3 sin θ

X
0 1 2 3 4

0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 3 + 2 sin θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5
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0
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5

r = 3 + 2 sin θ
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ตัวอย่างกราฟเชิงขั Êว

X

r = 3

X

θ = π
4

X

r = 4sinθ

X

r = 4cosθ

X

r = 4sin2θ

X

r = 4sin4θ

X

r = 4cos2θ

X

r = 4cos4θ

X

r = 4sin3θ

X

r = 4sin5θ

X

r = 4cos3θ

X

r = 4cos5θ
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X

r = 4cos8θ

X

r = θsinθ

X

r = 4sin2θ

X

r = 2 + 2sinθ

X

r = 2 + 3sinθ

X

r = 3 + 2sinθ

X

r = 2 + 2cosθ

X

r = 2 + 3cosθ

X

r = 3 + 2cosθ

X

r = 2− 2cosθ

X

r = 2− 2sinθ

X

r = 2 + 2sin2θ
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1−1

1

−1

r = sin2(2.4θ) + cos4(2.4θ)

2−2

2

−2

r = sin2(1.2θ) + cos3(6θ)

1−1

1

−1

r = sin(8
5
θ)

6−6

6

−6

r =
√
θ
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แบบฝึกหดั 4.2

1. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขั Êวตอ่ไปนี Ê

1.1 r = 2

1.2 2θ = π

1.3 4θ = 3π

1.4 r = 5cos2θ

1.5 r = −3sin4θ

1.6 r = 4cos3θ

1.7 r = 5sin6θ

1.8 r = 6cos7θ

1.9 r = −4cos5θ

2. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขั Êวตอ่ไปนี Ê

2.1 r = 1− 3cosθ

2.2 r = 3 + 4cosθ

2.3 r = 1 + cosθ

2.4 r = 2− 4sinθ

2.5 r = 3 + 3cosθ

2.6 r = −4− 4sinθ

3. จงยกตวัอยา่งสมการทีÉให้กราฟกลีบกหุลาบ 5 กลีบ มาอยา่งน้อย 3 สมการ

4. จงยกตวัอยา่งสมการทีÉให้กราฟกลีบกหุลาบ 8 กลีบ มาอยา่งน้อย 3 สมการ

5. จงจบัคูส่มการในระบบเชิงขั Êวในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ÊกบักราฟทีÉกําหนดให้

5.1 r = 3sin3θ

5.2 r = 3cosθ

5.3 r = 2 + 2cosθ

5.4 r = 1− 2sinθ

5.5 r = 3cos4θ

5.6 r = 3sinθ

X

Y

(ก)

X

Y

(ข)

X

Y

(ค)

X

Y

(ง)

X

Y

(จ)

X

Y

(ฉ)
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4.3 การหาพื ÊนทีÉของบริเวณในระบบพกัิดเชิงขั Êว
ให้R เป็นพื ÊนทีÉอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วยฟังก์ชนั r = f(θ) และเส้นตรง θ = α และ θ = β เมืÉอ r > 0 แบง่ [α, β] ออกเป็น n ชว่ง
ยอ่ยด้วยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยทีÉ

α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

X

O

r = f(θ)

R θ0 = α
θ1

θi−1

θi

θn−1

β = θn

สําหรับ i = 1, 2, 3, ..., n ให้
Ri เป็นพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย θ = θi−1 และ θ = θi ด้วยเส้นโค้ง r = f(θ)

Pi เป็นจดุ (f(θi), θi) และPi−1 เป็นจดุ (f(θi−1), θi−1)

ให้ θ∗i ∈ [θi−1, θi] และP ∗
i เป็นจดุ (f(θ∗i ), θ∗i )

X

O

Pi P ∗
i

Qi

Pi−1

Qi−1
r = f(θ)

θ∗i

θi−1

θi

พิจารณาวงกลมรัศมีOP ∗
i ตดักบัเส้นตรง θ = θi−1 ทีÉจดุQi−1 และเส้นตรง θ = θi ทีÉจดุQi และให้∆θi = θi − θi−1

Ri ≈ พื ÊนทีÉเซกเตอร์OQiQi−1 =
1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi

ดงันั Êน

R =
n∑

i=1

Ri ≈
n∑

i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi

เมืÉอแบง่ n มาก ๆ และทําให้∆θi มีคา่น้อยๆ และ r = f(θ) เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืÉอง โดยใช้ผลบวกของรีมนัน์จะได้วา่

พื ÊนทีÉR = lim
n→∞

n∑
i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi =

∫ β

α

1

2
r2 dθ
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ตัวอย่าง 4.3.1 จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย

1. r = 2− 2sinθ

X

Y

r = 2− 2sinθ

2. r = 4cos3θ

X

Y

r = 4cos3θ
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ตัวอย่าง 4.3.2 จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย

1. r = 4cosθ บนช่วง
[π
6
,
π

3

]

X

Y

θ = π
3

θ = π
6

r = 4cosθ

2. r = 4sin2θ บนช่วง
[
0,

π

2

]

X

Y

r = 4sin2θ
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แบบฝึกหดั 4.3

1. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง

1.1 r = 1 + cosθ

1.2 r = sinθ + cosθ

1.3 r = 2cos2θ

1.4 r = 3− 2cosθ

1.5 r = 2sin3θ

1.6 r = 4cos2θ

2. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง

2.1 r = 4 + 3cosθ บนชว่ง [0, π]

2.2 r = 8cos2θ บนชว่ง
[
0,

π

4

]
2.3 r = 12sin3θ บนชว่ง

[
0,

π

6

]
2.4 r = 2 + 2cosθ บนช่วง [0, 2π]

2.5 r = 3sinθ บนช่วง
[π
6
,
π

4

]
2.6 r = 2− 2sinθ บนช่วง

[
0,

π

4

]
3. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณอยูภ่ายในเส้นโค้ง r = 4sinθ และ r = 4

√
3cosθ

4. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณอยูภ่ายในเส้นโค้ง r = 4sin2θ และ r = 4cosθ

5. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณอยูภ่ายในเส้นโค้ง r = 2 + sinθ และ r = 2 +
√
3cosθ

6. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณอยูภ่ายในเส้นโค้ง r = 2sin3θ และ r = 2sinθ

7. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − x− y = 0 และ x2 + y2 + x− y = 0

8. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4y = 0 เฉพาะสว่นทีÉ x ≥
√
3

9. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4x− 4y = 0 เฉพาะสว่นทีÉ y ≥ 4



บททีÉ 5

ฟังก์ชันหลายตัวแปร

ให้ f : D → R เมืÉอD ⊂ Rn = R × R × · · · × R และ n เป็นจํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1 จะเรียก f วา่ ฟังก์ชันค่าจริงของ n
ตัวแปร ตวัอยา่งเช่น

f(x, y) =
√
x+ y, g(x, y, z) = xy + xz + yz และ h(x1, x2, x3, x4) =

√
x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

สําหรับฟังก์ชนัทีÉไมร่ะบโุดเมนให้ถือวา่เป็นโดเมนใหญ่สดุทีÉเป็นสบัเซตของRn

5.1 ฟังก์ชันค่าจริงสองตัวแปร
ตัวอย่าง 5.1.1 กําหนดให้ f(x, y) = ℓn(1− x2 − y2)

จงหาคา่ของ f(0, 0) และเขียนกราฟแสดงโดเมน

ตัวอย่าง 5.1.2 กําหนดให้ f(x, y) =
1√

1 + x− y2

จงหาคา่ของ f(3, 0) และเขียนกราฟแสดงโดเมน

93
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5.2 ลิมติและความต่อเนืÉองของฟังก์ชันสองตัวแปร
บทนิยาม 5.2.1 ให้D ⊂ R2 และ (x0, y0) ∈ D เราจะกลา่ววา่ (x0, y0) เป็น จุดลิมิต (limit point) ในD ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ r > 0

(Br(x0, y0)− {(x0, y0)}) ∩D ̸= ∅

เมืÉอBr(x0, y0) = {(x, y) :
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r}

บทนิยาม 5.2.2 ให้ f : D → R เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร และให้ (x0, y0) ∈ R2 ทีÉมีจดุใน D ทีÉอยู่ใกล้ ๆ (x0, y0) เราจะกลา่ววา่
f(x, y) มีลมิิตเป็นL เมืÉอ (x, y) เข้าใกล้ (x0, y0) เขียนแทนด้วย

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ จํานวนจริง ϵ > 0 มีจํานวนจริงบวก δ > 0 ทีÉทําให้

|f(x, y)− L| < ϵ ทกุ ๆ จํานวน (x, y) ∈ D ซึÉง 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

ทฤษฎีบท 5.2.3 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัจากD ไปR และ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของD และให้ c, L,M เป็นจํานวนจริง แล้ว

1. lim
(x,y)→(x0,y0)

c = c

2. lim
(x,y)→(x0,y0)

x = x0

3. lim
(x,y)→(x0,y0)

y = y0

4. ถ้า lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L และ lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = M แล้ว

4.1 lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y) + g(x, y)] = L+M

4.2 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)g(x, y) = LM

4.3 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=

L

M
เมืÉอM ̸= 0

4.4 lim
(x,y)→(x0,y0)

|f(x, y)| = |L|

4.5 lim
(x,y)→(x0,y0)

n
√

f(x, y) =
n
√
L เมืÉอ n ∈ N และ n

√
L เป็นจํานวนจริง



5.2. ลิมิตและความต่อเนืÉองของฟังก์ชนัสองตวัแปร 95

ตัวอย่าง 5.2.4 จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี Ê

1. lim
(x,y)→(1,−1)

(4x2y − x3y − 4x+ 1) 2. lim
(x,y)→(1,0)

sin(xy) + x

x− y

ตัวอย่าง 5.2.5 จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี Ê

1. lim
(x,y)→(1,1)

x3 − y3

x2 − y2

2. lim
(x,y)→(1,−1)

x4 − y4

x2 + 3xy + 2y2

3. lim
(x,y)→(1,−1)

x2y − y − 3x2 + 3

xy − 3x− y + 3
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ทฤษฎีบท 5.2.6 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัจากD ไปR และ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของD ถ้า

1. มีจํานวนจริงM > 0 ซึÉง |f(x, y)| < M ทกุ ๆ (x, y) ∈ D ซึÉง 0 < ∥(x, y)− (x0, y0)∥ < δ

2. lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = 0

จะได้วา่
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y)g(x, y) = 0

ตัวอย่าง 5.2.7 จงหาลมิิตของ lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4

ตัวอย่าง 5.2.8 จงหาลมิิตของ lim
(x,y)→(0,0)

2x2y3

x2 + y2
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ทฤษฎีบท 5.2.9 ให้ f : D → R และ (x0, y0) เป็นจดุลิ มิตของ D และ C เป็น เส้น โค้ง ใน R2 ทีÉ ผา่นจดุ (x0, y0) จะได้วา่
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L ก็ตอ่เมืÉอ

f(x, y) มีลมิิตเป็นL เมืÉอ (x, y) เข้าใกล้ (x0, y0) ตามเส้นโค้งC

ตัวอย่าง 5.2.10 กําหนดให้ f(x, y) = x2y

x4 + y2
จงแสดงวา่ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ไมมี่คา่

ตัวอย่าง 5.2.11 กําหนดให้ f(x, y) = x2 + y4

x2 + y3
จงแสดงวา่ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ไมมี่คา่
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บทนิยาม 5.2.12 ให้ f : D → R และ (x0, y0) ∈ D จะกลา่ววา่ f ต่อเนืÉองทีÉจดุ (x0, y0)

ก็ตอ่เมืÉอ

1. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) มีคา่

2. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

และกลา่ววา่ f ตอ่เนืÉองบนเซต S ⊂ D ก็ตอ่เมืÉอ f ตอ่เนืÉองทกุจดุในเซต S

ตัวอย่าง 5.2.13 กําหนดให้ f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

แล้ว f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ (0, 0) หรือไม่
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แบบฝึกหดั 5.2

1. จงหาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี Ê

1.1 lim
(x,y)→(1,2)

(xy + x2)

1.2 lim
(x,y)→(1,−1)

x2 − y2

x4 − y4

1.3 lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x2y − xy2

1.4 lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y

x2 + y2

1.5 lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y4

1.6 lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y6

1.7 lim
(x,y)→(0,0)

x3y4

x6 + y6

1.8 lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y4

x2 + y2

1.9 lim
(x,y)→(0,0)

x4y4

(x2 + y4)3

1.10 lim
(x,y)→(0,0)

y2x− y2

xy − y

1.11 lim
(x,y)→(−1,2)

xy − 2x

xy − 6− 2x+ 3y

1.12 lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + x2y2 + y4

1.13 lim
(x,y)→(1,0)

√
x+ y −

√
x− y

y

1.14 lim
(x,y)→(0,0)

y2x

x2 + |xy|+ y2

1.15 lim
(x,y)→(1,1)

x3 + 3xy − x2y − 3y2

x4 + xy2 − x3y − y3

1.16 lim
(x,y)→(2,1)

x3 − 8y3

x2 − xy − 2y2

2. จงพิจารณาวา่ f ตอ่เนืÉองบนจดุทีÉกําหนดให้หรือไม่

2.1 f(x, y) =
x3y2

1− xy
ทีÉจดุ (1, 1)

2.2 f(x, y) =


x2 − y2

x− y
เมืÉอ (x, y) ̸= (1, 1)

1 เมืÉอ (x, y) = (1, 1)

ทีÉจดุ (1, 1)

2.3 f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

1 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

ทีÉจดุ (0, 0)

3. กําหนดให้ f(x, y) =


x4 − y4

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

แล้ว f ตอ่เนืÉองบนโดเมน f หรือไม่

4. จงพิจารณาวา่ f ตอ่เนืÉองมีความตอ่เนืÉองทีÉจดุใดบ้าง

4.1 f(x, y) =
√
y − x

4.2 f(x, y) =
x2 + 4y2

x2 − 4y2

4.3 f(x, y) =
1

3
√
x2 + y2 − 4

4.4 f(x, y) = exycos(xy2 + 1)

4.5 f(x, y) = 5x2yℓn|1− x2 − y2|

4.6 f(x, y) = arcsin(xy)
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5.3 อนุพนัธ์ย่อยของฟังก์ชันสองตัวแปร
บทนิยาม 5.3.1 ให้ z = f(x, y) เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร และ (a, b) ∈ Df

อนุพนัธ์ย่อย (partial derivatives) ของ f เทยีบกับ x ทีÉจดุ (a, b) คือ

fx(a, b) = lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
ถ้าลมิิตมีคา่

อนุพนัธ์ย่อยของ f เทยีบกับ y ทีÉจดุ (a, b) คือ

fy(a, b) = lim
h→0

f(a, b+ h)− f(a, b)

h
ถ้าลมิิตมีคา่

ดงันั Êนอนพุนัธ์ยอ่ยของฟังก์ชนั f คือ fx และ fy

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
และ fy(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

สญัลกัษณ์ทีÉนิยมใช้แทนอนพุนัธ์ยอ่ย

fx(x, y) = fx = f1 = D1f = Dxf =
∂f

∂x
=

∂f

∂x
(x, y) =

∂z

∂x

fy(x, y) = fy = f2 = D2f = Dyf =
∂f

∂y
=

∂f

∂y
(x, y) =

∂z

∂y

ตัวอย่าง 5.3.2 กําหนดให้ f(x, y) = x2y จงหาคา่ของ fx(1, 0) และ fy(1, 0) โดยใช้บทนิยาม
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ตัวอย่าง 5.3.3 จงหาอนพุนัธ์ยอ่ยของฟังก์ชนั f(x, y) =
2x+ y2

x+ y

ตัวอย่าง 5.3.4 จงหาอนพุนัธ์ยอ่ยของฟังก์ชนั f(x, y) = ex
2ysin2(5y)
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แบบฝึกหดั 5.3

1. จงหาอนพุนัธ์ยอ่ยของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê

1.1 f(x, y) = 3xy − 5x4y4

1.2 f(x, y) = 3
√

1− sin2(xy)

1.3 f(x, y) = ℓn(cos
√
x+ y)

1.4 f(x, y) =
x+ y

x2 + y2

1.5 f(x, y) = y2 + x2tan(xy)

1.6 f(x, y) = 5ex
2y2 + exsin(x+ y2)

1.7 f(x, y) = ex(cosxy + sinxy)

1.8 f(x, y) = arctan
(
x

y

)

2. กําหนดให้ f(x, y) = x2yexy จงหาคา่ของD1f(1, 1) และD2f(1, 1)

3. กําหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)
√

x2 − y2 จงหาคา่ของ f1(2, 1) และ f2(2, 1)

4. กําหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)−
3
2 esin(x2y) จงหาคา่ของ fx(1, 0)

5. กําหนดให้ f(x, y) = 3
√

x3 + y3 จงหาคา่ของ fx(0, 0)

6. กําหนดให้ f(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fx(0, 0) และ fy(0, 0)

7. กําหนดให้ f(x, y) =


x2y3

x2 + 4y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ ∂f
∂x

(0, 0) และ ∂f
∂y

(0, 0)

8. ให้ f(x, y) =


x2 − xy

x+ y
เมืÉอ x+ y ̸= 0

0 เมืÉอ x+ y = 0

จงหาคา่ของD1f(0, y) เมืÉอ y ̸= 0 และD2f(x, 0) เมืÉอ x ̸= 0
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5.4 กฎลูกโซ่
ทฤษฎีบท 5.4.1 กฎลูกโซ่ (Chain Rule)
กําหนดให้ z = f(x, y) เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร และ x = x(t), y = y(t) เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตวัแปร ถ้า x, y หาอนพุนัธ์ได้แล้ว

z

x y

tt

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt

ตัวอย่าง 5.4.2 กําหนดให้ z = x2y, x = tcost และ y = tsint จงหา dz

dt

ตัวอย่าง 5.4.3 กําหนดให้ z = ℓn(2x2 + xy), x =
√
t และ y = 3t− 1

จงหา dz

dt
เมืÉอ t = 1
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ทฤษฎีบท 5.4.4 กําหนดให้ z = f(x, y) เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร และ x = x(s, t), y = y(s, t) เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร ถ้า x, y หา
อนพุนัธ์ได้แล้ว

z

y

s t

x

ts

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

ตัวอย่าง 5.4.5 กําหนดให้ z = exy , x = 2s+ t และ y =
s

t
จงหา ∂z

∂s
และ ∂z

∂t

ตัวอย่าง 5.4.6 กําหนดให้ u = 3s− t2, s = x+ yℓnx และ t = x2 − yℓny
จงหา ∂u

∂x
และ ∂u

∂y
เมืÉอ (x, y) = (1, 1)
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แบบฝึกหดั 5.4

1. จงหาอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 dz

dt
เมืÉอ z = x2ey , x = 2sint และ y = t4

1.2 dz

dt
เมืÉอ z = arctan

(y
x

)
, x = ℓnt และ y = cost2

1.3 dz

dt
เมืÉอ z = x2y3 + xsiny + tx, x = t+

1

t
และ y =

√
t

1.4 ∂z

∂s
และ ∂z

∂t
เมืÉอ z = 3x2 + xy + 2y2 + 3x− y, x = 2s− 3t และ y = st+ s2

1.5 ∂z

∂t
และ ∂z

∂r
เมืÉอ z = e

y
x , x = rcos2t และ y = r2sint

1.6 ∂z

∂r
และ ∂z

∂θ
เมืÉอ z = xyexy , x = rcosθ และ y = rsinθ

2. กําหนดให้ z =
√

5 + x− 2xy4 เมืÉอ x = t2 และ y = t− 1

จงหา dz

dt
เมืÉอ t = 1

3. กําหนดให้ z = f(x2 − y2) จงแสดงวา่ x
∂z

∂y
+ y

∂z

∂x
= 0

4. ถ้ารัศมีของกรวยกลมใบหนึÉงกําลงัเพิÉมขึ Êนด้วยอตัรา 1 เซนติเมตรตอ่นาที และความสงูกําลงัลดลงด้วยอตัรา 2 เซนติเมตรตอ่นาที จงหา
อตัราการเปลีÉยนแปลงของปริมาตรกรวยใบนี Ê เมืÉอรัศมีและความสงูของกรวยเป็น 10 และ 20 เซนติมเตรตามลําดบั

5. สีÉเหลีÉยมผืนผ้ารูปหนึÉง ด้านกว้างกําลงัเพิÉมขึ Êนด้วยอตัรา 1 ฟตุตอ่วินาที และด้านยาวกําลงัลดลงด้วยอตัรา 2 ฟตุตอ่วินาที จงหาอตัราการ
เปลีÉยนแปลงของพื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมรูปนี Ê เมืÉอความยาวของด้านกว้างเป็น 6 ฟตุ และความยาวด้ายยาวเป็น 12 ฟตุ

6. รางนํ ÊาอนัหนึÉงยาว 300 เซนติเมตร หน้าตดัเป็นรูปสามเหลีÉยมหน้าจัÉว ซึÉงมีมมุหนึÉงเป็นมมุฉาก ถ้าไขนํ Êาลงในรางด้วยอตัรา 50,000 ลกูบาศก์
เซนติเมตรตอ่วินาที ระดบันํ Êาในรางจะสงูขึ Êนด้วยอตัราเทา่ใด เมืÉอนํ Êาลกึ 150 เซนติเมตร
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5.5 อนุพนัธ์อันดับสูง

บทนิยาม 5.5.1 ให้ z = f(x, y) เป็นฟังก์ชนัสองตวัแปร จะเรียก ∂f
∂x

และ ∂f
∂y

วา่อนุพนัธ์ย่อยอันดับหนึÉง (fisrt-order partial derivative)

และนิยามอนุพนัธ์ย่อยอันดับสอง (second-order partial derivative) ดงันี Ê

1. ∂

∂x

(
∂f

∂x

)
เขียนแทนด้วย ∂2f

∂x2
, fxx, f11 หรือ D11f

2. ∂

∂y

(
∂f

∂x

)
เขียนแทนด้วย ∂2f

∂y∂x
, fxy , f12 หรือ D12f

3. ∂

∂x

(
∂f

∂y

)
เขียนแทนด้วย ∂2f

∂x∂y
, fyx, f21 หรือ D21f

4. ∂

∂y

(
∂f

∂y

)
เขียนแทนด้วย ∂2f

∂y2
, fyy , f22 หรือ D22f

อนพุนัธ์ยอ่ยอนัดบัอืÉน ๆ นิยามทํานองเดียวกนั

ตัวอย่าง 5.5.2 จงหาอนพุนัธ์อนัดบัสองของ f(x, y) = yexy + x3y2
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ตัวอย่าง 5.5.3 กําหนดให้ f(x, y) = x3y2 − x2siny จงหา fxxy

ตัวอย่าง 5.5.4 กําหนดให้ z = xey + yex, x = 2t+ 3s และ y = st จงหา ∂2z

∂s∂t
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แบบฝึกหดั 5.5

1. จงหาอนพุนัธ์ยอ่ยอนัดบัสองของแตล่ะข้อตอ่ไปนี Ê

1.1 f(x, y) = x2 − 2xy3 + 5y6 + 3

1.2 f(x, y) = ℓn(x2 − 5y)

1.3 f(x, y) = xey + yex

1.4 f(x, y) = sin(cos(2x+ 3y))

1.5 f(x, y) = exy + y
√
x

2. กําหนดให้ f(x, y) = x3y5 − 2x2y + x จงหา ∂3f

∂y∂x2
, ∂3f

∂y∂x∂y
และ ∂3f

∂y3

3. กําหนดให้ f(x, y) = (2x+ y)5 จงหา ∂3f

∂y∂x∂y
, ∂3f

∂x2∂y
และ ∂4f

∂y2∂x2

4. กําหนดให้ f(x, y) = x3e−5y จงหา fxyy(0, 1), fxxx(0, 1) และ fyyxx(0, 1)
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5.6 การประมาณค่าเชิงเส้น
บทนิยาม 5.6.1 ค่าเชิงอนุพนัธ์ (differential) ของ f ทีÉจดุ (x, y) เขียนแทนด้วย df(x, y) และกําหนดโดย

df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง 5.6.2 กําหนดให้ f(x, y) = x2sinxy จงหา df(x, y)

เราจะประมาณคา่ f(x + dx, y + dy) − f(x, y) ≈ df(x, y) เมืÉอ dx, dy มีคา่น้อย ๆ เราจะได้สตูรการประมาณค่าเชิงเส้น
(Linear approximation) ดงันี Ê

f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง 5.6.3 จงประมาณคา่เชิงเส้นของ 3
√

(2.01)2 + (1.98)2
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ตัวอย่าง 5.6.4 จงหาปริมาตรโดยประมาณของกลอ่งรูปสีÉเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีฐานเป็นรูปสีÉเหลีÉยมจตุรัสซึÉงมีความยาวด้านละ 5.003 เซนติเมตร และ
สงู 9.997 เซนติเมตร
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แบบฝึกหดั 5.6

1. จงหาคา่เชิงอนพุนัธ์ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê

1.1 f(x, y) =
√

x2 + xy

1.2 f(x, y) = excosxy

1.3 f(x, y) =
xy

x+ y

1.4 f(x, y) = x3sinxℓny

2. จงประมาณคา่ตอ่ไปนี Ê

2.1
√
(3.01)2 + (3.97)2

2.2 (1.002)e0.001

2.3 1
3
√

(0.003)3+(7.979)3

2.4 (0.99)3.001

3. ทรงกระบอกใบหนึÉงรัศมีฐานเป็น 5.026 เซนติเมตร และวดัสว่นสงูได้ 24.003 เซนติเมตร จงคํานวณปริมาตรโดยประมาณของทรงกระบอก
นี Ê

4. กรวยกลมใบหนึÉงมีการเปลีÉยนแปลงรัศมีจาก 3 ฟตุ และสงู 4 ฟตุ ไปเป็นรัศมี 2.9 ฟตุ และสงู 4.3 ฟตุ จงหาคา่สว่นการเปลีÉยนแปลงของ
ปริมาตรของกรวยใบนี Êโดยใช้คา่อนพุนัธ์

5. ในการคํานวณปริมาตรของกลอ่งรูปทรงสีÉเหลีÉยมมมุฉากซึÉงวดัความกว้าง ความยาว และความสงูได้ 10 13 และ 16 นิ Êวตามลําดบั ถ้าวดั
ความผิดพลาดไมเ่กิน 0.03 นิ Êว จงหาขอบเขตของความผิดพลาดสมัพทัธ์
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บททีÉ 6

อนิทกิรัลของฟังก์ชันสองตัวแปร

6.1 อนิทกิรัลบนโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผืนผ้า
ให้ f : D → R เมืÉอ D = [a, b]× [c, d] พิจารณาการแบง่ชว่ง
แบง่ [a, b] ออกเป็นm ช่วง ด้วยจดุ x0, x1, x2, ..., xm โดยทีÉ

a = x0 < x1 < x2 < ... < xm = b

แบง่ [c, d] ออกเป็น n ช่วง ด้วยจดุ y0, y1, y2, ..., yn โดยทีÉ

c = y0 < y1 < y2 < ... < yn = d

ให้Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] เป็นสีÉเหลีÉยมผืนผ้ายอ่ยของรูป ij เมืÉอ i = 1, 2, ...,m และ j = 1, 2, ..., n

X

Y

a = x0 x1 xi−1 xi xm−1 xm = b

c = y0

y1

yj−1

yj

yn−1

d = yn

Dij

ให้∆xi = xi − xi−1 และ∆yj = yj − yj−1 และ∆Aij = ∆xi∆yj ให้ (xij, yij) ∈ Dij แล้ว

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

เรียก Smn วา่ ผลบวกรีมันน์ (Reimann sum) ของ f บนD

113
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ถ้าเราแบง่∆xi และ∆yi มีคา่เข้าใกล้ศนูย์เมืÉอm และ n มีคา่มาก ๆ และ

lim
m→∞,n→∞

Smn = L

แล้วเราจะกลา่ววา่ f เป็นฟังก์ชนัทีÉอนิทเิกรตได้ (integrable) บนD และเรียกคา่ลิมิตL วา่อนิทกิรัลสองชั Êน (double integral) ของ f บนD
ซึÉงเขียนแทนด้วย ∫∫

D

f หรือ
∫∫
D

f dA หรือ
∫∫
D

f dxdy

พิจารณาฟังก์ชนั f(x, y) ≥ 0 ทกุ (x, y) ∈ D ซึÉงอินทิเกรตได้บนD

f(xij, yij)∆Aij = ปริมาตรรูปทรงสีÉเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีความสงู f(xij, yij) บนสีÉเหลีÉยมผืนผ้าDij

X

Y

Z

a

xi−1

xi

b

c
yj−1

yj

d

(xij, yij)

Dij

f(xij, yij)

z = f(x, y)

ดงันั Êน ∫∫
D

f dA = ปริมาตรรูปทรงตนัซึÉงอยูภ่ายใต้ผิว z = f(x, y) บนD

สําหรับ f(x, y) = 1 จะได้วา่ ∫∫
D

dA = พื ÊนทีÉอาณาบริเวณของD
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เนืÉองจากการคํานวนคา่อินทิกรัลสองชั Êนผา่นลมิิตของผลบวกรีมนัน์คอ่นข้างยุง่ยาก เราจงึพิจารณา เหมือนกบัการอินทิเกรตในหนึÉงตวัแปร∫
f(x, y) dx มอง y เป็นคา่คงตวั และ

∫
f(x, y) dy มอง x เป็นคา่คงตวั

ตวัอยา่งเช่น ∫ 1

0

∫ 2

1

xy dydx =

∫ 1

0

(∫ 2

1

xy dy

)
dx

=

∫ 1

0

[
1

2
xy2

]y=2

y=1

dx

=

∫ 1

0

[
1

2
x(2)2 − 1

2
x(1)2

]
dx

=

∫ 1

0

3

2
x dx

=

[
3

4
x2

]x=1

x=0

=
3

4

ตัวอย่าง 6.1.1 จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êน
∫ 4

−2

∫ 3

1

(3x2 − 2xy + 3y2 + 2) dydx



116 บททีÉ 6. อินทิกรลัของฟังก์ชนัสองตวัแปร

ทฤษฎีบท 6.1.2 ให้ f : D → R เมืÉอD = [a, b]× [c, d]

ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บนD แล้ว∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy

ตัวอย่าง 6.1.3 จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êน
∫ 3

0

∫ 1

0

2x
√

x2 + y dxdy

ตัวอย่าง 6.1.4 จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êน
∫∫
D

xsin(xy) dA เมืÉอ D = [0, 1]× [0, π
2
]
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แบบฝึกหดั 6.1

1. จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êนตอ่ไปนี Ê

1.1
∫ 2

1

∫ 3

2

(x2y + xy2) dxdy

1.2
∫ 1

0

∫ 6

1

1

x+ 1
dxdy

1.3
∫ 2

−2

∫ 8

3

dxdy

1.4
∫ 2

0

∫ 1

0

ysinx dydx

1.5
∫ π

π
2

∫ 2

1

ycos(xy) dxdy

1.6
∫ ℓn2

0

∫ ℓn3

0

ex+ysinx dxdy

2. จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êนตอ่ไปนี ÊบนอาณาบริเวณทีÉกําหนดให้

2.1
∫∫
D

y

(xy + 1)2
dA D = [0, 1]× [0, 1]

2.2
∫∫
D

ydA D = {(x, y) : −3 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 5}

2.3
∫∫
D

x
√
1− x2dA D = อาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย x = 0, x = 1, y = 2

และ y = 3

2.4
∫∫
D

xcos(xy)cos2(πx)dA D = [0, 1
2
]× [0, π]

3. จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัทีÉอยู่ภายใต้พื ÊนทีÉผิว z = 4x3 + 3x2y และอยู่เหนือรูปสีÉเหลีÉยมผืนผ้าD = {(x, y) : 1 ≤
x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 4}

4. จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงปิดล้อมด้วย

ระนาบ x = 0, z = 0, x = 5, z − y = 0 และ z = 6− 2y
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6.2 อนิทกิรัลบนโดเมนทัÉวไป
ให้ f : S −→ R เมืÉอ S ⊂ D = [a, b]× [c, d]

X

Y

a b

c

d

S

ให้ f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมืÉอ x ∈ S

0 เมืÉอ x /∈ S

ถ้า f̃ เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บนD เราจะกลา่วได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิิเกรตได้บน S โดยนิยามคา่ของอินทิกรัลเป็น∫∫
S

f =

∫∫
D

f̃

ตัวอย่าง 6.2.1 กําหนดให้ f(x, y) = xy และS เป็นอาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y =
√
x และเส้นตรง x = 2y จงหาคา่ของ∫∫

S

f

X

Y

x = 2y

y =
√
x

0 1 2 3 4 5

1

2

3
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เราสามารถหาอินทิกรัลสองชั Êนโดยการพิจารณาโดเมนได้สองลกัษณะคือ

1. แบบทีÉ 1 S = {(x, y) : g1(x) ≤ y ≤ g2(x), a ≤ x ≤ b}

X

Y

a b

c

d y = g1(x)

y = g2(x)

S

f̃(x, y) =


0 เมืÉอ c ≤ y < g1(x)

f(x, y) เมืÉอ g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

0 เมืÉอ g2(x) < y ≤ d

และ
∫∫
S

f =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y) dydx

2. แบบทีÉ 2 S = {(x, y) : h1(y) ≤ x ≤ h2(y), c ≤ y ≤ d}

X

Y

a b

c

d

x = h2(y)x = h1(y) S

f̃(x, y) =


0 เมืÉอ a ≤ x < h1(y)

f(x, y) เมืÉอ h1(y) ≤ x ≤ h2(y)

0 เมืÉอ h2(y) < x ≤ b

และ
∫∫
S

f =

∫ b

a

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y) dxdy
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ตัวอย่าง 6.2.2 จงหาคา่ของ
∫∫
S

y เมืÉอ S = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π
8
, sinx ≤ y ≤ cosx}

X

Y

0 1 2

1

π
8

π
4

π
2

y = sinx

y = cosx

ตัวอย่าง 6.2.3 จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êนของ f(x, y) = x− 3y2 บนอาณาบริเวณทีÉล้อมรอบด้วย y = |x|+ 1 และ y = 3

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4
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ตัวอย่าง 6.2.4 จงเปลีÉยนลําดบัการอินทิเกรตของ
∫ 0

−2

∫ 5

1+y2
f(x, y) dxdy

X

Y

1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

0

1

2

3

ตัวอย่าง 6.2.5 จงเปลีÉยนลําดบัการอินทิเกรตของ
∫ 6

2

∫ x
2

|x−3|
f(x, y) dydx

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4
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แบบฝึกหดั 6.2

1. จงเปลีÉยนลําดบัการอินทิเกรต และเขียนรูปแสดงอาณาบริเวณของการอินทิเกรต

1.1
∫ 0

−2

∫ 2+
√
4−x2

2−
√
4−x2

f(x, y) dydx

1.2
∫ 2

0

∫ ey

1

f(x, y) dxdy

1.3
∫ 1

0

∫ 0

y2−4

f(x, y) dxdy

1.4
∫ 3

0

∫ y+1

(y−1)2
f(x, y) dxdy

2. จงหาคา่ของ

2.1
∫ 2

0

∫ √
4−y2

0

x dxdy

2.2
∫ 2

1

∫ 2x

x

1

(x+ y)3
dydx

2.3
∫ 1

−1

∫ y

−1

xyex
2

dxdy

2.4
∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y| dydx

2.5
∫ 1

0

∫ y

0

x
√

y2 − x2 dxdy

2.6
∫ π

π
2

∫ x2

0

1

x
cos

(y
x

)
dydx

2.7
∫ 3

1

∫ x

0

2

x2 + y2
dydx

2.8
∫ 1

0

∫ 3√x

√
x

(1 + y6) dydx

2.9
∫ 1

0

∫ x

4x

e−y2 dydx

2.10
∫ 1

0

∫ π
2

arcsiny
sec2(cosx) dxdy

3. จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êน
∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนี ÊบนอาณาบริเวณทีÉกําหนดให้

3.1 f(x, y) = cos(x+ y) S คืออาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย y = x, x = π และแกน X

3.2 f(x, y) = xy2 S คืออาณาบริเวณเหนือเส้นตรง y = 1− x

และอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 1

3.3 f(x, y) =
2y − 1

x+ 1
S คืออาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วย y = 2x− 4, y = 0

และ x = 1

4. จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัทีÉปิดล้อมด้วย

4.1 ระนาบ x+ 2y + 3z = 6 ในอฐัภาคทีÉหนึÉง

4.2 พื Êนผิว z = 1− x2 − y2 เหนือระนาบ XY

4.3 ระนาบ x+ y + z = 3, y = x, x+ y = 2, x = 0 และ z = 0 โดยทีÉ x+ y ≥ 2

4.4 พื Êนผิว 4x2 + y2 = 9 ระนาบ z = y + 3 และอยูเ่หนือระนาบ XY

4.5 พื Êนผิว z = x2 + y2 และ x2 + y2 = 4 ในอฐัภาคทีÉหนึÉง
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6.3 อนิทกิรัลบนระบบพกัิดเชิงขั Êว
พิจารณาโดเมน

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}

X

O r = a r = b

D

θ = β

θ = α

ให้ f : D → R เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บนD จะแบง่อาณาบริเวณD ออกเป็นสว่นยอ่ย ๆ คือ
แบง่ [a, b] ออกเป็นm ช่วงยอ่ยด้วยจดุ r0, r1, r2, ..., rm โดยทีÉ

a = r0 < r1 < r2 < ... < rm = b

แบง่ [α, β] ออกเป็น n ช่วงยอ่ยด้วยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยทีÉ

α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

สําหรับ i = 1, 2, 3, ...,m และ j = 1, 2, 3, ..., n ให้

Dij = {(r, θ) : ri−1 ≤ r ≤ ri, θj−1 ≤ θ ≤ θj}

X

O a = r0 r1 ri−1 ri rm−1 rm = b

Dij

θ0 = α

θ1

θj−1

θj

θn−1

θn = β
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ให้ (xij, yij) เป็นจดุในDij ดงันั Êน

xij = rijcosθij และ yij = rijsinθij เมืÉอ ri−1 ≤ rij ≤ ri และ θj−1 ≤ θij ≤ θj

และ ∆Aij เป็นพื ÊนทีÉของอาณาบริเวณDij ดงันั Êนผลบวกรีมนัน์คือ

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

O

ri−1
ri

Dij
θj−1

θj

∆Aij =
1

2
r2i (θj − θj−1)−

1

2
r2i−1(θj − θj−1) =

1

2
(r2i − r2i−1)(θj − θj−1)

=
1

2
(ri + ri−1)(ri − ri−1)(θj − θj−1)

= rij(ri − ri−1)(θj − θj−1) ( เลือก rij =
1

2
(ri + ri−1) เป็นจดุกึÉงกลาง )

ดั Êนนั Êน
Smn =

m∑
i=1

n∑
j=1

f(rijcosθij, rijsinθij)rij(ri − ri−1)(θj − θj−1)

เนืÉองจาก f เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บนD ดงันั Êน∫∫
D

f = lim
m→∞,n→∞

Smn =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

สรุปได้วา่ ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

หรือ ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ β

α

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr
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ตัวอย่าง 6.3.1 กําหนดให้ f(x, y) =
√

x2 + y2 จงหาคา่ของ
∫ π

0

∫ 1

0

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

ตัวอย่าง 6.3.2 ให้D เป็นอาณาบริเวณในจตภุาคทีÉหนึÉง ซึÉงอยูร่ะหวา่งวงกลม x2 + y2 = 1 และ x2 + y2 = 4 จงหา∫∫
D

1

x2 + y2 + 1
dA

X

Y
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ตัวอย่าง 6.3.3 จงหาคา่ของ
∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

ex
2+y2 dxdy

X

Y
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การอินทิเกรตบนโดเมน S ใดๆ เมืÉอ f : S → R เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้ เราจะหาคา่ของ
∫∫
S

f โดยการสร้างรูป

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}

ล้อมรอบ S

X

Y

O

D

r = a r = b

S

θ = α

θ = β

และกําหนดฟังก์ชนั f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมืÉอ x ∈ S

0 เมืÉอ x /∈ S

ถ้า f̃ เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บนD เราจะกลา่วได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัทีÉอินทิเกรตได้บน S โดยนิยามคา่ของอินทิกรัลเป็น∫∫
S

f(x, y) dA =

∫∫
D

f̃(x, y) dA
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การหาอินทิกรัลสองชั Êนในระบบพิกดัเชิงขั Êวพิจารณาโดเมนได้ 2 แบบคือ

1. แบบทีÉ 1 S = {(r, θ) : g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ), α ≤ θ ≤ β}

X

Y

O

Dg1(θ)

g2(θ)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(rcosθ, rsinθ) =


0 เมืÉอ a ≤ r < g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ) เมืÉอ g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ)

0 เมืÉอ g2(θ) < r ≤ b

∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ g2(θ)

g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

2. แบบทีÉ 2 S = {(r, θ) : h1(r) ≤ θ ≤ h2(r), a ≤ r ≤ b}

X

Y

O

D
h1(r)

h2(r)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(r cos θ, r sin θ) =


0 เมืÉอ α ≤ θ < h1(r)

f(rcosθ, rsinθ) เมืÉอ h1(r) ≤ θ ≤ h2(r)

0 เมืÉอ h2(θ) < θ ≤ β

∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ h2(r)

h1(r)

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr
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ตัวอย่าง 6.3.4 จงเขียนอินทิกรัล
∫ 2

−2

∫ 2+
√

4−y2

2−
√

4−y2
xy dxdy ให้อยูใ่นระบบพิกดัเชิงขั Êว

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3
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แบบฝึกหดั 6.3

1. จงเขียนอินทิกรัลตอ่ไปนี Êให้อยูใ่นรูปพิกดัเชิงขั Êวพร้อมทั Êงเขียนรูปแสดงอาณาบริเวณการอินทิเกรต

1.1
∫ 1

0

∫ √
1−y2

1−y

f(x, y) dxdy

1.2
∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

f(x, y) dydx

1.3
∫ √

2

−
√
2

∫ √
4−y2

|y|
f(x, y) dxdy

1.4
∫ 1

−1

∫ 1

x2

f(x, y) dydx

2. จงเขียนอินทิกรัลตอ่ไปนี Êให้อยูใ่นรูปพิกดัฉากพร้อมทั Êงเขียนรูปแสดงอาณาบริเวณการอินทิเกรต

2.1
∫ π

2

0

∫ cosθ

0

r2 drdθ 2.2
∫ π

2

π
3

∫ 2cscθ

cscθ
rcosθ drdθ

3. จงหาคา่อินทิกรัลสองชั Êน
∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนี ÊบนอาณาบริเวณทีÉกําหนดให้

3.1 f(x, y) =
√
1 + 4x2 + 4y2 S คืออาณาบริเวณในจตภุาคทีÉหนึÉงทีÉปิดล้อมด้วย

x2 + y2 = 4

3.2 f(x, y) =
1√

x2 + y2
S คืออาณาบริเวณทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4x

และอยูภ่ายนอกวงกลม x2 + y2 = 4

3.3 f(x, y) = x+ y S คืออาณาบริเวณในจตภุาคทีÉหนึÉงทีÉปิดล้อมด้วย
x2 + y2 = 4, y =

√
3x และ y = 0

3.4 f(x, y) = y
√

x2 + y2 S คืออาณาบริเวณทีÉปิดล้อมด้วยครึÉงวงกลม
y =

√
2x− x2 และแกน X

4. จงหาพื ÊนทีÉของบริเวณซึÉงปิดล้อมด้วยวงกลม x2 + y2 = 1 และเส้นตรง x = 3, y = x และ y = 0

5. จงหาพื ÊนทีÉของบริเวณทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4 เมืÉอ y ≥ 3

6. จงหาพื ÊนทีÉของบริเวณซึÉงปิดล้อมด้วยวงกลม x2 + y2 = 4x และเส้นโค้ง y =
√
2x กบัแกน X

7. จงหาปริมาตรของ รูปทรงตนั เหนือระนาบ XY ซึÉงอยู่ภายใต้ พื Êน ผิว z = 1 − x2 − y2 และล้อมรอบด้วยพื Êน ผิว ด้านข้าง ด้วย
x2 + y2 = x

8. จงหาปริมาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซึÉงอยูภ่ายใต้พื Êนผิว z = 4+x+2y และล้อมรอบด้วยพื Êนผิวด้านข้างด้วยx2+y2 =

1



บททีÉ 7

สมการเชิงอนุพนัธ์เบื Êองต้น

7.1 สมการเชิงอนุพนัธ์
สมการทีÉแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่ง ฟังก์ชนักบัอนพุนัธ์ของฟังก์ชนันั Êน เรียกวา่สมการเชิงอนุพนัธ์ (differential equation) ตวัอยา่งเช่น

1. สมการการเคลืÉอนทีÉ (Equation of motion)

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

2. สมการการเติบโตของจํานวนประชากร (Population growth equation)

dP

dt
= kP

3. สมการคลืÉนในหนึÉงมิติ (One-dimensional wave equation)

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนิยาม 7.1.1 สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังก์ชนัตวัแปรเดียวเรียกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ (Ordinary Differential Equation : ODE ) ถ้า
สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังก์ชนัมากกวา่หนึÉงตวัแปรเรียกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (Partial Differential Equation : PDE )

ตัวอย่าง 7.1.2 จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Êเป็น ODE หรือ PDE

สมการเชิงอนพุนัธ์ ODE PDE

d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx

บทนิยาม 7.1.3 อันดับ (order) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คืออนัดบัสงูสดุของอนพุนัธ์ทีÉปรากฎในสมการนั Êน ดีกรี (degree) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คือ
กําลงัสงูสดุของอนพุนัธ์อนัดบัสงูสดุทีÉปรากฎทีÉปรากฎในสมการนั Êน เมืÉอจดัทกุ ๆ กําลงัเป็นจํานวนเตม็บวก

131
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ตัวอย่าง 7.1.4 จงบอกอนัดบัและดีกรีของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

สมการเชิงอนพุนัธ์ อนัดบั ดีกรี

dy

dx
= x3

y
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

= 0

xu

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂3u

∂t3

)3

= cost

บทนิยาม 7.1.5 เรียกสมการเชิงอนพุนัธ์วา่ สมการเชิงเส้น (linear equation) ถ้า

1. ทกุ ๆ ตวัแปรตามและอนพุนัธ์ของตวัแปรตามมีเลขชี Êกําลงัเป็น 1

2. ไมมี่พจน์ในรูปผลคณูของตวัแปรตาม และ/หรือ อนพุนัธ์ของตวัแปรตามปรากฏในสมการ

3. ไมมี่พจน์ในรูปฟังก์ชนัอดิสยัของตวัแปรตามหรือ อนพุนัธ์ของตวัแปรตามปรากฏในสมการ

และเรียกสมการเชิงอนพุนัธ์ทีÉไมเ่ป็นสมการเชิงเส้นวา่ สมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation)

ตัวอย่าง 7.1.6 จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Êเป็นสมการเชิงเส้นหรือไม่

สมการเชิงอนพุนัธ์ สมการเชิงเส้น สมการไมเ่ชิงเส้น

d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 3x2

y
d3y

dx3
+

dy

dx
= tanx

∂u

∂x
+

(
∂3u

∂t3

)2

= sinu

xy2 = y′ + yy′′

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ y = 0
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สมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัหนึÉงดีกรีหนึÉงจะเขียนได้เป็น

dy

dx
= f(x, y) หรือ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

บทนิยาม 7.1.7 เราจะเรียกฟังก์ชนัซึÉงไมเ่ป็นฟังก์ชนัของอนพุนัธ์ และสอดคล้องสมการเชิงอนพุนัธ์วา่ ผลเฉลย (solution) ของสมการ

ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อาจจะอยูใ่นรูปของฟังก์ชนัทีÉนิยามแบบแจ่มชดั (explicit function) หรือฟังก์ชนัทีÉนิยามโดยปริยาย (implicit function)
เราเรียกผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ทีÉมีคา่คงตวัไมเ่จาะจงวา่ ผลเฉลยทัÉวไป (general solution) และผลเฉลยทีÉกําหนดคา่คงตวัแน่นอนวา่
ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)

ตัวอย่าง 7.1.8 จงแสดงวา่ y = Ae−3x +Bex ผลเฉลยทัÉวไปของสมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอย่าง 7.1.9 จงแสดงวา่ y = sinxcosx− cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ

y′ + (tanx)y = cos2x
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แบบฝึกหดั 7.1

1. จงบอกอนัดบั ดีกรี รวมทั Êงระบวุา่สมการใดเป็นสมการเชิงเส้น หรือเป็นสมการไมเ่ชิงเส้น

1.1 dy

dx
+ 2xy = 4x

1.2 y′′′ + 2y′′ + 3y′ + 4y = cosx

1.3 ex
dy

dx
=

√
x2 + y′

1.4
(
dy

dx

)5

+ x
d2y

dx2
= ℓnx

1.5 (x2 − 1)y′ + xy2 + 1 = 0

1.6 u
∂2u

∂t2
= −∂u

∂x

2. จงแสดงวา่ฟังก์ชนัทีÉกําหนดให้เป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์

2.1 y = cx+
√
1− c2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

2.2 (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

2.3 y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

2.4 y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0



7.2. สมการแยกตวัแปรได้ 135

7.2 สมการแยกตัวแปรได้
บทนิยาม 7.2.1 สมการเชิงอนพุนัธ์ทีÉสามารถเขียนในรูป

dy

dx
= f(x)g(y) หรือ M1(x)M2(y)dx+N1(x)N2(y)dy = 0

เรียกวา่เป็น สมการแบบแยกตัวแปรได้ (variable separable equation)

วธีิหาผลเฉลย สมการแบบแยกตวัแปรได้สามารถเขียนได้ในรูป

M1(x)

N1(x)
dx+

N2(y)

M2(y)
dy = 0

การหาผลเฉลยของสมการแบบแยกตวัแปรได้คือการอินทิเกรตแตล่ะสว่น∫
M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = c

เมืÉอ c เป็นคา่คงตวัไมเ่จาะจง

ตัวอย่าง 7.2.2 จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1. 3(1− y2) dx− 2xy dy = 0 2. dy

dx
=

y − xy

x2 + 1
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แบบฝึกหดั 7.2

1. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 dy

dx
+ 2xy = 4x

1.2 (y4 + y)y′ = sinx− cosx

1.3 x3 dy

dx
=

√
x2 − x2y2 เมืÉอ x > 0

1.4 3(4y2 + 1) dx = y(x− 1) dy

1.5 1 + ex

1− e−y
dy + ex+y dx = 0

1.6 (x2y + x2) dx = (xy2 − y2) dy

1.7 (x2 + 1)y′ + y2 + 1 = 0

1.8 (x2y2secxtanx+ xy2secx) dx+ xy3 dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

2.1 cos2xdy
dx

= sin2y เมืÉอ y(0) =
π

2

2.2
√
x2 + 1

dy

dx
=

x

y
เมืÉอ y(

√
3) = 2

2.3 dy =
9ex

ey2 + y2e2
dx เมืÉอ y(1) = 3

2.4 x dy =
y

x− x3
dx เมืÉอ y(2) = −2
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7.3 สมการเอกพนัธุ์
บทนิยาม 7.3.1 เรียกฟังก์ชนัF (x, y) วา่ฟังก์ชันเอกพนัธ์ุดีกรี n (homogeneous function of degree n) ถ้ามีจํานวนเตม็ n ทีÉทําให้

F (λx, λy) = λnF (x, y) สําหรับทกุ ๆ จํานวนจริง λ ̸= 0

ตัวอย่าง 7.3.2 จงพิจารณาฟังก์ชนัตอ่ไปนี Êวา่เป็นฟังก์ชนัเอกพนัธุ์หรือไม่ ถ้าเป็นดีกรีเทา่ใด

1. f(x, y) = x3 + 2xy2 2. f(x, y) = x2 − 2y2

xy

บทนิยาม 7.3.3 สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์เอกพนัธุ์ (homogeneous differential
equation) ถ้าM(x, y) และN(x, y) เป็นฟังก์ชนัเอกพนัธุ์ทีÉมีดีกรีเทา่กนั หรือพิจารณาสมการเชิงอนพุนัธ์

dy

dx
= F (x, y)

เป็นสมการเชิงอนพุนัธ์เอกพนัธ์ุก็ตอ่เมืÉอF (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุ์ดีกรี 0

วธีิหาผลเฉลย เนืÉองจากF (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุ์ดีกรี 0 ดงันั ÊนF (x, y) = F (λx, λy)

ให้ λ =
1

x
เมืÉอ x ̸= 0 จะได้วา่

F (x, y) = F (λx, λy) = F
(
1,

y

x

)
= G

(y
x

)
ดงันั Êนสมการเชิงอนพุนัธ์เอกพนัธุ์จะอยูใ่นรูป

dy

dx
= G

(y
x

)
ให้ v =

y

x
แล้ว y = vx ดงันั Êน dy

dx
= v + x

dv

dx
ทําให้ได้วา่

v + x
dv

dx
= G(v)

1

G(v)− v
dv =

1

x
dx

เห็นได้ชดัวา่เป็นสมการแบบแยกตวัแปรได้ในพจน์ของ x และ v
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ตัวอย่าง 7.3.4 จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1. (y2 − x2) dx+ xy dy = 0

2. xdy
dx

− y = xcos
(y
x

)
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แบบฝึกหดั 7.3

1. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 dy

dx
=

y2 + 2xy

x2

1.2 x dy −
(
xtan

(y
x

)
+ y

)
dx = 0

1.3 (x2y + y3) dx+ x3 dy = 0

1.4 2xy dx+ (x2 + y2) dy = 0

1.5 xy′ = x+ y

1.6 x
(
1 + ℓn

(y
x

))
y′ = y

1.7 2x dy − 2y dx =
√

x2 + 4y2 dx เมืÉอ x > 0

1.8 2ye
x
y dx = (2xe

x
y − y) dy

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

2.1 dy

dx
=

x+ y

x− y
เมืÉอ y(−1) = 0

2.2 x2y dx− (x3 − y3) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 1

2.3 14xyy′ = 6x2 − 7y2 เมืÉอ y(−2) = 1

2.4 x2y′ = 3x2 − 2xy + y2 เมืÉอ y(1) =
3

2
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7.4 สมการแม่นตรง
บทนิยาม 7.4.1 สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์แม่นตรง (exact differential equation)
ก็ตอ่เมืÉอมีฟังก์ชนัF (x, y) ทีÉทําให้

∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

ทกุ ๆ (x, y) ในอาณาบริเวณR

วธีิหาผลเฉลย เนืÉองจาก ∂F
∂x
dx+ ∂F

∂y
dy = 0 ดงันั Êน dF (x, y) = 0 นัÉนคือ

ผลเฉลยทัÉวไปของสมการแมน่ตรงคือ F (x, y) = c

พิจารณา
∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

จะได้วา่ ∂2F

∂y∂x
=

∂M

∂y
และ ∂2F

∂x∂y
=

∂N

∂x
ถ้าM,N,

∂M

∂y
และ ∂N

∂x
ตอ่เนืÉองในอาณาบริเวณR จะได้วา่

∂M

∂y
=

∂N

∂x

ดงันั Êน
F (x, y) =

∫
M(x, y) dx+ C(y)

หาC(y) ได้จาก ∂F
∂y

= N(x, y)

ในทํานองเดียวกนั
F (x, y) =

∫
N(x, y) dy + C(x)

หาC(x) ได้จาก ∂F
∂x

= M(x, y)
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ตัวอย่าง 7.4.2 จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์

(2xy3 − ye−x) dx+ (3x2y2 + e−x − 4) dy = 0
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ตัวอย่าง 7.4.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

x+ y2

xy2
dy − y − 4

x2
dx = 0 เมืÉอ y(−2) = 1
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แบบฝึกหดั 7.4

1. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 2x− y3 − 3xy2y′ = 0

1.2 (2x− 5y) dy = (6x− 2y) dx

1.3 x(xcos(x2y)− 2y)y′ + 2xycos(x2y) = y2

1.4 (sinxy + xy + cosxy)dy
dx

+ y2cosxy = 0

1.5 3xy + 1

y
dx+

2y − x

y2
dy = 0

1.6 πy + (πx+ arcsiny)dy
dx

= sinx

1.7 ℓny
x

dx+ (
ℓnx
y

+ siny) dy = 0

1.8 (2xyex
2
+ siny) dx+ (x2ex

2y + xcosy − y) dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

2.1 (3x2y + 2xy) dx+ (x3 + x2 + 2y) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 2

2.2 (ey + yex) dx− (ex + xey) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 0

2.3 (sin2x− 2ycosx)y′ − 2ysinxcosx+ y2sinx = 0 เมืÉอ y(0) = −2

2.4 ℓn(1 + y2) =

(
1

y
− 2xy

1 + y2

)
dy

dx
เมืÉอ y(2) =

√
e− 1
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7.5 ตัวประกอบอนิทกิรัล
ในกรณีทีÉ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 ไมเ่ป็นสมการแมน่ตรงแตมี่ µ(x, y) ทีÉทําให้

µ(x, y)(M(x, y) dx+N(x, y) dy) = 0

เป็นสมการแมน่ตรง เราจะเรียกฟังก์ชนั µ(x, y) นี Êวา่ตัวประกอบอนิทกิรัล (integrating factor) ของสมการเชิงอนพุนัธ์นี Êแล้ว

∂(µM)

∂y
=

∂(µN)

∂x

µ
∂M

∂y
+M

∂µ

∂y
= µ

∂N

∂x
+N

∂µ

∂x

ดงันั Êน
1

µ

(
N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y

)
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

กรณีทีÉ 1. µ เป็นฟังก์ชนัของตวัแปร x เพียงอยา่งเดียว

1

µ
N
dµ

dx
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
d

dx
ℓn|µ| = ∂M

∂y
− ∂N

∂x

d

dx
ℓn|µ| = 1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= f(x)

ดงันั Êน µ = e
∫
f(x) dx

กรณีทีÉ 2. µ เป็นฟังก์ชนัของตวัแปร y เพียงอยา่งเดียว

d

dy
ℓn|µ| = 1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
= g(y)

ดงันั Êน µ = e
∫
g(y) dy

สรุปได้วา่

1. สําหรับ f(x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
มีตวัประกอบอินทิกรัลเป็น µ = e

∫
f(x) dx

2. สําหรับ g(y) =
1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
มีตวัประกอบอินทิกรัลเป็น µ = e

∫
g(y) dy
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ตัวอย่าง 7.5.1 จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1. (3x+ 2y2) dx+ 2xy dy = 0
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2. (x2 + y2 + 1) dx+ x(x− 2y) dy = 0
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แบบฝึกหดั 7.5

1. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 2xy dx+ (x3 + 2xy) dy = 0

1.2 (4xy − 3x− 3x2) dy − (2xy − y2 + y) dx = 0

1.3 (xy + y − 1) dx+ x3 x dy = 0

1.4 y(x+ y3) dx+ x(y3 − x) dy = 0

1.5 (xy − x2)y′ − xy + 1 = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

2.1 y(1 + x2y) dx− x dy = 0 เมืÉอ y(1) = −1

2.2 (x2 + y) dx+ (x2cosy − x) dy = 0 เมืÉอ y(2) = 0

2.3 1 + (xtany − 2secy)y′ = 0 เมืÉอ y(−1) = π



148 บททีÉ 7. สมการเชิงอนพุนัธ์เบืÊองตน้

7.6 สมการเชิงเส้นอันดับหนึÉง
บทนิยาม 7.6.1 สมการเชิงเส้นอนัดบัหนึÉง คือสมการเชิงอนพุนัธ์ทีÉอยูใ่นรูป

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

วธีิหาผลเฉลย สามารถจดัรูปได้เป็น [P (x)y −Q(x)] dx+ dy = 0

ดงันั ÊนM(x, y) = P (x)y −Q(x) และN(x, y) = 1 จะได้วา่

P (x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
ดงันั Êน µ = e

∫
P (x) dx

µ
dy

dx
+ µP (x)y = µQ(x)

d

dx
(µy) = µQ(x)

µy =

∫
µQ(x) dx+ C

ดงันั ÊนผลเฉลยทัÉวไปคือ
y =

1

µ

(∫
µQ(x) dx+ C

)
ตัวอย่าง 7.6.2 จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ dy

dx
− 2xy = x
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ตัวอย่าง 7.6.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

(xy + x+ x3) dx+ (1 + x2) dy = 0 เมืÉอ y(
√
3) = 1
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แบบฝึกหดั 7.6

1. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

1.1 dy

dx
+ ycotx = 5ecosx

1.2 x2y′ + 3xy + 2x5 = 0

1.3 (2y − 4) dx+ dy = 0

1.4 x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2

1.5 y′ − y =
1

1− e−x

1.6 dy

dx
+

y

xℓnx = x2

1.7 (3xy − 4y − 3x) dx+ (x2 − 3x+ 2) dy = 0

1.8 2(y − 3sinx)cosx dx+ sinx dy = 0

1.9 (x2 + y2) dx− 2xy dy = 0

1.10 (y + xy2) dx− dy = 0

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์ตอ่ไปนี Ê

2.1 (x− 1)3
dy

dx
+ 4(x− 1)2y = x+ 1 เมืÉอ y(3) =

1

2

2.2 (y − exsinx) dx+ dy = 0 เมืÉอ y(0) = −1

2.3 (cosx)y′ + y = 1 เมืÉอ y(π
4
) = 2



สรุปสูตรเกีÉยวกับแคลคูลัส

เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ

1. sinxcscx = 1

2. cosxsecx = 1

3. cotxtanx = 1

4. sin2x+ cos2x = 1

5. sec2x− tan2x = 1

6. csc2x− cot2x = 1

7. sin(−x) = −sinx

8. cos(−x) = cosx

9. tan(−x) = −tanx

10. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny

11. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

12. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

13. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

14. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

15. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

16. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

17. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

18. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

19. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x

sin2x

20. sin3x = 3sinx− 4sin3x

21. cos3x = 4cos3x− 3cosx

22. sin3x =
1

4
[3sinx− sin3x]

23. cos3x =
1

4
[3cosx+ cos3x]

24. tan3x =
3tanx− tan3x
1− 3tan2x

25. sinx+ siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

26. sinx− siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin

(
x− y

2

)

27. cosx+ cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

28. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin

(
x− y

2

)

29. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

30. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

31. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

32. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



อนุพนัธ์ของฟังก์ชัน

1. d

dx
C = 0

2. d

dx
x = 1

3. d

dx
xn = nxn−1

4. (af)′(x) = af ′(x)

5. (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

6. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

7.
(
f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

8. (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

9. d

dx
ex = ex

10. d

dx
ax = axℓna

11. d

dx
ℓn|x| = 1

x

12. d

dx
loga|x| =

1

xℓna

13. d

dx
sinx = cosx

14. d

dx
cosx = −sinx

15. d

dx
tanx = sec2x

16. d

dx
secx = secxtanx

17. d

dx
cotx = −csc2x

18. d

dx
cscx = −cscxcotx

19. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

20. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

21. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

22. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

23. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

24. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ค่าเชิงอนุพนัธ์

1. dC = 0

2. d(u+ v) = du+ dv

3. d(ku) = kdu

4. u′dx = du

5. d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2

6. d(uv) = vdu+ udv

7. df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy



ปริพนัธ์ของฟังก์ชัน

1.
∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx

2.
∫

f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

3.
∫

kdx = kx+ C

4.
∫

vdu = uv −
∫

vdu

5.
∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C , n ̸= −1

6.
∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C

7.
∫

exdx = ex + C

8.
∫

eaxdx =
1

a
eax + C

9.
∫

axdx =
ax

ℓna + C

10.
∫

sinxdx = −cosx+ c

11.
∫

cosxdx = sinx+ C

12.
∫

sec2xdx = tanx+ C

13.
∫

secxtanxdx = secx+ C

14.
∫

csc2xdx = −cotx+ C

15.
∫

cscxcotxdx = −cscx+ C

16.
∫

tanxdx = ℓn|secx|+ C

17.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

18.
∫

cotxdx = ℓn|sinx|+ C

19.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C



20.
∫

eaxsinbxdx =
eax

a2 + b2
(asinbx− bcosbx) + C

21.
∫

eaxcosbxdx =
eax

a2 + b2
(acosbx+ bsinbx) + C

22.
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

23.
∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

24.
∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C

25.
∫

ℓnxdx = xℓnx− x+ C

26.
∫

cosaxdx =
1

a
sinax+ C

27.
∫

sinaxdx = −1

a
cosax+ C

28.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

29.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

30.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

31.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

32.
∫

arcsecxdx = xarcsecx− ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C

33.
∫

arccscxdx = xarccscx+ ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C
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