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บทที$ 6 ปริพนัธ์จาํกัดเขตและการประยุกต์ 
 

6.$ ปริพันธ์จาํกัดเขต 
 
 พิจารณาฟังก์ชนั 𝑓(𝑥) ซึDงตอ่เนืDองและนิยามบนชว่งปิด [𝑎, 𝑏] ซึDงอาจมีคา่เป็นบวกหรือมีคา่เป็นลบก็ได้ ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 แบง่ชว่ง  [𝑎, 𝑏] ออกเป็น 𝑛 ชว่งทีDจดุ 𝑥! = 𝑎 < 𝑥" < 𝑥# < ⋯ < 𝑥$%" = 𝑏 

เรียกเซต 𝑃 = {𝑥!, 𝑥", 𝑥#, ⋯ , 𝑥$} วา่สว่นแบง่ของ [𝑎, 𝑏] ซึDงสว่นแบง่ 𝑃 นี V ประกอบด้วยชว่งปิดยอ่ยๆ 𝑛 ชว่ง     

คือ [𝑥!, 𝑥"], [𝑥", 𝑥#], … , [𝑥$%", 𝑥$] จะเรียกชว่งยอ่ย [𝑥&%", 𝑥&] วา่ ชว่งปิดยอ่ยทีD 𝑘 ของ 𝑃 และให้ความยาวของ

ชว่งยอ่ยทีD 𝑘 เป็น ∆𝑥& = 𝑥& − 𝑥&%"  ดงัรูป 

 

 
 

  ในแตล่ะชว่งยอ่ย เลอืกจํานวนบางจํานวน โดยทีDให้คา่ 𝑥&∗  เป็นคา่ทีDอยูใ่นชว่งยอ่ยทีD 𝑘 จะได้จดุ               

4𝑥&∗ , 𝑓(𝑥&∗)5 บนเส้นกราฟ 
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  ดงันั Vน ในแตล่ะชว่งยอ่ย สามารถสร้างสีDเหลีDยมผืนผ้าซึDงกว้าง ∆𝑥&  และสงู 𝑓(𝑥&∗) ซึDงสีDเหลีDยมผืนผ้านี V

อาจอยูใ่ต้แกน 𝑥 หรือเหนือแกน 𝑥 ก็ได้ดงัรูป 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ในแตล่ะชว่งยอ่ย เราสามารถหา 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥& ซึDงอาจมีคา่เป็นบวกหรือลบ หรือศนูย์ก็ได้ ขึ Vนอยูก่บั 

คา่ 𝑓(𝑥&∗)   
 

  พื VนทีDใต้เส้นโค้งโดยประมาณคือ 
   

                          								𝑓(𝑥"∗) ∙ ∆𝑥" + 𝑓(𝑥#∗) ∙ ∆𝑥# + 𝑓(𝑥(∗) ∙ ∆𝑥( +⋯+ 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥& = ∑ 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&$
&)"  

   

  ผลบวกนี Vเรียกวา่ ผลบวกรีมันน์ (Riemann Sum) ดงับทนิยาม 

 

 

 

 

 

 

    

 

   

 ข้อสังเกต 1. ถ้า ∆𝑥& , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 เทา่กนัหมดเทา่กบั ∆𝑥 จะได้ ∆𝑥 = 	 *%+
$

 

     2. จะเหน็วา่ ผลบวกรีมันน์ นี Vเป็นเพียงคา่ประมาณของพื VนทีDใต้เส้นโค้ง 𝑦 = 𝑓(𝑥) ปิดล้อมด้วย

เส้นตรง 𝑥 = 𝑎 และ 𝑥 = 𝑏 กบัแกน 𝑥	แตต้่องการหาพื VนทีDใต้เส้นโค้ง เราจงึพิจารณาหาคา่ของผลบวกรีมนัน์               

 ให้ 𝑠$  เป็นผลบวกของคา่ 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&  เมืDอ 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 จะได้ 

𝑠$ = >𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&

$

&)"

 

 

 ซึDงเรียกวา่ ผลบวกรีมันน์ของ 𝑓 บนชว่ง  [𝑎, 𝑏] 
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ในกรณี 𝑛 → ∞ (หรืออีกนยัหนึDงแบง่โดยให้ ∆𝑥&  เข้าใกล้ 0 นัDนเอง ) กลา่วคือ ถ้า 𝑙𝑖𝑚
$→-

𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&  หาคา่ได้ คา่ลมิิต

นี Vจะแทนพื VนทีDใต้โค้งทีDต้องการ ซึDงจะนิยามปริพนัธ์จํากดัเขตของ 𝑓 บน [𝑎, 𝑏] คือ 𝑙𝑖𝑚
$→-

∑ 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&$
&)"  ดงันี V 

 
  บทนิยาม 6.1 ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืDองบนชว่งปิด [𝑎, 𝑏] และคา่ ปริพนัธ์จํากดัเขตของ 𝑓 บน [𝑎, 𝑏] คือ 

𝑙𝑖𝑚
$→-

∑ 𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&$
&)"  ถ้าลมิิตหาคา่ได้ เขียนแทนด้วย ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*

+  

   

นัDนคือ  

F 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
*

+
=	 𝑙𝑖𝑚

$→-
>𝑓(𝑥&∗) ∙ ∆𝑥&

$

&)"

 

 

  เรียก 𝑎 วา่ ลมิิตลา่ง และ 𝑏 เป็นลมิิตบน 

 

การหาค่าอนิทกิรัลจาํกัดเขต  

 ถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัทีDหาคา่อินทิกรัลได้บนชว่งปิด [𝑎, 𝑏] หมายถงึ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
+  หาลมิิตของผลบวกรีมนัน์หาคา่ได้ 

ถ้าเราแบง่ชว่งยอ่ยออกเป็น 𝑛 ชว่งเทา่ ๆ กนั ∆𝑥 = *%+
$

 

ดงันั Vน เราเลือกคา่ 𝑥&∗  แล้วหาคา่ 𝑓(𝑥𝑘∗) เราจะหาผลบวกรีมนัน์ แล้วหาลมิิตได้ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี V 

 

ตวัอย่างทีM 1 จงหาคา่ ∫ 𝑥(𝑑𝑥#
%"  

วธีิทาํ 
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ตวัอย่างทีM 2 จงหาคา่ ∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥(
"  

วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สมบตัขิองปริพนัธ์จาํกัดเขต 

  ถ้า  𝑓, 𝑔 เป็นฟังก์ชนัซึDงสามารถหาอนพุนัธ์ได้บนชว่ง [𝑎, 𝑏] 

 1. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0+
+  

 2. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
*

*
+  

 3.	∫ [𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± 𝑔(𝑥)] =*
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ±*

+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥*
+  

 4.	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +/
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥	; 		𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]*

/
*
+  

 5. ถ้า 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) แล้ว 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥*
+

*
+  

 6. ถ้า 𝑓(𝑥) ≥ 0 แล้ว 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0*
+  

 

 บทนิยาม 6.2 จะกลา่ววา่ 𝑓 มีขอบเขตบนชว่ง [𝑎, 𝑏] ถ้ามีจํานวนบวก 𝑀 โดยทีD −𝑀 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀                

ทกุคา่ 𝑥 ในชว่ง [𝑎, 𝑏] นัDนคือ กราฟของ	𝑓 ในชว่ง [𝑎, 𝑏] จะต้องอยูร่ะหวา่งเส้นตรง 𝑦 = −𝑀  และ 𝑦 = 𝑀   
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ตวัอย่างทีM 3 ถ้า 𝑓(𝑥) = P𝑥
#							; 𝑥 < 0
𝑥 + 1	; 𝑥 ≥ 0 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่างทีM 4  กําหนดให้ 𝑓(𝑥) = R
"
0!
					 ; 𝑥 ≠ 0

0							; 𝑥 = 0
  จงพิจารณาวา่ในชว่ง [−1,1]		, 𝑓(𝑥) มีขอบเขตหรือไม ่

วธีิทาํ 
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 ทฤษฎีบท 6.1 ให้ 𝑓	เป็นฟังก์ชนัทีDนิยามทกุจดุในชว่ง [𝑎, 𝑏] 

 1. ถ้า 𝑓	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองบนชว่ง [𝑎, 𝑏] แล้ว 𝑓 สามารถหาปริพนัธ์ได้บนชว่ง [𝑎, 𝑏] 

 2. ถ้า 𝑓 มีขอบเขตในชว่ง [𝑎, 𝑏] และมีจดุทีDทําให้ฟังก์ชนัไมต่อ่เนืDองในชว่ง [𝑎, 𝑏] จํานวนจํากดั 

     แล้ว 𝑓 หาปริพนัธ์ได้บนชว่ง [𝑎, 𝑏] 

 3. ถ้า 𝑓 ไมมี่ขอบเขตในชว่ง [𝑎, 𝑏] แล้ว 𝑓(𝑥) ไมส่ามารถหาปริพนัธ์บนชว่ง [𝑎, 𝑏] 
 

 

 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส 

 

  การหาปริพนัธ์จํากดัเขตโดยการหาผลบวกรีมนัน์ แล้วหาลิมิต 𝑛 → ∞ เป็นวิธีทีDซบัซ้อนยุง่ยาก การหา

ค่าประมาณอาจทําได้ง่ายกว่า แต่การหาค่าทีDถูกต้องก็ทําได้เฉพาะฟังก์ชนัง่าย ๆ อย่างไรก็ตาม ยงัมีวิธีทีDง่ายกว่าวิธี

ผลบวกรีมนัน์และหาค่าถกูต้องของปริพนัธ์จํากดัเขตได้หลากหลายฟังก์ชนั โดยใช้ความพยายามหรือทํางานไม่มากนกั 

วิธีดงักล่าวนี Vเป็นวิธีทีDเกีDยวข้องกับปริพันธ์จํากัดเขต และปฏิยานุพันธ์ ความสมัพันธ์นี Vเรียกว่าทฤษฎีบทหลกัมูลของ

แคลคลูสั ทฤษฎีบทนี Vมีความสําคญัมาก บคุคลแรกทีDได้สงัเกตความสมัพนัธ์นี V คือ Isaac Barrow ซึDงเป็นครูของ Newton 

แตอ่ยา่งไรก็ตาม Newton เป็นบคุคลแรกทีDได้พิสจูน์และนําทฤษฎีนี Vมาประยกุต์ใช้ 

 

  ทฤษฎีบท 6.2 ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 

 

      ถ้า 𝑓	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองบนชว่ง [𝑎, 𝑏] และ 𝐹 เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓 บนชว่ง [𝑎, 𝑏] แล้ว  

F 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
*

+
 

     * คา่ผลตา่ง 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)	บางครั Vง เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์ 

       𝐹(𝑥)]+*     หรือ    [𝐹(𝑥)]+*     หรือ    𝐹(𝑥)|0)+*       

      ดงันั Vน   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)]+* = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)*
+  

        และ [𝐹(𝑥)]+*   มีสมบตัเิชน่เดียวกนักบัปริพนัธ์จํากดัเขต คือ 

  [𝑐𝐹(𝑥)]+* = 𝑐[𝐹(𝑥)]+*  

  [𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥)]+* = [𝐹(𝑥)]+* ± [𝐺(𝑥)]+*  

      จาก เมืDอ 𝐹 เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓 บนชว่ง [𝑎, 𝑏] แล้วจะได้วา่ ปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓 คอิ 𝐹(𝑥) + 𝑐 

      จะได้ [𝐹(𝑥) + 𝑐]+* = [𝐹(𝑏) + 𝑐] − [𝐹(𝑎) + 𝑐] 

          = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

                                                 		= 𝐹(𝑥)]+* = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
+  

    ดงันั Vน เมืDอ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  จะได้ 

[𝑓(𝑥)𝑑𝑥]+* = [𝐹(𝑥) + 𝑐		]+* = F 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
*

+
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ตวัอย่างทีM 5  จงหาคา่ของ 

5.1 ∫ W2𝑥 − 3𝑥" #1 + "
0
Y2

" 𝑑𝑥    

วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.2 ∫ W 0
√0!4"" Y!

%√5 𝑑𝑥 

วธีิทาํ 



                                                                                                                                          8 | CALCULUS1 อ.วาริยา พทุธปฏิโมกข์ 
 

บทที$ 6 ปริพนัธ์จํากดัเขตและการประยกุต์ 
 

5.3 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥)
#
"
%" 𝑑𝑥     

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.4 ∫ 𝑥𝑒06$#
! 𝑑𝑥  

วธีิทาํ 
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6.2 พื 8นที;ระหว่างเส้นโค้ง 

 คา่อินทิกรัลจํากดัเขต ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥	!
" ของฟังก์ชนั 𝑓(𝑥) ทีDไมเ่ป็นลบมีความหมายวา่เป็นพื VนทีDทีDล้อมรอบด้วย

เส้นโค้ง 𝑦 = 𝑓(𝑥) แกน 𝑥	เส้นตรง 𝑥 = 𝑎	และ 𝑥 = 𝑏	สาํหรับกรณีทีDบริเวณทีDถกูปิดล้อมด้วยเส้นโค้งหลายเส้น 

อาจหาพื VนทีDได้ดงันี V ให้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชนัทีDหาคา่อินทิกรัลได้ทกุ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] และ 0 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ทกุ 𝑥 ∈
[𝑎, 𝑏] 

 

 

 

 

 

 

 

 บริเวณทีDเป็นเซตของจดุ {(𝑥, 𝑦)/𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏⋀	𝑔(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)	} เรียกวา่ บริเวณระหวา่ง 𝑓 และ 𝑔 

บนชว่ง [𝑎, 𝑏] พื VนทีDของบริเวณนี V เรียกวา่ พื VนทีDของบริเวณทีDอยูร่ะหวา่ง 𝑓 และ 𝑔 บนชว่ง [𝑎, 𝑏] 

 เนืDองจากพื VนทีDของบริเวณทีDอยูร่ะหวา่ง 𝑓 และ 𝑔 บนชว่ง [𝑎, 𝑏] เทา่กบัพื VนทีDใต้เส้นโค้ง 𝑦 = 𝑓(𝑥) บนชว่ง 

[𝑎, 𝑏] ลบด้วยพื VนทีDใต้เส้นโค้ง 𝑦 = 𝑔(𝑥) บนชว่ง [𝑎, 𝑏]	ดงันั Vน  

𝑅 = 1𝑓(𝑥)𝑑𝑥	
!

"

− 1𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 1[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥	
!

"

	
!

"

 

ตวัอย่างทีM 6 จงหาพื VนทีDระหวา่ง 𝑦 = 𝑥	และ  𝑦 = 𝑥#	ในชว่ง [0,1] 

วธีิทาํ  
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ตวัอย่างทีM 7จงหาพื VนทีDของบริเวณทีDถกูปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 𝑦 = 𝑥# − 9 และแกน 𝑥 

วธีิทาํ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่างทีM 8 จงหาพื VนทีDของบริเวณทีDถกูปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 𝑦 = −𝑥, 𝑦 = √𝑥 และ 𝑦 = 1 − 2𝑥 

วธีิทาํ  
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6.3 ปริพันธ์ไม่ตรงแบบ 

 เมืDอปริพนัธ์จํากดัเขต ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
+  มีคา่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นอนนัต์ หรือในชว่ง [𝑎, 𝑏] และ 𝑓 ไมต่อ่เนืDองอยา่งน้อย      

1 จดุ เราจะเรียกปริพนัธ์จํากดัเขตในลกัษณะนี Vวา่ ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบ 

 บทนิยาม 6.3 ปริพนัธ์ไมต่รงแบบ เมืDอชว่งของการหาปริพนัธ์เป็นอนนัต์ 

 1. ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองบนชว่ง [𝑎,∞) แล้ว  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	 lim
7→-

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥7
+

-
+  

 2. ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองบนชว่ง (−∞, 𝑏] แล้ว  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	 lim
7→%-

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
7

*
%-  

 3. ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองบนชว่ง (−∞,∞) แล้ว  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥-
/

/
%-

-
%-  

     เมืDอ 𝑐 เป็นจํานวนจริงใดๆ 

 เมืDอลมิิตในข้อ 1 และ 2 หาคา่ได้ จะกลา่ววา่ปริพนัธ์ไมต่รงแบบลูเ่ข้า และลมิิตเป็นคา่ของปริพนัธ์ไมต่รงแบบนั Vน  

แตถ้่าลมิิตหาคา่ไมไ่ด้ จะกลา่ววา่ปริพนัธ์ไมต่รงแบบลูอ่อก ในข้อทีD 3 ปริพนัธ์ไมต่รงแบบด้านซ้ายของสมการลูเ่ข้า ก็

ตอ่เมืDอ ปริพนัธ์ไมต่รงแบบด้านขวาของสมการลูเ่ข้าทั Vงคู ่

 

ตวัอย่างทีM 9  จงหาคา่ของ  

 9.1∫ 6$0
0

-
" 𝑑𝑥      

วธีิทาํ 
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9.2 ∫ 𝑒#0!
%- 𝑑𝑥  

วธีิทาํ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.3F
1

1 + 𝑥#
-

%-
𝑑𝑥 

วธีิทาํ 
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บทนิยาม 6.4 ปริพนัธ์ไมต่รงแบบ เมืDอฟังก์ชนัไมต่อ่เนืDองบางจดุในชว่งของการหาปริพนัธ์ 

 1.ในชว่ง [𝑎, 𝑏] ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองทกุคา่ 𝑥 ยกเว้นทีD 𝑥 = 𝑎  แล้ว 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	 lim
7→+$

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
7

*
+  

 2.ในชว่ง [𝑎, 𝑏] ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองทกุคา่ 𝑥 ยกเว้นทีD 𝑥 = 𝑏  แล้ว 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	 lim
7→*%

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥7
+

*
+  

 3.ในชว่ง [𝑎, 𝑏] ถ้า 𝑓(𝑥)	เป็นฟังก์ชนัทีDตอ่เนืDองทกุคา่ 𝑥 ยกเว้นทีD 𝑥 = 𝑐  เมืDอ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) แล้ว 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
/

/
+ 	*

+  

       = lim
7→/%

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥7
+ + lim

7→/$
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥*
7  

ตวัอย่างทีM ] จงหาปริพนัธ์ตอ่ไปนี V 

5.1 ∫ "
√0"

"
! 𝑑𝑥   

วธีิทาํ 
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5.2 ∫ "
#%0

#
" 𝑑𝑥 

วธีิทาํ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.3 ∫ "
(0%")! "&

(
! 𝑑𝑥   

วธีิทาํ 
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