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บทที$ 2 ปริภมิูเวกเตอร์ 3 มิต ิ

ในบทนี 'จะประกอบไปด้วยระบบพิกดัฉากในปริภมูิสามมิต ิพื 'นผิวกําลงัสอง การเขียนกราฟของพื 'นผิวกําลงัสอง 

และการแปลงระบบพิกดั 

4. ระบบพกัิดฉากในปริภมิูสามมิต ิ

 ระบบพิกดัฉากในปริภมูิสามมิตจิะประกอบไปด้วยแกนพิกดั F แกนทีGตั 'งฉากซึGงกนัและกนั เรียกแกน 𝑥, 𝑦 และ 𝑦
ตามลาํดบั โดยแกนทั 'ง F นี 'ตดักนัทีGจดุๆหนึGงเรียกวา่จดุกําเนิด (Origin) แทนด้วยสญัลกัษณ์ O แตล่ะแกนพิกดัจะกําหนด
ทิศทางบวก โดยวดัจากจดุกําเนิดไปตามแกนในทิศใดทิศหนึGงโดยใช้ลกูศรแสดงทิศทางบวก ด้านตรงข้ามมีทิศทางลบ     
ดงัรูป 

 

 

 แกนทั 'ง F ตดักนัทําให้เกิดระนาบสามระนาบซึGงตั 'งฉากซึGงกนัและกนั เรียก ระนาบพกิัดฉาก ซึGงประกอบไปด้วย 
ระนาบ 𝑥𝑦 คือระนาบทีGมีแกน 𝑥 และแกน 𝑦 อยูบ่นระนาบ 
ระนาบ 𝑥𝑧 คือระนาบทีGมีแกน 𝑥 และแกน 𝑧 อยูบ่นระนาบ 
ระนาบ 𝑦𝑧 คือระนาบทีGมีแกน 𝑦 และแกน 𝑧 อยูบ่นระนาบ 
รูปแสดง ระนาบพิกดัฉากดงักลา่ว 
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การกําหนดจดุ  𝑃	ในปริภมูิสามมิติจะแทนด้วยจํานวนจริง F จํานวนเรียงกนัคือ  (𝑎, 𝑏, 𝑐) โดยจดุ 𝑃 หา่งจาก
ระนาบ 𝑦𝑧 ระนาบ 𝑥𝑧 และระนาบ 𝑥𝑦 เป็นระยะทาง |𝑎|, |𝑏| และ |𝑐| ตามลาํดบั 

เรียกจดุ (𝑎, 𝑏, 𝑐) วา่พิกดัจดุ 𝑃 แทนด้วยสญัลกัษณ์   𝑃(𝑎, 𝑏, 𝑐) 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
จากรูปจะเหน็วา่ระนาบพิกดัฉากทั 'ง F แบง่ปริภมูิ F มิต ิออกเป็น ^ สว่น เรียกแตล่ะสว่นวา่ อฐัภาค (Octant) 

โดยอฐัภาคทีGประกอบด้วยจดุ (𝑎, 𝑏, 𝑐) ซึGง 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 มีคา่เป็นบวก เรียกวา่ อฐัภาคทีGหนึGง 
ตวัอย่าง 2.1 จงแสดงตําแหนง่ของจดุ 𝐴(3,2,1), 𝐵(−2,3, −1), 𝐶(0, −2,3) ในปริภมูิสามมิต ิ
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?. พื Aนผิวและสมการพื Aนผิว 

 สมการทีGแสดงความสมัพนัธ์ของ d ตวัแปรอิสระ 𝑥 และ 𝑦	 และ " ตวัแปรตามคือ 𝑧 จะเขียนสมการอยูใ่นรูป  
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  หรือรูปแฝง 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 เชน่ 𝑧 = 𝑥! + 𝑦! หรือ 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 6 = 0 หรือ  
𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 4 
 จากสมการ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) เราสามารถหาจดุใดๆในปริภมูิ โดยกําหนดคา่ 𝑥, 𝑦 และหาคา่ 𝑧	 จะได้จดุในปริภมูิคือ 

;𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)< เรียกเซตของจดุในปริภมูิทีGสอดคล้องกบัสมการ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) วา่พื 'นผิว และเรียก 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) วา่

สมการพื 'นผิว นัGนคือ พื 'นผิวของ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) คือ =(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅" ⋮ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)	𝑎𝑛𝑑	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷#	D โดยทีG 𝐷# คือ 

เซตของโดเมนของฟังก์ชนั 𝑓 นัGนคือ  𝐷# = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅!|𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

ตวัอยา่งสมการพื 'นผิว 

 

 
 

 

หมายเหตุ ในการนิยามฟังก์ชนั จะต้องบอกด้วยวา่โดเมนคือเซตอะไร แตถ้่าไมกํ่าหนดวา่โดเมนคือเซตใดให้ถือวา่โดเมน

เป็นสบัเซตใหญ่ทีGสดุของ 𝑅! ทีGสามารถหาคา่ของฟังก์ชนันั 'นได้ 

ตวัอย่าง 2.2 กําหนดให้ 𝑓:𝐷 ∈ 𝑅! → 𝑅 โดยทีG 𝑓(𝑥, 𝑦) = I9 − 𝑥! − 𝑦! จงเขียนรูป 𝐷# และกราฟของฟังก์ชนั 

วธีิทาํ 
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3.สมการระนาบ 

รูปทัGวไปของสมการระนาบคือ 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0    โดยทีG 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  เป็นคา่คงทีG และ  𝐴, 𝐵, 𝐶 ไมเ่ป็นศนูย์พร้อมกนั  

รูปกราฟของระนาบแบบตา่งๆ จะแบง่ตามคา่ตา่งๆของ 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  ดงัตอ่ไปนี ' 

กรณีที? @ ถ้าสมัประสทิธิgของตวัแปร d ตวัเทา่กบั h รูปกราฟจะเป็นระนาบทีGขนานกบัระนาบทีGตวัแปรทีGหายไป

จากสมการ ตวัอยา่ง 
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กรณีที? A ถ้าสมัประสทิธิgของตวัแปร i ตวัเทา่กบั h รูปกราฟจะเป็นระนาบทีGสงูตั 'งตามแกนตวัแปรทีGหายไปจากสมการ 

เชน่ 
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กรณีที? B ถ้า 𝐷 = 0 และ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ≠ 0 →	(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 0) รูปกราฟจะเป็นระนาบทีGผา่นจดุกําเนิด เชน่ 

 

 

 

 

 

 

 

 

กรณีที? C ถ้า  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ≠ 0 →	 (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0) จดัสมกรใหมใ่ห้อยูใ่นรูป  
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4.สมการพื Aนผิวกาํลังสอง 

สมการพื 'นผิวกําลงัสองในตวัแปร 𝑥, 𝑦, 𝑧	มีสมการรูปทัGวไปคือ 𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝐶𝑧! + 𝐷𝑥𝑦 + 𝐸𝑦𝑧 +

𝐹𝑥𝑧 + 𝐺𝑥 + 𝐻𝑦 + 𝐼𝑧 + 𝐽 = 0 เมืGอ 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, … , 𝐸 และ 𝐹 ไมเ่ป็นศนูย์พร้อมกนั 

ในทีGนี 'เราจะศกึษากรณีทีG 𝐷 = 𝐸 = 𝐹 = 0 ซึGงมีสมการรูปทัGวไปคือ 𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝐶𝑧! + 𝐺𝑥 + 𝐻𝑦 +
𝐼𝑧 + 𝐽 = 0 

 

หลักการเขียนกราฟของพื Hนผิว 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 

F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 

t.พิจารณาขอบเขตของรูป 

วธีิการเขียนกราฟของพื Hนผิว 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต 

 

 

 

 

 

F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

 

 

 

 

 

 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 

 การสมมาตรของพื 'นผิวอาศยับทนิยามของการสมมาตรของจดุ d จดุโดยเทียบกบัจดุ เส้นตรง และระนาบตอ่ไปนี ' 

บทนิยาม 

i.จดุ 𝐴	และจดุ 𝐵 จะสมมาตรกบัจดุ 𝑃 กต่็อเมื?อ จดุ 𝑃 เป็นจดุกึGงกลางของสว่นของเส้นตรงทีGเชืGอมจดุ 𝐴	และจดุ 𝐵 

d.จดุ 𝐴	และจดุ 𝐵 จะสมมาตรกบัเส้นตรง 𝐿 กต่็อเมื?อ เส้นตรง 𝐿 แบง่ครึGงและตั 'งฉากกบัสว่นของเส้นตรงทีGเชืGอมจดุ 𝐴	

และจดุ 𝐵 

F.จดุ 𝐴	และจดุ 𝐵 จะสมมาตรกบัระนาบ 𝑇 กต่็อเมื?อ ระนาบ 𝑇 แบง่ครึGงและตั 'งฉากกบัสว่นของเส้นตรงทีGเชืGอมจดุ 𝐴	 

และจดุ 𝐵 
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v สมการพื 'นผิว 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 จะสมมาตรกบัจดุกําเนิด ถ้าหากวา่ 𝐹(−𝑥,−𝑦,−𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

v สมการพื 'นผิว 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

• สมมาตรกบัแกน  𝑥 ถ้าหากวา่ 

   𝐹(𝑥,−𝑦,−𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
• สมมาตรกบัแกน  𝑦 ถ้าหากวา่ 

   𝐹(−𝑥, 𝑦, −𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
• สมมาตรกบัแกน  𝑧 ถ้าหากวา่ 

   𝐹(−𝑥,−𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

v สมการพื 'นผิว 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 จะสมมาตรกบั 

• ระนาบ 𝑥𝑦 ถ้าหากวา่ 

 	𝐹(𝑥, 𝑦, −𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
• ระนาบ 𝑥𝑧 ถ้าหากวา่ 

 	𝐹(𝑥, −𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
• ระนาบ 𝑦𝑧 ถ้าหากวา่ 

 	𝐹(−𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

 

t.พิจารณาขอบเขตของรูป 

 พิจารณาจากโดเมนของฟังก์ชนั 

 วงรี (วงกลม)  สมการมาตรฐาน คือ 

 $!

%!
+ &!

'!
= 1  โดยทีG 𝑎, 𝑏 > 0 

กราฟของวงรี (วงกลม) 

 
 

 

หมายเหตุ ถ้า 𝑎 = 𝑏 แล้ว 

       หรือ 
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พาราโบลา  สมการมาตรฐาน คือ 

𝑦! = ±4𝑝𝑥  หรือ  𝑥! = ±4𝑝𝑦   
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ไฮเพอร์โบลา  สมการมาตรฐาน คือ 

$!

%!
− &!

'!
= 1  หรือ &

!

%!
− $!

'!
= 1   

โดยทีG 𝑎, 𝑏 > 0  กราฟของไฮเพอร์โบลา 

 

𝑥!

𝑎!
−
𝑦!

𝑏!
= 1 

𝑦!

𝑎!
−
𝑥!

𝑏!
= 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 2.3 จงวาดกราฟของพื 'นทีGผิว 𝑧 = 𝑦! + 1  

วธีิทาํ 
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H.สมการพื Aนผิวกาํลังสอง รูปมาตรฐาน 
 ทรงรี(Ellipsoid) 

 รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 𝐷   เมืGอ  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 > 0 

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
+ &!

'!
+ (!

)!
= 1  เมืGอ  𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 

พิจารณา $
!

%!
+ &!

'!
+ (!

)!
= 1 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

 

 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 
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F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

หมายเหตุ ถ้า 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 แล้ว 
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ไฮเพอร์โบลอยด์หนึ?งชั Hน (Hyperboloid of one sheet) 

รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍! = 𝐷   

หรือ  𝐴𝑥! − 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 𝐷   

หรือ  −𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 𝐷   

 เมืGอ  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 > 0 

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
+ &!

'!
− (!

)!
= 1  

 หรือ $
!

%!
− &!

'!
+ (!

)!
= 1 

 หรือ − 𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
+

𝑧2

𝑐2
= 1 

 เมืGอ  𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 

 

พิจารณา $
!

%!
+ &!

'!
− (!

)!
= 1 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 
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2. หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 
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4. ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข้อสังเกต กราฟไฮเพอร์โบลอยด์หนึGงชิ 'นจะสงูตามแกนทีGมีเครืGองหมายข้างหน้าเป็นลบ 
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             ไฮเพอร์โบลอยด์สองชิ Hน (Hyperboloid of two sheets) 

รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! − 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍! = 𝐷   

หรือ  −𝐴𝑥! − 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 𝐷   

หรือ  −𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍! = 𝐷   

 เมืGอ  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 > 0 

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
− &!

'!
− (!

)!
= 1  

 หรือ − 𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
+

𝑧2

𝑐2
= 1 

 หรือ − 𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
−

𝑧2

𝑐2
= 1 

 เมืGอ  𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 

 

พิจารณา − 𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
+

𝑧2

𝑐2
= 1 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 
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F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข้อสังเกต กราฟไฮเพอร์โบลอยด์สองชิ 'น จะมีจดุเกาะตามแกนทีGมีเครืGองหมายข้างหน้าเป็นบวก 
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 กรวยเชงิวงรี (Elliptic Cone) 

รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍! = 0   

หรือ  𝐴𝑥! − 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 0   

หรือ  −𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 0   

 เมืGอ  𝐴, 𝐵, 𝐶 > 0 

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
+ &!

'!
= (!

)!
  

 หรือ $
!

%!
+ (!

)!
= &!

'!
 

 หรือ &
!

'!
+ (!

)!
= $!

%!
 

 เมืGอ  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 

 

พิจารณา $
!

%!
+ &!

'!
= (!

)!
 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 
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F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

 

 

 

 

 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 
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พาราโบลอยด์เชงิวงรี (Elliptic Paraboloid) 

รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍 = 0  เมืGอ  𝐴, 𝐵 > 0	, 𝐶 ≠ 0 

หรือ  𝐴𝑥! − 𝐵𝑦 + 𝑐𝑍! = 0    เมืGอ  𝐴, 𝐶 > 0	, 𝐵 ≠ 0 

หรือ  −𝐴𝑥 + 𝐵𝑦! + 𝑐𝑍! = 0    เมืGอ  𝐵, 𝐶 > 0	, 𝐴 ≠ 0 
  

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
+ &!

'!
= 𝑐𝑧				; 𝑎, 𝑏 > 0	, 𝑐 ≠ 0  

 หรือ $
!

%!
+ (!

)!
= 𝑏𝑦		; 𝑎, 𝑐 > 0, 𝑏 ≠ 0 

 หรือ &
!

'!
+ (!

)!
= 𝑎𝑥		; 𝑏, 𝑐 > 0, 𝑎 ≠ 0 

 

พิจารณา $
!

%!
+ &!

'!
= 𝑧 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

 

 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 

 

s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 
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ไฮเพอร์โบลกิพาราโบลอยด์ (Hyperbolic Paraboloid) หรือรูปอานม้า 

รูปสมการทัGวไปคือ  𝐴𝑥! − 𝐵𝑦! − Cz = 0  เมืGอ  𝐴, 𝐵 > 0	, 𝐶 ≠ 0 

หรือ  𝐴𝑥! − By − 𝑐𝑍! = 0    เมืGอ  𝐴, 𝐶 > 0	, 𝐵 ≠ 0 

หรือ  −𝐴𝑥 + 𝐵𝑦! − 𝑐𝑍! = 0    เมืGอ  𝐵, 𝐶 > 0	, 𝐴 ≠ 0 
  

 หรือรูปมาตรฐานคือ  $
!

%!
− &!

'!
= 𝑐𝑧				; 𝑎, 𝑏 > 0	, 𝑐 ≠ 0  

 หรือ $
!

%!
− (!

)!
= 𝑏𝑦		; 𝑎, 𝑐 > 0, 𝑏 ≠ 0 

 หรือ &
!

'!
− (!

)!
= 𝑎𝑥		; 𝑏, 𝑐 > 0, 𝑎 ≠ 0 

 

พิจารณา 𝑧 = $!

%!
− &!

'!
 

i.หารอยตดั (Traces) บนระนาบพิกดัฉาก (ระนาบ 𝑥𝑦, ระนาบ 𝑦𝑧, ระนาบ 𝑥𝑧 ) 

 

 

 

 

 

 

d.หารอยตดัในแนวขนานกบัระนาบโคออร์ดเินต (Coordinate planes) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F.หาสว่นจดุตดับนแกน 𝑥 แกน 𝑦 และแกน 𝑧 
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s.ทดสอบสมมาตรของพื 'นผิว 
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ทรงกระบอก (Cylinders) 

 ถ้าสมการพื 'นผิว คือ 𝐴𝑥! + 𝐵𝑦! + 𝐶𝑧! + 𝐺𝑥 + 𝐻𝑦 + 𝐼𝑧 + 𝐽 = 0 มีตวัแปรตวัหนึGงหายไป เรียกพื 'นผิวนี '

วา่ ทรงกระบอก ซึGงหน้าตดัขวางเป็นรูปเส้นโค้งตามสมการทีGปรากฏและขนานกบัแกนของตวัแปรทีGหายไป เชน่ 

𝑥! + 𝑦! = 𝑎!		; 𝑎 > 0 

ภาคตดัขวางบนระนาบ 𝑥𝑦 คือวงกลมรัศมี 𝑎 หนว่ย จดุศนูย์กลางอยูที่Gจดุกําเนิดและในสมการตวัแปร 𝑧 หายไป ดงันั 'น

พื 'นผิวเป็นทรงกระบอกกลมขนานกบัแกน 𝑧 ดงัรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทรงกระบอกตา่งๆทีGพบบอ่ย คือ  

ทรงกระบอกกลม มีสมการเป็น 

 

 

 

 

ทรงกระบอกรี มีสมการเป็น 

 

 

 

ทรงกระบอกพาราโบลกิ มีสมการเป็น 

 

 

 

 

 

 

ทรงกระบอกไฮเพอร์โบลกิ มีสมการเป็น 
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จงวาดกราฟพื 'นผิวสามมิต ิและบอกชืGอพื 'นผิว 

1)	3𝑥 + 2𝑦 + 10𝑧 = 30 

 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)	𝑦! − 9𝑥! − 4𝑧! + 36 = 0 

 

วธีิทาํ 
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H. การเลื$อนแกนทางขนานในปริภมิูสามมิต ิ

 การเลืGอนแกนทางขนานหรือการย้ายแกนจะหมายถงึ การเลืGอนแกนในพิกดั 𝑥𝑦𝑧 ไปเป็นระบบพิกดัใหม ่𝑥0𝑦0𝑧0 

โดยทีGจดุกําเนิด 𝑜! ย้ายไปทีGจดุ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (ℎ, 𝑘, 𝑙) 

ดงัรูป 

 

 
ตวัอย่าง 2.4 จงวาดภาพพื 'นผิวของ  

1)	4𝑥! − 4𝑦! − 9𝑧! + 8𝑥 − 54𝑧 = 113 

2)	𝑥! + 𝑦! + 𝑧! − 4𝑧 = 0 

3)	𝑥! + 𝑦! = 9 

4)	𝑥 = 1 + 𝑦! + 𝑧! 

5)	𝑧 = 1 − I𝑥! + 𝑦! 

 

วธีิทาํ 
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K. ระบบพกัิดทรงกระบอก 

 จากระบบพิกดัฉากเราแทนจดุในปริภมูิสามมิตด้ิวย 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) แตใ่นระบบพิกดัทรงกระบอกเราจะแทนจดุด้วย

สญัลกัษณ์ 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑧)  

โดยทีG  𝑟  เป็นระยะจากจดุกําเนิดถงึจดุ 𝑃0	ซึGงเป็นภาพฉายของจดุ  𝑃 บนระนาบ 𝑥𝑦 

          𝜃  เป็นมมุวดัจากแกน 𝑜" ไปยงัเส้นตรง 𝑂𝑃0 บนระนาบ 𝑥𝑦 

      |𝑧| เป็นระยะตั 'งฉากจากจดุ  𝑃 ถงึระนาบ 𝑥𝑦  โดย 𝑟 ≥ 0 และ 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

 

 
 

 ดงันั 'นเราจะได้ความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปร 𝑥, 𝑦, 𝑧 ในระบบพิกดัฉาก และตวัแปร 𝑟, 𝜃, 𝑧 ในระบบพิกดั

ทรงกระบอกดงัตอ่ไปนี ' 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃	, 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃	, 𝑧 = 𝑧 

หรือ 

𝑟! = /𝑥! + 𝑦!	, 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 3
𝑦
𝑥4 , 𝑧 = 𝑧 

 

ตวัอย่าง 2.5 จงแสดงตําแหนง่ของจดุ h1, 1
2
, 5i 
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ตวัอย่าง 2.6 จงเปลีGยนสมการ 𝑧 = 3𝑥! + 3𝑦! ให้เป็นสมการในระบบพิกดัทรงกระบอก 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 2.7 จงเปลีGยนสมการ 𝑥! + 𝑦! = 8𝑦 ให้เป็นสมการในระบบพิกดัทรงกระบอก 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 2.8 จงเปลีGยนสมการ 𝑟 = 4𝑠𝑖𝑛𝜃  ให้เป็นสมการในระบบพิกดัฉาก 

วธีิทาํ 
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L. ระบบพกัิดทรงกลม 

จากระบบพิกดัฉากเราแทนจดุในปริภมูิสามมิตด้ิวย 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) แตใ่นระบบพิกดัทรงกระบอกเราจะแทนจดุด้วย

สญัลกัษณ์ 𝑃(𝜌, 𝜃, ∅) แทน 

โดยทีG  𝜌  เป็นระยะจากจดุกําเนิดถงึจดุ 𝑃  

         𝜃  เป็นมมุวดัจากแกน 𝑥 ไปยงัเส้นตรง 𝑂𝑃0 ซึGงเป็นภาพฉายของเส้นตรง 𝑂𝑃 บนระนาบ 𝑥𝑦 

        ∅  เป็นมมุวดัจากแกน 𝑧 ไปยงัเส้นตรง 𝑂𝑃   โดย 𝜌 ≥ 0	, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 และ 0 ≤ ∅ ≤ 𝜋 

 

 
 

ตวัแปร 𝑥, 𝑦, 𝑧 ในระบบพิกดัฉาก มีความสมัพนัธ์กบัตวัแปร 𝜌, 𝜃, ∅ ในระบบพิกดัทรงกลมดงัตอ่ไปนี ' 

𝑥 = 𝜌𝑠𝑖𝑛∅𝑐𝑜𝑠𝜃	, 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛∅𝑠𝑖𝑛𝜃	, 𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠∅ 

หรือ 

𝜌 = I𝑥! + 𝑦! + 𝑧!	, 𝑐𝑜𝑠∅ =
𝑧

I𝑥! + 𝑦! + 𝑧!	
	 , 𝑡𝑎𝑛𝜃 =

𝑦
𝑥

 

 

ตวัอย่าง 2.9 จงแสดงตําแหนง่ของจดุ h3, 1
3
, 1
2
i 
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ตวัอย่าง 2.10 จงเปลีGยนสมการ 𝑧 = I3(𝑥! + 𝑦!) ให้เป็นสมการในระบบพิกดัทรงกลม 

วธีิทาํ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 2.11 จงเปลีGยนสมการ 𝜌 = 2𝑐𝑜𝑠∅  ให้เป็นสมการในระบบพิกดัฉาก 

วธีิทาํ 

 

 


