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ก 

 

ค ำน ำ  
 

 เอกสารประกอบการเรยีนรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร ์(Principle of Mathematics) เลม่นี ้ 
 เป็นสว่นหนึ่งของหลกัสตูรครุศาสตรบณัฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตร ์(4 ปี ) หลกัสตูรปรบัปรุง พ.ศ. 2566  
โดยมีวตัถปุระสงคเ์พื่อเป็นแหลง่เรยีนรูเ้ก่ียวกบัหลกัการคณิตศาสตร ์ประกอบไปดว้ยธรรมชาตแิละ
โครงสรา้งทางคณิตศาสตร ์ตรรกศาสตร ์และระเบียบวธีิพิสจูนแ์ละการใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรเ์ก่ียวกบั
จ านวน เซต ความสมัพนัธ ์ฟังกช์นั เพื่อประยกุตใ์ชก้ารพิสจูนใ์นการศกึษาทางคณิตศาสตรข์ัน้ตอ่ไป ผูเ้ขียน
ไดแ้บง่เนือ้หาออกเป็น 7 บท ประกอบไปดว้ย 
  บทท่ี 1 ธรรมชาตแิละโครงสรา้งของคณิตศาสตร ์
  บทท่ี 2 ตรรกศาสตร ์
  บทท่ี 3 ระเบยีบวิธีพิสจูน ์

บทท่ี 4 หลกัอปุนยัทางคณิตศาสตร ์
  บทท่ี 5 เซตเบือ้งตน้ 
  บทท่ี 6 ความสมัพนัธ ์
  บทท่ี 7 ฟังกช์นั 
  บทท่ี 8 จ านวนจรงิ 

ผูเ้ขียนหวงัวา่เอกสารประกอบการสอนเลม่นีจ้ะเป็นประโยชนก์บัผูอ้า่นท่ีจะน าไปใชป้ระกอบการ
เรยีนในการเรยีนรายวิชาหลกัการคณิตศาสตรไ์ด ้
 
              ผูจ้ดัท า 
                                                                                                  ช่อเอือ้ง อทุิตะสาร 
                                                                                                          2566 
  
 
 
 
 
 
 
 
 



ข 

 

สำรบัญ 
  หน้ำ 
ค ำน ำ  ก 
สำรบัญ  ข 
ค ำอธิบำยรำยวิชำ  ง 
ก ำหนดกำรสอน  จ 
บทที ่1 ธรรมชำตแิละโครงสร้ำงของคณิตศำสตร ์  
 ธรรมชาติของคณิตศาสตร ์ 1 
 โครงสรา้งของคณิตศาสตร ์ 2 
 ระบบคณิตศาสตร ์ 3 
 ปฏิทรรศน ์ (Paradox) 4 
บทที ่2 ตรรกศำสตร ์  
 ประพจน ์ 8 
 การหาคา่ความจรงิท่ีมีประพจนเ์ป็นตวัเช่ือม 11 
 สจันิรนัดร ์ 14 
 สมมลูเชิงตรรกศาสตร ์ 15 
 กฏตรรกศาสตร ์ 16 
 การอา้งเหตผุล 18 
 ตวับง่ปรมิาณ 26 
บทที ่3 กำรพสูิจน ์  
 การพิสจูนต์รง 28 
 การพิสจูนแ์ยง้สลบัท่ี 29 
 การพิสจูนป์ระพจนท่ี์มีเง่ือนไขสองทาง 31 
 การพิสจูนป์ระพจน ์  p q r   32 
 การพิสจูนป์ระพจน ์  p q r   33 
 การพิสจูนโ์ดยแจกแจงกรณี 35 
 การพิสจูนโ์ดยขอ้ขดัแยง้ (วิธีทางออ้ม) 36 
 การพิสจูนป์ระพจนซ์ึง่เป็นไปไดอ้ยา่งเดียว 38 
 การพิสจูนว์า่ไมมี่ 38 

 



ค 

 

 สำรบัญ (ต่อ) หน้ำ 

บทที ่4 หลักอุปนัยทำงคณิตศำสตร ์  
 การพิสจูนโ์ดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์ 40 
   
   

บทที ่5 เซตเบือ้งตน้  
 สญัลกัษณแ์ละการเขียนเซต 44 
 การเท่ากนัของเซต 46 
 เซตจ ากดัและเซตอนนัต ์ 48 
 เซตยอ่ย 50 
 เซตก าลงั 52 
 การด าเนินการของเซต 55 
 แผนภาพของเวนนแ์ละออยเลอร ์ 57 
 จ านวนสมาชิกของเซตจ ากดั 62 
บทที ่6 ควำมสัมพันธ ์  
 คูอ่นัดบั 66 
 คารที์เซียนหรอืผลคณูไขว ้ 67 
 ความสมัพนัธ ์ 71 
 โดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธ ์ 72 
 กราฟของความสมัพนัธ ์ 75 
 ความสมัพนัธผ์กผนั 79 
บทที ่7 ฟังกชั์น  
 บทนิยามฟังกช์นั 85 
 ฟังกช์นัหนึง่ตอ่หนึง่ทั่วถึง 86 
 ฟังกช์นัผกผนั 89 
 ฟังกช์นัประกอบ 91 
 พีชคณิตของฟังกช์นั 93 
 ฟังกช์นัท่ีควรทราบเพิ่มเตมิ 95 
   
   



ง 

 

 สำรบัญ (ต่อ) หน้ำ 

บทที ่8 จ ำนวนจริง  
 สจัพจนส์นาม 101 
 ทฤษฎีบทพืน้ฐานส าหรบัจ านวนจรงิ 101 
 ช่วง 103 
 สจัพจนค์วามบรบิรูณ ์ 104 
 สมการและการแกอ้สมการ 106 
 สมการและอสมการคา่สมับรูณ ์ 109 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



จ 

 

ค ำอธิบำยรำยวิชำ 
 
 (ภาษาไทย)    ธรรมชาติและโครงสรา้งทางคณิตศาสตร ์ตรรกศาสตร ์ระเบียบวิธีพิสจูน ์ 

การให ้เหตผุลทางคณิตศาสตรเ์ก่ียวกบัจ านวน เซต ความสมัพนัธ ์ฟังกช์นั และ

ประยกุตใ์ชก้ารพิสจูนใ์นการศกึษาทางคณิตศาสตร ์ 

(ภาษาองักฤษ)  Nature and structure of mathematics; logic; methods of proof; 

mathematical   reasoning on numbers, set, relations and functions; 

applying in mathematics education. 

 

จุดมุ่งหมำยของรำยวิชำ 

 1. เพื่อใหน้กัศกึษามีความรูค้วามเขา้ใจเก่ียวกบัธรรมชาติและโครงสรา้งทางคณิตศาสตร ์

ตรรกศาสตร ์ระเบียบวิธีพิสจูน ์การใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรเ์ก่ียวกบัจ านวน เซต ความสมัพนัธ ์ฟังกช์นั 

 2. เพื่อใหน้กัศกึษาจดัการเรยีนรูค้ณิตศาสตร ์โดยประยกุตใ์ชก้ารพิสจูนใ์นการศกึษาทาง

คณิตศาสตร ์

3. เพื่อให้นักศึกษาตระหนักถึงความส าคัญของธรรมชาติและโครงสรา้งทางคณิตศาสตร ์

ตรรกศาสตร ์ระเบียบวิธีพิสจูน ์การใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตร ์

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ฉ 

 

ก ำหนดกำรสอน 
หลักกำรคณิตศำสตร ์Principle of Mathematics (MAI1301) 

สอนโดย อ.ดร.ช่อเอือ้ง อทุิตะสาร 
 

สัปดำหท์ี ่ หวัข้อ/รำยละเอียด 
จ ำนวน(ชม.) กิจกรรมกำรเรียน 

กำรสอน/ส่ือทีใ่ช้ 
กำร
ประเมินผล บรรยาย ปฏิบตัิ 

1 
 

ปฐมนิเทศการเรยีนรู ้ 
-แนะน ารายวชิา 
-วิธีวดัและประเมินผล 
-ภาระงาน 
 
 
 

2 2 รูปแบบการสอน; ออนไลน ์ผ่าน 
Zoom รว่มกบัโปรแกรมและ
แอพพลเิคชั่นเพ่ือการจดัการเรยีนรู ้
ตา่งๆ ไดแ้ก่ Google form , Padlet, 
Kahoot , Quizizz, 
Polleverywhere, Google 
Jambord, Line เป็นตน้ 
- มคอ.3  
- แบบทดสอบความรูพ้ืน้ฐาน 
- แบบวิเคราะหรู์ปแบบการเรยีนรู ้
- เอกสารประกอบการสอน 

การทดสอบ
ก่อนเรยีน 
ประเมินโดย
ครูผูส้อน 

2 
 

ตรรกศาสตร ์
-การเช่ือมประพจน ์การหา
คา่ความจรงิของประพจน ์
สมมลูตรรกศาสตร ์สจันิ
รนัดร ์

2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand  
2. แหลง่เรยีนรู;้ คลิปการสอน 
เว็บไซตป์ระจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน  
3. กิจกรรม; แบบฝึกหดัสมมลู
ตรรกสศาสตร ์สจันิรนัดร ์

1.การ
ทดสอบหลงั
เรยีน 
2.การ
สงัเกตโดย
ใชแ้บบ
สงัเกต 
3.การ
ประเมินผล
งาน/ชิน้งาน
โดยใชแ้บบ
ประเมิน
แบบรูบรคิ 

3 
 

ตรรกศาสตร ์
-การอา้งเหตผุล 

2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand  
2. แหลง่เรยีนรู;้ คลิปการสอน 
เว็บไซตป์ระจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
แบบฝึกหดัการอา้งเหตผุล 



ช 

 

สัปดำหท์ี ่ หวัข้อ/รำยละเอียด 
จ ำนวน(ชม.) กิจกรรมกำรเรียน 

กำรสอน/ส่ือทีใ่ช้ 
กำร
ประเมินผล บรรยาย ปฏิบตัิ 

ประเมินโดย
ครูผูส้อน 
 

4 
 

ทบทวนบทเรยีนดว้ยตนเอง - 4 1. รูปแบบการสอน; On Demand 
2. แหลง่เรยีนรู;้ คลิปการสอน 
เว็บไซตป์ระจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
ทบทวนความรูก้่อนสอบ 

-การสะทอ้น
คิด ผลท่ีได้
จากการ
เรยีนรู ้
-ประเมนิ
ดว้ยตนเอง 

5 
 

การพิสจูน ์ 
-การพิสจูนท์างตรง 
-การพิสจูนป์ระพจนเ์ลือก 
-การพิสจูนแ์ยง้สลบัท่ี 
-การพิสจูนป์ระพจนท่ี์มี
เง่ือนไขสองทาง 

2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand 2. แหลง่
เรยีนรู;้ คลิปการสอน เว็บไซต์
ประจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
แบบฝึกหดัการพิสจูนท์างตรง 

 

6 
 

การพิสจูน ์ 
-การพิสจูนโ์ดยขอ้ขดัแยง้ 
(วิธีทางออ้ม) 
(Contradiction Proof) 
-การพิสจูนป์ระพจนซ์ึง่
เป็นไปไดอ้ยา่งเดียว 
(Uniqueness Proofs) 
-การพิสจูนข์อ้ความท่ีเป็น
เท็จ 

2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand 2. แหลง่
เรยีนรู;้ คลิปการสอน เว็บไซต์
ประจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
แบบฝึกหดัการพิสจูนท์างออ้ม 

1.การ
ทดสอบหลงั
เรยีน 
2.การ
สงัเกตโดย
ใชแ้บบ
สงัเกต 
3.การ
ประเมินผล
งาน/ชิน้งาน
โดยใชแ้บบ
ประเมิน
แบบรูบรคิ 

7 
 

หลกัอปุนยัทางคณิตศาสตร ์ 2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand 2. แหลง่
เรยีนรู;้ คลิปการสอน เว็บไซต์
ประจ ารายวิชา เอกสาร



ซ 

 

สัปดำหท์ี ่ หวัข้อ/รำยละเอียด 
จ ำนวน(ชม.) กิจกรรมกำรเรียน 

กำรสอน/ส่ือทีใ่ช้ 
กำร
ประเมินผล บรรยาย ปฏิบตัิ 

ประกอบการสอน 3. กิจกรรม;
แบบฝึกหดัอปุนยัทางคณิตศาสตร ์

ประเมินโดย
ครูผูส้อน 

8 
 

สอบระหวา่งภาค 3 - การทดสอบแบบออนไซตท่ี์
มหาวิทยาลยั 

การทดสอบ  
ประเมินโดย
ครูผูส้อน 

9-10 เชต 
 

2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand 2. แหลง่
เรยีนรู;้ คลิปการสอน เว็บไซต์
ประจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม;
แบบฝึกหดัเซต 

 

11-12 ความสมัพนัธ ์ 2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand 2. แหลง่
เรยีนรู;้ คลิปการสอน เว็บไซต์
ประจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
แบบฝึกหดัความสมัพนัธ ์

1.การ
ทดสอบหลงั
เรยีน 
2.การ
สงัเกตโดย
ใชแ้บบ
สงัเกต 
3.การ
ประเมินผล
งาน/ชิน้งาน
โดยใชแ้บบ
ประเมิน
แบบรูบรคิ 
ประเมินโดย
ครูผูส้อน 

13-15 ฟังกช์นั 2 
2 

2 
2 

1. รูปแบบการสอน; On-site/ 
Online/ On Demand  
2. แหลง่เรยีนรู;้ คลิปการสอน 
เว็บไซตป์ระจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน  
3. กิจกรรม; แบบฝึกหดัฟังกช์นั 

15 การน าเสนอผลงาน 2 2 1. รูปแบบการสอน; On-site  
2. แหลง่เรยีนรู;้ เว็บไซตป์ระจ า
รายวิชา เอกสารประกอบการสอน 
ผลงาน/ชิน้งาน 
3. กิจกรรม; การน าเสนอผลงาน 



ฌ 

 

สัปดำหท์ี ่ หวัข้อ/รำยละเอียด 
จ ำนวน(ชม.) กิจกรรมกำรเรียน 

กำรสอน/ส่ือทีใ่ช้ 
กำร
ประเมินผล บรรยาย ปฏิบตัิ 

ชิน้งาน 
16 ทบทวนบทเรยีนดว้ยตนเอง   1. รูปแบบการสอน; On Demand 

2. แหลง่เรยีนรู;้ คลิปการสอน 
เว็บไซตป์ระจ ารายวิชา เอกสาร
ประกอบการสอน 3. กิจกรรม; 
ทบทวนความรูก้่อนสอบ 

-การสะทอ้น
คิด ผลท่ีได้
จากการ
เรยีนรู ้
-ประเมนิ
ดว้ยตนเอง 

17 สอบปลายภาค 3 - การทดสอบแบบออนไซตท่ี์
มหาวิทยาลยั 

การทดสอบ  
ประเมินโดย
ครูผูส้อน 

 

กำรใหค้ะแนน 

Test1-4 Midterm Project Attendance Final Total 

20 30 10 10 30 100 
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 บททีÉ ř  
ธรรมชาตแิละโครงสร้างของคณิตศาสตร ์

คณิตศาสตรมี์บทบาทสาํคญัตอ่ชีวิตขอบมนษุยเ์ป็นอนัมาก มนษุยเ์ริÉมเรียนรูแ้นวคิดทาง
คณิตศาสตรจ์ากสภาพแวดลอ้มหรือธรรมชาตแิลว้นาํไปสู่การสรุปเป็นกฎเกณฑต์า่ง ๆ ซึÉงสามารถ
นาํไปใชป้ระโยชนใ์นชีวิตประจาํวนัได ้คนสว่นใหญ่ทีÉไมไ่ดเ้กีÉยวขอ้งกบัคณิตศาสตรโ์ดยตรงมกัจะ
เขา้ใจวา่คณิตศาสตรเ์ป็นเรืÉองของตวัเลขและการคิดคาํนวณเทา่นัÊน   ซึÉงแทที้Éจรงิแลว้คณิตศาสตร์
เป็นเรืÉองทีÉหมายรวมไปถึงการแกปั้ญหาและการใชเ้หตผุลดว้ย คณิตศาสตรน์บัเป็นเครืÉองมือทีÉ
สาํคญัในการศกึษาคน้ควา้สรา้งองคค์วามรูใ้นศาสตรอื์Éน ๆ และคิดคน้สิÉงประดิษฐ์ตา่ง ๆ ดงันัÊนใน
การศกึษาวิชาคณิตศาสตรจ์ึงจาํเป็นจะตอ้งรูแ้ละเขา้ใจเกีÉยวกบัธรรมชาตขิองคณิตศาสตรเ์พืÉอ
ประโยชนใ์นการเลือกวิธีทีÉจะศกึษาใหเ้หมาะสมและสอดคลอ้งกบัธรรมชาตขิองคณิตศาสตร  ์

 
1. ธรรมชาตขิองคณิตศาสตร ์

นกัการศกึษาทางคณิตศาสตรไ์ดส้รุปประเดน็ธรรมชาตขิองคณิตศาสตรที์Éสาํคญัๆ ไวด้งันี Ê 
1.1 คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาทีÉเกีÉยวกับความคิดรวบยอด 
  ในวิชาคณิตศาสตรมี์การสรา้งความคิดตา่ง ๆ ขึ ÊนซึÉงความคดิเหล่านี Êไดม้าจาก

การสรุปความคิดเห็นทีÉเหมือนๆ กนั ซึÉงอาจจะไดจ้ากประสบการณห์รือปรากฏการณต์า่ง ๆทีÉ
เกิดขึ Êนเรียกวา่ ความคิดรวบยอด เชน่ ความคดิรวบยอดเกีÉยวกบัเรืÉองการเทา่กนัของจาํนวน รูป
สีÉเหลีÉยม จตัรุสั การเท่ากนัทกุประการ เป็นตน้ ซึÉงในแตล่ะเนื Êอหาของวิชาคณิตศาสตรเ์มืÉอผูเ้รียน
ไดศ้กึษาแลว้จะตอ้งเกิดความคดิรวบยอดขึ Êนในเนื ÊอหานัÊน ๆ จงึจะเกิดประโยชน  ์

1.2 คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาทีÉแสดงความเป็นเหตุเป็นผล 
  คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาทีÉมีการแสดงแนวคดิอยา่งเป็นระบบ เป็นขัÊนตอน  การสรุป

ในแตล่ะขัÊนตอนจะตอ้งมีการอา้งอิงเหตผุลอย่างสมเหตสุมผล  ทกุขัÊนตอนในแตล่ะเนื Êอหาจะเป็น
เหตเุป็นผลตอ่กนั  มนษุยจ์งึสามารถใชค้ณิตศาสตรเ์ป็นเครืÉองมือในการศกึษาคน้ควา้องคค์วามรู้
ใหม ่ๆ และคิดคน้สิÉงประดษิฐ์ตา่งๆ ได ้

1.3 คณิตศาสตรม์ีลักษณะเป็นภาษาสากล   
ในวิชาคณิตศาสตรจ์ะมีการกาํหนดสญัลกัษณข์ึ Êนใชเ้พืÉอสืÉอความความหมาย ซึÉงทาํให้

สามารถเขียนขอ้ความทางคณิตศาสตรไ์ดร้ดักมุ ชดัเจน  สืÉอความหมายไดถ้กูตอ้ง  เกิดความ
เขา้ใจตรงกนั จงึนบัไดว้า่คณิตศาสตรมี์ภาษาเฉพาะของตวัเอง เป็นภาษาทีÉทกุคนทีÉเรียน
คณิตศาสตรเ์ขา้ใจตรงกนั  

1.4 คณิตศาสตรเ์ป็นศิลปะอย่างหนึÉง  
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ตรรกศาสตร ์

สรุปในนามรูปธรรม 

ประยกุตใ์ช ้

 
 
 
 
 

ธรรมชาติ 

แบบจาํลองทางคณิตศาสตร ์
คาํอนิยาม 
บทนิยาม 

สจัพจนห์รอืขอ้ตกลง 

กฏหรอืทฤษฎีบท 

  ในการศกึษาวิชาคณิตศาสตรน์ัÊน  นกัคณิตศาสตรน์อกจจากจะเป็นนกัคิดแลว้ 
จาํเป็นตอ้งเป็นผูที้มีจินตนาการ ชา่งสงัเกต  มีความละเอียดรอบคอบ รูจ้กัเลือกคาํอนิยาม  บท
นิยาม สจัพจน ์และทฤษฎีบทมาใชไ้ดอ้ยา่งถกูตอ้ง ตามลาํดบัก่อนหลงั พรอ้มทัÊงการใหเ้หตผุล
อยา่งสมเหตสุมผล รวมถึงการถ่ายทอดสิÉงทีÉพิสจูนไ์ดแ้ลว้ออกมาอย่างมีระบบระเบียบ  เป็นขัÊนเป็น
ตอนอยา่งชดัเจน   พอจะสรุปไดว้า่ความงามของคณิตศาสตรอ์ยูที่Éความมีระเบียบ ความกลมกลืน
ของแนวความคดิตลอดจนความละเอียดถีÉถว้นและรอบคอบ 

1.5 คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาทีÉมีโครงสร้าง 
  โครงสรา้งของคณิตศาสตรที์Éสมบรูณน์ัÊนมีกาํเนิดมาจากธรรมชาติ  โดยมนษุยไ์ด้

เฝา้สงัเกตความเป็นไปของธรรมชาติ  ซึÉงอาจจะเป็นทางชีววิทยา ฟิสิกส ์จิตวิทยา  เศรษฐศาสตร ์
ฯลฯ  โดยพิจารณาปัญหาตา่ง ๆ ของเนื Êอหาเหลา่นัÊน แลว้สรุปในรูปนามธรรม สรา้งแบบจาํลอง
ทางคณิตศาสตรข์องเนื ÊอหานัÊน ๆ ซึÉงแบบจาํลองทางคณิตศาสตรป์ระกอบดว้ย คาํอนิยาม คาํ
นิยาม และสจัพจน ์ จากนัÊนจงึใชต้รรกศาสตรส์รุปออกมาเป็นกฎหรือทฤษฎีบท แลว้นาํกฎหรือ
ทฤษฎีบทเหล่านี Êไปประยกุตใ์ชใ้นธรรมชาติตอ่ไป ดว้ยวิธีการดงักล่าวทาํใหม้นษุยเ์ขา้ใจความ
เป็นไปของธรรมชาตไิดดี้ยิÉงขึ ÊนและในขณะทีÉนาํกฎหรือทฤษฎีบทไปประยกุตใ์ชก้บัธรรมชาต ิ
อาจจะไดข้อ้มลูใหม ่ก่อใหเ้กิดการปรบัปรุงแกไ้ขแบบจาํลอง จนกระทัÉงอาจทาํใหไ้ดก้ฎหรือทฤษฎี
บททีÉดีกวา่เดมิ แลว้นาํไปประยกุตใ์ชก้บัธรรมชาตอีิกครัÊงหนึÉง ดงัแผนภมูิตอ่ไปนีÊ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปทีÉ 1 โครงสรา้งของคณิตศาสตร ์
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2. โครงสร้างของคณิตศาสตร ์
โครงสรา้งของคณิตศาสตรป์ระกอบดว้ย Ŝ สว่นดงันี Ê 

2.1 คาํอนิยาม  
    คาํอนิยาม  (undefined term) หมายถึงคาํทีÉไมส่ามารถใหค้าํจาํกดัความได ้แต่
สามารถเขา้ใจความหมายได ้โดยอาศยัการรบัรูจ้ากประสบการณ ์ความคุน้เคยกบัคณุสมบตัขิอง
มนั เชน่ จดุ เสน้ ระนาบ เป็นตน้ 

2.2 คาํนิยาม 
   คาํนิยาม (defined term)  หมายถึงคาํทีÉสามารถใหค้าํจาํกดัความได ้เช่น รูป
สีÉเหลีÉยม จตัรุสั วงกลม เสน้ขนาน  เป็นตน้ 

2.3 สัจพจน ์
    สจัพจน ์(postulate )   หมายถึงขอ้ความทีÉยอมรบัหรือตกลงวา่เป็นจรงิโดยไมต่อ้ง
พิสจูน ์เชน่ “เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัทีÉจดุเพียงจดุเดียวเทา่นัÊน”   “ลากเสน้ตรงใหผ้า่นจดุสองจดุทีÉ
แตกตา่งกนัไดเ้พียงเสน้เดียวเทา่นัÊน” 

2.4 ทฤษฎีบท 
    ทฤษฎีบท  (theorem)  หมายถึงขอ้ความทีÉสามารถพิสจูนไ์ดว้า่เป็นจรงิ ซึÉงในการ
พิสจูนอ์าจใชค้าํอนิยาม คาํนิยาม สจัพจน ์หรือทฤษฎีบทอืÉน ๆ ทีÉไดพ้ิสจูนม์าแลว้ เชน่ “มมุภายใน
รูปสามเหลีÉยมรวมกนัเทา่กบั 180 องศา  “เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัมมุตรงขา้มยอ่มเท่ากนั” 

 
3.  ระบบคณิตศาสตร ์

ระบบคณิตศาสตรมี์องคป์ระกอบทีÉสาํคญั 2 สว่น คือ โครงสรา้งของคณิตศาสตร ์และ
กระบวนการใหเ้หตผุล สาํหรบัโครงสรา้งของคณิตศาสตรไ์ดก้ลา่วมาแลว้ในหวัขอ้ 2 ในหวัขอ้ 3 จะ
กลา่วถึงเฉพาะกระบวนการใหเ้หตผุล 

กระบวนการใหเ้หตผุล (reasoning ) เป็นเครืÉองมือทีÉมนษุยใ์ชส้าํหรบัแสดงหาความรูใ้หม ่
ๆ โดยการนาํเอาความจรงิอยา่งใดอยา่งหนึÉงหรือหลายอยา่งในระบบ ซึÉงเรียกว่า เหตหุรือขอ้ตัÊง 
(premise) มาวิเคราะหแ์จกแจงแสดงความสมัพนัธ ์เพืÉอใหเ้กิดความจรงิอนัใหมข่ึ Êน ซึÉงเรียกวา่ ผล 
หรือ ผลสรุป หรือ ขอ้ยตุ ิ(conclusion) กระบวนการใหเ้หตผุลแบง่เป็น 2 ลกัษณะ ดงันี Ê 

1. การให้เหตุผลเชิงอุปนัย (inductive reasoning) เป็นการสรุปความรูใ้หม่ หรือ
สรุปผลการคน้หาความจรงิ โดยอาศยัขอ้สงัเกตหรือผลการทดลองจากหลาย ๆ ตวัอยา่งจากกรณี
ยอ่ย ๆ แลว้สรุปเป็นความรูแ้บบทัÉวไป ซึÉงผลสรุปทีÉไดจ้ากการใหเ้หตผุลแบบนีÊไมไ่ดถ้กูบงัคบัจาก
เหตทีุÉกาํหนดให ้เนืÉองจากเหตแุตล่ะเหตทีุÉกาํหนดใหห้รือนาํมาอา้งอิงเป็นอิสระตอ่กนั 
ตวัอยา่งการใหเ้หตผุลเชิงอปุนยั  
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ตัวอย่าง  จงหาพจนที์É  n ของ  1,3,5,7,9,……พิจารณาแตล่ะพจนข์องลาํดบัตอ่ไปนี Ê  
พจนที์É 1 คือ  1 
พจนที์É 2 คือ  3  เขียนไดเ้ป็น 1+2 
พจนที์É 3 คือ  5  เขียนไดเ้ป็น 1+2+2 
พจนที์É 4 คือ  7  เขียนไดเ้ป็น 1+2+2+2 
พจนที์É 5 คือ  9  เขียนไดเ้ป็น 1+2+2+2+2 

จากการสงัเกตจะเห็นวา่ จาํนวนของ 2 ทีÉบวกกบั 1 นอ้ยกวา่จาํนวนทีÉแสดงลาํดบัทีÉของพจนอ์ยู่ 1 
ดงันัÊน พจนที์É 100 คือ 1 บวกดว้ย 2 อีก 99 ตวั 
นัÉนคือ  พจนที์É 100 คือ  1+(99x2) = 199   
ดงันัÊน  พจนที์É n  หรือรูปแบบทัÉวไปของลาํดบั จงึหาไดจ้าก 1+(n-1)2 =2n -1 
ดงันัÊนลาํดบั 1,3,5,7,9,…………จงึเขียนเป็น  1,3,5,7,9….,2n-1 
 
โดยทัÉว ๆ ไป การใหเ้หตผุลแบบอปุนยั นิยมใชใ้นการศกึษาคน้ควา้คณุสมบตัิตา่ง ๆ ทาง

วิทยาศาสตร ์เชน่ ขอ้สรุปทีÉว่า  สารสกดัทีÉไดจ้ากสะเดาสามารถใชเ้ป็นยากาํจดัศตัรูพืชได ้ เป็น
ขอ้สรุปทีÉไดจ้ากการทดลองซํÊากนัหลาย ๆ ครัÊง แลว้ไดผ้ลการทดลองตรงกนั หรือในทาง
คณิตศาสตรจ์ะใชใ้นเรืÉองการสรา้งสจัพจน ์เชน่ เมืÉอทดลองลากเสน้ตรงสองเสน้ใหต้ดักนั จะพบวา่ 
เสน้ตรงสองเสน้จะตดักนัเพียงจดุเดียวเทา่นัÊน ไมว่า่จะทดลองลากกีÉครัÊงก็ตาม  จงึสรุปไดว้า่ 
เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัเพียงจดุเดียวเทา่นัÊน 

 
2. การให้เหตุผลเชิงนิรนัย  (deductive reasoning)  เป็นการสรุปความรูใ้หม่ หรือ

ขอ้ความจรงิใหมซ่ึÉงเรียกว่า ผลสรุปทีÉเป็นผลมาจากการนาํขอ้ความทีÉกาํหนดใหซ้ึÉงยอมรบัวา่เป็น
จรงิซึÉงเรียกวา่ เหต ุถา้เหตทีุÉกาํหนดใหบ้งัคบัใหเ้กิดผลสรุป แสดงวา่ การใหเ้หตผุลดงักลา่ว 
สมเหตุสมผล  (valid) แตถ่า้เหตทีุÉกาํหนดใหไ้มส่ามารถจะบงัคบัใหเ้กิดผลสรุปได ้แสดงวา่ การ
ใหเ้หตผุลดงักลา่ว ไม่สมเหตุสมผล (invalid) 
ตวัอยา่งการใหเ้หตผุลเชิงนิรนยั  
 เหตุ ř. นกทกุชนิดบินได ้
  Ś. เพนกวิน เป็นนกชนิดหนึÉง 
 ผลสรุป นกเพนกวินบนิได ้
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4. ปฏิทรรศน ์(Paradox) 
ปฏิทรรศน ์หรือ พาราดอ็กซ ์(Paradox) คือ ประโยคหรือกลุม่ของประโยคทีÉเป็นจรงิอย่าง

ชดัเจน แตน่าํไปสู่ความขดัแยง้ในตวัเอง หรือสถานการณที์Éอยูน่อกความคดิทัÉวไป โดยทัÉวไปแลว้
อาจเป็นไปไดว้า่ ประโยคดงักลา่วนี Êแทจ้รงิแลว้อาจไมไ่ดน้าํไปสูส่ภาวะขดัแยง้ ผลลพัธที์Éไดอ้าจ
ไมใ่ชข่อ้ขดัแยง้จรงิ ๆ หรือขอ้กาํหนดในตอนตน้อาจไมจ่รงิหรือไมส่ามารถเป็นจรงิพรอ้ม ๆ กนัได ้

 คาํว่าปฏิทรรศน ์หรือ พาราดอ็กซ ์มกัถกูใชแ้ทนทีÉไปมากบัคาํวา่ขอ้ขดัแยง้ อยา่งไรก็ตาม
แนวคิดทัÊงสองนัÊนไมเ่หมือนกนัเสียทีเดียว ในขณะทีÉขอ้ขดัแยง้ประกาศสิÉงทีÉตรงกนัขา้มกบัตวัเอง 
หลาย ๆ ปฏิทรรศน ์กลบัมีทางออกหรือคาํอธิบาย 
 
ตัวอย่างรูปภาพทีÉเกิดปฏิทรรศน ์
 

 

 

 
 

รูปทีÉ 1.2 รูปภาพทีÉเกิดปฏิทรรศน ์
ทีÉมา http://mathminton.blogspot.com/2010/11/paradox-incpetion.html  

สบืคืนเมืÉอวนัทีÉ 1 สงิหาคม 2565 
 

ตัวอย่างประโยคทีÉเป็นปฏิทรรศน ์
  1. ปัญหาว่า เราไมส่ามารถวิÉงแขง่แซงเตา่ได ้โดยตอ่ใหเ้ตา่อยูใ่ตาํแหนง่ขา้งหนา้ พิจารณา
เมืÉอเราเดนิทางไปอยูที่Éตาํแหนง่เดมิของเตา่ เตา่ก็เปลีÉยนตาํแหนง่ไปขา้งหนา้เสียแลว้ กระตา่ยจะมี
โอกาสวิÉงแซงเตา่หรือเปล่า ?   

2. ถา้เราเตมินํÊาทีละหยดๆ ลงในถงัใบหนึÉงทีÉบรรจไุวนแ์ดงไว ้ในขณะทีÉเตมินํÊาทีละหยดก็
จะมีการกวนของเหลวในถงันัÊนไปดว้ย พรอ้กบัมีก๊อกเปิดของเหลวทีÉอยูใ่นถงันัÊนออกมาใหช้ิมได ้
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ปัญหาคือเราสามารถหานํÊาหยดสดุทา้ยทีÉทาํใหข้องเหลวทีÉเราชิมเปลีÉยนรสชาตจิากไวนแ์ดงมาเป็น
นํÊาไดห้รือเปลา่??? 
  3. “A จรงิ และ A เป็นเท็จ” 
  4. “ประโยคนี Êเป็นเท็จ”– ถา้คนเป็นนกัวิÉง กาํลงัวิÉงแขง่ขนั ถา้ครุวิÉงแซงคนสดุทา้ยคณุจะ
เป็นคนทีÉเทา่ใด 
  5. มีโปรแกรมทีÉใชต้รวจสอบการหยดุของโปรแกรมรเึปล่า 
  6. “เราไมส่ามารถดึÉมเหลา้ในแกว้ทีÉละครึÉงได”้ หรือ “กดักลว้ยกินทีÉละครึÉงไมส่ามารถหมด
ทัÊงลกูได”้ 
  7. “I have found the paradox that if I love until it hurts, then there is no hurt, but 
only more love.” (แมชี่เทเรซา ) 
  8. “you cannot step twice into the same river.” ( เฮราคลิทสุ) 
  9. ขอ้อา้ง 1: จาํนวน 1 เป็นจาํนวนนอ้ย 
         ขอ้อา้ง 2: ถา้จาํนวน 1 เป็นจาํนวนนอ้ย จาํนวน 2 ก็เป็นจาํนวนนอ้ย 
         ขอ้อา้ง 3: ถา้จาํนวน 2 เป็นจาํนวนนอ้ย จาํนวน 3 ก็เป็นจาํนวนนอ้ย 

. 

. 

. 

       ขอ้อา้ง 100,000: ถา้จาํนวน 99,999 เป็นจาํนวนนอ้ย จาํนวน 100,000   
ก็เป็นจาํนวนนอ้ย 

          ขอ้สรุป: จาํนวน 100,000 เป็นจาํนวนนอ้ย 
   10. ถา้ไมมี่ทรายเลยแมแ้ตห่นึÉงเม็ด เราก็ยอ่มก่อกองทรายไมไ่ด ้หากเรามีทรายเพิÉมขึ Êนมา
อีกเพียงหนึÉงเม็ด เราก็ไมส่ามารถก่อกองทรายขึ Êนมาไดจ้ากอะไรทีÉไมใ่ชก่องทรายอยูแ่ลว้ ดงันัÊนจงึ
ไมอ่าจมีใครก่อกองทรายขึ Êนมาได ้
   11. สมมตวิ่ามีฝาแฝด 2 คน คือ ขาว และเขียว โดยทัÊงสองคนนีÊสนใจเรืÉองราวเกีÉยวกบั
อวกาศ และเมืÉอโตขึ Êนก็ไดท้าํงานในองคก์ารอวกาศทัÊงคู่ โดยขาวเฝา้ประจาํอยู่ทีÉถานีอวกาศบนโลก 
(จาํง่ายๆ แบบเกือบคลอ้งจองวา่ ‘ขาวเฝา้บา้น’) สว่นเขียวนัÊนโชคดีมีโอกาสเดนิทางไปในอวกาศ
ดว้ยยานอวกาศความเรว็สงู เพืÉอสาํรวจดาวฤกษที์Éอยูห่า่งออกไปหลายปีแสง (จาํง่ายๆ แบบคลอ้ง
จองวา่ ‘เขียวท่องเทีÉยวไป’) จากนัÊนก็กลบัมายงัโลก ( ดร.บญัชา ธนบญุสมบตั ิ) เป็นตน้ 
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ตัวอย่างสถานการณท์ีÉเกีÉยวกับปฏิทรรศน ์
1. ปัญหาของจระเข ้แมล่กูอ่อนคนหนึÉงอุม้ลกูนอ้ยไปเดินเลน่ในสวนสตัว ์ดว้ยความ

เผอเรอปลอ่ยใหจ้ระเขต้วัหนึÉงคาบลกูนอ้ยไปได ้ดว้ยความรกัลูก แมจ่งึไหวว้อนขอใหจ้ระเขส้ง่ลกู
ของตนคืนมา จระเขต้ัÊงเงืÉอนไขวา่ถา้แมเ่ดาใจมนัถกูสกัเรืÉองหนึÉงมนัจะคืนให ้มิฉะนัÊนมนัจะกินเสีย
ตอ่หนา้ตอ่ตา แมจ่งึกลา่ววา่ “ เอ็งจะไมคื่นลกูใหข้า้ “ จระเขจ้งึมาคดิดวูา่ ถา้มนักินเด็กนอ้ยเสียก็
จะตรงกบัคาํเดาของแม ่มนัจะเอาลกูทีÉไหนมาคืนใหแ้ม ่แตถ่า้มนัคืนเดก็นอ้ยใหแ้มไ่ปเสีย ก็
หมายความวา่แมเ่ดาใจมนัผิดก็มีสิทธิจะกินเดก็เพืÉอมิใหเ้สียสตัยต์อ่วาจาทีÉลัÉนออกไป จระเขจ้ะทาํ
อยา่งไรดี ชว่ยแนะนาํใหห้น่อยเถิด มนัคาบเด็กรอคาํตอบอยูจ่นเมืÉอยปากแลว้ 

2. ปัญหาของคนป่า คนป่าเผา่หนึÉงเป็นมนษุยกิ์นคน ครัÊงหนึÉงจบัเชลยมาไดค้นหนึÉง จึง
ชมุนมุกนัทาํพิธีสงัเวยแลว้ก็จะฉลองดว้ยอาหารอนัโอชะ หวัหนา้เผา่นกึสนกุขึ ÊนมาจงึลัÉนวาจากบั
เชลยวา่ “ไหนเจา้เชลยตวัดี จงพดูอะไรมาใหข้า้เสีÉยงทายหนอ่ยซิ ถา้เจา้พดูความจรงิขา้จะจดัการ
ตม้เจา้ ถา้เจา้พดูความเท็จขา้ก็จะจดัการย่างเจา้ ถา้ขา้ไม่ทาํตามคาํพดูขอใหเ้จา้หกัคอขา้เสีย” 
เชลยคนนัÊนดีใจพดูไปวา่ “ขา้จะถกูยา่ง” หวัหนา้เผา่จงึสัÉงใหย้า่ง แตแ่มม่ดทีÉอยู ่ณ ทีÉนัÊนคา้นว่า ถา้
ยา่งเขาเจา้พอ่จะหกัคอหวัหนา้เผา่เพราะเขาพดูความจริงตอ้งตม้ พ่อมดจงึคา้นวา่ “ชา้ก่อนตม้
ไมไ่ดเ้พราะถา้เอาเขาไปตม้ก็หมายความวา่เชลยพดูเท็จ ตามคาํสาบานของหวัหนา้เผ่าตอ้งจดัการ
ยา่ง มิฉะนัÊน เจา้พอ่จะหกัคอ” คนป่าเผา่นัÊนยงัปรกึษากนัอยูต่ราบเท่าทกุวนันี Êวา่จะกินเชลยคนนัÊน
ไดอ้ยา่ง ไร โดยไมใ่หเ้จา้พอ่หกัคอหวัหนา้เผา่ 

3. ปัญหาของนกัสืบ นกัสืบคนหนึÉงไปถามนายดาํวา่นายขาวเป็นคนอยา่งไร นายดาํบอก
วา่ “นายขาวโกหกเสมอ” ครัÊนมาถามนายขาววา่นายดาํเป็นคนอย่างไร นายขาวบอกวา่ “นายดาํ
พดูจรงิเสมอ” นกัสืบจะสรุปอยา่งไรเกีÉยวกบัคนทัÊงสอง 

4. ปัญหาของชา่งตดัผม ในหมูบ่า้นแหง่หนึÉงเป็นโรคเหากนัจนปราบไมไ่หว เจา้หนา้ทีÉเห็น
ทางออกทางเดียวคือ สัÉงใหทุ้กคนในหมูบ่า้นโกนผมใหห้มด เพืÉอใหแ้นใ่จ เจา้หนา้ทีÉคนนัÊนเรียกชา่ง
ตดัผมซึÉงมีอยูค่นเดียวในหมู่บา้นนัÊนกาํชบัวา่ “ใหแ้กออกสาํรวจคนในหมูบ่า้นทกุคน ถา้พบผูใ้ดไม่
โกนผมของตนเองแกตอ้งโกนให ้แตถ่า้คนไหนโกนผมของตนเองก็อยา่ไปโกนใหค้นอืÉนเป็นอนัขาด 
ถา้แกขดัคาํสัÉงนี Êแมแ้ตค่รัÊงเดียวแกจะถกูลงโทษ” ช่างตดัผมขณะนัÊนยงัไมไ่ดโ้กนผม ถา้เขาจะไม่
โกนก็จะถกูลงโทษ ถา้เขาลงมือโกนเมืÉอใดเขาก็จะตอ้งระงบัตามคาํสัÉง เพราะจะโกนใหผู้ที้Éโกนผม
ของตนเองไมไ่ด ้เขาจะทาํอย่างไรดีกบัผมของตนเองจงึจะไมข่ดัคาํสัÉงของเจา้หนา้ทีÉ 

5. ปัญหาของคนโกหก นกัศกึษาคนหนึÉงพดูขึ Êนเปรย ๆ ว่า “นกัศกึษายอ่มพดูโกหกเสมอ” 
คาํพดูของเขาเชน่นี ÊเชืÉอไดห้รือไม่ 
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6. ปัญหาของพระราชา พระราชาองคห์นึÉงทรงนกึสนกุขึ Êนมาจงึประกาศวา่ ถา้ใครสามารถ
เลา่เรืÉองโกหกใหพ้ระองคเ์ห็นวา่โกหกจรงิ ๆ ได ้พระองคจ์ะประทานทองคาํใหเ้ป็นรางวลั 1 ไห ไดมี้
คนมาเลา่เรืÉองตา่ง ๆ มากมาย พระองคก็์ตดัสินวา่อาจจะจรงิไดท้ัÊงสิ Êน ยงัไมมี่ใครไดร้างวลัไปเลย 
จนอยูม่าวนัหนึÉง มีชายชราคนหนึÉงมาเลา่วา่ “ขอเดชะฯ พระอาญาไมพ่น้เกลา้ฯ พระองคจ์ะเชืÉอ
หรือไมก็่แลว้แตจ่ะทรงวินิจฉัย แตค่วามเป็นจรงิมีอยูว่า่ ครัÊงหนึÉงพระราชบดิาของพระองคไ์ดท้รง
ยืมทองคาํไปจากขา้พระพทุธเจา้ 1 ไห โดยตรสัใหม้าขอคืนจากพระองค ์บดันี Êขา้พระพทุธเจา้มาขอ
คืนตามพระดาํรสั ควรมิควรแลว้แตจ่ะโปรด พระราชาจงึหาวิธีหลีกเลีÉยงอยา่งไรจงึจะไมเ่สียทองคาํ 
1 ไห 
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บททีÉ 2 

ตรรกศาสตร ์
 

ตรรกศาสตรเ์ป็นการศกึษาถึงหลกัการและวิธีการทีÉใชใ้นการใหเ้หตผุล การศกึษาระบบ
คณิตศาสตร ์ซึÉงมีลกัษณะเป็นนามธรรมจงึตอ้งอาศยัการพิสจูนห์าความจรงิ โดยใชห้ลกัการให้
เหตผุลทางตรรกศาสตร ์ในทีÉนี Êจะกลา่วถึงตรรกศาสตรพื์ ÊนฐานทีÉจะนาํไปใชใ้นการพิสจูนข์อ้ความ
ทางคณิตศาสตร ์ดงัรายละเอียดตอ่ไปนีÊ 
 

2.1 ประพจน ์(Proposition หรือ Statement) 

บทนิยาม 2.1 : ประพจน ์(Proposition หรือ Statement) คือ ประโยคทีÉเป็นจรงิหรือเท็จ
เพียงอยา่งใดอยา่งหนึÉงเทา่นัÊน นิยมเขียนแทนตวัอกัษรตวัพิมพเ์ล็กในภาษาองักฤษ เช่น p, q, r 

เป็นตน้ 

บทนิยาม 2.2 : เรียกประพจนที์Éเป็นจรงิวา่ ประพจนที์Éมีคา่ความจรงิ (true value) เป็นจรงิแทนดว้ย
สญัลกัษณ ์T และเรียกประพจนที์Éเป็นเท็จว่า ประพจนที์Éมีคา่ความจรงิเป็นเท็จ แทนดว้ยสญัลกัษณ ์F 

บทนิยาม 2.3 : ให ้p และ q เป็นประพจนใ์ดๆ นิเสธ (Negation) ของ p เขียนแทนดว้ย
สญัลกัษณ ์ ~p เป็นประพจนที์Éมีคา่ความจรงิตรงกนัขา้มกบั p  

*** ถา้มีประพจนต์ัÊงแตส่องประพจนข์ึ ÊนไปเชืÉอมกนั เราเรียกประพจนน์ัÊนว่า ประพจนเ์ชิง
ประกอบ (Compound Statement) 

ตัวอย่างประโยคทีÉเป็นประพจน ์
กรุงเทพมหานครเป็นเมืองหลวงของประเทศไทย 

สนุขัเป็นสตัวเ์ลี Êยงลกูดว้ยนม 

แสงเคลืÉอนทีÉไดโ้ดยใชอ้ากาศเป็นตวักลางในการเคลืÉอนทีÉ 
9 เป็นจาํนวนอตรรกยะ 

2+3 = 6  
 สาํหรบัประโยคทีÉไมส่ามารถหาคา่ความจรงิของประโยคไดเ้ช่น ประโยคคาํถาม 
ประโยคคาํสัÉง คาํอทุาน หรือวลี ไม่ใชป่ระพจนเ์ชน่ 

จงแสดงวิธีทาํอยา่งละเอียด 

   ประเทศใดอยูใ่นกลุม่ประชาคมอาเซียนบา้ง 
นกอินทรียสี์ขาวขนาดใหญ่ 
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2.2 ประโยคเปิด (Open Sentence) 

  
 

 

ตวัอยา่งประโยคเปิด 

เขาไดร้บัเหรียญรางวลัในการแขง่ขนักีฬาโอลิมปิกรวมทัÊงหมด 22 เหรียญ 

เธอเป็นนกับนิหญิงไทยคนแรกทีÉจะไดไ้ปท่องอวกาศ 
2x x 0 , x R  เมืÉอ R แทนเซตของจาํนวนจรงิ  

2y 1 5 , y R  เมืÉอ R แทนเซตของจาํนวนจรงิ 
 

 ในประโยคขา้งตน้มีคาํทีÉไมไ่ดร้ะบชุดัเจนเขน่ เขา เธอ  จาํนวนจรงิ x จาํนวนจรงิ y  ซึÉง
ไมไ่ดร้ะบชุดัเจนวา่ คือใคร เป็นจาํนวนใด จงึยงัไมส่ามารถหาคา่ความจรงิได ้แตเ่มืÉอแทนทีÉตวัแปร
และเตมิวลีบอกปรมิาณของตวัแปรลงไปในประโยคแลว้จะสามารถทาํใหบ้อกคา่ความจรงิของ
ประโยคนัÊนได ้ประโยคนัÊนจะเป็นประพจน ์
เชน่ 

  นิวตนัไดร้บัเหรียญรางวลัในการแขง่ขนักีฬาโอลิมปิกรวมทัÊงหมด 22  เหรียญ 

 ชอ่เอื Êองเป็นนกับนิหญิงไทยคนแรกทีÉจะไดไ้ปท่องอวกาศ 

 ทกุจาํนวนจรงิ x จะไดว้า่ 2x x 0  

 มีจาํนวนจรงิ y บางจาํนวน 2y 1 5  

 
หมายเหต ุบางประโยคถึงแมจ้ะมีตวัแปรในประโยค แตถ่า้สามารถบอกคา่ความจรงิไดป้ระโยคนัÊน
จดัวา่เป็นประพจน ์เชน่ 2x 1 0  มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ 

 

การเขียนประโยคเปิด 

 การเขียนประโยคเปิดเราจะเขียนแทนประโยคเปิดดว้ยตวัอกัษรภาษาองักฤษตวัใหญ่ 
และเขียนวงเล็บแสดงตวัแปรของประโยค เช่น 

 ให ้ P(x) แทน  2x x 2 0  เมืÉอ x R  
  Q(y) แทน 2y 3 0   เมืÉอ y R  

  R(x,y) แทน 2 2x y 1 เมืÉอ x R และ y R  
 

 

บทนิยาม 2.4 : ประโยคเปิด (Open Sentence) คือประโยคบอกเลา่หรือปฏิเสธทีÉมีตวัแปรอยูใ่น
ประโยค ยงัไมส่ามารถบอกไดว้า่เป็นจรงิหรือเท็จ 
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หลกัการคณิตศาสตร ์(Principle of Mathematics) บททีÉ 2 ตรรกศาสตร ์
 

2.3 การเชืÉอมประพจน ์ 
 ถา้มีประพจนต์ัÊงแต ่2 ประพจนข์ึ Êนไปสามารถนาํประพจนน์ัÊนมาสรา้งประพจนใ์หม ่โดยใช้
การเชืÉอมประพจนด์ว้ยตวัเชืÉอม ซึÉงมี 4 แบบ ดงันี Ê 
 1) การเชืÉอมประพจนด์ว้ยตวัเชืÉอม “และ” (Conjunction) 

 ถา้ p และ q เป็นประพจน ์เขียนแทน “p และ q”  ดว้ยสญัลกัษณ ์ “p q”  ซึÉงประพจน ์p 

และ q จะมีคา่ความจรงิเป็นจรงิไดเ้พียงกรณีเดียวเทา่นัÊน 

 
 
 
 
 
 

2) การเชืÉอมประพจนด์ว้ยตวัเชืÉอม “หรือ” (Disjunction) 

  ถา้ p และ q เป็นประพจน ์เขียนแทน “p หรือ q”  ดว้ยสญัลกัษณ ์ “p q”  ซึÉง
ประพจน ์p หรือ q จะมีคา่ความจรงิเป็นเท็จไดเ้พียงกรณีเดียวเทา่นัÊน 

      

 

 3) การเชืÉอมประพจนด์ว้ยตวัเชืÉอม “ถา้...แลว้...” (Conditional) 

  ถา้ p และ q เป็นประพจน ์เขียนแทน “ถา้ p แลว้ q”  ดว้ยสญัลกัษณ ์ “p q”  

ซึÉงประพจนถ์า้ p แลว้ q จะมีคา่ความจรงิเป็นเท็จไดเ้พียงกรณีเดียวเทา่นัÊน 

      

 

 

p q p q  

T T T 

T F F 

F T F 

F F F 

p q p q  

T T T 

T F T 

F T T 

F F F 

p q p q  

T T T 

T F     F 

F T T 

F F T 
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 4) การเชืÉอมประพจนด์ว้ยตวัเชืÉอม “...ก็ตอ่เมืÉอ...” (Bi-conditional) 

  ถา้ p และ q เป็นประพจน ์เขียนแทน “p ก็ตอ่เมืÉอ q”  ดว้ยสญัลกัษณ ์ “p q”  

ซึÉงประพจน ์p ก็ตอ่เมืÉอ q จะมีคา่ความจรงิ ดงัตาราง 
      

 

ข้อตกลง : เนืÉองจากในประพจนห์นึÉงๆ อาจจะประกอบดว้ยประพจนย์่อยหลายๆ ประพจนเ์ชืÉอม
กนั ดงันัÊนเพืÉอความสะดวกเรานิยมกาํหนดลาํดบัของตวัเชืÉอมขอ้ความจากมากไปหานอ้ย ดงันี Ê 
 1.   2.   3. ,   4. ~ 

 

2.4 การหาค่าความจริงทีÉมีประพจนเ์ป็นตัวเชืÉอม 

 จากตารางขา้งตน้ทีÉกลา่วมาจะเห็นวา่ประพจน ์p, q มีคา่ความจรงิอยู ่4 กรณี หรือเขียน
อีกแบบหนึÉงคือ 22 = 4 ดงันัÊนถา้มีประพจน ์3 ประพจน ์คา่ความจรงิก็จะมี 23 = 8 กรณี 

 ในการหาคา่ความจรงิของประพจนน์ัÊนเราสามารถหาคา่ความจรงิของประพจนไ์ด ้2 วิธี 

1. โดยการสรา้งตารางหาคา่ความจรงิ (เหมาะกบักรณีทีÉไมท่ราบคา่ประพจนใ์ดเลย) 
2. การใชแ้ผนภาพตน้ไม ้(กรณีทีÉบอกคา่ความจรงิของประพจนย์อ่ยหรือบอกคา่

ความจรงิของประพจนเ์ชิงประกอบ) 
 

ตัวอย่าง 2.1 จงหาคา่ความจรงิของ p  (p q) 

วิเคราะห ์: จะเห็นวา่ตวัอยา่งนี Êเราไมท่ราบคา่ความจรงิของประพจนย์อ่ยใด ๆ เลย ดงันัÊนเราควร
เลือกหาคา่ความจรงิดว้ยการสรา้งตาราง 
วิธีทาํ 
 
 
 
 
 
 

p q p q  

T T T 

T F F 

F T F 

F F T 

p q p q  p  (p q) 

T T T T 

T F T T 

F T T T 

F F F T 
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ตัวอย่างทีÉ 2.2 จงเขียนตารางแสดงคา่ความจรงิประพจน ์ p q r   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 2.3 จงเขียนตารางแสดงคา่ความจรงิประพจน ์ p q r p q p r   

 

 

ตัวอย่าง 2.4 จงหาคา่ความจริงของประพจน ์(p q)  (p r) เมืÉอ p, q และ r มีคา่ความจรงิ 
เป็น T, F และ T ตามลาํดบั 

วิเคราะห:์ ในตวัอย่างนี Êเราสามารถใชต้ารางหาคา่ความจรงิไดแ้ต่จะเสียเวลาเพราะเราตอ้งสรา้ง
ถึง 8 กรณี ถา้สงัเกตดีๆ จะเห็นวา่โจทยใ์หค้า่ความจรงิของประพจนย์อ่ยมาแลว้ ดงันัÊนวิธีทีÉเหมาะ
เราควรจะเลือกใชว้ิธีการสรา้งแผนภาพตน้ไม ้

วิธีทาํ     (p q)  (p r) 

      T     F      T     T 

          F         T 

       T 

 

 

p q r   
     

     

     

     

     

     

     

     

p q r rq  rqp  qp  rp  rpqp  rqp rpqp  
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ตัวอย่าง 2.5 ถา้ p, q และ r เป็นประพจน ์ซึÉง p [(p ~r) (q r)] มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ 
    จงหาคา่ความจรงิของ p, q และ r   
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แบบฝึกหดัทีÉ 2.1 

 

1. จงพิจารณาวา่ขอ้ใดเป็นประพจน ์และมีคา่ความจรงิเป็นจรงิหรือเท็จ 

 1.1) 10+2 = 7 

 1.2) ถา้ 7-5 =10 แลว้ (7-5) + 2 = 10+2 

 1.3) จงเขียนเซตคาํตอบของสมการ 3x 1 0  
 1.4) เอ๊ะ! นัÉนอาจารยส์าขาวิชาคณิตศาสตรนี์É 

1.5) จาํนวนเตม็บวกทีÉนอ้ยทีÉสดุคือ Ř 
 1.6) 4 เป็นจาํนวนเฉพาะก็ตอ่เมืÉอ -ř คือจาํนวนจรงิลบทีÉมากทีÉสดุ 
 1.7) ประเทศไทยอยูใ่นเขตภูมิอากาศอบอุ่น 
 1.8) เมืÉอเรียนจบในชัÉวโมงนี Êแลว้ ขอใหท้กุคนกลบับา้นได ้

1.9) ให ้Ś > 1 

 1.10) a 0  

 

2. กาํหนดให ้p มีคา่ความจริงเป็นจรงิ q มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ r มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ s มีคา่
ความจรงิเป็นเท็จ จงหาคา่ความจรงิของประพจนใ์นแตล่ะขอ้ 

 2.1) p q r  

 2.2) p q r s  

 2.3) q p r s  

 2.4) r p q p r s  

 2.5) p q q r q s  

 

3. กาํหนดให ้ p,q, r,s  เป็นประพจน ์จงสรา้งตารางคา่ความจรงิ 
3.1) p p q  

 3.2) p q r  

3.3) p q r s  

3.4) q p r s  

3.5) p q q r q s  

 

4. กาํหนดให ้ r t s t มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ จงหาคา่ความจรงิของประพจน ์p , q, r 
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2.5 สัจนิรันดร ์(Tautology) 
 บทนิยาม 2.5 : สจันิรนัดร ์(Tautology) คือประพจนที์Éมีคา่ความจรงิเป็นจรงิเสมอ ส่วนประพจน์
ทีÉมีคา่ความจรงิเป็นเท็จเสมอเรียกวา่ ขอ้ความขดัแยง้ (Contradiction) 

 การพิจารณาว่าประพจนใ์ดเป็นสจันิรนัดรส์ามารถพิจารณาไดจ้ากตารางคา่ความจริงหรือ
ใชว้ิธีการสมมตใิหป้ระพจนน์ัÊนมีคา่ความจรงิเป็นเท็จ จากนัÊนก็หาขอ้ขดัแยง้ 

ตัวอย่าง 2.6 จงแสดงวา่ p  (p q) เป็นสจันิรนัดร ์
วิธีทาํ 
 
 
 
 
                             เป็นจรงิทกุกรณี 

 

 จากตารางคา่ความจรงิ ไมว่า่ p และ q จะมีคา่ความจรงิเป็นจรงิหรือเป็นเท็จจะได ้

p  (p q) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิทกุกรณี ดงันัÊนเป็นสจันิรนัดร ์
 

ตัวอย่าง 2.7 จงแสดงวา่ s t s t เป็นสจันิรนัดร ์ 
 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 2.8 จงแสดงวา่  p q p ไมเ่ป็นสจันิรนัดร ์ 
 

 

 

 

 

 

 

p q p q  p  (p q) 

T T T T 

T F T T 

F T T T 

F F F T 

s t    

T T    

T F    

F T    

F F    

p q   

T T   

T F   

F T   

F F   
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2.6 สมมูลเชิงตรรกศาสตร ์(Logically Equivalent) 
 จากตวัอย่างการหาคา่ความจรงิของประพจนที์Éเราไดก้ลา่วมาแลว้ในขา้งตน้ เราจะพบวา่มีบาง
ประพจนที์Éมีคา่ความจรงิเหมือนๆ กนัซึÉงประพจนที์Éมีคา่ความจรงิเหมือนกนัเราเรียกว่า “การสมมลูกนั” 

 

ข้อสังเกต   เนืÉองจาก p และ q มีคา่ความจรงิของประพจนเ์หมือนกนั ถา้เรานาํประพจนท์ัÊง Ś 
ประพจนนี์ ÊมาเชืÉอมดว้ย “...ก็ตอ่เมืÉอ...” จะพบวา่คา่ความจรงิของประพจนจ์ะเป็นจรงิทกุกรณี ซึÉงสรุป
ไดด้งันี Ê 
 ř. ในกรณีทีÉ p q เราจะไดว้่าประพจน ์p q เป็นสจันิรนัดร ์และในทางกลบักนัถา้ 

                  ขอ้ความ p q เป็นสจันิรนัดรแ์ลว้จะไดว้า่ p q 

 2. ถา้ p q เป็นสจันิรนัดรเ์ราจะกลา่วว่า q เป็น logical consequence ของ p 

 3. ถา้ประพจนใ์ดมีคา่ความจรงิเป็นจรงิตรงขา้มกนั เราจะเรียกประพจนที์Éมีคา่ความจริงตรง
ขา้มกนัวา่เป็นนิเสธกนั 

 

ตัวอย่าง 2.9 จงแสดงวา่  p q สมมลูกบั ~ qp   
 

 

 

 
 

 

 

ตัวอย่าง 2.10 จงแสดงวา่   p q r สมมลูกบั p q p r  

 

p q ~ p p q ~p q  

T T F T T 

T F F F F 

F T T T T 

F F T T T 

p q r rq  p q r  qp  rp  p q p r  
        

        

        

        

        

        

        

        

        

 บทนิยาม 2.6 : ให ้p และ q เป็นประพจน ์เรากลา่วว่า p และ q สมมลูกนัเชิงตรรกศาสตร ์
       ก็ตอ่เมืÉอประพจนท์ัÊงสองมีคา่ความจรงิเหมือนกนัทกุกรณี เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์p q
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2.7 กฏตรรกศาสตร ์

สาํหรบัตวัอยา่งประพจนที์Éเป็นสจันิรนัดรต์อ่ไปนี Êเรามกัจะนาํไปใชอ้า้งอิงในการพิสจูนอ์ยู่
บอ่ยๆ ครัÊง ไดแ้ก่ 

1. p ~p  หรือ ~(~p p) 

2. p p 

3. a) p p p    กฎนิจพล 

b) p p p   

 4.    ~ ~p p     กฎทวีคณูนิเสธ (double negation) 

 5.    a) p q q p    กฎการสลบัทีÉ (commutative laws) 

        b) p q q p 

        c) (p q) (q p) 

6.   a) a) p  (q r) (p q) r 

      b) p  (q r) (p q) r  

กฎการเปลีÉยนกลุม่  
(associative laws) 

 7.    a) p  (q r)  (p q)  (p r)  กฎการแจกแจง (distributive laws) 

       b) p  (q r)  (p q)  (p r)  

8.    a) ~(p q)  ~p ~q   กฎเดอมอรแ์กน (De Morgan’s laws) 

       b) ~(p q)  ~p ~q  

9.    (p q) (~q ~p)   กฎการแยง้สลบัทีÉ (law of contraposition) 

10.   p q ~p q    กฎรูปแบบสมมลูของการแจกแจงเหตสุูผ่ล 

11.   ~(p q) p ~q   กฎนิเสธของการแจงเหตสุูผ่ล 

12.   p p q     กฎของการเตมิ (law of addition) 

13.   p q p หรือ p q q   กฎการทาํใหง้่าย (law of simplification) 

14.   p (p q) q    กฎการแจงผลตามเหต ุ(modus ponens) 

15.   ~q (p q) ~q    กฎการแจงผลคา้นเหต ุ(modus tollens) 

16.   (p q)  (q r)  (p r)  กฎของตรรกบท (law of syllogism) 

17.   a) ~p (p q) q 

       b) ~q (p q) p  

กฎตรรกบทแบบตดัออก  
(disjunctive syllogism) 

18.   a) (p q) (p r q r) 

        b) (p q) (p r q r) 

19.   a) (p r) (q r) (p q r)  กฎการอนมุานโดยกรณี (inference by cases) 

        b) (p q) (p r) (p q r)  
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20.   (p q r)  (p (q r) 

21. กาํหนดให ้c และ t แทนขอ้ความขดัแยง้และขอ้ความสจันิรนัดร ์จะได ้

a)  p c p 

 b) p c c 

 c) p t t 

 d) p t t 

22.   (p c)  ~p  เมืÉอ c คือขอ้ความขดัแยง้ กฎของการเป็นไปไมไ่ด ้(law of absurdity) 

23.   ~p c p   เมืÉอ c คือขอ้ความขดัแยง้ 
24.   (~p c)  p   
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แบบฝึกหัดทีÉ 2.2 

1. กาํหนดให ้ p,q, r,s  เป็นประพจน ์จงสรา้งตรวจสอบวา่ประพจนใ์นขอ้ใดเป็นสจันิรนัดร ์และ
ประพจนใ์ดเป็นขอ้ความขดัแยง้ 
 1.1) p p     1.2) p p  

 1.3) p r r    1.4) p r r  

 1.5) p q q p    1.6) p q s r  

 1.7) p q r s    1.8) p q p  

 1.9) p q p q   1.10) p q q p  

1.11) p q p q   1.12) p q q p  

 1.13) p q r p q p r  

 1.14) p q r s p r q s  

2. จงตรวจสอบประพจนต์อ่ไปนีÊ วา่เป็นประพจนที์Éสมมลูกนัหรือไม่ 
 2.1) p q  กบั p q  
 2.2) p q  กบั q p  

 2.3) p q  กบั p q  

 2.4) p q r  กบั p q r  

 2.5) p q p r  กบั p q r  

 2.6) p r q r  กบั p q r  

3. จงแสดงวา่ 

 3.1) p q p p q p q  

 3.2) p q p q p q  
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2.8 การอ้างเหตุผล (Argument) 

 กระบวนการใหเ้หตผุลแบง่ออกได ้2 วิธี คือ 

                    1. การใหเ้หตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning) 

                    2. การใหเ้หตผุลแบบนิรนยั (Deductive Reasoning) 
  

การให้เหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) เป็นการคน้พบความสมัพนัธท์ัÉวไปจาก
ตวัอยา่งหรือประสบการณห์รือจากการทดลอง เหตยุ่อยหลายๆ เหต ุเหตยุ่อยแตล่ะเหตเุป็นอิสระ
จากกนั มีความสาํคญัเท่าๆ กนั และเหตทุัÊงหลายเหล่านี Êไมมี่เหตใุดเหตหุนึÉงแสดงใหเ้ห็นถึงความ
เป็นสมมตฐิานกรณีทัÉวไป หรือกลา่วไดว้า่ การใหเ้หตผุลแบบอปุนยัคือการนาํเหตยุอ่ยๆ แตล่ะเหตุ
มารวมกนั เพืÉอนาํไปสูผ่ลสรุปเป็นกรณีทัÉวไป 

 

การให้เหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) เป็นการนาํความรูพื้ ÊนฐานซึÉงอาจเป็นความเชืÉอ 
ขอ้ตกลง กฎ หรือบทนิยาม ซึÉงเป็นสิÉงทีÉรูม้าก่อน และยอมรบัวา่เป็นความจรงิเพืÉอหาเหตผุลนาํไปสู่
ขอ้สรุป เป็นการอา้งเหตผุลทีÉมีขอ้สรุปตามเนื ÊอหาสาระทีÉอยูภ่ายในขอบเขตของขอ้อา้งทีÉกาํหนด  

 

 ในกระบวนการการใหเ้หตผุลจะประกอบดว้ยประพจน ์Ś สว่น คือสว่นทีÉเป็นเหตหุรือ
สมมตฐิาน (premise or assumption) และสว่นทีÉเป็นขอ้สรุปหรือผล (conclusion) ซึÉงวิธีการทีÉจะ
ยอมรบัวา่ขอ้สรุปเป็นผลมาจากเหตหุรือสมมตฐิานนัÊนๆ ถา้เหตเุป็นเงืÉอนไขทีÉจะทาํใหเ้กิดขอ้สรุปหรืผล 
จะเรียกวา่เป็นการใหเ้หตผุลทีÉสมเหตสุมผล (valid argument) เขียนแทนดว้ย p1, p2, …, pn |—q 

หรือ 

     

1

2

n

p
p

p

q

 

       
 บทนิยาม 2.7: การใหเ้หตผุลทีÉประกอบดว้ยเหต ุp1, p2, …, pn และขอ้สรุป q จะสมเหตสุมผล    
(valid)ก็ตอ่เมืÉอ p1 p2  …  pn q  เป็นสจันิรนัดร ์
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 ในการตรวจสอบว่าการอา้งเหตผุลใดมีความสมเหตสุมผลหรือไมส่ามารถทาํไดโ้ดยการ
ตรวจสอบว่าประพจน ์p1 p2  …  pn q  เป็นสจันิรนัดรห์รือไม ่โดยใชว้ิธีการดงันี Ê 
 1. การสรา้งตารางหาคา่ความจรงิ 
 2. สมมตใิหป้ระพจนน์ัÊนมีคา่ความจรงิเป็นเท็จ จากนัÊนก็หาขอ้ขดัแยง้ 
 3. ใชก้ฎของตรรกศาสตร ์
 ในการตรวจสอบว่าการอา้งเหตผุลใดมีความสมเหตสุมผลกนัหรือไมน่ัÊน ถา้ทดสอบโดยการ
สรา้งตารางจะทาํใหเ้สียเวลามาก จงึอาศยัการอา้งเหตผุลทีÉสมเหตสุมผลมาประกอบการพิสจูน ์
กฏเกณฑที์Éสมเหตสุมผล ไดแ้ก่ 
 1. Modus Ponens  

  เหต ุ1. p q 

        2. p 

  …………………… 

  ผล     q  

 

 2. Modus Tollens  

  เหต ุ1. p q 

        2. ~q 

  …………………… 

  ผล     ~p  

  

 3. Hypothetical Syllogism  

  เหต ุ1. p q 

        2. q r 

  …………………… 

  ผล      p r  

 

 4. Disjunctive Syllogism  
เหต ุ1. p q 

      2. ~p 

…………………… 

ผล      q 

เหต ุ1. p q 

      2. ~q 

…………………… 

ผล      p 

  

ตวัอยา่ง    ถา้แอมขยนัแลว้จะสอบผา่น  
     แอมเป็นคนขยนั  
     ดงันัÊน  แอมสอบผ่าน 
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5. Simplification 

   

 

   

 

 

6. Conjunction 

  เหต ุ   1. p 

   2. q         

  …………………. 

  ผล     p q   

 7. Addition 

  เหต ุ   p 

  …………………. 

  ผล     p q   

 8. Constructive Dilemma 

  เหต ุ   1. p q r s  

   2.  p r         

  …………………. 

  ผล          q s  

 9. Destructive Dilemma 

  เหต ุ   1. p q r s  

   2.  ~q ~s 

  …………………. 

  ผล          ~p ~r 

  

ในทีÉนี Êจะขอนาํเสนอตวัอยา่งการตรวจสอบวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนี Êสมเหตสุมผลหรือไม่ 
ดว้ยการใชก้ฎทีÉอา้งอิงในการพิสจูนต์ามทีÉกลา่วมาในขา้งตน้ 

ทีÉมา; โสพร เสณีตนัตกิลุ, 2554, ตรรกศาสตร ์การพิสจูน ์เซต, โรงพิมพม์หาวิทยาลยัธรรมศาสตร ์
กรุงเทพ, หนา้ 28-33. 

 

เหต ุ1. p q          

…………………. 

ผล     p  

 

เหต ุ1. p q          

…………………. 

ผล     q 
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ตัวอย่างทีÉ 2.11 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่ 
เหต ุ  1. p q  

        2. q r  

        3. ~r 

------------------------ 

  ผล     ~p 

 

พิสจูน ์

1. p q  

2. q r  

3. p r  

4. ~r 

5. ~p 

 

 
1. premise 1 
2. premise 2 
3. จาก (1) และ (2) hypothetical 

syllogism 

4. premise 3 
5. จาก (3) และ (4) modus tollens 

สรุปไดว้า่ การอา้งเหตผุลนี Ê “สมเหตสุมผล” 
 

ตัวอย่างทีÉ 2.12 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่  
เหต ุ  1. p q r  

        2. r s  

        3. ~s 

------------------------ 

  ผล     ~p 

 

พิสจูน ์
 

 
 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 2.13 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่  
เหต ุ  1. )()~(~ srqp  

        2. r t  

        3. ~t 

------------------------ 

  ผล      p 
 

พิสจูน ์
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ตัวอย่างทีÉ 2.14 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม ่ 

เหต ุ   1. p q 

         2. r s  

         3. p r  

 ------------------------ 

  ผล      qs ~  

 

พิสจูน ์

 

 
 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 2.15 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่ 
  นกัศกึษาตัÊงใจเรียน ก็ตอ่เมืÉอ นกัศกึษาขยนั 

  ถา้นกัศกึษาตัÊงใจเรียนและขยนั แลว้จะไดค้ะแนนสอบสงู 
  นกัศกึษาไมไ่ดค้ะแนนสอบสงู หรือ ไมไ่ดท้าํแบบฝึกหดั 

 ดงันัÊน  ไมจ่รงิทีÉวา่ นกัศกึษาตัÊงใจเรียนและทาํแบบฝึกหดั 

พิสจูน ์  p แทน  นกัศกึษาตัÊงใจเรียน 

   q แทน นกัศกึษาขยนั 

  r  แทน   นกัศกึษาสอบไดค้ะแนนสงู 
  s แทน  นกัศกึษาทาํแบบฝึกหดั 

จากขอ้มลูสามารถนาํเขียนเป็นเหตแุละผลไดด้งันี Ê 
 เหต ุ    1. p q 

               2. p q r  

               3.  sr ~~  

  ------------------------ 

       ผล        )(~ sp  

จากนัÊนทาํการตรวจสอบว่าการอา้งเหตผุลนี Êสมเหตสุมผลหรือไม ่ ดว้ยการตรวจสอบว่า  
………………………………………………………………………………เป็นสจันิรนัดรห์รือไม่ 
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ตัวอย่างทีÉ 2.16 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่  
 ถา้ผูบ้ริโภคตอ้งการเครืÉองดืÉมเพืÉอใหไ้ดร้บัสารอาหารครบถว้นแลว้เขาจะดืÉมนมถัÉวเหลืองหรือ
 ดืÉมนมเปรี Êยว  
 ผูบ้รโิภคตอ้งการเครืÉองดืÉมเพืÉอใหไ้ดส้ารอาหารครบถว้น แตเ่ขาไมดื่ÉมนมถัÉวเหลือง 

ดงันัÊน   เขาดืÉมนมเปรี Êยว 

 
พิสจูน ์ p แทน   ผูบ้รโิภคตอ้งการเครืÉองดืÉมเพืÉอใหไ้ดส้ารอาหารครบถว้น 

 q แทน   ผูบ้รโิภคดืÉมนมถัÉวเหลือง 
  r แทน   ผูบ้รโิภคดืÉมนมเปรี Êยว 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 2.17 จงพิจารณาวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊสมเหตสุมผลหรือไม่ (ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
ถา้ฉนัไปพกัผ่อนหนา้รอ้นนี ÊทีÉเกาะหลีเป๊ะ แลว้ฉนั(จะ)ไปดาํนํÊาดปูะการงั 

หรือนัÉงเรือไปไดหมกึ 

 (แต)่ฉนัไมไ่ดไ้ปดาํนํÊาดปูะการงัและไมไ่ดน้ัÉงเรือไปไดหมกึ 

ดงันัÊน ฉนัไมไ่ดไ้ปพกัผอ่นหนา้รอ้นนี ÊทีÉเกาะหลีเป๊ะ 

 

พิสจูน ์ p แทน  ฉนัไปพกัผอ่นหนา้รอ้นนี ÊทีÉเกาะหลีเป๊ะ 
 q แทน  ฉนัไปดาํนํÊาดปูะการงั 
 r แทน  ฉนันัÉงเรือไปไดหมึก 
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แบบฝึกหัดทีÉ 2.3 

1. จงตรวจสอบประพจนเ์งืÉอนไขตอ่ไปนีÊวา่เป็นประพจนเ์งืÉอนไขทีÉสมเหตสุมผลหรือไม่ 
  1.1 p q p  

 1.2 p p q  

 1.3 p q p q  

 1.4 p q q p  

 1.5 pqqp ~~)(  

 1.6 qpqp ~~)(  

 1.7 pqpp ~~(  

 1.8 p q r p q r  

 1.9 p q q r p r  

 1.10 p q r p q r  

 

2. จงพิสจูน ์ 
2.1  เหต ุ   1. qp ~  

              2. q r  

              3. p 

  ------------------------ 

       ผล        r 

2.2  เหต ุ   1. qp ~  

               2. q s  

               3.  ~s 

  ------------------------ 

       ผล        sp~  

2.3  เหต ุ   1. p q  

              2. r q  

              3. s r  

              4. ~p 

  ------------------------ 

       ผล         ~s 

2.4  เหต ุ   1. pq ~~  

               2. ~r 

               3. q r  

               4. sp~  

  ------------------------ 

       ผล            s 

2.5  เหต ุ   1. p q  

              2. q r  

              3. r s  

              4. q 

  ------------------------ 

       ผล           s 
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3. จงแสดงวา่การอา้งเหตผุลตอ่ไปนีÊ สมเหตสุมผลหรือไม่ 
 3.1  ถา้ฝนตกแลว้นํÊาจะทว่มกรุงเทพ  
      ตอนนีÊฝนตก  
 ดงันัÊน นํÊาทว่มกรุงเทพ 

  

 3.2  ถา้เอสอบเขา้คณะครุศาสตรไ์ดแ้ละขยนัเรียน แลว้เอจะเรียนจบไดร้บัใบประกอบ
  วิชาชีพครู     

  ถา้เอไดใ้บประกอบวิชาชีพครู แลว้เอจะสามารถนาํวฒุิไปสอบบรรจคุรูได ้  
  เอไมไ่ดส้อบบรรจคุรู  
 ดงันัÊน เอสอบเขา้คณะครุศาสตรไ์มไ่ด ้หรือเอขี Êเกียจเรียน 

 
3.3  ถา้ฉนัใชสื้Éอออนไลนเ์พืÉอหาขอ้มลูสินคา้ แลว้ฉนัจะไดป้ระสบการณเ์กีÉยวกบัสินคา้

ก่อนตดัสินใจซื Êอ 

ถา้ฉนัไดป้ระสบการณเ์กีÉยวกบัสินคา้ก่อนตดัสินใจซื Êอ แลว้ฉนัจะไดส้ินคา้ทีÉมี
คณุภาพดีและราคาถกู 

  แตฉ่นัไมไ่ดส้ินคา้ทีÉมีคณุภาพดีหรือราคาแพง(ไมถ่กู) 
 ดงันัÊน  ฉนัไมไ่ดใ้ชสื้Éอออนไลนเ์พืÉอหาขอ้มลูสินคา้ 

 

 3.4 ถา้บีเป็นคนเสน้รอบเอวใหญ่ แลว้เธอจะมีความเสีÉยงตอ่โรคหลอดเลือดหวัใจ 

  ถา้บีเป็นคนทีÉเสน้รอบเอวใหญ่ และ มีความเสีÉยงตอ่โรคหลอดเลือดหวัใจ แลว้  
  แสดงวา่บีมีภาวะโภชนาการเกิน  
  แตไ่มจ่รงิทีÉวา่ บีเป็นคนทีÉเสน้รอบเอวใหญ่และมีภาวะโภชนาการเกิน 

 ดงันัÊน บีเป็นคนเสน้รอบเอวเล็ก(ไม่ใหญ่) 
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2.9 ตัวบ่งปริมาณ (Quantifier) 
 ประโยคเปิดจะกลายเป็นประพจนเ์มืÉอแทนทีÉทกุตาํแหนง่ของตวัแปรทีÉเป็นอิสระในประโยค
นัÊนดว้ยคา่คงตวั ประโยคเปิดยงักลายเป็นประพจนไ์ดด้ว้ยการใช ้“ตวับง่ปรมิาณ”  
ตวัอยา่งเชน่  3 5x เป็นประโยคเปิด แต ่“มีจาํนวนเตม็ x ซึÉง 3 5x ” และ “ 3 5x
สาํหรบัทกุจาํนวนเตม็ x ” เป็นประพจน ์

 เราจะใชส้ญัลกัษณ ์ แทน “สาํหรบัทกุ” และใช ้  แทน “มี” 
 เรียก วา่ตวับง่ปรมิาณสาํหรบัทกุตวั (Universal Quantifier) และ 

 เรียก  วา่ ตวับง่ปรมิาณมีอย่างนอ้ยหนึÉงตวั (Existential Quantifier) 

 

หมายเหตุ 
1. เราเขียน , ( )x U p x ดว้ย ( )x U p x หรือ ( )x p x  มีความหมายเดียวกนั 

2. เราเขียน , ( )x U p x หรือ ( )x U p x หรือ ( )x p x มีความหมายเดียวกนั 

3. ขอ้ความ “สาํหรบัทกุสมาชิก x ของ U” มีความหมายเดียวกบั 

    “สาํหรบัแตล่ะสมาชิก x ใน U”   

   หรือ “ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U”  
4. ขอ้ความ “มีสมาชิก x ใน U ซึÉง…” มีความหมายเดียวกบั 

    “สาํหรบับางสมาชิก x ใน U ซึÉง…” 
 
2.9.1 ค่าความจริงของประพจนท์ีÉมีตัวบ่งปริมาณ 
สาํหรบัประโยคเปิด ( )p x และเซต U ใดๆ 
 , ( )x U p x  เป็นจรงิ ก็ตอ่เมืÉอ ( )p x เป็นจรงิ สาํหรบัทกุสมาชิก x ใน U 

 , ( )x U p x   เป็นจรงิ ก็ตอ่เมืÉอ มีสมาชิก x ใน U ซึÉง ( )p x เป็นจรงิ 
และจะไดว้า่   

 , ( )x U p x  เป็นเท็จ ก็ตอ่เมืÉอ มีสมาชิก x ใน U ซึÉง ( )p x เป็นเท็จ 

 , ( )x U p x   เป็นเท็จ ก็ตอ่เมืÉอ ( )p x เป็นเท็จ สาํหรบัทกุสมาชิก x ใน U 

 

 

บทนิยามที่ 2.8 ให U แทนเอกภพสัมพัทธของฟงกชันขอความ ( )p x เราเขียน  
  , ( )x U p x  แทน ( )p x สําหรับทุกสมาชิก x ใน U 
  , ( )x U p x   แทน มีสมาชิก x ใน U ซ่ึง ( )p x  
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กาํหนดให ้ C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น 

  R แทนเซตของจาํนวนจรงิ 
  Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ 

  Q/ แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ 

 Z แทนเซตของจาํนวนเตม็ 

 N แทนเซตของจาํนวนนบั  

 
ตัวอย่าง 2.18 ให ้ 1,2,3,4U เป็นเอกภพสมัพทัธ ์จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
 1) 0x x     2) 3x x  

 

พิจารณาคา่ความจรงิของ 0x x   

x  ขอ้ความ 0x  คา่ความจรงิ 
1 1>0 T 

2 2>0 T 

3 3>0 T 

4 4>0 T 
 

พิจารณาคา่ความจรงิของ 3x x   

x  ขอ้ความ 0x  คา่ความจรงิ 
1 1>3 F 

2 2>3 F 

3 3>3 F 

4 4>3 T 
 

ดงันัÊนขอ้ความ 0x x มีคา่ความจรงิเป็นจริง ดงันัÊนขอ้ความ 3x x มีคา่ความจรงิเป็นจริง 
 

 

ตัวอย่าง 2.19 ให ้ 1,0,1,2U เป็นเอกภพสมัพทัธ ์จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
 1) 0x x     2) 3x x  

พิจารณาคา่ความจรงิของ 0x x   

x  ขอ้ความ 0x  คา่ความจรงิ 
   

   

   

   
 

พิจารณาคา่ความจรงิของ 3x x   

x  ขอ้ความ 3x  คา่ความจรงิ 
   

   

   

   
 

ดงันัÊนขอ้ความ 0x x มีคา่ความจรงิเป็น…… ดงันัÊนขอ้ความ 3x x มีคา่ความจรงิเป็น……
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ตัวอย่าง 2.20 ให ้ 2, 1,1,2U เป็นเอกภพสมัพทัธ ์จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
1) 2 1 0x x   

x  ขอ้ความ 
2 1 0x  

คา่ความจรงิ

-2   

-1   

1   

2   
 

2) 2x x x   

x  ขอ้ความ 2x x  คา่ความจรงิ
-2   

-1   

1   

2   
 

ดงันัÊนขอ้ความ 2 1 0x x มีคา่ความจรงิเป็น…… ดงันัÊนขอ้ความ 2x x x มีคา่ความจรงิเป็น…… 

3) x x x   

x  ขอ้ความ x x   คา่ความจรงิ
-2   

-1   

1   

2   
 

4) 2 1x x   

x  ขอ้ความ 2 1x  คา่ความจรงิ
-2   

-1   

1   

2   
 

ดงันัÊนขอ้ความ x x x มีคา่ความจรงิเป็น……..… ดงันัÊนขอ้ความ 2 1x x มีคา่ความจรงิเป็น……..… 

 
ตัวอย่าง 2.21 ให ้ 2 1 0 1 2U , , , , เป็นเอกภพสมัพทัธ ์และให ้

  ( )p x แทนขอ้ความ 2x x  และ ( )q x แทนขอ้ความ 0x  

จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
1) ( ) ( )x p x q x  

x  ขอ้ความ 2( ) ( 0)x x x  คา่ความจรงิ 
-2   

-1   

0   

1   

2   

ดงันัÊนขอ้ความ ( ) ( )x p x q x  มีคา่ความจรงิเป็น ………. 
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2) ( ) ( )x p x x q x  

x  ขอ้ความ 2( )x x  คา่ความจรงิ  ขอ้ความ 0x  คา่ความจรงิ 
-2      

-1      

0      

1      

2      

 

ดงันัÊนขอ้ความ ( ) ( )x p x x q x  มีคา่ความจรงิเป็น ………. 

 
ตัวอย่าง 2.22 ใหเ้อกภพสมัพทัธเ์ป็นเซตของจาํนวนนบั จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
 1) n [ n เป็นจาํนวนเฉพาะ n เป็นจาํนวนคีÉ ]  

 

 2) n [ 2 หารn ลงตวั 4 หารn ลงตวั ]  
  
ตัวอย่าง 2.23 ใหเ้อกภพสมัพทัธเ์ป็นเซตของจาํนวนเตม็ จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 

 1) 2 9 3n n n  

 

 2) n [ n หาร ( 1)n ลงตวั ]  
 
ตัวอย่าง 2.24 ใหเ้อกภพสมัพทัธเ์ป็นเซตของจาํนวนจรงิ จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
  

1) 2x x x     2) 0x x x  

  

3) /x x Q x Q   4) 20 0x x x  

 

5) /x x Q x Q   6) 20 0x x x  
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2.9.2 ตัวบ่งปริมาณหลายตัวแปร  
 สาํหรบัประพจนที์Éมีบง่ปรมิาณมากกวา่หนึÉงตวั เราจะพิจารณาตวับง่ปรมิาณทีละตวั โดยใช้
หลกัการตามทีÉกลา่วไปแลว้  

 
ตัวอย่างทีÉ 2.25 จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีÊพรอ้มทัÊงบอกเอกภพสมัพทัธใ์นแตล่ะขอ้ 
1) ทกุจาํนวนจรงิ x มีจาํนวนจรงิ y ซึÉง 0x y  
 

 

2) สาํหรบัจาํนวนนบั n  และ m จะไดว้า่ 1n m  
 

 

3) มีจาํนวนเตม็ x  ซึÉง 1x y  ทกุๆจาํนวนเตม็ y  

 

 

4) มีจาํนวนจรงิ x  และ y  ถา้ 0x และ 0y แลว้ 1 1 1
x y

 

 
 
ตัวอย่างทีÉ 2.26 จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีÊในรูปขอ้ความ 

1) , 0x y xy  

 

 

2) 3, yxyx  

 

 

3) 0yxyx   

บทนิยาม 2.9 ให U แทนเอกภพสัมพัทธของฟงกชันขอความ ( , )p x y ตัวบงปริมาณสองตัวแปรคือ 
 1) ( , )x U y U p x y หรือ ( , )x y p x y หรือ , ( , )x y U p x y  
 2) ( , )x U y U p x y หรือ ( , )x y p x y  
 3) ( , )x U y U p x y หรือ ( , )x y p x y  
 4) ( , )x U y U p x y หรือ ( , )x y p x y  



34 

 

หลกัการคณิตศาสตร ์(Principle  of Mathematics) บททีÉ 2 ตรรกศาสตร ์
 

ตัวอย่าง 2.27 ให ้ 0,1,2,3U เป็นเอกภพสมัพทัธ ์จงหาคา่ความจรงิของขอ้ความตอ่ไปนี Ê 
 1) 0x y xy    2) ( 3)x y x y    

1) พิจารณาคา่ความจรงิของ 0x y xy  

x  y  0xy  คา่ความจรงิ 

0 

0   

1   

2   

3   

1 

0   

1   

2   

3   

2 

0   

1   

2   

3   

3 

0   

1   

2   

3   

  

ดงันัÊน………………………………………………………………………………………………… 

2) พิจารณาคา่ความจรงิของ ( 3)x y x y  

x  y  3yx  คา่ความจรงิ 
0    
1    
2    
3    

 

ดงันัÊน………………………………………………………………………………………………… 
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2.9.3 สมมูลของตัวบ่งปริมาณ 
บทนิยาม 2.10 ให ้U  เป็นเอกภพสมัพทัธข์องฟังกช์นัขอ้ความ ( )p x และ ( )q x สมมลูของตวับง่
ปรมิาณนิยามโดย 
   ( ) ( )x p x x q x  ก็ตอ่เมืÉอ ( ) ( )p x q x ทกุๆ x U  

 ( ) ( )x p x x q x  ก็ตอ่เมืÉอ ( ) ( )p x q x ทกุๆ x U  

 

2.9.4 นิเสธของตัวบ่งปริมาณ 
บทนิยาม 2.11 ให ้U  เป็นเอกภพสมัพทัธข์องฟังกช์นัขอ้ความ ( )p x นิเสธของตวับง่ปรมิาณ
นิยามโดย 
   นิเสธของ ( )x p x  คือ )]([~)]([~ xpxxpx  

 นิเสธของ ( )x p x   คือ )]([~)]([~ xpxxpx  

 

----------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

แบบฝึกหัดทีÉ 2.4 
 

1. จงหาสมมลูของประพจนต์อ่ไปนีÊในรูปแบบอืÉน 
1) ( ) ( )x p x q x    2) ( ) ( )x p x q x  

 

3) ( ) ( )x p x x q x    4) ( , ) ( , )x y p x y q x y  

 

5) ),(),(~ yxqyxpyx   6) )(xpx )(~ xqx  

 
2. จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ 
1) ( ) ( )x p x q x    2) )()(~ xqxpx  

 

3) ( ) ( )x p x q x     4) ),(),(~ yxqyxpyx  

 
5) ( ) ( ) ( )x p x q x r x   6) ( , ) ( , )x y p x y q x y  
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 บททีÉ 3  
การพสูิจน ์

  ระบบคณิตศาสตร ์(Mathematical System) ประกอบดว้ย สจัพจน ์(Axiom) บท
นิยาม (Definitions) คาํอนิยาม (Undefined term) สจัพจนเ์ป็นขอ้ความทีÉสมมตใิหเ้ป็นจรงิโดยไม่
ตอ้งพิสจูน ์บทนิยามเป็นการกาํหนดขอ้ความเพืÉอใหค้าํจาํกดัความของสิÉงเหลา่นัÊน คาํบางคาํหรือ
บางขอ้ความทีÉไมส่ามารถนิยามไดอ้ย่างชดัเจน ทฤษฎีบท (Theorems) คือประพจนที์Éไดมี้การ
พิสจูนแ์ลว้วา่เป็นจรงิ ทฤษฎีบทบางบทอาจอยู่ในลกัษณะของบทตัÊง (Lemmas) หรือบทแทรก 
(Corollaries) บทตัÊงคือทฤษฎีทีÉนาํไปใชพ้ิสจูนท์ฤษฎีบทอืÉน บทแทรกคือทฤษฎีบททีÉเป็นผลตอ่
เนืÉองมาจากทฤษฎีบทอืÉน ๆ วิธีอา้งเหตผุล (Argument) ทีÉสรา้งความเป็นจรงิของทฤษฎีบทเรียกวา่
การพิสจูน ์(Proof) โดยกฏเกณฑก์ารพิสจูนเ์หลา่นัÊนไดม้าจากตรรกศาสตร ์(Logic) การเขียนบท
พิสจูน ์ทกุประพจนที์Éเขียนจะตอ้งมีคา่ความจรงิเป็นจรงิเสมอ พรอ้มทัÊงบอกเหตผุลของความเป็น
จรงินัÊนกาํกบัดว้ยเสมอ โดยถือหลกัตอ่ไปนีÊ 
 1. ใหถื้อวา่ขอ้ความทีÉโจทยก์าํหนดให ้มีคา่ความจรงิเป็นจรงิเสมอ 

 2. ใชข้อ้ความทีÉกาํหนดให ้กฎตรรกศาสตร ์ตรรกศาสตรที์Éใชใ้นการพิสจูน ์และขอ้ความทีÉ
ไดพ้ิสจูนก์่อนหนา้นัÊนมาแลว้มาใชเ้พืÉอหาขอ้สรุปทีÉโจทยต์อ้งการว่ามีคา่ความจรงิเป็นจรงิ 
 

3.1 การพสูิจนต์รง (Direct Proofs) 
 เนืÉองจากประพจน ์ p q  เป็นเท็จกรณีเดียวคือ เมืÉอ p  เป็นจรงิแต ่ q  เป็นเท็จ ดงันัÊน
การพิสจูนต์รง (Direct Proof) สาํหรบัประพจน ์ p q  จงึทาํไดโ้ดย สมมตวิา่ p  แลว้แสดงวา่ q  

 การพิสจูนป์ระพจน์ p q  

  สมมต ิ p เป็นจรงิ 
     (สว่นของการพิสจูน)์ 
   ดงันัÊน q  

 
บทนิยาม 3.1  สาํหรบัจาํนวนเตม็ a  และ b  ซึÉง  
 a  หาร b  ลงตวั เขียนแทนดว้ย a b   ก็ตอ่เมืÉอมีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง b am   
บทนิยาม 3.2 สาํหรบัจาํนวนเตม็ a  

 a  เป็นจาํนวนคู ่ก็ตอ่เมืÉอมีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2a m  

 a  เป็นจาํนวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอมีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2 1a m  
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บทนิยาม 3.3 ให ้ x  เป็นจาํนวนจรงิ เราเรียก x  วา่เป็นจาํนวนตรรกยะ (Rational Number) ก็
ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนเตม็ a  และ b โดยทีÉ 0b  ซึÉง ax

b
 

 

*** เราเรียกจาํนวนจรงิทีÉไมช่จาํนวนตรรกยะวา่ จาํนวนอตรรกยะ (Irrational Number) 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ตัวอย่าง 1  ให ้ ,a b  และ c  เป็นจาํนวนเตม็ จงพิสจูนว์า่ ถา้ a bแลว้a bc  

พสูิจน ์ สมมต ิ a b  นัÉนคือ มีจาํนวนตม็ m  ซึÉง b am  

เราจะไดว้า่  ( ) ( )bc am c a mc    โดยทีÉ mc  เป็นจาํนวนเตม็  
โดยสมบตัิปิดภายใตก้ารคณูของจาํนวนเตม็ 

ดงันัÊน   a bc  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 2  ให ้ a  และ b เป็นจาํนวนเตม็ 

  จงพิสจูนว์า่ ถา้ a  เป็นจาํนวนคู ่และ b  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ a b  เป็นจาํนวนคีÉ 
พสูิจน ์  สมมต ิ a  เป็นจาํนวนคู ่และ b  เป็นจาํนวนคีÉ  

นัÉนคือ มีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2a m   และมีจาํนวนเตม็ n  ซึÉง 2 1b n  

2 (2 1) 2( ) 1a b m n m n   โดยทีÉ m n  เป็นจาํนวนเตม็  
โดยสมบตัิปิดภายใตก้ารบวกของจาํนวนเตม็ 

 ดงันัÊน a b  เป็นจาํนวนคีÉ 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 3  ให ้ x  และ y  เป็นจาํนวนจรงิ จงพิสจูนว์า่ ถา้ x  และ xy  เป็นจาํนวนตรรกยะ    

โดยทีÉ 0x  แลว้ y  เป็นจาํนวนตรรกยะ 

พสูิจน ์ สมมต ิ x  และ xy  เป็นจาํนวนตรรกยะโดยทีÉ 0x  

 ดงันัÊนมีจาํนวนเตม็ , ,a b c  และ d  ซึÉง ax
b

 และ cxy
d

 โดยทีÉ ,a b  และ d  ไมใ่ช ่Ř 

 เราจงึไดว้า่ 0ad  และ xy c b
x d a

  

    
cby
da

 โดยทีÉ cb  และ da  เป็นจาํนวนเตม็ 

 โดยสมบตัิปิดภายใตก้ารคณูกนัของจาํนวนเตม็  
สรุปไดว้า่ y  เป็นจาํนวนตรรกยะ 
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3.2 การพสูิจนป์ระพจนเ์ลือก 
 เนืÉองจากประพจน ์ p q  สมมลูกบั  ดงันัÊนในการพิสจูนป์ระพจน ์ p q เรา
จงึสามารถพิสจูนป์ระพจน ์ แทนได ้

การพิสจูนป์ระพจน์ p q  

  สมมต ิ เป็นจรงิ 
    (สว่นของการพิสจูน)์ 
   ดงันัÊน q  

 
ตัวอย่าง 4  ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็  

จงพิสจูนว์า่ a  หรือ 1a  เป็นจาํนวนคู ่ 
พสูิจน ์

 

 

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 5  ให้ x  และ y  เป็นจาํนวนจรงิ  
จงพิสจูนว์า่ ถา้ 0xy  แลว้ 0x  หรือ 0y   

พสูิจน ์
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3.3 การพสูิจนแ์ย้งสลับทีÉ (Contrapositive Proof) 
 ในบางครัÊงการพิสจูนป์ระพจน์ p q โดยการพิสจูนต์รงทาํไดย้าก แตเ่นืÉองจาก
ประพจน ์ p q สมมลูกบั เราจงึสามารถพิสจูนป์ระพจน ์ แทนได ้
การพิสจูนป์ระพจน์ p q โดยอาศยัประพจนแ์ยง้สลบัทีÉ 
  สมมต ิ  เป็นจรงิ 
        (สว่นของการพิสจูน)์ 
   ดงันัÊน  

 

ตัวอย่าง 6  ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็ จงพิสจูนว์า่ถา้ 2a  เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ a  เป็นจาํนวนคีÉ 
พสูิจน ์

 

 

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 7  ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็ จงพิสจูนว์า่ ถา้ 14 2a  แลว้ a  เป็นจาํนวนคู ่
พสูิจน ์
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3.4 การพสูิจนป์ระพจนท์ีÉมีเงืÉอนไขสองทาง 
 เนืÉองจากประพจน ์ p q  สมมลูกบั p q q p  ซึÉงมีคา่ความจรงิเป็นจรงิ
เมืÉอ p q และ q p  เป็นจรงิทัÊงคู ่ดงันัÊนในการพิสจูน ์ p q เราจงึควรแบง่การพิสจูน์
ออกเป็นสองสว่นดงันี Ê 
การพิสจูน์ p q  

 1) พิสจูน์ p q  

 2) พิสจูน ์ q p  

โดยเลือกใชว้ิธีการพิสจูนส์าํหรบัประพจนที์ÉมีเงืÉอนไขตามความเหมาะสม 

 
ตัวอย่าง 8 ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็ จงพิสจูนว์า่  a  เป็นจาํนวนคูก็่ตอ่เมืÉอ 2a  เป็นจาํนวนคู ่
แนวคิด ให ้ p  แทนขอ้ความ a  เป็นจาํนวนคู ่และ q  แทนขอ้ความ 2a  เป็นจาํนวนคู ่
เราตอ้งแบง่กรณีเพืÉอพิสจูนเ์ป็น 2 กรณีคือ  

1) พิสจูน์ p q  (ถา้ a เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 2a  เป็นจาํนวนคู)่ 
2) พิสจูน ์ q p (ถา้ 2a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ a  เป็นจาํนวนคู)่ 

กรณีทีÉ 1) ตอ้งการพิสจูน ์ p q นัÉนคือ ถา้ a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 2a  เป็นจาํนวนคู ่
พสูิจน ์ สมมตใิห ้ a  เป็นจาํนวนคู ่นัÉนคือ มีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2a m  

 เราจงึไดว้า่ 2 2 2 2(2 ) 4 2(2 )a m m m   โดยทีÉ 22m เป็นจาํนวนเตม็ 

       โดยสมบตัิปิดการคณูของจาํนวนเตม็  
 ดงันัÊน  2a  เป็นจาํนวนคู ่
 
กรณีทีÉ 2) ตอ้งการพิสจูน์q p นัÉนคือ ถา้ 2a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ a  เป็นจาํนวนคู ่
 เนืÉองจากเราไมส่ามารถแสดงโดยตรงวา่ a  เป็นจาํนวนคูจ่ากการสมมติวา่ 2a  เป็น
จาํนวนคู ่เราจงึจะพิสจูนป์ระพจนแ์ยง้สลบัทีÉ p qp q  แทน กล่าวคือ ถา้ a  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ 

2a  เป็นจาํนวนคีÉ 
พสูิจน ์ สมมตใิห ้ a  เป็นจาํนวนคีÉนัÉนคือ มีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2 1a m  

 เราจงึไดว้า่    2 2 2(2 1) 4 4 1a m m m  22(2 2m) 1m  

โดยทีÉ 22 2m m เป็นจาํนวนเตม็ โดยสมบตัปิิดการคณูของจาํนวนเตม็  
 ดงันัÊน  2a  เป็นจาํนวนคีÉ 
สรุปได้ว่า  a  เป็นจาํนวนคูก็่ตอ่เมืÉอ 2a  เป็นจาํนวนคู ่จากการพิสจูนก์รณี 1 และ 2 
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ตัวอย่าง 9  ให ้ a  และ b  เป็นจาํนวนเตม็  
  จงพิสจูนว์า่  a  เป็นจาํนวนคีÉ ก็ตอ่เมืÉอ 1a  เป็นจาํนวนคู ่
พสูิจน ์
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3.5 การพสูิจนป์ระพจน ์ p q r   
 เนืÉองจากประพจน ์ )(~)( rqprqp ดงันัÊนในการพิสจูนป์ระพจนนี์ Êจะ
สมมตใิห ้ p  และ q~  เป็นจรงิแลว้พิสจูนใ์หไ้ดว้า่ r  เป็นจรงิเสมอ 

 

ตัวอย่าง 10 ให ้ m  และ n   เป็นจาํนวนเตม็ 

  จงพิสจูนว์า่ ถา้ m n  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ m   เป็นจาํนวนคีÉ หรือ n  เป็นจาํนวนคีÉ 
พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ  m n  เป็นจาํนวนคีÉ 
  q  แทนขอ้ความ  m   เป็นจาํนวนคีÉ 
  r  แทนขอ้ความ  n   เป็นจาํนวนคีÉ 
   

 
 
 
 
 
 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 11 ให ้ m  และ n   เป็นจาํนวนเตม็ 

  จงพิสจูนว์า่ ถา้ mn  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ m   เป็นจาํนวนคู ่หรือ n  เป็นจาํนวนคู ่
พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ mn  เป็นจาํนวนคู ่
  q  แทนขอ้ความ  m   เป็นจาํนวนคู ่
  r  แทนขอ้ความ  n   เป็นจาํนวนคู ่
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3.6 การพสูิจนป์ระพจน ์ p q r  
บทนิยาม ś.Ŝ  ให ้ x  เป็นจาํนวนจรงิ ค่าสัมบูรณ ์(Absolute Value) ของ x เขียนแทนดว้ย x   

นิยามโดย 
, 0

0 , 0
, 0

x x
x x

x x
  

 เนืÉองจากประพจน ์ p q r p q p r ดงันัÊนในการพิสจูนป์ระพจนนี์ Ê
จะตอ้งพิสจูนว์า่ ทัÊง p q  และ p r  เป็นจรงิ 
 
ตัวอย่าง 12  ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็  
  จงพิสจูนว์า่ ถา้ a   เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 24 a   และ 2 1a  เป็นจาํนวนคีÉ  
พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ a    เป็นจาํนวนคู ่
  q  แทนขอ้ความ  24 a  เป็นจาํนวนคีÉ 
  r  แทนขอ้ความ  2 1a   เป็นจาํนวนคีÉ 
   

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอย่าง 13  ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็  
  จงพิสจูนว์า่ ถา้ a   เป็นจาํนวนคีÉแลว้ 24 ( 3)a   และ 24 1a    
พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ a   เป็นจาํนวนคีÉ 
  q  แทนขอ้ความ  24 ( 3)a  
  r  แทนขอ้ความ  24 1a  
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ตัวอย่าง 14 จงพิจารณาขอ้ความตอ่ไปนีÊวา่เป็นจรงิหรือไม ่ถา้จรงิจงพิสจูน ์ 
ถา้ไมจ่รงิจงยกตวัอยา่งคา้น 

1) ผลบวกของจาํนวนเตม็คูก่บัจาํนวนเตม็คีÉ เป็นจาํนวนเตม็คู่ 
 

 

 

2) ผลบวกของจาํนวนตรรกยะและจาํนวนอตรรกยะเป็นจาํนวนอตรรกยะ 

 

 

 
3) ผลคณูของจาํนวนตรรกยะและจาํนวนอตรรกยะเป็นจาํนวนอตรรกยะ 
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แบบฝึกหัด 3.1 
ให ้ ,a b  และ c  เป็นจาํนวนเตม็และ x  และ y  เป็นจาํนวนจรงิ  
1. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊ โดยเลือกวิธีพิสจูนที์Éเหมาะสม 

1) ถา้ a bและ b cแลว้ a c  

2) ถา้ a bและ a c แลว้ a b c  

3) ถา้ a  และ b  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ a b  เป็นจาํนวนคูแ่ต่ ab  เป็นจาํนวนคีÉ  
4) ถา้ a  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ 2 2a b  เป็นจาํนวนคีÉ 
5) ถา้ a  และ b เป็นจาํนวนคูแ่ลว้3a b  เป็นจาํนวนคู ่
6) ถา้ 1a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 2 2 1a a  เป็นจาํนวนคู ่
7) ถา้ x  และ y  เป็นจาํนวนตรรกยะแลว้ xy  และ x y  เป็นจาํนวนตรรกยะ 

8) ถา้ 0x  แลว้ 3 2
3
x

x
  

9) ถา้ x  เป็นจาํนวนตรรกยะและ y  เป็นจาํนวนอตรรกยะแลว้ x y  เป็นจาํนวนตรรกยะ 

10) a  เป็นจาํนวนคีÉก็ตอ่เมืÉอ 1a  เป็นจาํนวนคู ่
11) a  เป็นจาํนวนคูก็่ตอ่เมืÉอ 2 1a  เป็นจาํนวนคีÉ 
12) a  เป็นจาํนวนคีÉก็ตอ่เมืÉอ 3a  เป็นจาํนวนคีÉ 
13) 3 1a  เป็นจาํนวนคูก็่ตอ่เมืÉอ5 2a  เป็นจาํนวนคีÉ 
14) a  เป็นจาํนวนคีÉก็ตอ่เมืÉอ 24 a   
15) a b  ก็ตอ่เมืÉอ 11

2
a b   

 

2. จงพิจารณาขอ้ความตอ่ไปนีÊวา่เป็นจรงิหรือไม ่ถา้จรงิจงพิสจูน ์ถา้ไมจ่รงิจงยกตวัอยา่งคา้น 

4) ถา้ a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 3a  เป็นจาํนวนคู ่
5) ถา้ a  และ b  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ a b  เป็นจาํนวนคู ่
6) ถา้ a  เป็นจาํนวนเตม็และ 4a  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ 3a  เป็นจาํนวนคู ่
7) ถา้ b  เป็นจาํนวนเตม็และ 5b b  เป็นจาํนวนคู ่แลว้ b  เป็นจาํนวนคู ่
8) ผลบวกของจาํนวนตรรกยะเป็นจาํนวนตรรกยะ 
9) ผลคณูของจาํนวนตรรกยะเป็นจาํนวนตรรกยะ 
10) ผลบวกของจาํนวนอตรรกยะเป็นจาํนวนอตรรกยะ 
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3.7 การพสูิจนโ์ดยแจกแจงกรณี (Proof by Cases) 
 เนืÉองจาก p q r p r q r  ดงันัÊน ตอ้งพิสจูนว์า่ทัÊ ง Ś กรณีเป็นจรงิ 

กรณีทีÉ 1 พิสจูน์ p r  

กรณีทีÉ 2 พิสจูน ์ q r  

 
ตัวอย่าง 15 ให ้ a  เป็นจาํนวนเตม็ 

จงพิสจูนว์า่ ถา้ a  เป็นจาํนวนคูห่รือ a เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ 2a a  เป็นจาํนวนคู ่
พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ a  เป็นจาํนวนคู ่
  q  แทนขอ้ความ  a  เป็นจาํนวนคีÉ 
  r  แทนขอ้ความ  2a a  เป็นจาํนวนคู ่
ดงันัÊน จะตอ้งพิสจูนป์ระพจน ์ p q r เป็น Ś กรณี 
กรณีทีÉ 1 พสูิจน ์ p r (ถา้ a  เป็นจาํนวนคู ่แลว้ 2a a  เป็นจาํนวนคู)่ 
สมมตใิห ้ a  เป็นจาํนวน นัÉนคือ มีจาํนวนเตม็ m  ซึÉง 2a m  

  22 22 4a m m  

จะได ้ 2 2 24 2 2 2a a m m m m  โดยทีÉ 22 2m m เป็นจาํนวนเตม็ 

      โดยสมบตัิปิดของจาํนวนเต็ม  
ดงันัÊน  2a a  เป็นจาํนวนคู ่

 

กรณีทีÉ 2 พสูิจน ์ q r (ถา้ a เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ 2a a  เป็นจาํนวนคู)่  
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ตัวอย่าง 16  ให ้ a  และ b  เป็นจาํนวนจรงิ 
จงพิสจูนว์า่ ถา้ 0a  หรือ 0b  แลว้ 0ab   

พสูิจน ์ ให ้ p  แทนขอ้ความ 0a  

  q  แทนขอ้ความ  0b  
  r  แทนขอ้ความ  0ab  
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3.8 การพสูิจนโ์ดยข้อขัดแย้ง (วิธีทางอ้อม) (Contradiction Proof) 
 เนืÉองจากประพจน ์ qpqp ~~  ในการพิสจูนป์ระพจน ์ p q  โดยขอ้ขดัแยง้ 
เราจะสมมต ิ p  และ q~  แลว้แสดงวา่มีขอ้ขดัแยง้เกิดขึ Êน ตา่งจากการพิสจูนป์ระพจนแ์ยง้สลบัทีÉ 
การพิสจูนป์ระพจน์ p q ทางออ้ม 
  สมมต ิ p และ q~  เป็นจรงิ 
     (สว่นของการพิสจูน)์ 
   ดงันัÊน เกิดขอ้ความขดัแยง้ 

 

ตัวอย่าง 17  จงพิสจูนว์า่ 2 3 a  แลว้ 2 3 (7) 7a   
 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 18  สาํหรบัทกุจาํนวนจรงิบวก x  และ y  ใดๆ จงพิสจูนว์า่ x y x y   
 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 19  จงพิสจูนว์า่ 2  เป็นจาํนวนอตรรกยะ 
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ตัวอย่าง 20 กาํหนดให ้ A และ B เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง  
จงพิสจูนว์า่ถา้ A B  แลว้ A B   

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 21 ให ้ a  และ b เป็นจาํนวนเตม็ 

จงพิสจูนว์า่ ถา้ a  เป็นจาํนวนคู ่และ b  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ a b  เป็นจาํนวนคู ่ โดยวิธีขดัแยง้ 
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3.9 การพสูิจนป์ระพจนซ์ึÉงเป็นไปได้อย่างเดยีว (Uniqueness Proofs) 
 ให ้ ( )p x  เป็นประโยคเปิด และ A  เป็นเซตใดๆ ประพจน ์ ! , ( )x A p x มีความหมาย
วา่ x  มี ใน A เพียงตวัเดียวเทา่นัÊนทีÉมีสมบตัิ ดงันัÊนในการพิสจูนป์ระพจน ์ ! , ( )x A p x จะตอ้ง
แสดง 2 ขัÊนตอนคือ 

1) , ( )x A p x นัÉนคือแสดงว่า มี x  อยา่งนอ้ยทีÉสดุตวัหนึÉงใน A  ซึÉงมีสมบตั ิ ( )p x   
2) , , ( ) ( )x A y A p x p y x y นัÉนคือแสดงว่า มี x  อยา่งมากทีÉสดุเพียง 
ตวัเดียวใน A  ซึÉงมีสมบตั ิ ( )p x  

ตัวอย่าง 22 จงพิสจูนว์า่มีจาํนวนจรงิ x เพียงจาํนวนจรงิเดียวเทา่นัÊนทีÉทาํให ้ 3 1 0x   
พสูิจน ์ ขอ้ความนีÊเขียนในรูปสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น 01,! 3xRx  

จะตอ้งแสดง 2 ขัÊนตอนคือ  
1) จะแสดงวา่ 01, 3xRx  
2) จะแสดงวา่ yxyxRyRx 0101,, 33  

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 23  จงพิสจูนว์า่ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม  
    จะมีจาํนวนเตม็ y  เพียงจาํนวนเดียวเท่านัÊนทีÉทาํให ้ 3x y   
พสูิจน ์ ขอ้ความนีÊเขียนในรูปสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น )3(,!, yxZyZx  

จะตอ้งแสดง 2 ขัÊนตอนคือ  
1) จะแสดงวา่ )3(, yxZy  
2) จะแสดงวา่ )()33(,, wywxyxZwZy  
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3.10 การพิสูจนข้์อความทีÉเป็นเทจ็ 
 ถา้ตอ้งการแสดงวา่ประพจน ์ p  เป็นเท็จ เราอาจจะพิสจูนป์ระพจน ์ p~ เป็นจรงิแทo 

ก็ได ้ในกรณีขอ้ความแบบ , ( )x U p x  เป็นเท็จ สมมลูกบั )(~, xpUx เป็นจรงิ  

 
ตัวอย่าง 3.24 จงพิสจูนว์า่ 01, 2xRx  เป็นเท็จ  
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 3.25 จงพิสจูนว์า่ 10, xZx  เป็นเท็จ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



52 

หลกัการคณิตศาสตร ์(Principle of Mathematics)                                                              บททีÉ 3 การพิสจูน ์

แบบฝึกหดัทีÉ 3.2 
 

1. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊ 
1) ไมว่า่ a  และ b จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม ถา้ a b  เป็นจาํนวนคีÉแลว้ a เป็นจาํนวน

คีÉ หรือ b เป็นจาํนวนคีÉ 
 2) ไมว่า่ a  และ b จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม ถา้ a b  เป็นจาํนวนคูแ่ลว้ a และ b  เป็น
จาํนวนคู ่หรือ a และ b  เป็นจาํนวนคีÉ 
 3) ไมว่า่ a  จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม จะไดว้่า 2 3a a  เป็นจาํนวนคีÉ 
 4) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x  ใดๆ จะไดว้า่ x x   
 5) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x  ใดๆ จะไดว้า่ 2 2x x  

 

2. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊโดยวิธีขดัแยง้ 

 1) ไมว่า่ x  จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม จะไดว้่า ถา้ 0x  แลว้ 1 0x   
 2) ไมว่า่ n  จะเป็นจาํนวนเตม็ใดก็ตาม จะไดว้่า ถา้ไมมี่จาํนวนเตม็อยูร่ะหวา่ง Ř กบั ř 
แลว้ จะไมมี่จาํนวนเตม็อยูร่ะหวา่ง n  กบั 1n   
 3) ไมว่า่ x  จะเป็นจาํนวนจรงิบวกใดก็ตาม จะไดว้่า 1x x   
 

3. จงพิสจูนว์า่ขอ้ความตอ่ไปนี Êเป็นเท็จ โดยการยกตวัอยา่งคา้น 

 1) RyRx , , 22 yxyx  

 2) RyRx , , yxyx  

 3) RyRx , , 0)00( yxyx  
 

4) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊ มากกวา่ 1 วิธี 

 “ถา้  a  และ b จะเป็นจาํนวนคู ่แลว้ a b  เป็นจาํนวนคู”่ 
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บททีÉ 4  
หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ์

 
การพสูิจนโ์ดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ์
 การพิสจูนข์อ้ความในแบบ โดยใชห้ลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์เราจะตอ้งแสดง 2 ขัÊนตอน 
คือ 
 1) ขัÊนตอนฐานหลกั-basis step แสดงว่า (1)p  เป็นจรงิ  
และ 2) ขัÊนตอนอปุนยั-induction step แสดงวา่ )1()(, kpkpNk  เป็นจรงิ  
 

ตัวอย่าง 1 จงพิสจูนว์า่ 
2

)1(...321, nnnNn  

พสูิจน ์ ให ้ ( 1)( ) :1 2 3 ...
2

n np n n  เมืÉอ Nn   

 ขัÊนทีÉ 1 เพราะวา่ 1(1 1) 1
2

  ดงันัÊน 

  (1)p  คือ 1(1 1)1
2

 จงึเป็นจรงิ 
 
 ขัÊนทีÉ 2 ให ้ k  เป็นจาํนวนนบัใดๆ ซึÉง ( )p k   เป็นจรงิ จะไดว้า่  
  1 2 3 ... k  ( 1)

2
k k  ……………………..(*) 

 จะตอ้งแสดงว่า ( 1)p k  เป็นจรงิ 
คือตอ้งแสดงวา่    1 2 3 ... ( 1)k k ( 1)( 2)

2
k k  

 จาก (*) บวกดว้ย ( 1)k  ทัÊงสองขา้งจะไดว้า่ 
1 2 3 ... ( 1)k k  ( 1) ( 1)

2
k k k  

      ( 1) 2( 1)
2

k k k  

      ( 1)( 2)
2

k k  
   ดงันัÊน ( 1)p k  เป็นจรงิ 

สรุป จากขัÊนทีÉ (1) และ (2) และหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์จะไดว้า่        
         

2
)1(...321, nnnNn เป็นจรงิ   # 
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ตัวอย่าง 2 จงพิสจูนว์า่ )(3, 3 nnNn   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 3 จงพิสจูนว์า่ 122, nnNn   
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ตัวอย่าง 4 ให ้ x   เป็นจาํนวนจรงิใดๆ ซึÉง 0x  จงพิสจูนว์า่ nn xxNn 11,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง 5 จงพิสจูนว์า่ 
n

nnNn
2
3,13, 2   
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3.2 อุปนัยเชิงคณิตศาสตรท์ีÉเริÉมขัÊนฐานด้วย 0n   
การพิสจูนข์อ้ความในแบบ โดยใชห้ลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์เราจะตอ้งแสดง Ś ขัÊนตอน 

คือ 
 1) ขัÊนตอนฐานหลกั-basis step แสดงว่า 0( )p n  เป็นจรงิ 
และ 2) ขัÊนตอนอปุนยั-induction step แสดงวา่ )1()(,0, kpkpnNk  เป็นจรงิ  
 
ตัวอย่างทีÉ 6 จงหาจาํนวนนบัเริÉมตน้ทีÉทาํใหข้อ้ความนีÊเป็นจรงิพรอ้มทัÊงพิสจูน ์ 22n n   

  พิจารณา  1 22 2 1 1  , 
   2 24 2 2 4  , 
   3 28 2 3 9   , 
   4 216 2 4 16  , 
   5 232 2 5 25 , 
   6 264 2 6 36  , 

เราจะพิสจูนข์อ้ความ 22,4, nnNk n  
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ตัวอย่างทีÉ 7 จงหาจาํนวนนบัเริÉมตน้ทีÉทาํใหข้อ้ความนีÊเป็นจรงิพรอ้มทัÊงพิสจูน ์ 2 !n n   
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แบบฝึกหัดทีÉ 4 
 

1. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนีÊ โดยใชห้ลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์เมืÉอกาํหนดให ้ Nn  
 1) Nn , 

6
)12)(1(...321 2222 nnnn  

2) Nn , 
2

3333

2
)1(...321 nnn  

 3) Nn , 2)12(...531 nn  
 4) Nn , nnn 2)2(...642  
 5) Nn , 222...2222 1432 nn  
 6) Nn , 2412 nn  
 7) Nn , nn55    

8) Nn  , nn 253  
 9) Nn , 113 235 nn    

10) Nn , 758 2n  
 11) Nn , nn2     

12) Nn , 1222 11 nnn  
 13) Nn , 22...221 21 n   

14) Nn , 44,5 nn n  
 15) Nn , 610 22)100(2,10 nnnn  
 
2. จงหาจาํนวนนบัเริÉมตน้ทีÉทาํใหข้อ้ความนีÊเป็นจรงิพรอ้มทัÊงพิสจูน ์
 1) 2 !n n        

2) 44n n   
 3) 222 ! 2 !nn n       

4) 2 3
2

n

n   
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3. จงเดากฎตอ่ไปนีÊในกรณีทัÉวไป และจงพิสจูนค์าํตอบดว้ย 
 1)    1 =1 
         1+3 =4 

   1+3+5 =9 
         1+3+5+7  =16 
     1+3+5+7+9  =25 
 
2)   1 =1 

         1-4  =-(1+2) 
   1-4+9 =1+2+3 

         1-4+9-16  =-(1+2+3+4)  
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บททีÉ 5 เซต 

บททีÉ 5  
หลักมูลของเซต (Fundamental of Set) 

   
  ในทางคณิตศาสตรจ์ะถือว่าเซต (Set) เป็นคาํอนิยาม (Undefined Term) เป็นคาํทีÉ
แทนลกัษณนามทีÉเราใชเ้รียกกลุม่ของสิÉงตา่ง ๆ เชน่ กลุม่ของคน สตัว ์และกลุม่ของสิÉงของ 
เป็นตน้ 
ตวัอยา่งของเซต   เซตของจงัหวดัในภาคตะวนัออก 

   เซตของสตัวที์Éเลี Êยงลกูดว้ยนม 

   เซตของตวัเชืÉอมในตรรกศาสตร ์
   เซตของจาํนวนนบั  เป็นตน้ 

การพิจารณาว่าเป็นเซตหรือไมคื่อตอ้งสามารถบอกไดแ้น่นอนวา่มีหรือไมมี่สิÉงใดอยูใ่น
กลุม่นัÊนๆ 

 
ตัวอย่าง 1 จงพิจารณาขอ้ความตอ่ไปนีÊวา่ ขอ้ความใดใชค้าํวา่เซตไดถ้กูตอ้งตามความหมาย 
เพราะเหตใุด 

1) เซตของสระในภาษาองักฤษ   

2) เชตของพยญัชนะในคาํว่า “ตรรกศาสตร”์ 
3) เซตของดาราเกาหลีทีÉหนา้ตาดี 10 อนัดบัแรก 

4) เซตของประเทศในกลุม่อาเซียน 

5) เซตของจาํนวนนบัทีÉนอ้ยกว่า 5  

 
5.1 สัญลักษณแ์ละการเขียนเซต  
 โดยทัÉวไปการเขียนเซตหรือการเรียกชืÉอของเซตจะใชอ้กัษรภาษาองักฤษตวัพิมพใ์หญ่
แทนเซต และอกัษรในภาษาองักฤษตวัพิมพเ์ล็กแทนสมาชิกของเซต   
การเป็นสมาชิก (Element or Member) ของเซตเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ ( Epsilon)  

 และ  แทนการไมเ่ป็นสมาชิก   
เชน่ กาํหนด , , ,A a b c d  จะพบวา่  a A  แต ่ f A  

สัญลักษณ ์
ใชอ้กัษร  A, B, C, …  แทนเซต 

 ใชอ้กัษร  a, b, c, …  แทนสมาชิกในเซต 
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 d A      หมายถึง d  เป็นสมาชิกของเซต A 

 f A      หมายถึง f   ไมเ่ป็นสมาชิกของเซต A 

      แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น 

      แทนเซตของจาํนวนจรงิ 
      แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ 

      แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ 

     แทนเซตของจาํนวนเตม็ 

     แทนเซตของจาํนวนนบั  

รูปแบบการเขียนเซต  
 ในการเขียนเซตนัÊนจะเขียนได ้2 วิธี คือแบบแจกแจงสมาชิกและแบบมีเงืÉอนไข โดย
การเขียนแสดงเซตใด จะเขียนสมาชิกของเซตไวใ้นเครืÉองหมายวงเล็บปีกกา  “ ” และ
สมาชิกในเซตเขียนได ้2 วิธีดงันี Ê 

1. การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก (Listing Method) เป็นวิธีการเขียนเซตโดย 

เขียนเซตแตล่ะตวัของเซตในวงเล็บปีกกา “ ”และจะไมใ่ชเ้ครืÉองหมายวงเล็บแบบอืÉนแทน 
และตอ้งใชเ้ครืÉองหมายจลุภาค  “,” เขียนคัÉนระหวา่งสมาชิกแตล่ะตวัของเซตนัÊน ซึÉงยงั
แบง่ยอ่ยได ้3 วิธีดงันี Ê 

1.1 สมาชิกมีจาํนวนนอ้ย ใหเ้ขียนสมาชิกลงไปทกุตวั เชน่ 

A  คือเซตของวนัใน 1 สปัดาห ์เขียนไดด้งันี Ê 
, , , ,A a e i o u  

1.2 สมาชิกมีจาํนวนจาํกดั (อาจจะมากจนเขียนสมาชิกทัÊงหมดไมส่ะดวก)  
ใหเ้ขียนสมาชิก ś ตวัแรก แลว้ตอ่ดว้ยจดุ ś จดุ แลว้เขียนสมาชิกตวัสดุทา้ย เชน่ 

B คือเซตของจาํนวนนบัทีÉไมเ่กิน řŘŘ เขียนไดด้งันี Ê 
1,2,3,...,100B  

1.3 สมาชิกมีจาํนวนมากไมส่ิ Êนสดุ ใหเ้ขียนสมาชิก ś ตวัแรก แลว้ตอ่ดว้ยจดุ ś จดุ 
เชน่ 

N คือเซตของจาํนวนนบั เขียนไดด้งันี Ê 
1,2,3,...N  

ตัวอย่างทีÉ 2 จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊใหอ้ยู่ในแบบแจกแจงสมาชิก  
1) เซตของเดือนใน ř ปี 

2) เซตของจาํนวนนบั 
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3) เซตของจาํนวนเฉพาะบวกทีÉนอ้ยกวา่ 10 

4) เซตของจาํนวนคูบ่วก 

 5)  เซตของพยญัชนะในคาํว่า “กรรมการ” 
 

2. การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (descriptive method) เป็นการเขียนโดย
บอกเงืÉอนไขหรือกาํหนดสมบตัขิองสมาชิกในเซตนัÊน  ใชส้ญัลกัษณ ์x หรือ ตวัอกัษรอืÉนแทน
สมาชิกของเซต และตามดว้ยเครืÉองหมาย “ ” (vertical bar) แลว้จงึกาํหนดสมบตัขิอง
สมาชิกของเซตนัÊน เขียนในรูปสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น ( )x A p x เมืÉอ p(x) แทนเงืÉอนไขหรือ
สมบตัขิองสมาชิก x ตวัใดๆทีÉอยูใ่นเซต A ซึÉง p(x) ตอ้งเขียนประพจน ์ซึÉง “ ”เป็นสญัลกัษณ์
ทีÉใชแ้ทนคาํวา่ “โดยทีÉ” เพืÉอคัÉนระหวา่งตวัแปรกบัเงืÉอนไข เชน่ 

  ให ้  A  คือเซตของวนัใน ř สปัดาห ์ 

   เปนวันใน 1 สัปดาหA x x   

ตัวอย่างทีÉ 3 จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊใหอ้ยู่ในแบบบอกเงืÉอนไขของสมาชิก  
1) เซตของเดือนใน 1 ปี 

 

2) เซตของจาํนวนคู ่
 

3) เซตของจาํนวนนบัทีÉนอ้ยกว่า 10 

  

4) เซตของจาํนวนเตม็ทีÉอยูร่ะหวา่ง -10 กบั 10 

 
 5)   เซตของจาํนวนเตม็ทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ 2x 9 0  
 

5.2 การเทา่กันของเซต  
 เซตทีÉเทา่กนัก็คือเซตทีÉมีสมาชิกเหมือนกนั เมืÉอเซต A และเซต B เป็นเซตทีÉมีสมาชิก
เหมือนกนั เราเรียกวา่ เซต A เทา่กบัเซต B และเขียนแทนดว้ย  A=B มีสจัพจน ์(Axiom) แสดง
การเทา่กนัของเซต ดงัตอ่ไปนี Ê  
สัจพจนข์องการขยาย (Axiom of Extensionality)  
 กาํหนดให ้A และ B เป็นเซต A=B (A is equal to B) ก็ตอ่เมืÉอสมาชิกทกุตวัของ A 

เป็นสมาชิกของ B และสมาชิกทกุตวัของ B เป็นสมาชิกของ A  
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เขียนแทนสญัลกัษณ ์

  A=B  x x A x B  

   x x A x B x B x A  

 

ตัวอย่าง 4  กาํหนดให ้ 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7A  
    7,6,5,4,3,2,1B  
        จงหาความสมัพนัธร์ะหว่างเซต 

วิธีทาํ   เพราะวา่   1 1A B  
  และ  2 2A B  

    3 3A B  
    4 4A B  

    5 5A B  
    6 6A B  
    7 7A B  
  จะเห็นวา่ x x A x B  

  นัÉนคือ  A=B 

 
เซตทีÉไม่เทา่กัน เซตสองเซตใดๆไมเ่ทา่กนั ถา้หากทัÊงสองเซตมีสมาชิกทีÉไมเ่หมือนกนั  
เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ A Bหมายถึง เซต A ไมเ่ทา่กบัเซต B  

พิจารณาไดด้งันี Ê 
เพราะวา่จาก  Axiom of Extensionality  

A=B  x x A x B  
ดงันัÊน       (A=B)  x x A x B  
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นัÉนคือ A B ก็ตอ่เมืÉอ................................................................................................. 
   

ตัวอย่าง 5 กาํหนดให ้ 2, , ,A x x y z  
    2 2, ,B x y z  
        จงหาความสมัพนัธร์ะหว่างเซต  

วิธีทาํ  จะเห็นวา่ A B เพราะวา่ x x A x B  

    หรือ  2 2z z B x A  เป็นตน้ 

ตัวอย่าง 6 กาํหนดให ้ 5,2,3A  
    5,2,3,5B  
    2 8 15 0C x x x  

จงหาความสมัพนัธร์ะหว่างเซต  

 

5.3 เซตว่าง (Empty Set or Null Set) 
บทนิยาม 5.1 เซตทีÉไมมี่สมาชิก เรียกวา่ เซตวา่ง (Empty Set or Null Set)  

เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ หรือ  

 ตวัอยา่งของเซตวา่ง เช่น  
2A x x 1 02x 1 02x 112  เนืÉองจากไมมี่จาํนวนเตม็ใดทีÉสามารถนาํมาแทนในสมการ

แลว้ 

    ทาํใหส้มการเป็นจรงิ 
 ตัวอย่างทีÉ 7 จงพิจารณาเซตตอ่ไปนีÊเป็นเซตว่างหรือไม ่พรอ้มทัÊงใหเ้หตผุล 

1) A x 3x x 13x x3x xx   2) 2B x 2 x 252x 252x   
  

 

5.4 เซตจาํกัด (Finite Set) และเซตอนันต ์(Infinite Set) 
บทนิยาม 5.2 เซตจาํกดัคือ เซตซึÉงมีจาํนวนสมาชิกเท่ากบัจาํนวนเตม็บวกใดๆหรือศนูย ์
กลา่วคือสามารถบอกจาํนวนสมาชิกในเซตนัÊนๆได ้

ตวัอยา่งเชน่   

 5,2,3A เป็นเซตจาํกดัเพราะมีจาํนวนสมาชิกเทา่กบั 3 หรือ n(A) 3    

 1,2,3,...,99,100B เป็นเซตจาํกดัเพราะมีจาํนวนสมาชิกเทา่กบั 100  
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หรือ n(B) 100  

 2C x x x x เป็นเซตจาํกดัเนืÉองจากไมมี่จาํนวนเตม็บวก
ใด  ทีÉสอดคลอ้งกบัสมการนี Ê เซตนี Êจงึมีสมาชิกเลย นัÉนคือมีสมาชิกเทา่กบัศนูย ์  

 
 

แบบฝึกหดัทีÉ 5.1 
1. จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊ แบบแจกแจงสมาชิก 

 1) เซตของจาํนวนคีÉบวกทีÉนอ้ยกวา่ 100 

 2) เซตของเตม็บวกทีÉนอ้ยกว่า 100 และหารดว้ย 5 ลงตวั 

 3) เซตของจาํนวนจรงิทีÉสอดคลอ้งกบัสมการ 2x 6x 7  

 4) x x x 1x x 1x xx  

 5) x x 5mx 5mx เมืÉอ m  
 6) x x 2m 3x 35x 2mx 2m เมืÉอ m  

2. จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊ แบบบอกเงืÉอนไขของสมาชิกในเซต 

 1) A = { 2, 4, 6, 8, 10 } 

 2) B = { 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36 } 

 3) C = {10, 20, 30, …} 

 4) D = {a, e, i, o, u} 

 5) E = { } 

 6) F = {1 , -1}  

3. จงเตมิ หรือ ลงใน ชอ่งวา่งแตล่ะขอ้ใหถ้กูตอ้ง 
 1)  2      x 2 x 442 xx  

 2)  3     2, 3  

 3)    

 4)  0      2x x 12 12x2  

 5)  1
2

  x x 2 3x 2 3x 22  

 6)  4  4  

4. เซตตอ่ไปนีÊ เซตใดเป็นเซตจาํกดั เซตใดเป็นเซตอนนัต ์
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1)  { 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,… } 

2)  เซตของเดือนใน 1 ปี 

3)  เซตของประชากรไทย ในปี 2559 

4) x 2 x 302 x 302 xx  

5) 1,2,3,...  

6)  {2, 4, 6, 8, …} 

 

7) 2x x 1 02x 1 02x 112  

8) x x 2 xxx 22  

9) x x 5 5 xx 5 5x 5 55 5  

10) 2x x 02x 02x2  

5.5 เซตย่อย (Subset) 
 เซตทีÉไมเ่หมือนกนัจดัเป็นเซตทีÉไมเ่ทา่กนั เซตทีÉมีสมาชิกเหมือนกนัเกือบทัÊงหมดก็เป็น
เซตทีÉไมเ่ทา่กนั ดงันี Ê  

1,2,3,4,5C  

 และ 1,2,3,4,5,6,7D  

 เซต C ไมเ่ทา่กบัเซต D แตเ่รียกเซต C วา่เป็นเซตยอ่ยของเซต D 

บทนิยาม 5.3 กาํหนดให ้A และ B เป็นเซตใดๆ จะกลา่ววา่ A เป็นเซตยอ่ย(Subset)ของ 
เขียนแทนดว้ย A Bหรือ B A ถา้สมาชิกทกุตวัของ A เป็นสมาชิกของ B 

เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 
A B x x A x B  

 หรือเรียกวา่   A is contained in B 

 

บทนิยาม 5.4 ถา้ A Bแลว้ เซต B เรียกวา่ a superset ของเซต A 
 

 

 

 

 

 

 

 
รูปทีÉ 5.1 แผนภาพแสดง A B  

 

B 

A 

U 
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ไม่เป็นเซตย่อย  
เซต A ไมเ่ป็นเซตย่อยของเซต B ถา้มีสมาชิกบางตวัในเซต A ไมเ่ป็นสมาชิกของเซต B  

อธิบายไดด้งันี Ê 
 

จากบทนิยามเซตยอ่ย (Subset)      A B       x x A x B   

    A B  x x A x B  

          A B   x x A x B  

        จะไดว้า่        A B   x x A x B  

ตัวอย่าง Š ถา้ 2 5 0A x x  

  2 2 15 0B x x x  

จงหาความสมัพนัธร์ะหว่างเซต (ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
 

ตัวอย่าง š ถา้ 2( 1)( 2)( 3)( 4) 0A x x x x x  

  1 4B x x  

จงหาความสมัพนัธร์ะหว่างเซต (ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
 
เซตย่อยแท ้(Proper Subset) 
บทนิยาม 5.5 เซต A เป็นเซตย่อยแท้ (proper subset) ของเซต B ก็ตอ่เมืÉอ A Bและมี
สมาชิกบางตวัในเซต B ทีÉไมเ่ป็นสมาชิกในเซต A 

เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ A B  
   A B  A B x x B x A  

  หรือ A B  A B B A  

 
บทนิยาม 5.6 เซต A เป็นเซตยอ่ยไมแ่ท ้(improper subset) ของเซต B ก็ตอ่เมืÉอ A=B 

 

จะเห็นวา่ เซต A เป็นเซตยอ่ยแทข้อง B  ก็ตอ่เมืÉอ A B B A  

  เซต A เป็นเซตยอ่ยไม่แทข้อง B  ก็ตอ่เมืÉอ A B B A   

 
ข้อตกลงเบืÊองต้นและข้อสรุปเกีÉยวกับเซต 
 1) เซตวา่ง เป็นสบัเซตของทกุเซต 
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 2) เซตทกุเซตเป็นสบัเซตของตวัเอง 
 3) ถา้ A มีสมาชิก n ตวัแลว้ A จะมีเซตย่อยทัÊงหมด 2n เซต 

 

5.6 เซตกาํลัง (Power Sets) 
 เซตเซตของยอ่ยทัÊงหมดของเซตใด เราจะเรียกวา่ เป็นเซตกาํลงัของเซตนัÊน 

บทนิยาม 5.7 เซตกาํลงัของเซต  A (The Power Set of Set A) หมายถึง เซตเซตของยอ่ย
ทัÊงหมดของเซต A เขียนแทนดว้ย P(A) 

  ( )P A B B A  นัÉนคือ P(A) เป็นเซตของเซต B ทัÊงหมดทีÉ B A 
จากบทนิยามจะไดว้า่ ( )B P A B A  

ตวัอยา่ง ś.řŘ จงหาเซตกาํลงัของเซตตอ่ไปนีÊ 
1. A = {a} 

2. B = {a, b} 

3. C = {a, b, c} 

4. D = {a, {b}} 

5. E = { } 

6. F = { } 

7. G = , ,  b,  ca b a  

 

ขอ้สงัเกต 

จากการหาเซตกาํลงัของเซตขา้งตน้ จะเห็นวา่  สาํหรบัเซตใดๆนัÊน จะมีเซตนัÊน และ 
เป็นสมาชิกในเซตกาํลงัของเซตใดๆนัÊนเสมอ 

นัÉนคือ  ( )A P A  และ ( )P A  

 ( )B P B  และ ( )P B  

 

ตัวอย่าง 11 กาํหนด A 2, 3,4 ,5 ตอ่ไปนี Ê ขอ้ใดถกู ขอ้ใดผิด 

 1) 2 P(A )     2) 2 P(A)  
 3) 3 P(A )     4) 4 P(A)  
 5)  P(A)     6) A P(A)  
 7) 2 P(A)    8) A P(A)  
 9) 3,4 P(A)    10) 3,4 P(A)  
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แบบฝึกหดัทีÉ ŝ.2 
1. กาํหนด A 2,3,4 ตอ่ไปนี Ê ขอ้ใดถกู ขอ้ใดผิด 

 1) 2 A     2) 2,3 A  

 3) 2,3 A     4) 3 A  

 5) 3 A     6) 4,3 A  

 7) 3 A     8) 2,3,4 A  

 9) 4,2 A     10) A  

 

2. กาํหนด A 2, 3,4 ,4 ตอ่ไปนี Ê ขอ้ใดถกู ขอ้ใดผิด 

 1) 4,3 A     2) 4,3 A  

 3) 4,3 A    4) 3 A  

 5)  4 A     6) 4 A  

 7) 4 A     8) 2,4 A  

 9) เซต A มีสมาชิกจาํนวน 3 ตวั  10) 2,3 A  

 

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีÊถกู หรือผิด 

 1)  a a    2)  a a  

 3) 0     4)   

 5) 0     6)   

 7)     8)   

 9)    10)  

 

4. จงหาสบัเซตตามทีÉกาํหนด 

 1) กาํหนด A 2,3,4  จงหาสบัเซตของ A ทีÉมีสมาชิก 2 ตวั  

 2) กาํหนด B a,b,c,d  จงหาสบัเซตของ B ทีÉมีสมาชิก 3 ตวั 

 3) กาํหนด C 1,2,3,4,5,6  จงหาสบัเซตของ A ทีÉมีสมาชิก 5 ตวั 

 4) กาํหนด D 2,3,4  จงหาสบัเซตของ D  

 5) กาํหนด E a ,b,c  จงหาสบัเซตแทข้อง E  

 6) กาํหนด F 1,2,3,4,5  จงหาสบัเซตของ F ทีÉมีสมาชิก 5 ตวั 

 7) กาํหนด G 1,2,3,4,5,6,7  จงหาสบัเซตของ G ทีÉมีสมาชิก 3 ตวั 
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 8) กาํหนด H 1,2,3,4,5,6,7  จงหาสบัเซตของ H ทีÉมีสมาชิก 5 ตวั 

5. กาํหนด A Bและ B Cและถา้ a A,b B,c C,d A,e B, f C   

ตอ่ไปนีÊขอ้ใดถกูหรือผิด 
 1)  a C     2)  b A  

 3) c A     4)  d B  

 5) e A     6)  f A  

 

6. กาํหนด  A = {1, 2, 3, 4, 5 } 

  B = {1, 3, 5} 

  C= {2, 4, 6} 

  D = {4, 6, 7} 

  F = {7, 8, 9} 

  

 จงหาเซต X เมืÉอกาํหนดเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ 
  1) B X A  

  2) X D  และ X มีสมาชิกบางตวัรว่มกบั A 

  3) X D X F  

  4) X C X D  

  5) X B X C  

  6) X มีสมาชิกรว่มกบั D และ F 
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5.7 การดาํเนินการของเซต (Operation on Set) 
การดาํเนินการของเซตในทีÉนี Êหมายถึง การรวมเซตเขา้ดว้ยกนั การหาส่วนรว่มกนัของเซต  
ผลตา่งระหวา่งเซต สว่นเตมิเตม็ของเซต เป็นตน้ 

1) ส่วนรวมของเซต (Union on Set) 

บทนิยาม  ให ้A และ B เป็นเซต ส่วนรวมหรือยเูนียนของเซต A และ B คือ 

  เซตของสมาชิกทัÊงหมดทีÉเป็นสมาชิกของเซต A หรือเป็นสมาชิกของเซต B 

  เขียนแทนดว้ย  A B  

    A B x x A x B  

จากบทนิยาม เขียนไดว้่า  x A B ก็ตอ่เมืÉอ x A x B  
    x A B x A x B  
2) ส่วนร่วมของเซต (Intersection on Set) 

บทนิยาม  ให ้A และ B เป็นเซต ส่วนรว่มหรืออินเตอรเ์ซกชนัของเซต A และ B คือ 

  เซตของสมาชิกทัÊงหมดทีÉเป็นสมาชิกของเซต A และเซต B 

  เขียนแทนดว้ย  A B  

    A B x x A x B  

จากบทนิยาม เขียนไดว้่า  x A B ก็ตอ่เมืÉอ x A x B  
    x A B x A x B  
3) ผลต่างของเซต  
บทนิยาม  ผลตา่งของเซต A กบัเซต B หมายถึง เซตของสมาชิกทัÊงหมดในเซต A ทีÉไม่
เป็น   สมาชิกในเซต B   

  เขียนแทนดว้ย  A B  

    A B x x A x B  

จากบทนิยาม เขียนไดว้่า  x A B x A x B   
4) ส่วนเตมิเตม็ของเซต (Complement) 

บทนิยาม  สว่นเตมิเตม็ของเซต A คือ เซตของสมาชิกทัÊงหมดทีÉเป็นสมาชิกของ U           
  แตไ่มเ่ป็นสมาชิกของเซต A  

  เขียนแทนดว้ย  /A นัÉนคือ  /A x x U x A  

     หรือ /A x x A  
จากบทนิยาม เขียนไดว้่า  /x A x A  
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ŝ.Š สมบัตบิางประการเกีÉยวกับการกระทาํทางเซต 
 กฎนิจพล (idempotent laws) 

  ถา้ A เป็นเซตแลว้  
  1) A A A  

  2) A A A  

 กฎการสลบัทีÉ (commutative laws) 

  ถา้ A และ B เป็นเซตแลว้  
  3) A B B A  

  4) A B B A  

 กฎการจดักลุม่ (associative laws) 

  ถา้ A ,B และ C เป็นเซตแลว้  
  5) A B C A B C  

  6) A B C A B C  

 กฎการกระจาย (distributive laws) 

  ถา้ A ,B และ C เป็นเซตแลว้  
  7) A B C A B A C  

  8) A B C A B A C  

 กฎเกีÉยวกบัสบัเซต 
  ถา้ A และ B เป็นเซตแลว้  
  9)   A A B และ B A B  
  10) A B A และ A B B  

  11)  A B A B B  
  12)  A B A B A  

  13)  / /A B B A  

  (absorption laws) 

  ถา้ A และ B เป็นเซตแลว้  
  14) A A B A  

  15) A A B A  
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 กฎเอกลกัษณ ์(identity  laws) 

  16) A A  

  17) A U U  

  18) A  

  19) A U A  

กฎของคอมพลีเมนต ์(complement  laws) 

  20) /A A U  

  21) /A A  

  22) / U 

  23) /U  

  24) 
//A A  

  25) /A B A B  

 กฎของเดอ มอรก์อง (De Morgan’s  laws) 

  26) / //A B A B  

  27) / //A B A B   

 สมบตัิอืÉนๆ 

  28) A B ก็ตอ่เมืÉอ A และ B  
  29) A B ก็ตอ่เมืÉอ /A B หรือ /B A  

  30) A B ก็ตอ่เมืÉอ A B  

  31) P A B P(A) P(B)  
  32) P A B P(A) P(B)  
 

5.9 แผนภาพของเวนนแ์ละออยเลอร ์(Venn and Euler Diagrams) 

 เราใชแ้ผนภาพเพืÉอแสดงเซต โดยการใชรู้ปวงกลม หรือวงรี หรือรูปเหลีÉยม และแสดง
การดาํเนินการของเซตโดยการแรเงาแสดงบรเิวณทีÉตอ้งการ แผนภาพของเวนนแ์ละออยเลอร์
นาํมาจากนกัคณิตศาสตรส์องทา่นคือ จอหน์ เวนน ์(John Venn ) เป็นนกัคณิตศาสตรช์าว
องักฤษ และอีกคนหนึÉงคือ เลโอนารด์ ออยเลอร ์(Leonard Euler) เป็นนกัคณิตศาสตรช์าว
สวิส 
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การเขียนแผนภาพแสดงเกีÉยวกบัเซต แสดงดงัรูปตอ่ไปนีÊ เชน่ 
 1. ถา้เซต A และ B เป็นเซตทีÉไมมี่สมาชิกรว่มกนั 

 

 
 

  

 

 

 

2. ถา้เซต A และ B มีสมาชิกบางตวัรว่มกนั แต่A Bและ B A  
 

 
 

 

 

 

 

 3. ถา้ A B  และ A B  

 

 
 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 12 
1) กาํหนด U = 1,2,3,4,...,10  

 A 1,3,5,7,9 , B 3,4,5,6,7 , C 5,6,7,8,9  

1.1) A B  = …………………………………………………………………..  

U 

U 

U 
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1.2) B C  = …………………………………………………………………..  

1.3) A B  = …………………………………………………………………..  

1.4) B C  = …………………………………………………………………..  

1.5) A B  = …………………………………………………………………..  

1.6) B C  = …………………………………………………………………..  

1.7) /A  = …………………………………………………………………..  

1.8) /B  = …………………………………………………………………..  

1.9) A B C  = …………………………………………………………………..  

1.10) A B C  = …………………………………………………………………..  

1.11) A B C  = …………………………………………………………………..  

1.12) A B C  = …………………………………………………………………..  

1.13) A B C  = …………………………………………………………………..  

1.14) A B C  = ………………………………………………………………….. 

 

2) กาํหนด  U = x x , A x 5 x 4 ,    

  B x 2 x 6 , C 3 x 3  

2.1) A B  = …………………………………………………………………..  

2.2) A B  = …………………………………………………………………..  

2.3) A C  = …………………………………………………………………..  

2.4) B C  = …………………………………………………………………..  

2.5) A B  = …………………………………………………………………..  

2.6) B C  = …………………………………………………………………..  

2.7) /A  = …………………………………………………………………..  

2.8) /B   = …………………………………………………………………..  

2.9) /C  = …………………………………………………………………..  

2.10) /B C  = …………………………………………………………………..  

2.11) /A C  = …………………………………………………………………..  

2.12) /A C  = …………………………………………………………………..  

 



75 

 

บททีÉ 5 เซต 

 
ตัวอย่างทีÉ 13 กาํหนดแผนภาพเวนนแ์ละออยเลอร ์ดงัรูปขา้งลา่ง  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

จงแรเงาแผนภาพแสดงผลการกระทาํของเซตตอ่ไปนี Ê 
1) A B C  

 

 

 

 

 

 

 

2) A B C  3) A B C  

4) A B C  

 

 

 

 

 

 

 

5) A B C  6) A B C  

U 

A B 

C 
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7) / / /A B C  

 

 

 

 

8) / / /A B C  9) / /A B C  

10) A B B C  

 

 

 

 

 

 

11) / /A B C A  12) 
/A B C A B C  

 
 
 
 
 

แบบฝึกหดัทีÉ 5.3 
1. กาํหนด A, B และ C เป็นเซตใดๆ ทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง  
 / / / / / /M A B C A B C A B C A B C  

/N A B A B  

ขอ้ใดตอ่ไปนีÊจรงิ  
 1) N M    2) M N M N  

 3) M N    4) N เป็นสบัเซตแทข้อง M 

2. กาํหนดเซตดงัภาพ 

 

 

 

U 

A B 

C 
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 สว่นทีÉแรเงาคือเซตใด 

 1) C A B   2) C B A  

  3) /A C    4 /B C  

 

3. กาํหนด A ,0,2, 2 และ B , 0,1 , 0,2 แลว้จาํนวนสมาชิกของ P(A ) B  

   เทา่กบัขอ้ใด 

 1) 13  2) 14  3) 15   4) 16 

 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 

 

 

 

5.10 จาํนวนสมาชิกของเซตจาํกัด 
 กาํหนด n(A) , n(B) ,n(C) แทนจาํนวนสมาชิกของเซต A, B, C ตามลาํดบั เราสามารถหา
จาํนวนสมาชิกของเซตตา่งๆ ทีÉนาํมายเูนียน อินเตอรเ์ซกชนั ผลตา่งหรือคอมพลีเมนตไ์ด ้เมืÉอกาํหนด
จาํนวนสมาชิกของเซตบางส่วนมาให ้การหาจาํนวนสมาชิกทาํไดโ้ดยใชแ้ผนภาพ หรือใชส้ตูร 
n(A B) n(A) n(B) n(A B)  
n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(A B) n(A C) n(B C) n(A B C)  

 

ตัวอย่างทีÉ 15 (ขอ้สอบคดัเลือกเขา้มหาวิทยาลยั) 

 จากการสาํรวจนกัเรียนหอ้งหนึÉงพบวา่ มี 20 คน ทีÉเลือกเรียนฝรัÉงเศสหรือคณิตศาสตร ์ถา้เลือก
เรียนฝรัÉงเศสแลว้จะไมเ่รียนคณิตศาสตร ์มีอยู ่17 คนทีÉไมเ่รียนคณิตศาสตร ์มีอยู่ 15 คนทีÉไมเ่รียน
ฝรัÉงเศส นกัเรียนทีÉไมเ่รียนทัÊงสองวิชามีกีÉคน 
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ตัวอย่างทีÉ 16 (ขอ้สอบคดัเลือกเขา้มหาวิทยาลยั) 

 หมูบ่า้นแหง่มีทัÊงหมด 800 ครอบครวั ประกอบอาชีพคา้ขายอย่างเดียว 10 ครอบครวั นอกนัÊน
ทาํสวนเงาะ มงัคดุ ทเุรียน 

 จากการสาํรวจเฉพาะชาวสวน  พบวา่มีครอบครวัทีÉปลกูผลไมต้ัÊงแต ่2 ชนิดขึ Êนไป 110 

ครอบครวั ปลกูเงาะและมงัคดุ 70 ครอบครวั ปลกูเงาะและทเุรียน 60 ครอบครวั ปลกูมงัคดุและ
ทเุรียน 50 ครอบครวั ไมป่ลกูมงัคดุเลย 290 ครอบครวั จงหาวา่มีกีÉครอบครวัทีÉปลกูแตม่งัคดุเพียง
อยา่งเดียว 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
U 

U 
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แบบฝึกหดัทีÉ 5.4 
1. (ขอ้สอบแขง่ขนัสมาคมคณิตศาสตร)์ 

ณ สถานสงเคราะหเ์ด็กกาํพรา้แหง่หนึÉง จากการสาํรวจรสนิยมทางอาหาร ปรากฏว่าผลดงันี Ê 
เดก็ไมร่บัประทานพรกิ 7 คน ไมร่บัประทานมะระ 6 คน ไมร่บัประทานขิง 5 คน ไมร่บัประทานทัÊงพรกิ
และมะระ 4 คน เดก็ 3 คนไมร่บัประทานทัÊงพรกิและขิง มีเดก็อยู ่2 คน ไมร่บัประทานทัÊง 3 อยา่ง ถา้
ไมมี่เดก็ทีÉรบัประทานทัÊง 3 อยา่ง จงหาวา่ในสถานสงเคราะหแ์หง่นี Êมีเดก็กีÉคน 

 

 

 

 

 

 

2. ในการคดัเลือกนกักีฬา 3 ประเภท คือฟตุบอล ตะกรอ้ และรกับี Ê มีผูค้ดัเลือกรวมทัÊงสิ Êน 35 คน ซึÉง
สามารถเลน่ฟตุบอลหรือตะกรอ้ไดมี้ 24 คน เลน่ตระกอ้หรือรกับี Êได ้26 คน เลน่ฟตุบอลหรือรกับี Êได ้
32 คน เลน่ไดท้ัÊงฟตุบอลและตะกรอ้มี 8 คน เลน่ไดท้ัÊงตระกรอ้และรกับี Êมี 7 คน เลน่ไดท้ัÊงฟตุบอลและ
รกับี Êมี 9 คน อยากทราบวา่มีผูเ้ลน่กีฬาทัÊง 3 ประเภทไดมี้กีÉคน 
 

 

 

 

 

 

3. นกักีฬากลุม่หนึÉงมี 55 คน เป็นหญิง 30 คน มีนกัศกึษาลงทะเบียนเรียนวิชาฟิสิกส ์20 คน เรียน
วิชาคณิตศาสตร ์38 คน เรียนเคมี 40 คน มีนกัศกึษาชายเรียนฟิสิกส ์12 คน นกัศกึษาชายเรียนเคมี 
17 คน นกัศกึษาทีÉเรียนเคมีและคณิตศาสตรมี์ 26 คน ซึÉงในจาํนวนนีÊเป็นชาย 13 คน นกัศกึษาทีÉเรียน
ทัÊง 3 วิชามี 12 คน และในจาํนวนนีÊเป็นหญิง 5 คน มีนกัศกึษาหญิง 2 คนไมเ่รียนวิชาเหลา่นี Ê ถา้
กาํหนดวา่นกัศกึษาทกุคนทีÉเรียนฟิสิกสต์อ้งเรียนคณิตศาสตรด์ว้ย อยากทราบวา่นกัศกึษาหญิงทีÉ
เรียนคณิตศาสตรอ์ย่างเดียวมีกีÉคน 
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แบบฝึกหดัทีÉ 5.5 
1. กาํหนดให ้n(A) แทนจาํนวนสมาชิกในเซต A ถา้ n(A)=9 และ n(B)=12 จงพิจารณาขอ้ความ
ตอ่ไปนีÊ 
  i) 9 n(A B) 21 

  ii) 0 n(A B) 9  

  iii)  3 n(A B) 9  

 ขอ้สรุปใดถกูตอ้ง 
  1. ขอ้ ii) ถกูขอ้เดียว   2. ขอ้ iii) ถกูขอ้เดียว 

  3. ถกูทัÊง 3 ขอ้    4. ผิดทัÊง 3 ขอ้ 
2. เอไปเทีÉยวเกาะสมยุ ปรากฏวา่มีฝนตกทัÊงสิ Êน 9 วนั โดยฝนจะตกในชว่งเชา้หรือชว่งบา่ยเพียงชว่ง
เดียวเทา่นัÊนในแตล่ะวนัเมืÉอนบัดแูลว้พบวา่ อากาศแจม่ใสในชว่งเชา้ 10 วนั และอากาศแจม่ใส
ในชว่งบา่ย 11 วนั เอไปเทีÉยวเกาะสมยุกีÉวนั 

 1. 15 วนั  2. 14 วนั  3. 13 วนั  4. 12 วนั 
 

3. จากการสอบถามนกัศกึษา 150 คน พบวา่มี 35 คนเรียนฟิสิกส ์มี 50 คนเรียนเคมี  
มี 26 คนเรียนฟิสิกสแ์ละคณิตศาสตร ์มี 10 คนทีÉเรียนทัÊง 3 วิชา มี 49 คนทีÉเรียน 2 วิชาใน 3 วิชานี Ê 
และมี 71 คนทีÉไมเ่รียนวิชาใดใน 3 วิชานี Êเลย ผูที้ÉเรียนทัÊงฟิสิกสแ์ละเคมีตอ้งเรียนคณิตศาสตร ์มี
นกัศกึษาทีÉเรียนคณิตศาสตรกี์Éคน  
 1. 55 คน  2. 59 คน  3. 63 คน  4. 67 คน 
 

4. ในการสาํรวจผูที้ÉไปเทีÉยวสวนสตัว ์100 คน พบว่าชอบชา้ง 50 คน ชอบลิง 35 คน ชอบหมี 25 คน 
ชอบชา้งอยา่งเดียว 32 คน ชอบหมีแตไ่มช่อบลิง 20 คน ชอบชา้งและลิงแตไ่มช่อบหมี 10 คน จงหา
วา่จาํนวนคนทีÉไมช่อบสตัวท์ัÊงสามชนิดมีÉกีÉคน 

 1. 10 คน  2. 11 คน  3. 12 คน  4. 13 คน 
 

5. นกัศกึษากลุม่หนึÉงตอ้งเรียนภาษาฝรัÉงเศส จีน หรือญีÉปุ่ น อย่างนอ้ย 1 ภาษา มีนกัศกึษาทีÉเรียน
ภาษาฝรัÉงเศส 10 คน ภาษาจีน 18 คน ภาษาญีÉปุ่ น 16 คน ซึÉงในจาํนวนนีÊมีนกัศกึษาทีÉเรียนฝรัÉงเศส
อยา่งเดียว 4 คน ภาษาจีนอยา่งเดียว 8 คน ภาษาญีÉปุ่ นอยา่งเดียว 7 คน นกัศกึษาทีÉเรียนทัÊง 3 ภาษา
มี 3 คน 
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ขอ้สรุปใดถกูตอ้ง 
 1. นกัศกึษากลุม่นื Êมี 38 คน   2. นกัศกึษาทีÉเรียนเพียง 2 ภาษามี 8 คน 

 3. นกัศกึษาทีÉเรียนภาษาจีนและญีÉปุ่ นมี 5 คน 

 4. นกัศกึษาทีÉเรียนภาษาฝรัÉงเศสแตไ่มเ่รียนภาษาญีÉปุ่ นมี 5 คน 
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บททีÉ 6 
ความสัมพันธ ์

 
กาํหนดเซต A ={3,4,5,6,7} โดย axiom of extent จะไดว้่าเซต {5,4,6,7,3} เป็นเซต

เดียวกนัหรือเป็นเซตทีÉเทา่กนักบัเซต A จะเห็นวา่อนัดบัของสมาชิกไมใ่ชส่าระสาํคญัของการ
เขียนเซต  
6.1 เซตเดีÉยวหรือเซตคู่ 
 เราสรา้งเซตทีÉมีสมาชิกตวัเดียว โดยใช ้axiom of specification  
 กาํหนด เซต A และ P(x) แทน x = a ดงันี Ê 
 จะมี  B = x x A x a  
 นัÊนคือ  B = a  
 หรือจะเขียนไดว้า่ a x x A x a  
 เราเรียกเซต B ทีÉมีสมาชิกตวัเดียวนี Êวา่ เซตเดีÉยวหรือโทน (a singleton)  
 ในทาํนองเดียวกนั กาํหนดเซต A และ Q(x) แทน x b x c ดงันี Ê 
 จะมี  C = x x A x b x c  
 จะได ้ C = b,c   
 หรือจะเขียนไดว้า่ b,c  = x x A x b x c  
 เราเรียกเซต C ทีÉมีสมาชิกสองตวันี Êวา่ เซตคู ่(a doubleton) 
 
6.2 เซตคู่ไม่มอัีนดับ (an unordered pair set) 
 พิจารณา เซต  a a,b a b,a  
   b a,b b b,a  
 โดย axiom of extent 
 ดงันัÊน a,b b,a  
จะเรียกเซตคูล่กัษณะนีÊวา่ คูไ่มมี่อนัดบั (an unordered pair) เพราะสามารถเขียนสมาชิกตวั
ใดก่อนหนา้หลงัก็ได ้
 ดงันัÊนเราจะเขียนเซต  a,b นี Êวา่เซตคู ่(a doubleton)หรือเซตคูมี่อนัดบั 
 (an unordered pair set)  
เมืÉอตอ้งการเซตทีÉมีสมาชิกเพิÉมขึ Êน เราก็สามารถทาํไดโ้ดยใชก้ารดาํเนินการของเซต ดงันี Ê 
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 B C a b,c a,b,c  
การพิจารณาสมาชิกของเซต  
 จาก   a,b x A x a x b  
 ดงันัÊน  x a,b x a x b  
 นัÉนคือ  ถา้ m 1,7 จะไดว้า่ m 1 m 7  
นอกจากนีÊยงัเขียนอีกไดว้า่ a a,b หรือ  b a,b  
และสาํหรบัเซตเดีÉยว c x x c  
ดงันัÊน   x c x c  
หรือเขียนไดว้า่ c c  
 
การเท่ากันของเซตคู่ไม่มีอันดับ 
บทนิยาม 1  กาํหนดเซตคู ่ ,a b และ ,r s  

a,b r,s  แลว้ a r b s a s b r  
 
กาํหนดเซตคู ่ a,b 5,6 อาจจะเห็นวา่ a = 5 และ b = 6  
 แตเ่นืÉองจากเป็นเซตคูไ่มมี่อนัดบั ซึÉง a,b b,a  

ดงันัÊนจงึเขียนไดว้า่ b,a 6,5 จะได ้b =6 และ a = 5 
 
6.3 คู่อันดับ (an ordered pair) หรือเซตคู่มอัีนดับ 
 ในชีวิตประจาํวนั มีการจบัคูก่นัระหวา่งสิÉงตา่งๆ หลายอย่างเชน่ การจบัคูร่ะหวา่งของ
ทีÉซื Êอกบัราคา เป็นตน้ การแสดงการจบัคูจ่ะแสดงไดด้ว้ยคูอ่นัดบั (a,b)  
บทนิยาม 2  ให ้a และ b เป็นสมาชิกของเซต คูอ่นัดบั a,b (an ordered pair a,b)  
  เขียนแทนดว้ย (a,b) ดงันี Ê 
  a,b a , a,b  

 โดยทีÉ  เรียก a วา่สมาชิกตวัหนา้ของคูอ่นัดบั  
  เรียก b วา่สมาชิกตวัหลงัของคูอ่นัดบั 

บทนิยาม 3  การเทา่กนัของคูอ่นัดบั 
  (a,b) = (c,d) ก็ตอ่เมืÉอ a = c และ b = d 
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ตัวอย่าง 1 กาํหนดให ้(a,3)=(4,b) จงหา a+b 
 
ตัวอย่าง 2 กาํหนดให ้(a+1,4)=(3,b-2) จงหา (a,b) 
 
 
6.4 ผลคูณคารท์เีซยีนหรือผลคูณไขว้ (cartesian product or cross product) 
 เป็นการดาํเนินการอยา่งหนึÉงบนเซต สมาชิกของเซตทีÉเกิดจากผลคณูคารที์เซียนจะ
เป็นสิÉงทีÉแตกตา่งออกไปจากเซตทีÉกลา่วมาในบทก่อนหนา้นี Ê ถา้กาํหนดเอกภพสมัพทัธ ์U 
สาํหรบัทกุเซต A และ B บน U แลว้ เซต A B, A B  และ A B  เหลา่นี Êจะเป็นเซตบน U 
แตผ่ลคณูคารที์เซียนของเซต A และ B คือ A B ไมเ่ป็นเชน่นัÊน จะมีเซตอยู่(exists) บนมิตทีิÉ
สงูกวา่ (higher dimension) ผลคณูคารที์เซียนของเซต จะมีโครงสรา้งทีÉประยกุตค์วามรูบ้น
เสน้จาํนวนบนปรภิมูิ 2 มิติและปรภิมูิ 3 มิต ิผูค้ดิคน้การดาํเนินการนีÊ คือ Rene Descartes 
(1596-1650) เป็นนกัคณิตศาสตรแ์ละนกัปรชัญาชาวฝรัÉงเศส 
 
บทนิยาม 4 กาํหนดให ้A และ B เป็นเซตใดๆ ผลคณูคารที์เซียนของเซต A และ B คือเซตของ
คูอ่นัดบัทัÊงหมดทีÉสมาชิกตวัแรกเป็นสมาชิกเซตของเซต A และสมาชิกตวัทีÉสองเป็นสมาชิก
ของเซต B เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ A B  
   A B a,b a A b B  
 จากบทนิยามจะไดว้า่  
   a,b A B a A b B   
 นัÉนคือ เมืÉอกาํหนดเซตสองเซต เซต A และ B การดาํเนินการแบบผลคณูคารที์เซียน 
จะทาํใหเ้กิดเซตทีÉสาม ซึÉงเป็นเซตทีÉมีสมาชิกเป็นคูอ่นัดบั (หรือเป็นเซตของคูอ่นัดบั) 
 
สมบัตขิองผลคูณคารท์เีซียน 
 กาํหนด A, B และ C เป็นเซต 
  1. A B C A B A C  
  2. A B C A B A C  
  3. A B C A B A C  
  4. A B C D A C B D  
  5. A A  
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  6. ถา้ A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้ n(A B) n(A) n(B)  
ผลคูณคารท์เีซียนของเซตจาํนวนจริง 
 เซตของจาํนวนจรงิ สามารถแสดงไดบ้นเสน้จาํนวน ผลคณูคารที์เซียนของเซตจาํนวน
จรงิ (RxR) จะแสดงไดบ้นระนาบทีÉเกิดจากเสน้จาํนวนสองเสน้ตดักนัซึÉงกนัและกนั โดยแกน
นอนเรียกวา่ แกน x และแกนตัÊง เรียกวา่ แกน y 
 ดงันัÊน R R x, y x R y R คูอ่นัดบั (x,y) เป็นพิกดัของจดุบนระนาบทีÉ
มีระยะพิกดัทีÉหนึÉง (abscissa) เป็น x และพิกดัทีÉสอง (ordinate) เป็น y การเขียนพิกดัของจดุ
โยใชจ้าํนวนในลกัษณะนีÊบนระนาบ เรียกระบบนีÊว่า ระบบพิกดัคารที์เซียน (the coordinate 
system)  
 
กราฟ A B  
 เมืÉอ A และ B เป็นเซตของจาํนวนจรงิ เราจะเห็นว่า A B เป็นเซตยอ่ยของระนาบ 
  ถา้ให ้ A=[1,3] และ  B=[2,5] 
  จะได ้ A B (x, y) 1 x 3 2 y 5  
เซตของจดุใน A B  จะประกอบเป็นบรเิวณสีÉเหลีÉยมบนระนาบ ทีÉมีจดุยอดอยูที่É 
(1,2),(1,5),(3,2),(3,5) 
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ผลคูณคารท์เีซียนของเซตสามเซต 
 ผลคณูคารที์เซียนของเซตสามเซตจะมีสมาชิกของเซตเป็นสามสิÉงอนัดบั (ordered 
triples) เขียนแทนดว้ย (a,b,c)  
บทนิยาม 5 ผลคณูคารที์เซียนของเซต A ,B และ C คือเซตของสามสิÉงอนัดบัทัÊงหมดทีÉมี
สมาชิกตวัแรกเป็นสมาชิกจากเซต A สมาชิกตวัทีÉสองเป็นสมาชิกจากเซต B และ สมาชิกตวัทีÉ
สองเป็นสมาชิกจากเซต C เขียนแทนดว้ย A B C  
  A B C a,b,c a A b B c C  
 
ผลคูณคารท์เีซียนของเซตจาํนวนจริงสามเซต 
 ผลคณูคารที์เซียนของเซตจาํนวนจรงิสามเซต R R R จะแสดงไดบ้นปรภิมูิทีÉ
เรียกวา่ปรภิมูิ 3 มิตทีิÉเกิดจากเสน้จาํนวนสามเสน้ตดัตัÊงฉากซึÉงกนัและกนั บนระนาบ xy (แกน 
x และแกน y ตดัตัÊงฉากซึÉงกนัและกนั) แกนทีÉมาตัÊงฉากกบัระนาบ xy และผา่นจดุกาํเนิด
(origin) จะเรียกวา่แกน z สามารถเขียน R R R แทนดว้ย R3 เมืÉอ 
 3R x, y, z x R y R z R  
โดยทีÉสามสิÉงอนัดบั (x,y,z) เป็นพิกดัของจดุในปรภิมูิ 3 มิตทีิÉมีพิกดัทีÉหนึÉงเป็น x พิกดัทีÉสองเป็น 
y และพิกดัทีÉสามเป็น z 
เชน่  กาํหนด A=[1,2], B=[1,3] และ C=[2,3] 
 และ  A B C x, y,z 1 x 2 1 y 3 2 z 3  
เซตของจดุใน A B C  จะประกอบเป็นทรงสีÉเหลีÉยมในปรภิมูิสามมิติ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 3 กาํหนดให ้A= {1,2,3} และ B={a,b} จงหา 
 3.1 A B  

z 

y 

x 
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 3.2 B A  
 3.3 A A  
 3.4 B B  
 3.5 จงเขียนกราฟของ A B  

 
ตัวอย่าง 4 กาํหนดให ้A= {m,n} และ B={ ,A} จงหา 
 4.1 A B  
 4.2 B A  
 4.3 A A  
 4.4 B B  
ตัวอย่าง 5 กาํหนดให ้A= {a,b} , B={c,d} และ C={c,e} จงหา 
 5.1 A B C  
 5.2 A B A C  
 5.3 A B A C  
 5.4 A B A C  
ตัวอย่าง 6 ถา้ n(A)=10, n(B)=20, n(C)=5 และ n(B C) 2  จงหา 
 6.1 n(A B)  
 6.2 n(B C)  
 6.3 n(C A)  
 6.4 n(A B C )  
 6.5 n(A B C )  
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 6.6 n(A B C )  
 6.7 n( A B A C )  
 6.8 n( A B A C )  
 6.9 n( A B A C )  
ตัวอย่าง 7 ตอ่ไปนีÊขอ้ใดเป็นจรงิ หรือเป็นเท็จ 
 7.1 (A B)  ก็ตอ่เมืÉอ A หรือ B  
 7.2 ถา้ A Bแลว้ A C B C  
 7.3 ถา้ A C B C แลว้ A B  
 7.4 ถา้ A B B A แลว้ A=B 
 7.5 A B B A  ก็ตอ่เมืÉอ n A B n B A  
 7.6 ถา้ A B A C แลว้ B=C 
 7.7 A B C D แลว้ A C B D  
 7.8 A B C D แลว้ A C B D  
 7.9 ถา้ A B Cแลว้ A A B B C C  
 7.10 ถา้ A B Cแลว้ A A B C C B  
 7.11 ถา้ A B A Bแลว้ A A B B  
 7.12 ถา้ A 2 2 B แลว้ A=B 
 7.13 A B B A  
 7.14 A B B A  
 7.15 ถา้ A เป็นเซตอนนัต ์และ B เป็นเซตจาํกดัแลว้ A B เป็นเซตอนนัต ์
 
6.5 ความสัมพันธ ์(Relation) 
  เมืÉอกาํหนดสิÉง 2 สิÉงมาให ้เชน่ จาํนวนสองจาํนวนคือ 9 กบั 3 จะพบวา่จาํนวนทัÊงสอง
ความสมัพนัธห์ลายแบบเชน่ 
  9 มากกวา่  3 
  9 เทา่กบั  3 3  
  3 เป็นรากทีÉสองของ 9 
 คาํวา่ “มากกวา่” “เท่ากบั” “เป็นรากทีÉสอง” เป็นการแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งสอง
จาํนวนนีÊ จะแสดงไดด้ว้ย (x,y) นัÉนคือ 
  x มีความสมัพนัธ ์r กบั y ก็ตอ่เมืÉอ x, y r  
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บทนิยาม 6  ความสมัพนัธ ์r จาก A ไปเซต B คือเซตย่อยของผลคณุคารที์เซียนของเซต A  
และเซต B 

  r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไปเซต B ก็ตอ่เมืÉอ r A B 
  r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไปเซต A ก็ตอ่เมืÉอ r A A  
    หรือเรียก ความสมัพนัธบ์นเซต A (relation on A)  
ถา้ r เป็นความสมัพนัธแ์ละ x, y r เราอาจเขียนแทนดว้ย x (r) y  
อา่นว่า x มีความสมัพนัธ ์(r) กบั y 
  เชน่ ให ้r เป็นความสมัพนัธ ์“มากกวา่” โดยทีÉ r R R  
  ความสมัพนัธ ์r จะเขียนไดด้งันี Ê r x, y R R x y   
  จะเห็นวา่ (2,1) r เพราะ 2 >1 
 
ตัวอย่าง 8 กาํหนด A = {2,3,4} และ B = {6,8,9,16} จงหาความสมัพนัธต์อ่ไปนี Ê 
 8.1 r1 แทนความสมัพนัธ ์“นอ้ยกว่า”จากเซต A ไปเซต B 
 
 8.2 r2 แทนความสมัพนัธ ์“มากกวา่”จากเซต B ไปเซต A 
 
 8.3 r3 แทนความสมัพนัธ ์“เป็นสองเทา่” ใน A  
 
 8.4 r4 แทนความสมัพนัธ ์“x+y เป็นจาํนวนเฉพาะ”จากเซต A ไปเซต B 
 
 8.5 r5 แทนความสมัพนัธ ์“หารลงตวั”จากเซต A ไปเซต B 
 
 8.6 r6 แทนความสมัพนัธ ์“เป็นรากทีÉสอง”จากเซต A ไปเซต B 
 
 8.7 r7 แทนความสมัพนัธ ์“เป็นกาํลงัทีÉสาม”จากเซต B ไปเซต A 
 
ตัวอย่าง 9 กาํหนด A = {0,1,2,3} และ B = {0,2,4,6,8} จงเขียนความสมัพนัธต์อ่ไปนี Ê 
แบบแจกแจงสมาชิก 
 9.1 1r x, y A B x y  
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 5.9.2 2r x, y A B y x  
 
 5.9.3 3r x, y A A y 2x  
 
 5.9.4 2

4r x, y B B y x  

5.9.5 3
5r x, y A B y x  

 
 5.9.6 2

6r x, y A A y x 1  
 
 5.9.7 7r x, y B B x y 1  
 
 5.9.8 3

8r x, y A B y x  
 
6.6 โดเมนและเรนจข์องความสัมพันธ ์ 
 กาํหนด r={(1,a),(2,b),(3,c)} 
 เซตของสมาชิกตวัหนา้ในคูอ่นัดบัของ r คือ {1,2,3} และเรียกเซตนีÊวา่ โดเมนของ r 
  เซตของสมาชิกตวัหลงัในคูอ่นัดบัของ r คือ {a,b,c} และเรียกเซตนีÊวา่ เรนจข์อง r 
บทนิยาม ŝ.7  ให ้r เป็นความสมัพนัธจ์ากเซต A ไปเซต B  
  โดเมน (Domain) ของความสมัพนัธ ์ r เขียนแทนดว้ย D(r) 
  คือ เซตของสมาชิกตวัแรกของคูอ่นัดบัในความสมัพนัธ ์r 
  D(r) x x A y B x, y r  
  เรนจ ์(Range) ของความสมัพนัธ ์ r เขียนแทนดว้ย R(r) 
  คือ เซตของสมาชิกตวัทีÉสองของคูอ่นัดบัในความสมัพนัธ ์r 
  R(r) y y B x A x, y r  
การหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธ ์r แบบบอกเงืÉอนไข ทาํไดโ้ดย 
-เมืÉอตอ้งการหาโดเมน ใหจ้ดัรูป y ในรูปของ x ทัÊงหมด ทีÉทาํใหห้าคา่ x ได ้และ x, y r  
-เมืÉอตอ้งการหาเรนจ ์ใหจ้ดัรูป x ในรูปของ y ทัÊงหมด ทีÉทาํใหห้าคา่ y ได ้และ x, y r  
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ตัวอย่าง 10 จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธ ์
 10.1 r 1,1 , 2,4 , 3,9  
 10.2 r 1,1 , 2,4 , 3,9  
 10.3 r 2,4 , 3,5 , 4,6  
 10.4 r 1, 2 , 3, 4 , 5, 6    
 
ตัวอย่าง 5.11 จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธ ์ 
 11.1 r x, y N N x y 5  
 
 11.2 r x, y N N x 2y x 8  
 
 11.3 r x, y N N y 4 x 5  
 
 11.4 r x, y N N x y 3 x 6  
 
 11.5 2 2r x, y N N x y 25  
 
ตัวอย่าง 12 จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธต์อ่ไปนีÊ 
 12.1 r x, y R R y 2x 3  
 

 12.2 2x 3r x, y R R y
5x 4

 

 

 12.3 2r x, y R R y x 9  

 

 12.4 2r x, y R R y 4 x  
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 12.5 2r x, y R R y x 4  

 
 12.6 2r x, y R R y x 6x 4  
 

12.7 r x, y R R y 2x 1 3  
 

 12.8 2 2r x, y R R x y 4x 0  
 
 12.9 r x, y R R x 2 y 3 4  
 
 
 12.10 r x, y R R x 3 y 2 5  
 
 

 12.11 
2
5r x, y R R y

x 9
 

 
 
 12.12 2 2r x, y R R x y x 4y 0  
 

 12.13 r x, y R R y 4 x  

  

12.14 4r x, y R R y
3 x 2

 

  
12.15 r x, y R R xy y x 2 0  

 



90 หลักการคณิตศาสตร (Principle of Mathematics) สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา 

 

บททีÉ 6 ความสมัพนัธ ์

6.7 กราฟของความสัมพันธ ์
 ในระบบแกนพิกดัฉาก เราสามารถจบัคูห่นึÉงตอ่หนึÉงระหว่างคูอ่นัดบัของจาํนวนจรงิ 
(x,y) กบัจดุในระนาบ โดยให ้x เป็นพิกดัแรก และ y เป็นพิกดัหลงั และจะใหน้ิยามของกราฟ
ของความสมัพนัธ ์ดงันี Ê 
บทนิยาม 8 ให ้R เป็นเซตของจาํนวนจรงิ ความสมัพนัธ ์r เป็นสบัเซตของR R แลว้กราฟ
ของความสมัพนัธ ์r คือเซตของจดุบนระนาบ โดยทีÉแตล่ะจดุแทนสมาชิกของความสมัพนัธ ์r 
 กราฟของความสมัพนัธ ์อาจมีลกัษณะดงันี Ê 
  1) กราฟของความสมัพนัธเ์ป็นจดุ 
  2) กราฟของความสมัพนัธเ์ป็นเสน้ตรง 
  3) กราฟของความสมัพนัธเ์ป็นเสน้โคง้ 
  4) กราฟของความสมัพนัธเ์ป็นสว่นหนึÉงของระนาบ  
ตัวอย่างทีÉ 13 จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์ 
13.1 1r 0,0 , 1,1 , 1,1 , 2,4 , 2,4 , 3,9 , 3,9  
 
 
 
 

13.2 2r x, y Z Z y 2x 1 2 x 2  13.3 3r x, y R R y x 1  
 
 
 
 
 

13.4 4r x, y R R y x 1  
 
 
 

13.5 5r x, y R R x y 4  
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13.6 6r x, y R R y x 2 4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13.7 7r x, y R R x y 4  
 

13.8 8r x, y R R x 2 3  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13.9 9r x, y R R x y 3  

13.10 2
10r x, y R R y x 4  

 
 
 
 
 
 
 

13.11 2 2
11r x, y R R x y 9  
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13.12 12r x, y R R y 3 x  
 
 
 
 
 
 

13.13 2
13r x, y R R y 4 x  

13.14 14r x, y R R y x 3  
 
 
 
 
 

13.15 15r x, y R R y x 2  

13.16 16r x, y R R 1 x 2 1 y 2  
 
 
 
 
 

13.17 17r x, y R R x 2 y 3  
 
 
 
 

13.18 2 2
18r x, y R R x y 16  

 
 
 
 

13.19 2 2
19r x, y R R x y 9  

 

13.20 2
20r x, y R R y x x y 6  

 
 
 
 

13.21 2 2
21r x, y R R x y 2 x y 25  
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6.8 ความสัมพันธผ์กผัน (Inverse Relation)  
บทนิยาม 9  ให ้r เป็นความสมัพนัธจ์ากเซต A ไปเซต B ผกผนัของความสมัพนัธ ์r คือ 
  ความสมัพนัธซ์ึÉงเกิดจากการสลบัทีÉระหวา่งสมาชิกในแตล่ะคูอ่นัดบัของ 
   ความสมัพนัธ ์r 
  ความสมัพนัธผ์กผนัของ r จงึเป็นความสมัพนัธจ์ากเซต B ไปเซต A  
  เขียนแทนดว้ย 1r  
  1r y, x B A x, y r ดงันัÊน 1x, y r x, y r   
ตัวอย่าง 14 จงหาความสมัพนัธผ์กผนัของความสมัพนัธใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ 
 14.1 1r 1,1 , 2,4 , 3,9 , 4,16  
     14.2 2

2r x, y R R x y 2 0  
วิธีทาํ จากบทนิยามความสมัพนัธผ์กผนัจะได ้
 14.1  1

1r 1,1 , 4,2 , 9,3 , 16,4  
 14.2 1 2

2r y, x R R x y 2 0  

 หรือ 1 2
2r x, y R R y x 2 0  

 หรือ 1
2r x, y R R y x 2   

เมืÉอความสมัพนัธผ์กผนั เกิดจากการสลบัทีÉสมาชิกตวัแรกกบัตวัทีÉสองในแตล่ะคูอ่นัดบั การ
จบัคูถ่กูสลบั ดงันัÊนโดเมนกบัเรนจก็์จะถกูสลบัไปดว้ย  
 นัÉนคือ  1D r R r  และ  1R r D r  
6.9 กราฟของความสัมพันธผ์กผัน 
 กราฟของความสมัพนัธผ์กผนัใด จะสมมาตรกบักราฟของความสมัพนัธน์ัÊน โดยทีÉมี
เสน้ตรง y=x เป็นแกนสมมาตร 

 
 
 
 
 
 
 



94 หลักการคณิตศาสตร (Principle of Mathematics) สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา 

 

บททีÉ 6 ความสมัพนัธ ์

ตัวอย่าง 15  จงหาความสมัพนัธผ์กผนัของความสมัพนัธ ์เมืÉอกาํหนด 
A x x Z และ B x x N  
 15.1 1r x, y A B y 2x 3  
 15.2 2

2r x, y A B y x  

15.3 3r x, y A B y x 3  
ตัวอย่าง 16 จงเขียนกราฟของ r และ r-1  

16.1 1r x, y R R y 2x 5  
16.2 2r x, y R R y x 3  
16.3 3r x, y R R y x 1  

 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

แบบฝึกหดัทีÉ 6 
1. กาํหนดความสมัพนัธ ์ R R จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธต์อ่ไปนี Ê 

1) 2x 3x, y y
3x 4

  2) 3xx, y y 4
5x 1

  

3) x, y y x 9   4) x, y y x 9  

5) x, y y x 9   6) x, y y x 9  

7) x, y y x 9   8) x, y y 9 x  

9) x, y y 9 x   10) 2x, y y x 25  

11) 2x, y y x 25  12) 2x, y y 25 x   

13) 2x, y y 25 x  14) 2x, y y x 25  

15) 2x, y y x 25  16) 2x, y y x 2x 3  

17) 2x, y y 9x 16x 5  18) 2x, y y x 2x   

19) 2x, y y x 3   20) 2x, y y x 6x 2  
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21) 2x, y y x 4x 5  22) 2x, y x y 4y 8    

23) 2x, y x y 12y 1  24) x, y y x 2  
25) x, y y x 1 2  26) x, y y 3 x 4 5  
27) x, y x y 3   28) x, y x y 1 3  
29) x, y y x 3 5   30) 2 2x, y x y 4  

31) 2 2x, y x y 2x 2y 2 32) 2 2x, y x y 9  

33) 2 2x, y x y 4x 6y 1  34) x, y x y 4  
35) x, y x 1 y 2 3  36) x, y x y 2  

37) x, y x 2 y 2 1  38) 
2
4x, y y

x 4
 

39) 
2
5x, y y

x 9
  40) 

2
2x, y y

5 x
 

41) 
2

3x, y y
7 x

  42) 
2
6x, y y

x 4
 

43) 
2
7x, y y

x 7
  44) 2

1x, y y
x 2x 3

 

45) 2
2x, y y

x 4x 3
 46) 2x, y y

x 2
 

47) 3x, y y
x 1

  48) x, y xy x y 1  

49) x, y xy 2x y 2  50) x, y y 4 x 3  

51) x 1x, y y
x 1

  52) 3x, y y x  

53) x, y y 3    54) x, y x 3  

55) x, y x y 4   56) 2x, y y x  
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57) 2x, y y x   58) x, y xy 6  
59) x, y x y 18   60) x, y x y 18  
61) 2 2x, y x y x 4y 0  
2. จงเขียนกราฟของความสมัพนัธต์อ่ไปนี Ê แลว้หาโดเมนและเรนจ ์
2.1) 1r x, y y 2x 4  
 2r x, y y 2x 4  
 3r x, y y 2x 4  

2.2) 1r x, y y x 2 1  
 2r x, y y x 2 1  
 3r x, y y x 2 1  

2.3) 1r x, y x y 5  
 2r x, y x y 5  
 3r x, y x y 5  

2.4) 1r x, y x y 2  
 2r x, y x y 2  
 3r x, y x y 2  

2.5) 1r x, y x 2 4  
 2r x, y x 2 4  
 3r x, y x 2 4  

2.6) 1r x, y x y 4  
 2r x, y x y 4  
 3r x, y x y 4  

2.7) 2
1r x, y y x 3  

 2
2r x, y y x 3  

 2
3r x, y x y 2  

2.8) 2 2
1r x, y x y 4  

 2 2
2r x, y x y 4  

 2 2
3r x, y x y 4  

2.9) 2 2
1r x, y 4x 9y 36  

 2 2
2r x, y 4x 9y 36  

 2 2
3r x, y 4x 9y 36  

2.10) 2 2
1r x, y 9x 4y 36  

 2 2
2r x, y 9x 4y 36  

 2 2
3r x, y 9x 4y 36  

2.11)    2
1r x, y y 4 x  

 2
2r x, y y 4 x  

 2
3r x, y x 4 y  

 
 

2.12)    1r x, y y x 2  

 2r x, y y x 2  

 3r x, y y x 2  
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2.13)  2 2r x, y x y 4 y x  
2.14) r x, y 1 x 3 y x  
2.15) r x, y x y 5 x y 1  
 
3. จงหาผกผนัของความสมัพนัธต์อ่ไปนี Ê 
3.1) r x, y Z Z y 2x      3.2) r x, y N Z y 3x  

3.3) 2r x, y R R y x 1      3.4) 2r x, y R R y x 3  

3.5) 2r x, y R R y 5 x   3.6) r x, y R R x y 1  

3.7) r x, y R R x y 1     3.8) 4r x, y R R y
x 1

 

3.9) x 2r x, y R R y
x 3

     3.10) r x, y R R y 2x 5  

 
4. จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธผ์กผนัตอ่ไปนีÊ 

4.1) r 2,0 , 3,1 , 4,2        4.2) xr x, y R R y
x 1

 

4.3) 2r x, y R R y x 1    4.4) 2r x, y R R y 4 x  

4.5) r x, y R R y x 3     4.6) r x, y R R y 5 x  

4.7) 2r x, y R R y x          4.8) r x, y R R y x 2  

4.9) 
2
1r x, y R R y

x 4
  

4.10) 
2
1r x, y R R y

x 4
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5. จงเขียนกราฟของ r และ r-1 
 5.1) r x, y R R y 2x 5  
 5.2) 2 2r x, y R R x y 16  
 5.3) r x, y R R x 2 y 4  
 5.4) 2r x, y R R y x 2  
 5.5) r x, y R R y x 2  

 5.6) 2r x, y R R y 4 x x 0  

 5.7) r x, y R R y x 4  
 5.8) r x, y R R x y 18  
 
 
 

------------------------- 
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บททีÉ 7 ฟังกช์นั 

บททีÉ 7 
ฟังกช์ัน (Function) 

 
7.ř ฟังกชั์น 
 ฟังกช์นัเป็นความสมัพนัธช์นิดหนึÉง โดยทีÉคูอ่นัดบัทีÉเป็นสมาชิกของความสมัพนัธนี์ Ê 
ตอ้งมีสมาชิกตวัหนา้ไมซ่ ํÊากนั กลา่วคือ 

 ถา้ 1 1,x y  เป็นสมาชิกของความสมัพนัธที์Éเป็นฟังกช์นั จะตอ้งไมมี่ 1 2,x y โดยทีÉ 
1 2y y เป็นสมาชิกของความสมัพนัธนี์ Êดว้ย 

 

บทนิยาม 1  กาํหนดให ้ f  เป็นความสมัพนัธใ์ดๆ จะเรียก f  วา่เป็นฟังกช์นั  
ถา้ ,x y f และ ,x z f แลว้ y z  

 

จากบทนิยาม 1 จะไดว้่า 

1) ความสมัพนัธ ์ f เป็นฟังกช์นัก็ตอ่เมืÉอ 

, , , ,x y z x y f x z f y z  

2) ความสมัพนัธ ์ f ไมเ่ป็นฟังกช์นัก็ตอ่เมืÉอ 

, , , ,x y z x y f x z f y z  

 

ตัวอย่างทีÉ 1 จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธต์อ่ไปนี Êเป็นฟังกช์นัหรือไม่ 
1) 1 (1,2),(3,1),(4,4)r  

2) 2 (1,2),(1,1),(4,4)r  

3) 3 ( , ) 2 1r x y R R y x  

 

4) 2
4 ( , )r x y R R y x  

 

5) 2
5 ( , )r x y R R y x  

 

6) 6 ( , ) 2 3r x y R R y x  
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บทนิยาม 2 กาํหนดให ้ f เป็นฟังกช์นัใดๆ จะเรียก ,x x y f  วา่โดเมน
ของ f (Domain of f )เขียนแทนดว้ย fD และเรียก ,y x y f วา่ เรนจข์อง f  

(Range of f ) เขียนแทนดว้ย fR  

 
บทนิยาม 3  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัใดๆ สาํหรบัแตล่ะ ,x y f ซึÉง f เป็นฟังกช์นั 
จะเรียก y วา่ ภาพ (Image) ของ x หรือเรียก x วา่อินเวอรส์อิมเมจ(Inverse Image) หรือ
บุพภาพ (Pre-image)ของ y ภายใตฟั้งกช์นั f และแทนสญัลกัษณ ์ ,x y f ดว้ย 

( )y f x  
 
บทนิยาม 4  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัใดๆ  จะเรียก f  วา่เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B  

ก็ตอ่เมืÉอ f  เป็นความสมัพนัธซ์ึÉงสาํหรบัทกุๆ x A จะมี y B เพียงตวัเดียวเทา่นัÊน 
ซึÉง ,x y f จะเขียน :f A Bแทน f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B 
จากบทนิยาม 4 จะไดว้่า :f A B  ก็ตอ่เมืÉอ 

1) f เป็นฟังกช์นั  

2) ,x A y B x y f  

หรือ    1) f เป็นฟังกช์นั  

 2) fD A  

 
7.2 ฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉงทัÉวถงึ (Bijective Function) 
บทนิยาม 5  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B จะเรียก f วา่เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง 
(Injective Function) ก็ตอ่เมืÉอ ถา้ 1 2x , x A และ 1 2f (x ) f x  แลว้ 1 2x x  

จะเขียนสญัลกัษณ ์ f  เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงจาก A ไปยงั B ดว้ย 1 1
:f A B   

 

จากบทนิยาม 5 จะไดว้่า 
1 1

:f A B ก็ตอ่เมืÉอ 

 1) :f A B  

 2) 1 2 1 2 1 2x , x A f (x ) f (x ) x x  

 3) 1 2 1 2 1 2x , x A x x f (x ) f (x )  

 4) f  ไมเ่ป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงจาก A ไปยงั B ก็ตอ่เมืÉอ     
    1 2 1 2 1 2x , x A f (x ) f (x ) x x  
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บทนิยาม 6  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B จะเรียก f วา่เป็นฟังกช์นัจาก A ไป
ทัÉวถึง (Onto Function) B ก็ตอ่เมืÉอสาํหรบัทกุๆ y Bจะมี x A ซึÉง y f(x)  

จะเขียนสญัลกัษณ ์ f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไปทัÉวถึง B ดว้ย :
onto

f A B   
จากบทนิยาม 6 จะไดว้่า :

onto
f A B ก็ตอ่เมืÉอ 

 1) :f A B  

 2) y B x A f(x) y  

 3) f  ไมเ่ป็นฟังกช์นัจาก A ไปทัÉวถึง B ก็ตอ่เมืÉอ y B x A f(x) y  

 

บทนิยาม 7  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B จะเรียก f วา่เป็น 

  ฟังกช์นัหลายตวัตอ่หนึÉง (Many-to-one Function) ก็ตอ่เมืÉอ f มีสมาชิก  
  1 2x , y , x , y f  โดยทีÉ 1 2x x  

     
บทนิยาม 8  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B จะเรียก f วา่เป็น 

  ฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงทัÉวถึง (Bijective Function) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั 

  ทัÊงแบบหนึÉงตอ่หนึÉงและแบบทัÉวถึง  
จะเขียนสญัลกัษณ ์ f  เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงจาก A ไปทัÉวถึง B ดว้ย 1 1

:
onto

f A B  

หมายเหต ุ ตาํราบางเลม่เรียกฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงทัÉวถึงวา่ ฟังกช์นัสมนยัหนึÉงตอ่หนึÉง  
    (One-to-one Correspondence) 

 

ตัวอย่าง 2 กาํหนดให ้ 1,2,3,4,5A และ , , ,B a b c d   
1) จงสรา้งฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง จาก A ไปยงั B 

  

2) จงหาฟังกช์นัจาก A ไปทัÉวถึง B 

 
 
ตัวอย่างทีÉ 3 จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธที์Éกาํหนดใหต้อ่ไปนี Ê เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉงหรือไม่ 
 1) 1 ( , ) 1r x y R R xy  

 2) 2 ( , ) 1r x y R R x y  

 3) 3 ( , ) 2 1r x y R R y x  



102 หลกัการคณิตศาสตร ์(Principle of Mathematics) สาขาวชิาคณิตศาสตร ์คณะครุศาสตร ์มหาวทิยาลยัราชภฏัสวนสุนนัทา 

 

บททีÉ 7 ฟังกช์นั 

 4) 2 2
4 ( , ) 25r x y R R x y  

 5) 2
5 ( , ) 25r x y R R y x  

 6) 6 ( , ) 2r x y R R y x  

 7) 2
7 ( , ) 4r x y R R x  

 8) 2 2
8 ( , ) 4r x y R R x y  

 9) 2 2
9 ( , ) 4 9 0r x y R R x y  

 10) 3
10 ( , )r x y R R y x  

 11) 2
11 ( , ) 6 10r x y R R x y y  

 

ตัวอย่างทีÉ 4 จงยกตวัอยา่งฟังกช์นัทีÉเป็นหนึÉงต่อหนึÉงแตไ่มเ่ป็นฟังกช์นัทัÉวถึง 
 

 

 

 
ตัวอย่างทีÉ 5 จงยกตวัอย่างชนัทัÉวถึงแตไ่มเ่ป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง 

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 6 กาํหนดให ้ 2( ) 1f x x  จงหา A และ B ซึÉง 1 1
:

onto
f A B  

 

 

 

 

ตัวอย่างทีÉ 7 กาํหนดให ้
1 , 1

( ) 1 , 1

x x
f x

x
x

 จงหา A และ B ซึÉง 1 1
:

onto
f A B  
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7.3 ฟังกชั์นผกผัน (Inverse Function) 
บทนิยาม 9  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัใดๆ ถา้ 1 , ,f y x x y f เป็นฟังกช์นั  
  เรียก 1f  วา่ ฟังกช์นัผกผนัของ f (Inverse Function of f ) 

 

บทนิยาม 10  กาํหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัใดๆ จะไดว้า่ 1f เป็นฟังกช์นัก็ตอ่เมืÉอ  
  f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง 
 

ตัวอย่างทีÉ 8 กาํหนด 3( , ) ( 2)f x y R R y x  

 1) จงหา 1f   

 2) 1f เป็นฟังกช์นัหรือไม่ 
 

 

ตัวอย่างทีÉ 9 กาํหนด 2( , ) 6 10f x y R R y x x  

 1) จงหา 1f   

 2) 1f เป็นฟังกช์นัหรือไม่ 
 

 

ตัวอย่างทีÉ 10 กาํหนด ( , ) 5 4f x y R R y x เมืÉอ 0,10x จงหา 1( )f x  

 

 

ตัวอย่างทีÉ 11 กาํหนด (3 4) 4 3f x x  จงหา 1( )f x  

 

 

ตัวอย่างทีÉ 12 กาํหนด 1( )
3

xf x   
 จงหา  1) 1(3)f     2) 1(4)f  
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ตัวอย่างทีÉ 13 กาํหนด 2

2 2 , 0
( )

1 , 0
x x

f x
x x

  

 จงหา  1) 1( )f x   2) 1(1)f  

  3) 1(2)f   4) 1( 5)f  

 

 

 

7.4 ฟังกชั์นประกอบ (Composite Function) 
บทนิยาม 11  กาํหนดให ้ :f A B  และ :g B C  แลว้ 

, , , , ( ), ( ) ( ( ))h x z x y f y z g y f x z g y g f x จะ
เรียก h  วา่ ฟังกช์นัประกอบของ f  และ g เขียนแทนฟังกช์นัประกอบของ 
f  และ g ดว้ย g ff (อา่นว่า จีโอเอฟ) 

ดงันัÊน  , , ( ), ( ) ( ( ))g f x z x A z C y B y f x z g y g f xf x z,x,  
หรือ   , , ( ) ( ) ( ( ))x z g f y B y f x z g y g f xf y  

ดงันัÊน ( ) ( ( ))z g f x g f xf x g( ))f ( )   

 

บทนิยาม 12  กาํหนดให ้ :f A B  และ :g B C  แลว้ :g f A Cf A C:  

 

ในการสรา้งฟังกช์นั g ff เรนจข์อง f จะตอ้งเป็นเซตย่อยของโดเมน g  

โดเมนของ g ff คือ เซตยอ่ยของโดเมนของ f และเรนจข์อง g ff จะเป็นเซตย่อย 

ของเรนจข์อง g  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

f g 
A B C 
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ตัวอย่าง 14  กาํหนดให ้ (1,2), (2,4), (3,6), (4,8)f และ  
   (1,2), (2,3), (3,4), (4,5)g  

จงหา g ff และ f gg  
 

 

 

ตัวอย่าง 15  กาํหนดให ้ (1, ),(2, ),(3, ),(4, ),(5, )f a a b c d และ  
   ( ,2),( ,4),( ,6),( ,8g a b c e )  

จงหา g ff และ f gg  

 

 
ตัวอย่าง 16  กาํหนดให ้ f และ g เป็นฟังกช์นั โดยทีÉ 2f ( x ) x และ 1

1
g( x )

x
 

จงหา   1) ( )g f x( )f x(  และ g fD f  

2) ( )f g x( )g x(  และ f gD g  

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 17  กาํหนดให ้ :f R R  และ :g R R   

โดยทีÉ 2 3f ( x ) x  และ 2 5g( x ) x  
จงหา  1) ( 1)g f x( 1)f x(    

2) ( 1)f g x( 1)g x(  

3) (2 )f f x(2 )f x(2  

4) 2( )g g x2( )2g x(  
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ตัวอย่าง 18 กาํหนดให ้ :f R R  , :g R R  และ :h R R  

โดยทีÉ 3f ( x ) x  และ 2 1g( x ) x  และ 2 2 0
2 3 0
x , x

h( x )
x , x

 

จงหา  1) (2)f g h (2)g h    

2) (0)g f h (0)f h  

3) ( 1)g h f ( 1)h f  

4) (1)f g f h (1)g f h  

 
ตัวอย่าง 19  กาํหนดให้ 3 1f ( x ) x และ 2 1g( x ) x  

  จงหา   1) 1 ( )g f x1 ( )f x1 (   
2) 1 ( )f g x1 ( )g x1 (   

 

 

 

 
 
ตัวอย่าง 20 กาํหนดให้ 3 4 5f ( x ) x และ 3 2 3g( x ) x  

จงหา   1) 1 ( 1)g f 1 ( 1)f   
2) 1 (5)f g 1 (5)g   
3) 1 1 ( 4)f g 1 ( 4)g  

4) 1 1 (3)g f 1 (3)f  
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7.5 พชีคณิตของฟังกชั์น (Algebra of Function)  
บทนิยาม 13  กาํหนดให ้ , ,A R B R A B  

และ :f A R  , :g B R  

นิยามฟังกช์นั f g, f g, f gg และ f
g

 ดงันี Ê 

1) f g : A B R  ซึÉงนิยามวา่ 

f g x f ( x ) g( x ) สาํหรบัทกุ x A B  

2) f g : A B R  ซึÉงนิยามวา่ 

f g x f ( x ) g( x )  สาํหรบัทกุ x A B  

3) f g : A B Rg : A BB  ซึÉงนิยามวา่ 

f g x f ( x ) g( x )g x f ( x ) g( x )  สาํหรบัทกุ x A B  

4) f : A B C R
g

 ซึÉงนิยามวา่ 

f f ( x )x
g g( x )

 สาํหรบัทกุ x A B C เมืÉอ 0C x B g( x )  

หมายเหตุ  1) f g f g f g f gD D D A B D Dg A  

  2) 0f f g
g

D D D x g( x )  

จากบทนิยามเราจะเขียนฟังกช์นั f g, f g, f gg และ f
g

 ในรูปของเซตแบบบอกเงืÉอนไข 

ไดด้งันี Ê 
 f gf g x, y R R y f g ( x ) f ( x ) g( x ),x D D  

f gf g x, y R R y f g ( x ) f ( x ) g( x ),x D D  

f gf g x, y R R y f g ( x ) f ( x ) g( x ),x D Df gg x, y R R y f g ( x ) f ( x ) g( x ),x D Dfx, y R R y f g ( x ) f ( x ) g( x ),x Df  

0f g
f f f ( x )x, y R R y ( x ) ,x D D g( x )
g g g( x )

 

 
\ตัวอย่างทีÉ 21 กาํหนดฟังกช์นั  (0,0),(1,1),(2, 1),(3,2),(4, 2),(5,3),(6, 3)f  

    (0,1),(2,3),(4,5),(6,6),(8,9),(10,10)g  

 จงหา ff g, f g, f g,
g
fg, และ g

f
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ตัวอย่างทีÉ 22 กาํหนดฟังกช์นั  2 1 2 2f x, y R R y x x ,  

    2 2 1 3g x, y R R y x x ,  

จงหา f g พรอ้มทัÊงหาโดเมนและเรนจข์อง f g และเขียนกราฟของ ,f g และ f g  

บนระนาบเดียวกนั 

 

 
ตัวอย่างทีÉ 23 กาํหนดฟังกช์นั  ( ) 4f x x  เมืÉอ x R  

    2( ) 1g x x  เมืÉอ x R  

    1 , 0
( )

1 , 0
x x

h x
x x

  

จงหา  1) 1 1 2f g h  

 2) 1 2gof h 2h  
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7.6 ฟังกชั์นทีÉควรทราบ 
1. ฟังกช์นัเพิÉมและฟังกช์นัลด (Increasing Function and Decreasing Function) 

2. ฟังกช์นัเชิงเสน้ (Linear Function) 

3. ฟังกช์นักาํลงัสอง (Quadratic Function) 

4. ฟังกช์นัพหนุาม (Polynomial Function) 

5. ฟังกช์นัตรรกยะ (Rational Function) 

6. ฟังกช์นัขัÊนบนัได (Step Function) 

7. ฟังกช์นัคา่สมับรูณ ์(Absolute Value Function) 
8. ฟังกช์นัทีÉเป็นคาบ (Periodic Function) 

9. ฟังกช์นัตรีโกณมิต ิ(Trigonometric Function) 

10. ฟังกช์นัเอกซโปเนนเชียล (Exponential Function) 

11. ฟังกช์นัลอการทิมึ (Logarithm Function) 

 

7.6.1 ฟังกชั์นเพิÉมและฟังกชั์นลด (Increasing Function and Decreasing Function) 
บทนิยาม 14 ให ้ f เป็นฟังกช์นัจาก fD R ไป R และ fA D  

  1) f เป็นฟังกช์นัเพิÉม (Increasing Function) ใน A ก็ตอ่เมืÉอ 

   ถา้ 1 2,x A x Aและ 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x  

  2) f เป็นฟังกช์นัลด (Decreasing Function) ใน A ก็ตอ่เมืÉอ 

   ถา้ 1 2,x A x Aและ 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x  
 

3) เรียก f วา่เป็นฟังกช์นัไมล่ด (Nondecreasing Function) ใน A ก็ตอ่เมืÉอ 

   ถา้ 1 2,x A x Aและ 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x  

  4) เรียก f วา่เป็นฟังกช์นัไมเ่พิÉม (Nonicreasing Function) ใน A ก็ตอ่เมืÉอ 

   ถา้ 1 2,x A x Aและ 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x  
 
ตัวอย่าง 24  กาํหนดฟังกช์นั f ซึÉงมีกราฟดงัรูปตอ่ไปนีÊ จงหาวา่ฟังกช์นั  f เป็นฟังกช์นั
เพิÉม 

และฟังกช์นัลดในชว่งใดบา้ง 
 

 

x 

y 

-2 0 2 
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ตัวอย่างทีÉ 25 กาํหนดฟังกช์นั ( ) 5 2f x x  เมืÉอ x R จงพิสจูนว์า่ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมใน R 

(ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
 
 
ตัวอย่างทีÉ 26 กาํหนดฟังกช์นั 3( ) 2 1f x x  เมืÉอ x R จงพิสจูนว์า่ f เป็นฟังกช์นัเพิÉม
หรือฟังกช์นัลดใน R 

(ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
 

ตัวอย่างทีÉ 27 กาํหนดฟังกช์นั ( ) 2 3f x x  

  1) f เป็นฟังกช์นัเพิÉม หรือฟังกช์นัลดใน 1,2A  

  2) f เป็นฟังกช์นัเพิÉม หรือฟังกช์นัลดใน 2,1B  

(ใหน้กัศกึษาทาํเอง) 
 

------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

แบบฝึกหดั 7.1 
จงตรวจสอบดวูา่ ฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ ฟังกช์นัใดเป็นฟังกช์นัเพิÉม ฟังกช์นัใดเป็นฟังกช์นั
ลดในเซต A ทีÉกาํหนดให ้

 1) 
3( )

2
xf x   ; A R  

 2) 
5 3( )

4
xf x   ; A R  

 3) 2( ) 6 9f x x x   ; ( , 4]A  

4) 2( ) 5 4f x x x   ; [2, )A  

5) 2( ) 9f x x   ; [ 1,1]A  

6) 2( ) 4f x x   ; [ 1,1]A  

7) ( ) 4f x x   ; A R  

8) 3 2( ) 3 3 3f x x x x  ; A R  

9) ( ) 1f x x   ; A R  

10) ( ) 2f x x   ; A R  

 
---------------------------------------------- 
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7.6.2 ฟังกชั์นกาํลังสอง (Quadratic Function) 
 ฟังกช์นักาํลงัสอง หมายถึง ฟังกช์นัทีÉอยูใ่นรูป 2( )f x ax bx c เมืÉอ , ,a b c R

และ 0a  

 กราฟของฟังกช์นักาํลงัสอง จะเป็นรูปพาราโบลา ซึÉงเป็นพาราโบลาหงาย หรือ
พาราโบลาควํÉาเทา่นัÊน ทัÊงนี Êขึ Êนอยูก่บัจาํนวนจรงิ a  วา่เป็นจาํนวนบวกหรือจาํนวนลบ  
 ř) เมืÉอ 0a จะไดพ้าราโบลาหงาย  
 Ś) เมืÉอ 0a จะไดพ้าราโบลาควํÉา  

 จดุยอดของพาราโบลาอยูที่É จดุทีÉ 
2
bx
a

,
24

4
ac by

a
 

 

ตัวอย่าง 28 สีÉเหลีÉยมมมุฉากรูปหนึÉงมีความยาวของเสน้รอบรูปเทา่กบั ŜŘ เซนตเิมตร 
 1) จงสรา้งฟังกช์นั f  ซึÉงแทนพื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมรูปนี Ê 
 2) จงหาขนาดของรูปสีÉเหลีÉยมทีÉทาํใหมี้พื ÊนทีÉมากทีÉสดุ 

วิธีทาํ  1) 

 

 

 

 สมมตใิห ้ x  แทนความยาวของดา้นๆ หนึÉงของรูปสีÉเหลีÉยม 

 ดงันัÊน ความยาวอีกดา้นหนึÉงของรูปสีÉเหลีÉยม เทา่กบั 20 x  เซนตเิมตร 
 ฟังกช์นั f เป็นฟังกช์นัทีÉแทนพื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยม ดงันัÊน 

  ( ) (20 )f x x x  

  2( ) 20f x x x  เมืÉอ 0 20x  

 3) จะพบว่า ฟังกช์นั f เป็นฟังกช์นักาํลงัสองทีÉมีโดเมนเท่ากบั (0,20)  

 กราฟของ f เป็นสว่นหนึÉงของพาราโบลาควํÉา ซึÉงมีจดุสงูสดุอยูที่É  
  20 10

2( 1)
x  และ 2(10) 20(10) (10) 200 100 100y f  

 

 

   
 

 

X 

20-X 

ดังนั้น สี่เหลี่ยมรูปนี้จะมีพ้ืนที่มากท่ีสุด เมื่อ x =10 
พ้ืนที่มากท่ีสุดเทากับ 100 ตารางเซนติเมตร 
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7.6.3 ฟังกชั์นพหุนาม (Polynomial Function) 
ฟังกช์นัพหนุาม หมายถึงฟังกช์นัทีÉอยูใ่นรูป  

1 2 2
1 2 2 1 0( ) ...n n n

n n nf x a x a x a x a x a x a  
 เมืÉอ 0 1 2, , ,..., na a a a  เป็นคา่คงตวั และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกหรือศนูย ์
ถา้ 0na แลว้จะเรียกฟังกช์นัพหนุามดงักลา่ววา่เป็นฟังกช์นัพหนุามทีÉมีระดบั (degree) 

เทา่กบั n (เทา่กบัเลขชี Êกาํลงัของ x ทีÉมากทีÉสดุทีÉมีสมัประสิทธิÍไมเ่ทา่กบั Ř)  

ตวัอยา่งเชน่ 
ฟังกชั์นพหุนาม ระดับ (degree) 

( ) 2 5f x x  1 

2( ) 3 1f x x x  2 

3 2( ) 4 5 2f x x x  3 

4( ) 2f x x  4 

( ) 10f x  0 

5( ) 3 2f x x x  5 

 

ตัวอย่าง 29 จงวาดกราฟของฟังกช์นั 3( ) 4f x x x  

วิธีทาํ แยกตวัประกอบ จะได ้ ( ) ( )( 2)( 2)f x x x x  

 หาระยะตดัแกน y ถา้ x=0 แลว้ y=0 หาระยะตดัแกน x ถา้ y=0 แลว้ x=-2, 0, 2 

ระยะตดัแกน x จะแบง่แกน x ออกเป็น Ŝ สว่น ใหพ้ิจารณาเครืÉองหมาย f(x) ในแตล่ะส่วน ดงันี Ê 
เครืÉองหมายของ f(x) - + - + 

เครืÉองหมายของ x+2 -  -  -  -  - + + + + +  + + + + +  + + + + +  

เครืÉองหมายของ x-2 -  -  -  -  - -  -  -  -  - -  -  -  -  - + + + + +  

เครืÉองหมายของ x -  -  -  -  - -  -  -  -  - + + + + +  + + + + +  

       -2    0  2        X 
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7.6.4 ฟังกชั์นตรรกยะ (Rational Function) 

 ฟังกช์นัตรรกยะ หมายถึง ฟังกช์นัทีÉอยูใ่นรูป ( )( )
( )

p xf x
q x

 เมืÉอ ( )p x และ ( )q x

เป็นฟังกช์นัพหนุาม และ ( ) 0q x  

ตวัอยา่งของฟังกช์นัตรรกยะ ไดแ้ก่  
 1( )

1
xf x
x

   , 
2( )

4
f x

x
 

2( )
2

xf x
x

   , 2
5( )

1
xf x

x x
 

 

ตัวอย่าง 30 จงวาดกราฟของฟังกช์นั 
22 3 2( )

2
x xf x

x
 

วิธีทาํ  2fD x R x   
 เขียนฟังกช์นั f  ใหม ่ไดด้งันี Ê 

 2 1 2
( )

2
x x

f x
x

 เนืÉองจาก 2 0x  ดงันัÊน 

 ( ) 2 1f x x  เมืÉอ 2x R  

ดงันัÊนกราฟของ f  จะเป็นรูปเสน้ตรงทีÉมีความชนัเทา่กบั Ś และระยะตดัแกน y เท่ากบั ř 
ยกเวน้จดุ (2,5) ดงัรูป 

 
 

 
 
 
 
 

(2,5) 
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แบบฝึกหดัทีÉ ş.Ś 
จงวาดกราฟของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ  

1) 
3 2 2 2( )

1
x x xf x

x
 

2) 
1( )

1
f x

x
 

3) 2
3( )

5 6
xf x

x x
 

ตัวอย่าง ฟังกชั์นขัÊนบันได 
5 , 4
3 , 4 2

( ) 2 , 2 1
2 , 1 3
4 , 3

x
x

f x x
x

x

 

 

วาดกราฟไดด้งันี Ê 

 
 
ตัวอย่าง ฟังกชั์นทีÉเป็นค่าสัมบูรณ์ 2( ) 4f x x  
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ตัวอย่าง ฟังกชั์นทีÉเป็นคาบ ( ) sinf x x  
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