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บทที ่1  
ความสัมพนัธแ์ละฟังกช์ัน 

1.ความสมัพันธ ์

1.1 คู่อันดับ (Order Pairs) 
 ในคู่อนัดบั (𝑥, 𝑦) เรียก 𝑥 ว่า เป็นสมาชิกตวัหนา้ และ เรียก 𝑦  ว่า เป็นสมาชิกตวัหลงัคู่
อนัดบั (𝑥, 𝑦) และ (𝑦, 𝑥) จะไม่เท่ากนั นอกจาก 𝑥 = 𝑦 เท่านัน้ คู่อนัดบั 2 คู่ เท่ากนัคือ (𝑥, 𝑦) =
(𝑎, 𝑏) ก็ต่อเมื่อ ตวัหนา้เท่ากนัและตวัหลงัเท่ากนั คือ 𝑥 = 𝑎 และ 𝑦 = 𝑏 
 
1.2 ผลคูณคารท์เีชียน (Cartesian Product) 

 นั่นคือ    𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏)| 𝑎 𝜖 𝐴 , 𝑏 𝜖 𝐵}  
ตัวอย่างที ่1.1 ให ้ 𝐴 = {1,2,3} ; 𝐵 = {a, b} จงหา 𝐴 × 𝐵 และ 𝐵 × A 
แนวคิด  𝐴 × 𝐵 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏)} 
  𝐵 × 𝐴 = {(𝑎, 1), (𝑎, 2), (𝑎, 3), (𝑏, 1), (𝑏, 2), (𝑏, 3)}   
จะเห็นว่า 𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × A 
 
ข้อสังเกตเกี่ยวกับผลคูณคารท์เีชียน  
 1.จ านวนสมาชิกของ  𝐴 × 𝐵 = 𝑛(𝐴) × 𝑛(𝐵)  
    จากตวัอย่าง 1.1 จะเห็นว่า 𝐴 มีสมาชิก 3 ตวั ; 𝐵 มีสมาชิก 2 ตวั 

∴ จ านวนสมาชิกของ 𝐴 × 𝐵 = 3 × 2 = 6 คู่อนัดบั 
 2. (𝑎, 𝑏) ของความสมัพนัธ ์หมายถึงคู่อนัดบัที่มี 𝑎 เป็นสมาชิกตวัแรก และ 𝑏  เป็น
สมาชิกตวัหลงั 
     3. (𝑎, 𝑏) หมายถึง เซตที่มีสมาชิก 2 ตวัคือ 𝑎  กบั b 
 

ตัวอย่างที ่1.2 ให ้𝐴 = (𝑚, 𝑛) และ  𝐵 = (1,2,3) จงหา A × B, B × A, A × A, B × B 
แนวคิด  A × B  =    {(𝑚, 1), (𝑚, 2), (𝑚, 3), (𝑛, 1), (𝑛, 2), (𝑛, 3)} 

  B × A   =    {(1,𝑚), (1, 𝑛), (2,𝑚), (2, 𝑛), (3,𝑚), (3, 𝑛)} 
  A × A   =    {(𝑚,𝑚), (𝑚, 𝑛), (𝑛,𝑚), (𝑛, 𝑛)} 
  B × B   =  {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)} 
 

นิยาม ผลคณูคารท์ีเชียนของเซต 𝐴 และ เซต 𝐵 คือ เซตของคู่อนัดบั (𝑎, 𝑏) ทัง้หมดโดยที่ 𝑎 
เป็นสมาชิกของเซต 𝐴 และ 𝐵 เป็นสมาชิกของเซต 𝐵 เขียนแทนดว้ย 𝐴 × 𝐵 
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ตัวอย่างที ่1.3 ก าหนดให ้𝐴 × C = {(2,2), (2,3), (4,2), (4,3)} จงหา เซต 𝐴 และ 𝐶 
แนวคิด  สมาชิกของ เซต 𝐴 ไดจ้ากสมาชิกตวัแรกของคู่อนัดบั ∴ 𝐴 = {2,4} 

 สมาชิกของ เซต 𝐶 ไดจ้ากสมาชิกตวัหลงัของคู่อนัดบั  ∴  𝐶 = {2,3}  
 
กราฟของผลคูณคารท์เีชียน 

 การเขียนกราฟของผลคณูคารท์ีเชียนใหแ้ทนเซตทัง้สองดว้ยแกนนอน และ แกนตัง้ 
ตามล าดบัแลว้ ลงจดุแทน สมาชิกบนแกนในช่วงเท่า ๆ กนั ดงัตวัอย่าง 
ตัวอย่างที ่1.4 ก าหนดให ้ 𝐴 = (1,3,5) ;  𝐵 = (1,2) จงเขียน A × B ลงในกราฟ 
แนวคิด  𝐴 × 𝐵 = {(1,1), (1,2), (3,1), (3,2), (5,1), (5,2)} 
แสดงดว้ยกราฟ ไดด้งันี ้

 
 

ตัวอย่างที ่1.5 ก าหนดให ้ 𝐴 = (1,3,5) ;  𝐵 = (1,2) จงหา 𝐵 × A แลว้แสดงดว้ยกราฟ

แนวคิด จากเซต 𝐴, 𝐵 ในตวัอย่าง 1.3∴ 𝐵 × A   =  {(1,1), (1,3), (1,5), (2,1), (2,3), (2,5), }

แสดงดว้ยกราฟ ไดด้งันี ้

 
**จากกราฟในตวัอย่าง 1.4 และ 1.5 แสดงไดว้่า 𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴 
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1.3 ความสัมพันธ ์(Relations) 

 
ดงันัน้จะเห็นไดว้่าความสมัพนัธก์็เป็นเซตของคู่อนัดบั เช่นเดียวกนักบัผลคณูคารท์ีเชียน การเขียน
เซตของ ความสมัพนัธอ์าจเขียนเป็นแบบแจกแจงสมาชิก หรือแบบบอกเงื่อนไขก็ได ้ดงัตวัอย่าง 
 
ตัวอย่างที ่1.6 ก าหนดให ้𝑀 = {2,4,6} และ 𝑁 = {5,6,7} และก าหนดความสมัพนัธ ์ดงันี ้

𝑟1 คือความสมัพนัธ ์“นอ้ยกว่า” จากเซต 𝑀 ไป 𝑁  
𝑟2 คือความสมัพนัธ ์“หารลงตวั” จากเซต 𝑀 ไป 𝑁 
𝑟3 คือความสมัพนัธ ์“เป็นรากที่สองของ” จากเซต 𝑀 ไป 𝑁 

จงหา 𝑟1, 𝑟2  , 𝑟3  
แนวคิด   𝑟1 = {(2,5), (2,6), (2,7), (4,5), (4,6), (4,7), (6,7)} 
ดงันัน้ในความสมัพนัธ ์𝑟1 ซึ่ง (2,5) ∈ 𝑟1 หมายความว่า “2 นอ้ยกว่า 5” และ   (6,7) ∈ 𝑟1 
หมายความว่า “6 นอ้ยกว่า 7 ”  เหลา่นีเ้ป็นตน้ 
   𝑟2 = {(2,6)}  ในความสมัพนัธ ์ 𝑟2 ซึ่งมี (2,6) ∈ 𝑟2 หมายความว่า “ 2 หาร 6 ลงตวั”  
 𝑟3 = { }   หรือ ∅ เพราะว่า ไม่มีสมาชิกตวัใด ใน M “เป็นรากที่สองของ” สมาชิกตวัใด
ใน N ฉะนัน้ ความสมัพนัธ ์𝑟3 จึงเป็นเซตว่าง 
เราสามารถเขียนความสมัพนัธใ์นรูปเงื่อนไขได ้เช่นกนั ดงัตวัอย่าง 
ตัวอย่างที ่1.7 ก าหนดให ้𝐴 = {1,2,3,4, … }และ 𝐵 = {2,4,6,8,10,… } 

ให ้ 𝑟1 เป็นความสมัพนัธจ์าก 𝐴 ไป B  
แนวคิด 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑦 ∈ 𝐵 และ 𝑦 = 2𝑥} หรือเขียน 𝑟 แบบแจกแจงสมาชิกไดด้งันี ้

 𝑟1 = {(1,2), (2,4), (3,6), (4,8),… } 
 
ตัวอย่างที ่1.8 ก าหนดให ้𝐴 = {1,2,3} จงหาความสมัพนัธ ์𝑟 ที่ก าหนดให ้ในรูปคู่อนัดบั (𝑥, 𝑦) 
และ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 
แนวคิด หาผลคณูคารท์ีเชียน A × 𝐴 ก่อนดงันี ้ 

A × A = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)} 
 1. ถา้ให ้𝑟1 แทนความสมัพนัธ ์“𝑥 นอ้ยกว่า 𝑦” 

 ∴ 𝑟1 = {(1,2), (1,3), (2,3)} 
 2. ถา้ให ้𝑟2 แทนความสมัพนัธ ์“𝑥 เท่ากบั 𝑦” 

 ∴  𝑟2 = {(1,1), (2,2), (3,3)} 

นิยาม 𝑟 เป็นความสมัพนัธจ์ากเซต 𝐴 ไปยงั เซต 𝐵 ก็ต่อเมื่อ 𝑟 เป็นสบัเซตของ 𝐴 × 𝐵 
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 3. ถา้ให ้𝑟3 แทนความสมัพนัธ ์“𝑥 มากกว่าหรือเท่ากบั 𝑦”  

 ∴ 𝑟2={(1,1), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3)} 
 เราอาจเขียนความสมัพนัธ ์𝑟1, 𝑟2  , 𝑟3 ไดใ้นรูปของเงื่อนไข ดงันี ้ 

  𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴| 𝑥 < 𝑦} 
 𝑟2  = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴| 𝑥 = 𝑦} 
และ  𝑟3  = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴| 𝑥 ≥ 𝑦} 

 
ตัวอย่างที ่1.9 ก าหนดความสมัพนัธ ์𝑟 จาก A ไป 𝐵 เขียนแบบแจกแจงสมาชิกไดด้งันี ้
𝑟 = {(2,4), (3,9), (4,16), (5,25)} ขอ้ใดคือการเขียน 𝑟 แบบบอกเงื่อนไข 

 ก. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑦 = 2𝑥} 
 ข. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑦 = 𝑥2} 
 ค. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑥 = 𝑦2} 
 ง.  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑥 = 𝑦

2
} 

แนวคิด ค าตอบขอ้นีคื้อ ขอ้ ข. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑦 = 𝑥2} 
เนื่องจาก จากการเขียน 𝑟 แบบแจกแจงสมาชิก จะเห็นว่าสมาชิกตวัหลงั มีค่าเท่ากบัก าลงั

สองของสมาชิกตวัแรก  หรือ 𝑦 =  𝑥2 นั่นเอง 
หมายเหต ุเราอาจเขียน (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟 เป็น 𝑥𝑟𝑦 ก็ได ้ถา้ 𝑟 แทนความสมัพนัธ ์“นอ้ยกว่า”  

∴ 𝑥𝑟𝑦 หมายถึง “𝑥 นอ้ยกว่า 𝑦”  และ 𝑦𝑟𝑥 หมายถึง “𝑦 นอ้ยกว่า 𝑥” นั่นเอง 
 
1.4 โดเมนและเรนจข์องความสัมพันธ ์(Domains and Ranges) 

 
 
ตัวอย่างที ่1.10 ก าหนดให ้𝑈 = {−4,−3, −2,−1, 0 , 1 , 2 , 3 , 4} และใหค้วามสมัพนัธ ์𝑟  
ใน 𝑈 คือ {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 𝑥2} จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธน์ี ้
แนวคิด ความสมัพนัธ ์𝑟 ใน 𝑈 คือ {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 𝑥2}  เขียนแบบแจกแจงสมาชิกไดด้งันี ้
       𝑟 =  {(−2,4), (−1,1), (0,0), (1,1), (2,4), } 
  ∴  𝐷𝑟 = {−2,−1, 0 , 1 , 2} 
เพราะว่า 𝐷𝑟 คือ เซตของสมาชิกตวัแรกทัง้หมดจากความสมัพนัธ ์𝑟 
และ 𝑅𝑟 = {4 , 1 , 0} เพราะว่า 𝑅𝑟 คือ เซตของสมาชิกตวัหลงัทัง้หมดจากความสมัพนัธ ์𝑟 

นิยาม ให ้𝑟 เป็นความสมัพนัธจ์ากเซต A ไปยงัเซต 𝐵 โดเมนของ 𝑟 คือ เซตของสมาชิกตวั
หนา้ของคู่อนัดบัใน 𝑟 เขียนแทนดว้ย 𝐷𝑟 เรนจข์อง 𝑟 คือ เซตของสมาชิกตวัหลงัของคู่อนัดบั
ใน 𝑟 เขียนแทนดว้ย 𝑅𝑟 ดงันัน้ 𝐷𝑟  = {𝑥| (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟} และ  𝑅𝑟 = {𝑦| (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟} 
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ตัวอย่างที ่1.11 ก าหนดให ้ 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ I × I| 𝑦 = 2𝑥} จงหาโดเมนและเรนจข์อง 𝑟 
แนวคิด เนื่องจาก 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ I × I| 𝑦 = 2𝑥} 

∴  𝑟 = {(1,2), (2,4), (3,6), (4,8),… }  
ดงันัน้โดเมนเป็นเซตของจ านวนเต็มใด ๆ 
ถา้เขียนแบบแจกแจงจะได ้𝐷𝑟 = {1,2,3, … } และ  
เรนจเ์ป็นเซตของจ านวนเต็มคู่(จ านวนคู่)  ถา้เขียนแบบแจกแจงจะได ้ 

𝑅𝑟 = {2,4,6,8, … } 
 
ตัวอย่างที ่1.12  ก าหนดให ้𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 2

𝑥
}  จงหาโดเมนและเรจข์อง 𝑟  

แนวคิด  เนื่องจากเราจะหาค่าของจ านวนจรงิในรูป  2
𝑥
  ไดเ้สมอ ยกเวน้เมื่อ 𝑥 = 0  

เพราะ  2
0
  ไม่มีความหมาย  

∴ 𝐷𝑟 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑅 ∧   𝑥 ≠ 0} 
 สว่นการพิจารณาเรนจข์อง 𝑟 นัน้ ตอ้งเขียน 𝑥 ใหอ้ยู่ในรูปของ 𝑦 คือจาก 𝑦 = 2

𝑥
 → 𝑥 =

2

𝑦
  จะเห็นว่าค่า 𝑦 = 0 ไม่ไดเ้ช่นเดียวกบั 𝑥 

∴ 𝑅𝑟 = {𝑦|𝑦 ∈ 𝑅 ∧   𝑦 ≠ 0} 
 เซตของโดเมนและเซตของเรนจใ์นขอ้นีจ้ะเท่ากนั เพราะต่างก็เป็นจ านวนจรงิที่ไม่เท่ากบั 0 
นั่นเอง นั่นคือ 𝐷𝑟 = 𝑅𝑟 
 
ตัวอย่างที ่1.13  ก าหนดให ้r = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = √16 − 𝑥2}  จงหาโดเมนและเรจข์อง r
แนวคิด เนื่องจากรากที่สองของของจ านวนลบไม่ใช่จ านวนจรงิ ดงันัน้ 16 − 𝑥2 ไม่สามารถเป็นลบ
ได ้ตอ้งเป็นบวกหรือ 0  

  16 − 𝑥2  ≥  0  →  −x2  ≥  −16 
    →  x2  ≤  16 
    → |𝑥|2  ≤  42 
    → |𝑥|  ≤  4 

   → −4 ≤ 𝑥 ≤ 4 

∴ 𝐷𝑟 = {𝑥|−4 ≤ 𝑥 ≤ 4} หรือ 𝐷𝑟 = {𝑥| |𝑥|  ≤ 4} 
พิจารณา 𝑅𝑟 ไดจ้าก 16 − 𝑥2  ≥  0 ซึ่งค่านีจ้ะมีค่ามากที่สดุ เมื่อ 𝑥 = 0  

∴ เมื่อ 𝑥 = 0 , 𝑦 = √16 = 4 และเมื่อ 𝑥 มีค่ามากที่สดุคือ 4 หรือ นอ้ยที่สดุ คือ -4 
𝑦 = 16 − 𝑥2  ∴ 𝑦 = 16 − 16 = 0 

∴ 𝑅𝑟  {𝑦 | 0 ≤ 𝑦 ≤ 4} 
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ตัวอย่างที ่1.14 ก าหนดให ้𝐴 =  {0,1,2,3, … } และ 𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴|𝑥 = 15 − 3𝑦} 
1. จงเขียนความสมัพนัธใ์น 𝐴 ทัง้หมด 
2. จงหาโดเมนของ 𝑟 
3. จงหาเรนจข์อง 𝑟 

แนวคิด 1. ความสมัพนัธใ์น 𝐴 ซึ่ง 𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑤 × 𝑤|𝑥 = 15 − 3𝑦} คือเซต 
       𝑟 =  {(15,0), (12,1), (9,2), (6,3), (3,4), … } 

2. 𝐷𝑟 = {15,12,9,6,3, … } 
3. 𝑅𝑟 = {0,1,2,3,4, … } 

 
1.5 กราฟของความสัมพันธ ์ 

 กราฟของความสมัพนัธต่์างๆอาจจะมีลกัษณะเป็นจดุหลายๆจดุบนระนาบหรือเป็น
เสน้ตรงหรือเสน้โคง้ลกัษณะต่างๆหรือเป็นพืน้ที่บางสว่นของระนาบก็ได ้เช่น 
 
ตัวอย่างที ่1.15 จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ{์(1,3), (2,1), (−1,2), (−2,3), (1, −2)} 
แนวคิด เราเขียนกราฟของความสมัพนัธไ์ดด้งันี ้

 
 

 
 

นิยาม ให ้𝑅 เป็นเซตของจ านวนจรงิ 𝑟 เป็นสบัเซตของ 𝑅 × 𝑅 กราฟของความสมัพนัธ ์r คือ 
เซตของจดุในระนาบโดยที่แต่ละจดุแทนแทนสมาชิกของความสมัพนัธ ์𝑟 
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ตัวอย่างที ่1.16 ก าหนดให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = |𝑥 + 1|} จงเขียนกราฟของ
ความสมัพนัธ ์𝑟 
แนวคิด เราเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์ 𝑟  ไดด้งันี ้

 
ตัวอย่างที ่1.17 จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 𝑥} 
แนวคิด เราเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์𝑟  ไดด้งันี ้

 
ตัวอย่างที ่1.18 จงเขียนกราฟของ 𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 2𝑥2}  
แนวคิด เราเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์𝑟  ไดด้งันี ้
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ตัวอย่างที ่1.19 จงเขียนกราฟของ 𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|2 < 𝑥 < 4} 

 
 
1.7 อินเวอรส์ของความสัมพันธ ์

 
 

ตัวอย่างที ่1.20 จงหาอินเวอรส์ของความสมัพนัธข์อง 𝑟 พรอ้มทัง้โดเมนและเรนจ ์เมื่อกก าหนด             
                 𝑟 =  {(1,𝑚), (2, 𝑎), (3, 𝑡), (4, ℎ)} 

แนวคิด เราสามารถหาไดด้งันี ้ 𝑟−1 = {(𝑚, 1), (𝑎, 2), (𝑡, 3), (ℎ, 4)}  
 ดงันัน้ 𝐷𝑟−1 = {𝑚, 𝑎, 𝑡, ℎ}  และ 𝑅𝑟−1 = {1,2,3,4}  

 
ตัวอย่างที ่1.21 จงเขียนกราฟของ 𝑟 และ 𝑟−1ในแกนพิกดัฉากเดียวกนั เมื่อก าหนดให ้

𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 3𝑥} 
แนวคิด ถา้ 𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 3𝑥}   ∴  𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 =

𝑥

3
} 

 

นิยาม อินเวอรส์ของความสมัพนัธ ์𝑟 คือความสมัพนัธซ์ึ่งเกิดจากการสลบัที่ของสมาชิกตวัหนา้
และสมาชิกตวัหลงัในแต่ละคู่อนัดบัที่เป็นสมาชิกของ 𝑟 เขียนแทนดว้ย 𝑟−1 นั่นคือ 

𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟} 



คณิตศาสตรส์  าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 1 ความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นั 

 9 

ตัวอย่างที ่1.22 ก าหนดให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 8𝑥 + 4} จงหาอินเวอรส์ของ 𝑟 
แนวคิด ให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 8𝑥 + 4} 

ขัน้ที่ 1 อินเวอรส์ของ 𝑟 ไดจ้ากการสลบัที่ของสมาชิกตวัหนา้และสมาชิกตวัหลงั 

∴  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 8𝑥 + 4} 
ขัน้ที่ 2 เขียน 𝑥 ใหอ้ยู่ในรูปของตวัแปร y โดยคงรูปคู่อนัดบั (𝑦, 𝑥) ไว ้

∴  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑥 = 𝑦−4

8
} 

 ขัน้ที่ 3 เขียนคู่อนัดบัตามแบบมาตรฐาน (𝑥, 𝑦) โดนแทนที่ 𝑥 ดว้ย 𝑦 ในความสมัพนัธ ์

∴  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 𝑥−4

8
} 

 
ตัวอย่างที ่1.23 ก าหนดให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥 − 8} จงหาอินเวอรส์ของ 𝑟 
 แนวคิด ให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥 − 8} 

 ขัน้ที่ 1 ∴  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = √𝑥 − 8} 
 ขัน้ที่ 2     𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑥 = 𝑦2 + 8} 
 ขัน้ที่ 3     𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 𝑥2 + 8} 
 

ตัวอย่างที ่1.24 ก าหนดให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥} จงหาอินเวอรส์ของ 𝑟 
 แนวคิด ให ้𝑟 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥} 

 ขัน้ที่ 1 ∴  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = √𝑥} 
 ขัน้ที่ 2     𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑥 = 𝑦2} 
 ขัน้ที่ 3    𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 𝑥2} 
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2. ฟังกช์ัน 
2.1 ความหมายฟังกช์ัน 
 นิยาม ฟังกช์นั คือ ความสมัพนัธ ์(Relation) ที่ทกุๆสมาชิกของโดเมน (Domain) ของคู่
อนัดบั จบัคู่กบัสมาชิกของเรนจ ์(Range) เพียงหนึ่งสมาชิกเท่านัน้ 
 แปลความหมายนิยามของฟังกช์นัในเชิงสญัลกัษณไ์ดว้่า “ ความสมัพนัธ ์𝑓 ” เรียกว่าเป็น  
“ ฟังกช์นั 𝑓 ” ไดก้็ต่อเมื่อทุกๆ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 และ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑓 แลว้ 𝑦 = 𝑧 
 แปลความหมายนิยามของฟังกช์นัในเชิงเรขาคณิตไดว้่า “ ความสมัพนัธ ์f ” เรียกว่าเป็น  

“ ฟังกช์นั 𝑓 ” ไดก้็ต่อเมื่อเสน้ตรง 𝑥 = 𝑐 (เมื่อ 𝑐 เป็นค่าคงที่) ถา้ตดักราฟของ 𝑓 จะตดัเพียงจุด
เดียว 
 
ตัวอย่างที ่1.25 ก าหนดความสมัพนัธต่์อไปนี ้
 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 𝑥

2}     

 𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑥 = 𝑦
2}  

 𝑟3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = |3𝑥 − 2| − 1}    

 𝑟4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑥𝑦 = 5}  

 𝑟5 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|
𝑥2

25
−
𝑦2

9
= 1}   

ความสมัพนัธใ์ดบา้งที่เป็นฟังกช์นั 

แนวคิด 

𝑟1 เป็นฟังกช์นั เพราะ หนึ่งค่าของ 𝑥 ∈ 𝑅 ได้
ค่า 𝑦 ∈ 𝑅 เพียง 1 ค่า เช่น  𝑥 = 1 ได ้  𝑦 =
1  

แสดงกราฟของความสมัพนัธ ์ไดด้งันี ้
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𝑟2 ไม่เป็นฟังกช์นัเพราะ หนึ่งค่าของ 
𝑥 ∈ 𝑅 บางค่า ไดค่้า 𝑦 ∈ 𝑅 สองค่า  
เช่น  𝑥 = 4 ได ้ 𝑦 = 2,−2  
แสดงกราฟของความสมัพนัธ ์ไดด้งันี ้
 
 
  

𝑟3 เป็นฟังกช์นั เพราะ หนึ่งค่าของ 𝑥 ∈
𝑅 ไดค่้า 𝑦 ∈ 𝑅 เพียง 1 ค่า  
เช่น  𝑥 = 0.45 ได ้ 𝑦 = −0.35 
แสดงกราฟของความสมัพนัธ ์ไดด้งันี ้
 

 
 

𝑟4 เป็นฟังกช์นั เพราะ หนึ่งค่าของ 𝑥 ∈
𝑅 ไดค่้า 𝑦 ∈ 𝑅 เพียง 1 ค่า  
เช่น  𝑥 = 5 ได ้ 𝑦 = 1 
แสดงกราฟของความสมัพนัธ ์ไดด้งันี ้
 

 
 

𝑟5 ไม่เป็นฟังกช์นั เพราะหนึ่งค่าของ 
𝑥 ∈ 𝑅 บางค่า ไดค่้า 𝑦 ∈ 𝑅 สองค่า  
เช่น  𝑥 = 9 ได ้ 𝑦 =
4.48999,−4.48999 
แสดงกราฟของความสมัพนัธ ์ไดด้งันี ้
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หมายเหตุ ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัโดย  𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵| 𝑦 = 𝑓(𝑥)} 
 -โดเมนของ 𝑓  เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝐷𝑓  นิยามว่า 𝐷𝑓 = {𝑥|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓} คือ 𝐷𝑓 
หมายถึงเซตของสมาชิกตวัแรกของคู่อนัดบัของ 𝑓 
 -เรนจข์อง f เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝑅𝑓 นิยามว่า 𝑅𝑓 = {𝑦|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓} คือ 𝑅𝑓  
หมายถึงเซตของสมาชิกตวัหลงัของคู่อนัดบัของ 𝑓 
 
ตัวอย่างที ่1.26 จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นั 𝑓 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼 × 𝐼| 𝑦 = √𝑥 + 1} 

แนวคิด   𝑓 =  {(0,1), (3,2), (8,3), (15,4), (24,5),… } 
นั่นคือ  𝐷𝑓 = {0,3,8,15,24} 

   𝑅𝑓 = {1,2,3,4,5} 
 
2.2 ลักษณะของฟังกช์ัน 
      ฟังกช์ันจาก A ไป B (Function from A into B) 
นิยาม ฟังกช์นัจาก 𝐴 ไป 𝐵 คือฟังกช์นัที่ 𝐷𝑓 = 𝐴 และ 𝑅𝑓 ⊂ 𝐵 ใชส้ญัลกัษณ ์𝑓: 𝐴 → 𝐵 
หมายเหต ุ1. ฟังกช์นัปกติทั่วไปจะเป็นฟังกช์นัจากสบัเซตของ R ไป R  
    2. 𝑓 เรียกว่าเป็นฟังกช์นัระหว่าง A กบั B เมื่อ 𝑓: 𝐴 → 𝐵 แต่ 𝐷𝑓 ≠ 𝐴 
 
      ฟังกช์ันจาก A ไปท่ัวถึง B (Function from A onto B) 
นิยาม ฟังกช์นัจาก A ไปทั่วถึง B คือฟังกนัที่ 𝐷𝑓 = 𝐴 และ 𝑅𝑓 = 𝐵 ใชส้ญัลกัษณ ์𝑓: 𝐴 ทั่วถึง

→ 𝐵 
 
        ฟังกช์ันหน่ึงต่อหน่ึง (one to one Function) 
นิยาม 𝑓 เป็นฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่งก็ต่อเมื่อ 𝑓: 𝐴 → 𝐵 และถา้ 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) แลว้ 𝑥1 = 𝑥2 หรือ

กลา่วอีกนยัหนึ่งไดว้่า ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นั โดย (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 ทกุ 𝑥 ที่ต่างกนั จะตอ้งได ้𝑦 ที่ต่างกนั

ดว้ย ใชส้ญัลกัษณ ์𝑓: 𝐴
1−1
→  𝐵 

 แปลความหมายนิยามของฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่งในเชิงเรขาคณิตไดว้่า “ 𝑓 เรียกว่าฟังกช์นั

หนึ่งต่อหนึ่งไดก้็ต่อเมื่อ เสน้ตรง 𝑓 = 𝑐 เมื่อ 𝑐 เป็นค่าคงที่ ถา้ตดักราฟของ 𝑓จะตดัเพียงจดุเดียว ” 
 
หมายเหตุ : ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั โดย (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 ถา้ทกุ 𝑥 ที่ต่างกนัใหค่้าของ 𝑦 ซ า้กนั เรียก 𝑓 ว่า
เป็น “ many to one ฟังกช์นั ” 
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ฟังกช์นัอาจประกอบกนัเป็นรูปแบบฟังกช์นใหม่ เช่น 

 -ฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไป B หมายถึง 𝑓: 𝐴 → 𝐵 และ 𝑓: 𝐴
1−1
→  𝐵 

ซึ่งเขียนเป็นสญัลกัษณร์วมไดว้่า 𝑓: 𝐴
1−1
→  𝐵 

 -ฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไปทั่วถึง B หมายถึง 𝑓: 𝐴
ทั่วถึง
→ 𝐵 และ 𝑓: 𝐴

1−1
→  𝐵 

ซึ่งเขียนเป็นสญัลกัษณร์วมไดว้่า 𝑓: 𝐴
1−1
→  
ทั่วถึง

𝐵 

  
      ฟังกช์ันเอกลักษณ ์(Identity function) 
 นิยาม 𝑓 เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณก์็ต่อเมื่อ ทุก (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓, 𝑥 = 𝑦 เขียนแทนดว้ย
สญัลกัษณ ์I หรืออีกนยัหนึ่งคือ I = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴| 𝑦 = 𝑥} 
หมายเหต ุ: ถา้ก าหนดให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นั 𝑓 = 𝑔 ก็ต่อเมื่อ 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔 และ 𝑅𝑓 = 𝑅𝑔 
 
ตัวอย่างที ่1.27 จงพิจารณาฟังกช์นัต่อไปนีว้่าเป็นฟังกช์นัลกัษณะใด 
 𝑓1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 3𝑥 + 1}   

 𝑓2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = |𝑥|} 

 𝑓3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = log 2𝑥 และ 2𝑥 > 0} 

 𝑓4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = √𝑥} 

แนวคิด  𝑓1 เป็นฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่งจาก R ไป R หรือ 𝑓1 : 𝑅
1−1
→  
ทั่วถึง

𝑅 

 𝑓2 เป็นฟังกช์นัจาก R ไป R หรือ 𝑓2 : 𝑅 → 𝑅  และ 𝑓2 เป็น “ many to one ฟังกช์นั ” 

 𝑓3 เป็นฟังกช์นัจาก R+ ไป R หรือ 𝑓3 : 𝑅+ → 𝑅   

 𝑓4 เป็นฟังกช์นัจาก R+ ไป R+ หรือ 𝑓4 : 𝑅+ → 𝑅+   

หมายเหต ุ: 𝑓3 และ 𝑓4 เป็นฟังกช์นัระหว่าง R กบั R 

 𝑓5 = {(0,0), (1,1), (2,2), … , (100,100)}   

 𝑓6 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼 × 𝐼|𝑥 = 𝑦 และ 0 ≤ 𝑥 ≤ 100}  

 𝑓5 = 𝑓6  และ 𝑓5 และ 𝑓6 เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ ์
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2.3 การก าหนดฟังกช์ัน  การก าหนดฟังกช์นัอาจก าหนดไดห้ลายแบบ ดงันี ้
 1. การเขียนแผนภาพ (Venn’s diagram) 
 2. การแจกแจงสมาชิกในรูปของเซตหรือแจกแจงโดยตาราง 
 3. การเขียนกราฟของฟังกช์นั 
 4. การก าหนดเงื่อนไข 
ตัวอย่างที ่1.28 
ก. จากแผนภาพจงพิจารณา 𝑓1 ว่าเป็นฟังกช์นัหรือไม่ ถา้เป็นจะเป็นฟังกช์นัในลกัษณะใด 
 
   
 
 
 
แนวคิด จะเห็นไดว้่าแต่ละสมาชิกของ A ที่เป็นโดเมนจบัคู่กบัสมาชิกของ B ที่เป็นเรนจ ์เพียง 1 
สมาชิกเท่านัน้  ดงันัน้  𝑓1: 𝐴 ทั่วถึง

→ 𝐵 (เนื่องจากสมาชิกทกุตวัของ B ถูกจบัคู่ดว้ยสมาชิกของ A) 
 
ข. จงก าหนด 𝑓1 ในรูปของการแจกแจงสมาชิกหรือแจกแจงตาราง ซึ่งมีแผนภาพแบบเดียวกบั 
ขอ้ ก.  แนวคิด 𝑓1 = {(4, 𝑇), (8, 𝑇), (16, 𝐻), (32, 𝐻)} หรือแจกแจงโดยตารางเป็น 

𝑥 4 8 16 32 
𝑦 T T H H 

 
ค. ให ้𝑓3 = {… (−2,4), (−1,1), (0,0), (1,1), (2,4), … } จงก าหนด 𝑓3 ในรูปของกราฟ 

 
ง. จาก 𝑓3 ในขอ้ ค. จงก าหนด 𝑓3  ในรูปการก าหนดเงื่อนไข 
แนวคิด 𝑓3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 𝑥2} 

8 
T
C
H

 

4 

16 

32 

A 
B 
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2.4 ชนิดของฟังกช์ัน 
2.4.1 ฟังกช์ันเชิงเส้น (Linear Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีก าลงัของตวัแปรของฟังกช์นัเป็น
หนึ่ง มีกราฟของฟังกช์นัป็นเสน้ตรง 

รูปทั่วไปของฟังกช์นัเชิงเสน้ คือ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 หรือ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 เมื่อ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 
ถา้ 𝑎 ≠ 0 และ 𝑏 ≠ 0 กราฟของฟังกช์นัจะไม่ขนานกบัแกน 𝑥 หรือแกน 𝑦 เช่น 𝑦 = 𝑥 + 3 
ถา้ 𝑎 ≠ 0 แต่ 𝑏 = 0 กราฟของฟังกช์นัจะผ่านจดุก าเนิดและไม่ขนานกบัแกน 𝑥 หรือแกน 𝑦  

 
 
2.4.2 ฟังกช์ันค่าคงที ่(Constant Function) หมายถึง ฟังกช์นัเชิงเสน้ ซึ่ง 𝑎 = 0  
แต่ 𝑏 ≠ 0 รูปทั่วไปของฟังกช์นัค่าคงที่ 𝑓(𝑥) = 𝑏 หรือ 𝑦 = 𝑏 เช่น 𝑦 = 6 กราฟของฟังกช์นั
ขนานกบั แกน 𝑥 
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2.4.3 ฟังกช์ันค่าสัมบูรณ ์(Absolute Value Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีเครื่องหมายค่า
สมับรูณเ์ขา้มาเก่ียวขอ้งกบัตวัแปรของฟังกช์นั 

เช่น 𝑦 = |𝑥 + 4| และ 𝑦 = |𝑥| + 4 แต่ 𝑦 = |𝑥| + 4 ไม่จดัว่าเป็นฟังกช์นัค่า
สมับรูณ ์ 

 
 
2.4.4 ฟังกช์ันขั้นบันได (Step Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีค่าของฟังกช์นัคงที่ เป็นช่วง ๆ ไป 

เช่น  𝑓(𝑥){
1 เม่ือ 0 ≤ 𝑥 < 2
3 เม่ือ 2 ≤ 𝑥 < 4
5 เม่ือ 4 ≤ 𝑥 < 6
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2.4.5 ฟังกช์ันก าลังสอง (Quadratic Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีก าลงัสงูสดุของตวัแปรของ
ฟังกช์นัเป็นสอง โดยปกติมีกราฟของฟังกช์นัเป็นเสน้โคง้พาราโบลา 

รูปทั่วไปของฟังกช์นัก าลงัสอง 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 หรือ 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 เมื่อ
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0 
            -ถา้ 𝑎 > 0 กราฟของฟังกช์นัจะหงาย ปรากฏจดุต ่าสดุ และค่าต ่าสดุของฟังกช์นั 
            -ถา้ 𝑎 < 0 กราฟของฟังกช์นัจะคว ่าลง ปรากฏจุดสงูสดุ และค่าสงูสดุของฟังกช์นั 

จดุสงูสดุหรือจดุต ่าสดุของฟังกช์นั (จดุยอดของกราฟ) คือ  (−𝑏
2𝑎
,
4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
) 

ค่าสงูสดุหรือค่าต ่าสดุของฟังกช์นั (ค่า 𝑦) คือ 4𝑎𝑐−𝑏
2

4𝑎
 

 
ตัวอย่างที ่1.29 จงเขียนกราฟของ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 4 พรอ้มทัง้หาจดุสงูสดุหรือจุดต ่าสดุ 
(จดุวกกลบั) และ ค่าสงูสดุหรือค่าต ่าสดุของฟังกช์นั 
แนวคิด ก. จาก  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 4  มีค่า  𝑎 = 1 , 𝑏 = −2 , 𝑐 = 4 

จาก 𝑎 > 0 จะไดจ้ดุต ่าสดุของฟังกช์นัคือ (−𝑏
2𝑎
,
4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
) = (

2

2
 ,
16−4

4
) 

                                                                                                    = (1 ,
12

4
)  = (1,3) 

ข. ค่าต ่าสดุของฟังกช์นัคือ 3  
กราฟของ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 4 เป็นดงันี ้

 
 

 การหาจุดสงูสดุหรือจุดต ่าสดุและการหาค่าสงูสดุหรือค่าต ่าสดุ จึงสามารถหาได ้2 อย่าง 
คือ โดยการค านวณหรือใชส้ตูรกบัโดยการวาดกราฟของฟังกช์นั 
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2.4.6 ฟังกช์ันพหุนาม (Polynomial Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีรูปทั่วไปของฟังกช์นัเป็น 
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥

𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑥 + 𝑎0 
เมื่อ 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, … , 𝑎0 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ 𝐼+ 

ถา้ 𝑎𝑛 ≠ 0 , 𝑛 เป็นก าลงัของฟังกช์นัพหุนาม เช่น 
  𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 เป็นฟังกช์นัก าลงัหนึ่ง(ฟังกช์นัเชิงเสน้) , 
  𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 5𝑥 + 2 เป็นฟังกช์นัก าลงัสอง  
 𝑓(𝑥) = −2𝑥5 − 7𝑥 + 3 เป็นฟังกช์นัก าลงัหา้ 
หมายเหต:ุ ก าลงัของฟังกช์นั คือ ก าลงัสงูสดุของตวัแปรฟังกช์นั 
 

2.4.7 ฟังกช์ันตรรกยะ (Rational Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีรูปทั่วไปของฟังกช์นั

เป็น 𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
  เมื่อ 𝑃(𝑥) , 𝑄(𝑥)เป็นฟังกช์นัพหนุาม ที่ 𝑄(𝑥) ≠ 0 

เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥2−8𝑥+16

𝑥−4
 , 𝑥 ≠ 4  

 
 2.4.8 ฟังกช์ันอตรรกยะ (Irrational Function) หมายถึง ฟังกช์นัที่มีตวัแปรของฟังกช์นั
ติดกรณฑ ์เช่น 𝑓(𝑥) = 3√𝑥 + 7 และ 𝑓(𝑥) = √𝑥5 − 2 
 
**ฟังกช์นัทัง้หมดที่กลา่วมาจดัเป็นฟังกช์นัพีชคณิต 
 
 2.4.9 ฟังกช์ันอดิสัย (Transcendental Function) หมายถึง ฟังกช์นัอ่ืนๆที่ไม่ใช่ฟังกช์นั
พีชคณิตที่ส  าคญั ไดแ้ก่ 
 𝑓(𝑥) = 6 cos(2𝑥 + 1) เป็นฟังกช์นัตรีโกณมิติ ,  𝑓(𝑥) = sin−1 𝑥2 เป็นฟังกช์นัอิน
เวอรส์ตรีโกณมิติ  
 𝑓(𝑥) = 3𝑥 เป็นฟังกช์นัเอกซโ์ปเนนเชียล , 𝑓(𝑥) = log 𝑥 เป็นฟังกช์นัลอการทิมึ 
 
2.5 ฟังกช์ันเชิงประกอบ (Composite Function) 
นิยาม ถา้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัโดย 𝑓: 𝐴 → 𝐵 , 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶  และ 𝑅𝑓 ⊂ 𝐷𝑔 แลว้ 𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶  
โดยที่สญัลกัษณ ์𝑔𝑜𝑓 แทนฟังกช์นัเชิงประกอบของ 𝑓 กบั 𝑔, 𝑔𝑜𝑓 หมายถึง 𝑔(𝑓(𝑥)) 
 
แปลความหมายนิยามของฟังกช์นัเชิงประกอบในเชิงสญัลกัษณเ์ซต 
ถา้ 𝑓: 𝐴 → 𝐵 , 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶  โดยที่ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑧 ∈ 𝐶 แลว้ 
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 𝑔𝑜𝑓 = {(𝑥, 𝑧)|มี 𝑦 ซึ่งท าให ้(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓และ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑔 } หรือ 
 𝑔𝑜𝑓 = {(𝑥, 𝑔)𝑓(𝑥)|มี 𝑓(𝑥) ซึ่งท าให ้(𝑥, 𝑓(𝑥))และ (𝑓(𝑥), 𝑔𝑓(𝑥)) ∈ 𝑔 } 
 
แปลความหมายนิยามของฟังกช์นัเชิงประกอบออกมาในเชิงเรขาคณิต 

 
โดยที่ 𝑦 = 𝑓(𝑥)   ,   𝑧 = 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑓(𝑥)) 
ทฤษฎีของฟังกช์นัเชิงประกอบที่น่าสนใจ 
1. ถา้ 𝑓: 𝐴 → 𝐵 , 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶  และ ℎ ∶ 𝐶 → 𝐷  
    แลว้ ℎ𝑜 (𝑔𝑜𝑓) = (ℎ𝑜𝑔)𝑜𝑓 เป็นฟังกช์นั 𝐴 → 𝐷 
2. ถา้ 𝑓: 𝐴

ทั่วถึง
→ 𝐵 , 𝑔 ∶ 𝐵

ทั่วถึง
→ 𝐶  แลว้ 𝑔𝑜𝑓 ∶ 𝐴

ทั่วถึง
→ 𝐶  

3. ถา้ 𝑓: 𝐴
1−1
→  𝐵 , 𝑔 ∶ 𝐵

1−1
→  𝐶  แลว้ 𝑔𝑜𝑓 ∶ 𝐴

1−1
→  𝐶  

4. ถา้ 𝑔𝑜𝑓 ∶ 𝐴
ทั่วถึง
→ 𝐶  แลว้ 𝑔 ∶ 𝐵

ทั่วถึง
→ 𝐶   

5. ถา้ 𝑔𝑜𝑓 ∶ 𝐴
1−1
→  𝐶 แลว้ 𝑓: 𝐴

1−1
→  𝐵 

 
ตวัอย่างที่ 1.6 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3 ; 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 35 จงหา 𝑓𝑜𝑔 และ 𝑔𝑜𝑓 
 
แนวคิด  เนื่องจาก  𝑅𝑔 ⊂ 𝐷𝑓 ∵  𝑅𝑔 ⊂ 𝑅 และ 𝐷𝑓 = 𝑅 

  ∴ หา 𝑓𝑜𝑔 ได ้ 𝑓𝑜𝑔 = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥2 − 2𝑥 − 35 ) = 2𝑥2 − 4𝑥 − 73 

  ∴ 𝑓𝑜𝑔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 2𝑥2 − 4𝑥 − 73} 
   เนื่องจาก 𝑅𝑓 ⊂ 𝐷𝑔 ∵ 𝑅𝑓 = 𝑅 และ 𝐷𝑔 = 𝑅 

  ∴ หา 𝑔𝑜𝑓 ได ้ 𝑔𝑜𝑓 = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(2𝑥 − 3 ) = 4𝑥2 − 16𝑥 − 20 

  ∴ 𝑔𝑜𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅| 𝑦 = 4𝑥2 − 16𝑥 − 20} 
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ตวัอย่างที่ 1.7 ก าหนดให ้𝐴 = {1,2,3} , 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} , 𝐶 = {𝑥, 𝑦} 
 และ 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ซึ่ง 𝑓 = {(1, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑐)} 
  𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶 ซึ่ง 𝑔 = {(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦), (𝑐, 𝑦)} จงหา 𝑔𝑜𝑓 และ 𝑓𝑜𝑔 
แนวคิด 𝑅𝑓 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ,𝐷𝑔 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐} เห็นไดว้่า 𝑅𝑓 ⊂ 𝐷𝑔 

 ∴ หา 𝑔𝑜𝑓 ไดเ้ป็น  𝑔𝑜𝑓 = {(1, 𝑥), (2, 𝑦), (3, 𝑦)} 

 𝑅𝑔 = {𝑥, 𝑦} ,𝐷𝑓 =  {1,2,3} เห็นไดช้ดัว่า 𝑅𝑔 ⊄ 𝐷𝑓 ∴ หา 𝑓𝑜𝑔 ไม่ได ้
 
ตวัอย่างที่ 1.8  𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 และ 𝑔𝑜𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 + 1 จงหา 𝑓(𝑥) 
แนวคิด  เนื่องจาก 𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) นั่นคือ 𝑓(𝑥) เป็นโดเมน 𝑔(𝑥) 

 ∴ หา 𝑔𝑜𝑓(𝑥)= 𝑔(𝑓(𝑥)) = √𝑥 + 1 + 1   

      𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 
1.6 อินเวอรส์ของฟังกช์นัและฟังกช์นัอินเวอรส์ 
 นิยาม อินเวอรส์ของฟังกช์นั 𝑓 คือ เซตของคู่ล  าดบัที่สมาชิกตวัหนา้และตวัหลงัสลบัที่
กนัทกุคู่ล  าดบัที่เป็นสมาชิก 𝑓 เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝑓−1 
 
แปลความหมายนิยามของอินเวอรส์ของฟังกช์นั 𝑓 ออกมาในเชิงเซตว่า 
𝑓−1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 = 𝑦′, 𝑦 = 𝑥′ส าหรบัทกุๆ (𝑥′, 𝑦′)𝜖 𝑓} 

หรือถา้ 𝑓 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 𝑓(𝑥)} โดย เป็นฟังกช์นัแลว้ 𝑓−1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 = 𝑓(𝑦)} 
 
ตวัอย่างที่ 1.9 จงหาอินเวอรส์ของฟังกช์นัต่อไปนีแ้ละพิจารณาว่าอินเวอรส์ของฟังกช์นัใดเป็น
หรือไม่เป็นฟังกช์นั 
 𝑓 = {(𝑎, 1), (𝑏, 1), (𝑐, 2), (𝑑, 3)} , 𝑔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 𝑥2}  
 ℎ = {(𝑒, 1), (𝑓, 2), (𝑔, 3), (ℎ, 4)} 
 

แนวคิด 𝑓−1 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑐), (3, 𝑑)} ไม่เป็นฟังกช์นั เนื่องจาก 1 จบัคู่กบัเรนจถ์ึง 2 
ตวั 
 𝑔−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑥 = 𝑦2} ไม่เป็นฟังกช์นั เนื่องจาก มีค่า 𝑥 ที่จบัคู่กบั 𝑦 ถึง 

2 ตวั เช่น 𝑥 = 1 , จบัคู่กบั 𝑦 ถึง 2 ตวั คือ −1 และ 1 

 ℎ−1 = {(1, 𝑒), (2, 𝑓), (3, 𝑔), (4, ℎ)} เป็นฟังกช์นั 
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หมายเหตุ ;  อินเวอรส์ของฟังกช์นั อาจจะเป็นฟังกช์นัหรือไม่เป็นฟังกช์นัก็ได้ 
  อินเวอรส์ของฟังกช์นั ที่เป็นฟังกช์นั เรียกว่า ฟังกช์นัอินเวอรส์ 
 
2.6 พีชคณิตของฟังกช์ัน (Algebra of function) 
 ฟังกช์นัใหม่ๆอาจเกิดจากการน าเอาฟังกช์นัตัง้แต่ 2 ฟังกช์นั หรือ มากกว่า มารวมกนัทาง
พีชคณิต 
นิยาม ก าหนดให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นั 
  𝑓 + 𝑔 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥)โดย 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔} 
  𝑓 − 𝑔 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = (𝑓 − 𝑔)(𝑥)โดย 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔} 
  𝑓 ∙ 𝑔 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) = (𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥)โดย 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔} 

  
𝑓

𝑔
= {(𝑥, 𝑦)|𝑦 =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= (

𝑓

𝑔
) (𝑥)โดย 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 และ 𝑔(𝑥) ≠ 0} 

 ผลที่ไดจ้ากนิยามอาจท าใหเ้กิดรูปแบบฟังกช์นัใหม่ๆ เช่น 

𝑓𝑛(𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛       ;         
1

𝑓𝑛(𝑥)
 =  √𝑓(𝑥)

 𝑛  

 
ตัวอย่างที ่1.10 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 𝑥 + 5 , 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 
จงหา (𝑓 + 𝑔)(𝑥), (𝑓 − 𝑔)(𝑥) , (𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥), 𝑓

𝑔
(𝑥) และหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นัดว้ย 

แนวคิด  𝑓(𝑥) = 𝑥 + 5  มี 𝐷𝑓 = 𝑅 , 𝑅𝑓 = 𝑅   
  𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 มี 𝐷𝑔 = 𝑅 , 𝑅𝑓 = [1,∞)   
  (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 6           มี 𝐷(𝑓+𝑔) = 𝑅 , 𝑅(𝑓+𝑔) = [

23

4
, ∞)   

  (𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 4 + 𝑥 − 𝑥2           มี 𝐷(𝑓−𝑔) = 𝑅 , 𝑅(𝑓−𝑔) = (−∞,
17

4
 )  

  (𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) = 𝑥3 + 5𝑥2 + 𝑥 + 5 มี 𝐷𝑓∙𝑔 = 𝑅 , 𝑅(𝑓∙𝑔) = 𝑅 

  (
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑥+5

𝑥2+1
                               มี 𝐷𝑓

𝑔

= 𝑅  , 𝑅𝑓
𝑔

+ (
5−√26

2
,
5+√26

2
) 

 
ตัวอย่างที ่1.11 ก าหนดให ้𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 𝑥3 , 𝑥 ≤ 3} 
    𝑔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 𝑥2 , 𝑥 < 5} 
จงหา (𝑓 + 𝑔)(𝑥), (𝑓 − 𝑔)(𝑥) , (𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥), 𝑓

𝑔
(𝑥)  และโดเมนของแต่ละค าถามดว้ย 

แนวคิด  (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥3 มี 𝐷(𝑓+𝑔) = (−∞, 3] 
  (𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 มี 𝐷(𝑓−𝑔) = (−∞, 3] 
  (𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) = 𝑥5            มี 𝐷(𝑓∙𝑔) = (−∞,3] 

  (
𝑓

𝑔
) (𝑥) = 𝑥                  มี 𝐷

(
𝑓

𝑔
)
= (−∞,0) ∪ (0, 3] 
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2.7 แนวทางการน าความรู้เร่ืองความสัมพันธแ์ละฟังกช์ันไปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์
 ในโลกของการศกึษาวิทยาศาสตร ์การท าความเขา้ใจและน าความรูเ้รื่องความสมัพนัธ์
และฟังกช์นัไปใชไ้ดอ้ย่างมีประสิทธิภาพถือเป็นสิ่งส าคญัอย่างยิ่ง เพราะแนวคิดเหลา่นีเ้ป็น
รากฐานท่ีช่วยใหผู้เ้รียนสามารถวิเคราะห ์ท าความเขา้ใจ และอธิบายปรากฏการณท์าง
วิทยาศาสตรไ์ดอ้ย่างลกึซึง้และเป็นระบบ นี่คือความส าคญัของการน าความรูเ้รื่องความสมัพนัธ์
และฟังกช์นัไปใชใ้นการสอนวิทยาศาสตร:์ 
 
1. การสร้างแบบจ าลองทางวิทยาศาสตร ์(Scientific Modeling): 
 วิทยาศาสตรม์กัเก่ียวขอ้งกบัการสรา้งแบบจ าลองเพื่ออธิบายและท านายพฤติกรรมของ
ระบบต่างๆ ความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นัเป็นเคร่ืองมือที่จ  าเป็นในการสรา้งแบบจ าลองเชิงปรมิาณ 
ตวัอย่างเช่น กฎการเคลื่อนที่ของนิวตนั 𝐹 = 𝑚𝑎 เป็นความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัที่อธิบายแรง มวล 
และความเรง่ 
 
2. การวิเคราะหข์้อมูลและการตีความ (Data Analysis and Interpretation): 
 การทดลองทางวิทยาศาสตรม์กัจะสรา้งขอ้มลูจ านวนมาก การใชค้วามรูเ้รื่อง
ความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นัช่วยใหผู้เ้รียนสามารถวิเคราะหข์อ้มลูเหลา่นัน้เพื่อคน้หารูปแบบ แนวโนม้ 
และความสมัพนัธร์ะหว่างตวัแปร 
 ตวัอย่างเช่น การพลอตขอ้มลูในกราฟ (เช่น ความสมัพนัธร์ะหว่างอณุหภมูิกบัปรมิาตร
ของแก๊ส) และการระบุประเภทของฟังกช์นัที่เหมาะสม (เช่น ฟังกช์นัเชิงเสน้, ฟังกช์นัก าลงัสอง, 
ฟังกช์นัเอ็กซโ์ปเนนเชียล) ช่วยใหผู้เ้รียนสามารถตีความผลการทดลองและสรุปผลไดอ้ย่างมี
เหตผุล 
 
3. การท านายและพยากรณ ์(Prediction and Forecasting): 
 เมื่อเขา้ใจความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัระหว่างตวัแปรแลว้ ผูเ้รียนสามารถใชค้วามรูน้ีเ้พื่อ
ท านายผลลพัธใ์นสถานการณท์ี่แตกต่างกนัได ้
 เช่น การท านายต าแหน่งของวตัถทุี่ก าลงัเคลื่อนที่เมื่อเวลาผ่านไป หรือการพยากรณก์าร
เติบโตของประชากรจลุินทรียโ์ดยใชฟั้งกช์นัการเติบโตแบบเอ็กซโ์ปเนนเชียล 
การพฒันาความคิดเชิงนามธรรมและตรรกะ (Development of Abstract and Logical 
Thinking): 
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4. แนวคิดเร่ืองความสัมพันธแ์ละฟังกช์ันเป็นนามธรรม  
 การสอนแนวคิดเหล่านีใ้นบริบททางวิทยาศาสตรช์่วยใหผู้เ้รียนพฒันาทกัษะการคิดเชิง
นามธรรม ซึ่งจ าเป็นส าหรบัการท าความเขา้ใจแนวคิดทางวิทยาศาสตรท์ี่ซบัซอ้น 
 นอกจากนี ้การระบุความสมัพนัธแ์บบเหตแุละผล (cause and effect) ผ่านฟังกช์นัยงั
ช่วยเสรมิสรา้งการคิดเชิงตรรกะและเป็นระบบ 
 
5. การเชื่อมโยงความรู้ระหว่างสาขาวิชา (Interdisciplinary Connection): 
 ความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นัเป็นแนวคิดหลกัทัง้ในวิชาคณิตศาสตรแ์ละวิทยาศาสตร ์การ
น าเสนอแนวคิดเหลา่นีร้ว่มกนัช่วยใหผู้เ้รียนเห็นความเชื่อมโยงและความส าคญัของคณิตศาสตร์
ในบรบิททางวิทยาศาสตร ์
 สิ่งนีส้ง่เสรมิการเรียนรูแ้บบบูรณาการและช่วยใหผู้เ้รียนเขา้ใจว่าความรูไ้ม่ไดแ้ยกสว่น แต่
มีความสมัพนัธก์นั 
 
6. การส่ือสารทางวิทยาศาสตร ์(Scientific Communication): 
 การใชก้ราฟ สมการ และฟังกช์นัเป็นวิธีการท่ีมีประสิทธิภาพในการสื่อสารผลการคน้พบ
ทางวิทยาศาสตร ์การสอนใหผู้เ้รียนสามารถสรา้งและตีความกราฟและสมการไดอ้ย่างถกูตอ้ง เป็น
การเสรมิสรา้งทกัษะการสื่อสารทางวิทยาศาสตรท์ี่ส  าคญั 
 
ตัวอย่างการประยุกตใ์ช้ในการสอนวิทยาศาสตร:์ 
ฟิสิกส:์ 
 -กฎของโอหม์: 𝑉 = 𝐼𝑅 (ความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ระหว่างแรงดนั กระแส และความตา้นทาน) 
 -กฎการเคลื่อนที่: 𝑠 = 𝑢𝑡 + 1

2
𝑎𝑡2 (ฟังกช์นัก าลงัสองอธิบายการเคลื่อนที่ภายใต้

ความเรง่คงที่) 
 -การวิเคราะหก์ารเคลื่อนที่แบบโปรเจกไทล:์ ความสมัพนัธร์ะหว่างระยะทางที่วตัถุ
เคลื่อนที่ เวลา และความเรว็เริ่มตน้ 
เคมี: 

 -อตัราการเกิดปฏิกิรยิา: ความสมัพนัธร์ะหว่างความเขม้ขน้ของสารตัง้ตน้กบัอตัราการ
เกิดปฏิกิริยา (มกัเป็นฟังกช์นัเอ็กซโ์ปเนนเชียลหรือก าลงั) 
 -กฎของก๊าซ: 𝑃𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 (ความสมัพนัธร์ะหว่างความดนั ปรมิาตร อณุหภมูิ และจ านวน
โมล) 
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ชีววิทยา: 
 -การเติบโตของประชากร: ฟังกช์นัเอ็กซโ์ปเนนเชียลหรือโลจิสติกสใ์นการอธิบายการ
เติบโตของประชากร 
 -เอนไซมคิ์เนติกส:์ ความสมัพนัธร์ะหว่างความเขม้ขน้ของสารตัง้ตน้กบัอตัราการท างาน
ของเอนไซม ์
 -ความสมัพนัธร์ะหว่างสปีชีส:์ การท าความเขา้ใจความสมัพนัธแ์บบผูล้า่-เหยื่อ หรือการ
แข่งขนัผ่านกราฟและแบบจ าลองเชิงคณิตศาสตร ์
 โดยสรุป การน าความรูเ้รื่องความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นัไปใชใ้นการสอนวิทยาศาสตรไ์ม่
เพียงแต่ช่วยใหผู้เ้รียนเขา้ใจเนือ้หาทางวิทยาศาสตรไ์ดล้ึกซึง้ขึน้เท่านัน้ แต่ยงัช่วยพฒันาทกัษะการ
คิดวิเคราะห ์การแกปั้ญหา และการสื่อสาร ซึ่งเป็นสิ่งจ าเป็นส าหรบัการเป็นพลเมืองที่มีความรู้
ความเขา้ใจในยุควิทยาศาสตรแ์ละเทคโนโลยี 
 
ตัวอย่างสถานการณ ์
การประยุกตฟั์งกช์นัเชิงเส้น (Linear Function) 
สถานการณ ์1. นกัวิทยาศาสตรก์ารวดัอณุหภมูิของหอ้งทดลองแห่งหนึ่งได ้25 องศาเซลเซียส แต่
ในคู่มือการจดัสภาพแวดลอ้มส าหรบัหอ้งทดลองนีก้  าหนดใหต้ัง้อณุหภมูิที่ 50 องศาฟาเรนตไ์ฮต ์
เขาตอ้งปรบัอณุหภมูิในหอ้งทดลองไวท้ี่อณุหภมูิก่ีองศาเซลเซียส 
แนวคิด จากสตูรการเปลี่ยนหน่วยอณุหภมูิองศาฟาเรนตไ์ฮต ์(F) เป็นอณุหภมูิหน่วยองศา
เซลเซียส (C) คือ   𝐹 = 9

5
(𝐶) + 32 ซึ่งเป็นฟังกช์นัเชิงเสน้ 

แทนค่าจากโจทยจ์ะได ้ 50 = 9

5
(𝐶) + 32 

   50 − 32 =
9

5
(𝐶) 

   18 =
9

5
(𝐶) 

   𝐶 = 18 ×
5

9
= 10  

ดังน้ัน  นกัวิทยาศาตรต์อ้งปรบัอณุหภมูิในหอ้งทดลองไวท้ี่อณุหภมูิ 10 องศาเซลเซียส 
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สถานการณ ์2 : การเดินทางดว้ยรถไฟใชค้วามเรว็คงที่ ถา้รถไฟขบวนหนึ่งออกจากสถานี 𝐴 มุ่ง
หนา้ไปยงัสถานี 𝐵 ดว้ยอตัราเรว็คงที่ 120 กิโลเมตรต่อชั่วโมง เมื่อเวลาผ่านไป 0 ชั่วโมง รถไฟอยู่ที่
สถานี 𝐴 จงสรา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตรท์ี่อธิบายความสมัพนัธร์ะหว่างระยะทางที่รถไฟ
เคลื่อนที่ไดก้บัเวลาท่ีใชใ้นการเดินทาง และน ามาใชใ้นการท านายการเดินทาง" 
แนวคิด การน าความรูเ้รื่องความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นัเชิงเสน้มาใช ้

การระบุตวัแปร: 
 -ตวัแปรตน้ (Independent Variable): เวลา (𝑡) หน่วยเป็นชั่วโมง 
 -ตวัแปรตาม (Dependent Variable): ระยะทาง (𝑑) หน่วยเป็นกิโลเมตร 
 -ค่าคงที่: อตัราเรว็ (𝑣) ซึ่งในที่นีคื้อ 120 กิโลเมตรต่อชั่วโมง (เป็นค่าคงที่เพราะอตัราเรว็
คงที่) 
การสรา้งความสมัพนัธเ์ชิงเสน้:จากความรูพ้ืน้ฐานเรื่องอตัราเรว็ 

อตัราเรว็ = 
ระยะทาง 

เวลา
 หรือ 𝑣 =

𝑑

𝑡
 

เราตอ้งการแสดงระยะทางในรูปของเวลา ดงันัน้จดัรูปสมการใหม่จะได:้ 𝑑 = 𝑣𝑡 
แทนค่าอตัราเรว็คงที่ 𝑣 = 120 ลงในสมการ จะได ้ฟังกช์นัเชิงเสน้: 𝑑(𝑡) = 120𝑡 
 นี่คือฟังกช์นัเชิงเสน้ เพราะตวัแปร 𝑡 มีก าลงัเป็น 1 และกราฟของฟังกช์นันีจ้ะเป็นเสน้ตรง
ผ่านจดุก าเนิด (0,0) ซึ่งสอดคลอ้งกบัสถานการณท์ี่ระยะทางเป็น 0 เมื่อเวลาเป็น 0 
การสรา้งตารางขอ้มลู (เพื่อช่วยในการท าความเขา้ใจและพลอตกราฟ): เราสรา้งตารางแสดง
ระยะทางที่รถไฟเคลื่อนที่ได ้ณ เวลาต่างๆ ไดด้งันี ้

เวลา (𝑡) (ชั่วโมง) ระยะทาง 𝑑(𝑡) = 120𝑡 (กิโลเมตร) 

0 120×0=0 

1 120×1=120 

2 120×2=240 

3 120×3=360 

4 120×4=480 

 
การประยุกตใ์ช้เพ่ือการท านาย: เช่น "ถา้สถานี 𝐵 อยู่ห่างจากสถานี 𝐴 600 กิโลเมตร รถไฟจะ
ใชเ้วลาก่ีชั่วโมงในการเดินทางถึงสถานี 𝐵" 
แนวคิด แทน 𝑑 = 600 ในสมการ  
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     ระยะทาง 𝑑(𝑡) = 120𝑡 (กิโลเมตร 

         600 = 120𝑡 
   𝑡 =

120

600
= 5 ชั่วโมง 

 
"ถา้รถไฟเดินทางไป 3.5 ชั่วโมง รถไฟจะเคลื่อนที่ไดร้ะยะทางก่ีกิโลเมตร?" 
แทน 𝑡 = 3.5 ในสมการ จะได ้ 𝑑 = 120 × 3.5 = 420 กิโลเมตร 
 
การประยุกตฟั์งกช์ันก าลังสอง (Quadratic Function) 
สถานการณ ์3 ; การเคลื่อนที่แบบโปรเจกไทลข์องการยิงลกูบอล 
 ในวิชาฟิสิกส ์โดยเฉพาะอย่างยิ่งสาขาการเคลื่อนที่ (Kinematics) ฟังกช์นัก าลงัสอง 
(Quadratic Function) มีบทบาทส าคญัในการอธิบายการเคลื่อนที่ของวตัถภุายใตแ้รงโนม้ถ่วง 
โดยละเลยแรงตา้นอากาศ ตวัอย่างเช่น การยิงลกูบอลขึน้ไปในอากาศ 
สถานการณ:์ สมมติว่านกัวิทยาศาสตรก์ าลงัศึกษาการเคลื่อนที่ของลกูบอลที่ถกูยิงขึน้ไปใน
แนวตัง้ดว้ยเครื่องยิงลกูบอล และไดส้รา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตรเ์พื่ออธิบายความสงูของลกู
บอล (ℎ) จากพืน้ดินเป็นฟังกช์นัของเวลา (𝑡) ดงันี:้ 

ℎ(𝑡) = −4.9𝑡2 + 20𝑡 + 1.5 
เมื่อ:  ℎ(𝑡) คือ ความสงูของลกูบอลจากพืน้ดิน (หน่วยเป็นเมตร) ณ เวลา  𝑡 
 𝑡 คือ เวลาที่ผ่านไปนบัตัง้แต่ลกูบอลถกูยิง (หน่วยเป็นวินาที) 
 −4.9𝑡2 แสดงถึงผลของแรงโนม้ถ่วงของโลก (โดยค่า −4.9 𝑚/𝑠2 คือครึง่หนึ่งของ
ความเรง่เนื่องจากแรงโนม้ถ่วง 𝑔 ≈ 9.8 𝑚/𝑠2 ที่มีทิศลง) 
 20𝑡 แสดงถึงผลของความเร็วเริ่มตน้ในการยิง (ในที่นีคื้อ 20 m/s) 
 1.5 แสดงถึงความสงูเริ่มตน้ของลกูบอลจากพืน้ดิน ณ เวลา 𝑡 = 0 (ในที่นีคื้อ 1.5 เมตร) 
 อยากทราบว่าลกูบอลมีความสงูเท่าใดที่เวลา 2 วินาที และลกูบอลจะขึน้ไปไดส้งูสดุเท่าใด 
และใชเ้วลานานเท่าใดจึงจะถึงจดุสงูสดุนัน้ 
 
แนวคิด เราสามารถหาไดโ้ดยแทนค่า 𝑡 = 2 ลงในฟังกช์นั:  
      ℎ(2) = −4.9(2)2 + 20(2) + 1.5 
     = −4.9(4) + 40 + 1.5  
        = −19.6 + 40 + 1.5          
    = 21.9      
ดงันัน้ ที่เวลา 2 วินาที ลกูบอลจะมีความสงู 21.9 เมตร 
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 ลกูบอลจะขึน้ไปไดส้งูสดุเท่าใด และใชเ้วลานานเท่าใดจึงจะถึงจดุสงูสดุนัน้ เนื่องจาก
ฟังกช์นัความสงูเป็นฟังกช์นัก าลงัสองท่ีมีสมัประสิทธิ์หนา้ 𝑡2 เป็นลบ (กราฟเป็นพาราโบลาคว ่า)  
จดุสงูสดุคือจุดยอด (vertex) ของพาราโบลา เวลาที่ใชใ้นการถึงจดุสงูสดุ (vertex) หาไดจ้ากสตูร  

𝑡(𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) =
−𝑏

2𝑎
 โดยที่ 𝑎 = −4.9 และ 𝑏 = 20 

𝑡(𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) =
−20

2(−4.9)
=
−20

−9.8
≈ 2.04 

ดงันัน้ ลกูบอลจะใชเ้วลาประมาณ 2.04 วินาทีในการไปถึงจดุสงูสดุ 
จากนัน้ หาความสงูสงูสดุโดยแทนค่า 𝑡(𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) ลงในฟังกช์นั ℎ(𝑡)  

ℎ(2.04) = −4.9(2.04)2 + 20(2.04) + 1.5 
    = −4.9(4.1616) + 40.8 + 1.5 
    = −20.39184 + 40.8 + 1.5 ≈ 21.908 
ดงันัน้ ลกูบอลจะขึน้ไปไดส้งูสดุประมาณ 21.91 เมตร 
ลกูบอลจะตกกระทบพืน้ดินเมื่อเวลาใด? ลกูบอลจะตกกระทบพืน้ดินเมื่อความสงู ℎ(𝑡) = 0 
ดงันัน้ เราตอ้งแกส้มการก าลงัสอง:  

−4.9𝑡2 + 20𝑡 + 1.5 = 0 
 

ใชส้ตูรการหารากของสมการก าลงัสอง 𝑡 = −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  โดยที่ 𝑎 = −4.9, 𝑏 = 20, 𝑐 = 1.5  

มีสองค าตอบที่เป็นไปได:้ 
 𝑡1 = −9.8 − 20 + 20.72 = −9.80.72 ≈ −0.073 (เวลาไม่สามารถเป็นลบไดใ้น
บรบิทนี ้จึงไม่มีความหมายทางกายภาพ) 
 𝑡2 = −9.8 − 20 − 20.72 = −9.8 − 40.72 ≈ 4.155 ดงันัน้ ลกูบอลจะตกกระทบ
พืน้ดินเมื่อเวลาประมาณ 4.16 วินาที 
สามารถเขียนกราฟการเคลื่อนที่ไดด้งันี ้
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3. การประยุกตฟั์งกช์ันเอ็กโพเนนเชียล (Exponential Function) 
สถานการณ ์4. จากการนบัการขยายพนัธุข์องแบคทีเรียนชนิดหนึ่งในหน่วยเวลาเป็นวินาที ได้
ขอ้มลูดงัตาราง 

วินาท ี 1 2 3 4 5 6 7 ... 
จ านวนแบคทีเรีย 2 4 8 16 32 64 128 ... 

อยากทราบว่าถา้เวลาผ่านไป 10 วินาที จะมีแบคทีเรียนจ านวนก่ีตวั 
แนวคิด จากสถานการณน์ี ้เราสามารถเขียนความสมัพนัธข์องจ านวนแบคทีเรีย (𝑦)  กบัเวลาใน
หน่วยวินาที (𝑡) ไดด้งันี ้𝑦 = 2𝑡 เป็นความสมัพนัธแ์บบเลขยกก าลงั นั่นคือ ฟังกช์นัเอ็กซโ์พเน
เชียล  
ดงันัน้ ถา้เวลาผ่านไป 10 วินาที จะมีแบคทีเรียนจ านวน 𝑦 = 210 = 1,024 ตวั 
 
สถานการณ ์5; การประยกุตฟั์งกช์นัเอ็กโพเนนเชียลกบัครึง่ชีวิตของสารต่าง ๆ ตวัอย่างเช่น 
โคบอลต-์60 

 
 

ที่มารูปภาพ; https://shorturl.asia/h7suL 
 จากรูป โคบอลต-์60 ซึ่งมีครึง่ชีวิต 5.27 ปี จะเหลืออยู่ 50% หลงัจาก 5.27 ปี (ครึง่ชีวิต
หนึ่งครัง้) เหลืออยู่ 25% หลงัจาก 10.54 ปี (ครึง่ชีวิตสองครัง้) เหลืออยู่ 12.5% หลงัจาก 15.81 ปี 
(ครึง่ชีวิตสามครัง้) และอื่น ๆ (CC-BY 4.0; OpenStax) 
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ตัวอย่าง เช่น ครึง่ชีวิตของฟลอูอรีน-20 อยู่ที่ 11.0 วินาที หากตวัอย่างมีฟลอูอรีน -20 อยู่ 5.00 
กรมัในตอนแรก จะเหลือฟลอูอรีน-20 เท่าใดหลงัจากผ่านไป 44.0 วินาท ี 
แนวคิด ก าหนด 𝑦 แทน ปรมิาณของสารที่เหลือ และ   𝑛 แทนจ านวนครัง้ของการลดลงครึง่หนึ่ง 
(ครึง่ชีวิต) และ 𝑎 แทน ปรมิาณของสารที่มีในตอนแรก 
  จะไดค้วามสมัพนัธ ์ 𝑦 = (𝑎)(1

2
)𝑛 

 สารละลายฟลอูอรีน-20 หากเราเปรียบเทียบเวลาท่ีผ่านไปกบัครึง่ชีวิตของไอโซโทป จะ
พบว่า 44.0 วินาทีมีค่าเท่ากบัครึง่ชีวิตพอดี 4 ครัง้พอดี จากสมการก่อนหนา้ 𝑛 =  4  
การแทนค่าและแกส้มการจะไดผ้ลลพัธด์งันี:้ 
   𝑦 = (𝑎)(

1

2
)𝑛 

   𝑦 = (5.00)(
1

2
)4 

   𝑦 = (5.00)(
1

16
) 

   𝑦 = 0.013  กรมั 
ดงันัน้ ฟลอูอรีน-20 เหลืออยู่ไม่ถึงหนึ่งในสามกรมั 
 
สถานการณ ์6 : สมมติว่ามีการเกิดไฟป่าขึน้ และรศัมีของพืน้ที่ที่ไฟไหม ้(𝑟) เพิ่มขึน้ตามเวลา (𝑡) 
โดยสามารถประมาณไดด้ว้ยฟังกช์นั:  

𝑟(𝑡) = 2𝑡 + 1 
เมื่อ 𝑟 มีหน่วยเป็นกิโลเมตร และ 𝑡 มีหน่วยเป็นชั่วโมง (โดย 𝑡 = 0 คือเวลาที่เริ่มสงัเกต) 

ขณะเดียวกนั พืน้ที่ของวงกลม (𝐴) ที่ไฟป่าเผาไหมส้ามารถค านวณไดจ้ากรศัมี (𝑟)  ดว้ยสตูร
พืน้ที่วงกลม:  

𝐴(𝑟) = 𝜋𝑟2 
    เมื่อ 𝐴 มีหน่วยเป็นตารางกิโลเมตร 
เราตอ้งการหาว่าพืน้ที่ที่ไฟป่าเผาไหมจ้ะเป็นเท่าใดเมื่อเวลาผ่านไป 3 ชั่วโมง 
แนวคิด การค านวณดว้ยฟังกช์นัคอมโพสิต: 
 ฟังกช์นัภายใน (r(t)): ค านวณรศัมีที่ไฟไหมเ้มื่อเวลาผ่านไป 3 ชั่วโมง  
  𝑟(3) = 2(3) + 1 = 6 + 1 = 7 กิโลเมตร 
 ฟังกช์นัภายนอก (A(r)): น ารศัมีที่ไดจ้ากขัน้ตอนที่ 1 ไปค านวณพืน้ที่  
  𝐴(𝑟(3)) = 𝐴(7) = 𝜋(7)2 = 49𝜋 ตารางกิโลเมตร 
 หากใชค่้าประมาณ 𝜋 ≈ 3.14159  

𝐴(7) ≈ 49 × 3.14159 ≈ 153.938 ตารางกิโลเมตร 
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ค าตอบ: เมื่อเวลาผ่านไป 3 ชั่วโมง พืน้ที่ที่ไฟป่าเผาไหมจ้ะอยู่ที่ประมาณ 49π ตารางกิโลเมตร 
หรือประมาณ 153.938 ตารางกิโลเมตร 
 ความส าคญัในการสอนวิทยาศาสตร:์ สถานการณน์ีแ้สดงใหเ้ห็นว่าฟังกช์นัคอมโพสิตช่วย
ใหเ้ราสามารถเชื่อมโยงความสมัพนัธข์องตวัแปรต่างๆ ที่ซบัซอ้นเขา้ดว้ยกนั ท าใหส้ามารถสรา้ง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตรเ์พื่ออธิบายปรากฏการณท์างวิทยาศาสตรไ์ดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ 
โดยไม่ตอ้งค านวณค่าตวัแปรกลาง (รศัมี) แยกต่างหากในแต่ละครัง้ ซึ่งเป็นประโยชนอ์ย่างมากใน
การท าความเขา้ใจระบบธรรมชาติและสรา้งการพยากรณต่์างๆ เช่น การพยากรณข์นาดของไฟป่า
ในอนาคต 
 
สรุปสาระส าคัญ 
 1. ความสมัพนัธ ์คือการจบัคู่ระหว่างสมาชิกของสองเซต โดยแต่ละคู่อนัดบัแสดงความ
เชื่อมโยงกนั เช่น คู่ของ (เวลา, ระยะทาง) หรือ (อณุหภมูิ, ปรมิาตร) 
 2. ฟังกช์นั คือความสมัพนัธช์นิดพิเศษที่สมาชิกแต่ละตวัของโดเมน (ตวัแปรตน้) จบัคู่กบั
สมาชิกในโคโดเมน (ตวัแปรตาม) เพียงตวัเดียวเท่านัน้ ท าใหค่้าตวัแปรตามถกูก าหนดโดยตวัแปร
ตน้เพียงหนึ่งเดียวเสมอ ฟังกช์นัมีความส าคญัอย่างยิ่งในการสรา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร  ์
เพื่ออธิบาย ปรากฏการณท์างวิทยาศาสตร ์และการ ท านายผลลพัธ ์ตวัอย่างเช่น ฟังกช์นัเชิงเสน้ 
(𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐) สามารถใชแ้สดงความสมัพนัธร์ะหว่างระยะทางกบัเวลาในการเคลื่อนที่ดว้ย
อตัราเรว็คงที่ ซึ่งช่วยใหเ้ราเขา้ใจและวิเคราะหก์ารเปลี่ยนแปลงในระบบต่าง ๆ ไดอ้ย่างเป็นระบบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่1  
1.  ก าหนดให ้𝐴 = {0,1,2,3} , 𝐵 = {0,2,4,6,8}. จงหาความสมัพนัธ ์𝑟 

 1. 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑥 > 𝑦} 

 2. 𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴|𝑦 = 2𝑥} 

 3. 𝑟3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑦 = 𝑥
3} 

 4. 𝑟4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑦 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑏𝑦 𝑥} 

2.  ก าหนดให ้𝐴 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑍}, 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑁}. จงหาความสมัพนัธ ์𝑟 

 1. 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑦 = 2𝑥 + 3} 

 2. 𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑦 = 𝑥
2} 

 3. 𝑟3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵|𝑦 = √𝑥 − 3} 

 4. 𝑟4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴|𝑥 + 𝑦 = 4} 

3. ก าหนดให ้𝐴 ×  𝐵 =  {(𝑚, 4), (𝑛, 6 ), (𝑛, 4 ), (𝑚, 6), (𝑎, 4 ), (𝑎, 6)} จงหาเซต 𝐴, 𝐵 

4. ก าหนดให ้𝐴 = {2,3,4} และ 𝐵 = {𝑎} จงหา (𝐴 ×  𝐵 ) 𝑈 (𝐵 ×  𝐴) 

5. จงพิจารณาว่าความสมัพนัธใ์ดบา้งที่เป็นฟังกช์นั 

 1. 𝑟1 = {(1,2), (3,1), (4,4)}    

 2. 𝑟2 = {(1,2), (1,1), (4,4)}3) 

 3.  𝑟3 ={(𝑎, 1), (𝑎, 2), (𝑎, 3), (𝑎, 4)} 

 4. 𝑟4 ={(1, 𝑎), (2, 𝑎), (3, 𝑎), (4, 𝑎)} 

 5. 𝑟5 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 2𝑥 + 1} 

   6. 𝑟6 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = |2𝑥 − 3|} 
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6. ก าหนด 𝑓 = {(1, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑏), (4, 𝑑), (5, 𝑒) จงหา 𝑓(1), 𝑓(3) 

7. ก าหนด 𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 2𝑥 − 9}, จงหา  𝑓(−5), 𝑓(0) และ 𝑓(7) 

8 ก าหนด 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 −  2𝑥 +  1 จงหา 

1. 𝑓(2)    

2. 𝑓(0)    

3. 𝑓(𝑎 +  ℎ)        

4. 𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)
ℎ

 

9. จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้

 1.  𝑟 = {(1,1), (2,4), (3,9)} 

 2. 𝑟 = {(−1,1), (−2,4), (−3,9)} 

 3.  𝑟 = {(2,4), (3,5), (4,6)} 

 4.  𝑟 = {(−1,−2), (−3,−4), (−5,−6)} 

10. จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้

 1. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁 × 𝑁|𝑥 + 𝑦 = 5} 

 2. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁 × 𝑁|𝑥 = 2𝑦 ∧ 𝑥 < 8} 

 3. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁 × 𝑁|𝑦 = 4 ∧ 𝑥 < 5} 

 4. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁 × 𝑁|𝑥 − 𝑦 = 3 ∧ 𝑥 ≤ 6} 

 5. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁 × 𝑁|𝑥2 + 𝑦2 = 25} 

11. จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้

 1. 𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 2𝑥 + 3} 

 2. 𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = 3} 

 3. 𝑓 = {(𝑥,𝑦) ∈ 𝑅×𝑅 |𝑦 =
2𝑥−3

5𝑥+4
} 
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 4. 𝑓 = {(𝑥,𝑦) ∈ 𝑅×𝑅 |𝑦 =
𝑥+3

2𝑥−1
} 

 5. 𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥2 − 9} 

 6. 𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √𝑥2 + 4} 

 7. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅|𝑦 = √4 − 𝑥2} 
 

 

12. ก าหนดให ้ 2 3f ( x ) x= −  , 2 5g( x ) x= + จงหา 

 1.  (𝑔 ∘ 𝑓)(1)   

 2. (𝑓 ∘ 𝑔)(−2)  

 3. (𝑓 ∘ 𝑓)(2 

 4. (𝑔 ∘ 𝑔)(5)  

 5. (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥)   

 6. (𝑔 ∘ 𝑔)(𝑥)  

 
13. ก าหนด 𝑓 (𝑡) =  2𝑡 +  5, และ     𝑔(𝑡) =  𝑡3 − 2𝑡2   จงหา ( 𝑓 𝑜𝑔)(0) 

 
14. ก าหนด 𝑓 (𝑥) =  2𝑥 +  3, และ  𝑔(𝑥) =  2𝑥2 + 𝑥 จงหา ( 𝑓 𝑜𝑔)(−1)  และ 
( 𝑓 𝑜𝑓)(2)  

 

 

 

 

>>...END 
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แถวท่ี 1 

หลกัที่ 4 

บทที ่2 เมทริกซ ์
 

2.1 มิติและสัญลักษณข์องเมทริกซ ์
ความหมายของเมทริกซ ์: กลุม่ของจ านวนที่เรียงกนัอยู่เป็นแถว (row) และเป็นหลกั 

(column) ลอ้มรอบดว้ยวงเล็บ [   ] หรือ (  ) โดยจะตอ้งมีจ านวนอยู่ครบทุกต าแหน่งในแต่ละแถว
และแต่ละหลกั จ านวนแต่ละจ านวนเหลา่นัน้ เรียกว่า สมาชิกของเมทรกิซ ์
 

ตัวอย่างที ่2.1  ก าหนดเมทรกิซ ์                   [ 
1     3
2     0
5     4

         
1      0
2    −1
3       3

 ] 

        
สมาชิกของเมทรกิซแ์ถวท่ี 1 หลกัที่ 4 คือ 0 และ สมาชิกของเมทรกิซแ์ถวที่ 2 หลกัที่ 1 คือ 2 
 เมทรกิซท์ี่มี m แถว และ n หลกั เราเรียกว่า 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์และกลา่วว่าเมทรกิซน์ีม้ีมิติ
เท่ากบั 𝑚 × 𝑛 
 
ตัวอย่างที ่2.2  

 [
1 5
3 4

     
2 1
6 8

] เป็น 2 × 4 เมทรกิซ ์มีมิติเป็น 2 × 4 
 

 [
1 1
7 5

 ]  เป็น 2 × 2 เมทรกิซ ์มีมิติเป็น 2 × 2 หรือเรียกว่า เมทรกิซจ์ตัรุสั 
 

 [0 4 6]  เป็น 1 × 3 เมทรกิซ ์มีมิติเป็น 1 × 3 หรือเรียกว่า เมทรกิซแ์ถว 
 

 [
1
0
5
]   เป็น 3 × 1 เมทรกิซ ์มีมิติเป็น 3 × 1 หรือเรียกว่า เมทรกิซห์ลกั 

 

 [
0
0
0
  
0
0
0
]   เป็น 3 × 2 เมทรกิซ ์มีมิติเป็น 3 × 2 หรือเรียกว่า เมทรกิซศ์นูย ์
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 นิยมใช ้𝐴, 𝐵, 𝐶, … แทน เมทรกิซ ์และ 𝑎, 𝑏, 𝑐, … แทนสมาชิกของเมทรกิซ ์ในกรณีที่ A 
เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์จะเขียน A ไดด้งันี ้

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 𝑎𝑚3 … 𝑎𝑚𝑛

] 

  
 หรือเขียนแทนดว้ย 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛

 
 
ตัวอย่างที ่2.3 ก าหนดให ้𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]5×5

 โดยที่ 𝑎𝑖𝑗 = 3 ถา้ 𝑖 ≤ 𝑗 และ 𝑎𝑖𝑗 = 0 ถา้ 𝑖 > 𝑗 จง
เขียน 𝐴 โดยมีสมาชิกทกุตวั 

แนวคิด   𝐴 =

[
 
 
 
 

 

3 3 3
0 3 3

    
3 3
3 3

0 0 3
0 0 0

    
3 3
3 3

0 0 0    0 3

 

]
 
 
 
 

 

 
ทรานสโพสของเมทริกซ ์
ถา้ A เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์ทรานสโพสของ A (Transpose of A) เขียนแทนดว้ย 𝐴𝑡 คือเมทริกซ์
ใหม่ที่เกิดจากการน าแถวของเมทรกิซเ์ดิมมาสรา้งเป็นหลกัของเมทรกิซใ์หม่ 
 

ตัวอย่างที ่2.4 ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2 5
4 8 7

] จงหา 𝐴𝑡 และ (𝐴𝑡)𝑡 

จะไดว้่า   𝐴𝑡 = [
1 4
2 8
5 7

]  (𝐴𝑡)𝑡 = [
1 2 5
4 8 7

] 

 
จะเห็นว่า 𝐴 = (𝐴𝑡)𝑡 
 
2.2 การเท่ากันของเมทริกซ ์
 เมทรกิซส์องเมทรกิซจ์ะเท่ากนัก็ต่อเมื่อ เมทริกซท์ัง้สองมีมิติเท่ากนัและสมาชิกในต าแหน่ง
เดียวกนัเท่ากนั ถา้ 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛

 และ 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

𝐴 = 𝐵 ก็ต่อเมื่อมิติเท่ากนั และ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗  
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ตัวอย่างที ่2.5  [4 2
1 3

] = [

8

2
√4

3 − 2 √9
]  แต่   [1 2

3 4
] ≠ [

1 2
3 1

] 

 

ตัวอย่างที ่2.6  ถา้ [𝑥 + 𝑦
𝑥 − 𝑦] = [

12
4

] แลว้จงหาค่าของ 𝑥 และ 𝑦 

 
แนวคิด   เนื่องจากเมทรกิซท์ัง้ 2 เท่ากนั 
  ดงันัน้ 𝑥 + 𝑦 = 12 ................. (1) 
   𝑥 − 𝑦 = 4    ................. (2) 
  แกส้มการ (1) , (2) จะได ้𝑥 = 8 , 𝑦 = 4 
 
ตัวอย่างที ่2.7 จงหาค่า 𝑥, 𝑦และ 𝑧 จากสมการเมทรกิซท์ี่ก าหนดให ้

[
𝑥 + 𝑦 0 −2

1 𝑦 − 𝑧 4
    8      −2     −3

] = [
3 0 −2
1 −2 4

     8 −𝑦 𝑥 − 𝑧
] 

 
แนวคิด   เนื่องจากเมทรกิซท์ัง้  2 เท่ากนั  
  ดงันัน้  𝑥 + 𝑦 = 3   ................. (1) 
    𝑦 − 𝑧 = −2   ................. (2) 
    𝑥 − 𝑧 = −3   ................. (3) 
    −y = −2   ................. (4) 
  จากสมการที่  (4) ไดว้่า 𝑦 = 2    
  แทนค่า 𝑦 ใน (1) ไดว้่า 𝑥 = 1 
  แทนค่า 𝑥 ใน (3) ไดว้่า 𝑧 = 4 
  ∴ 𝑥 = 1 , 𝑦 = 2 , 𝑧 = 4 
 
2.3 การบวกเมทริกซ ์
 เมทรกิซ ์2 เมทรกิซจ์ะบวกกนัไดก้็ต่อเมื่อมีมิติเท่ากนั และเอาสมาชิกต าแหน่งเดียวกนั
บวกกนั ผลลพัธท์ี่ไดม้ีมิติเท่าเดิม 
 ถา้ 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛

  𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛
  แลว้ 

  𝐴 + 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛
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ตัวอย่างที ่2.8 ให ้A = [
1 3 2
2 1 −3

] B = [
4 2 −1

−2 4 7
] 

 

แนวคิด  𝐴 + 𝐵 = [
1 + 4 3 + 2 2 − 1
2 − 2 1 + 4 −3 + 7

] = [
5 5 1
0 5 4

] 
 
เมทริกซศ์ูนย ์(Zero matrix) 
 คือ เมทรกิซท์ี่มีสมาชิกทกุตวัเป็นศนูย ์เขียนแทนดว้ย 0 ไม่ว่าเมทรกิซศ์นูยจ์ะมีมิติเท่าใดก็
ตาม นั่นคือ 0 = [0]𝑚×𝑛  

เช่น  0 = [
0 0 0
0 0 0

]
2×3

 

 
คุณสมบัติเกี่ยวกับการบวกเมทริกซ ์
 ถา้ 𝐴, 𝐵, 𝐶เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์แลว้ 

1. 𝐴 + 𝐵 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์  (คณุสมบติัปิด) 
2. 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴    (คณุสมบติัการสลบัที่) 
3. (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)  (คณุสมบติัการเปลี่ยนกลุม่) 
4. 𝐴 + 0 = 0 +𝐴 = 𝐴   (มี 0 เป็นเอกลกัษณ)์ 
5. 𝐴 + (−𝐴) = −𝐴 + 𝐴 = 0   (มีอินเวอรส์) 

 
2.4 การคูณเมทริกซด์้วยจ านวนจริง 
 ใหเ้อาจ านวนจรงิคณูเขา้ไปในทกุสมาชิกเลย 
 ถา้ 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛

 และ 𝐶 เป็นจ านวนจรงิแลว้ , 𝑐𝐴 = [𝑐𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

 

ตัวอย่างที ่2.9   ให ้A = [
0 5 −2
2 1 3

] จงหา 3A 

 

แนวคิด  3𝐴 = [
3 × 0 3 × 5 3 × (−2)
3 × 2 3 × 1 3 × 3

] 
 

       = [
0 15 −6
6 3 9

] 
 
 
 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 2 เมทรกิซ ์

 40 

ตัวอย่างที ่2.10 ให ้A = [
4 8 20

−12 4 32
] และ 𝐵 = 𝑐𝐴  

 โดยที่ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ 𝐵 เป็นเมทรกิซ ์ที่มี 𝑏23 = 8 จงหา 𝑐 และเมทรกิซ ์𝐵 
แนวคิด     𝐵 = 𝑐𝐴 

   [
𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏21 𝑏22 𝑏23
] = 𝑐 [

4 8 20
−12 4 32

] 

 

               = [
𝑐 × 4 𝑐 × 8 𝑐 × 20

𝑐 × (−12) 𝑐 × 4 𝑐 × 32
] 

 
แต่ 𝑐 × 32 = 𝑏23  = 8 

   ∴ 𝑐 = 
8

32
   = 

1

4
 

 

    𝐵 = [

1

4
× 4

1

4
× 8

1

4
× 20

1

4
× (−12)

1

4
× 4

1

4
× 32

] 

 

   ∴ 𝐵 = [
1 2 5

−3 1 8
] 

 

การลบเมทริกซ ์ 
คือ การบวกดว้ยนิเสธของเมทรกิซท์ี่เป็นตวัลบ ดงันัน้ 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 + (−𝐵) 
 

ตัวอย่างที ่2.11  ถา้ 𝐴 = [
1 2
0 3

] , 𝐵 = [
−2 3
1 5

] จงหา 2𝐴 − 3𝐵 
 

แนวคิด   2𝐴 − 3𝐵 = 2 [
1 2
0 3

] + (−3 [
−2 3
1 5

]) 

 

     = [
2 4
0 6

] + [
6 −9

−3 −15
]  

 

     = [
8 −5

−3 −9
] 
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ตัวอย่างที ่2.12 ให ้𝐴 = [
3 2

−1 0
8 4

] , 𝐵 = [
1 0
0 1
5 6

] , 𝐶 =  [
0 0
0 0
1 1

]  จงหาเมทรกิซ ์𝑥 

 
จากสมการ 2(𝑥 + 𝐶) = 2{𝑥 + 5(𝐴 − 𝑥)} + 𝐵 
แนวคิด    2(𝑥 + 𝐶) = 2{𝑥 + 5(𝐴 − 𝑥)} + 𝐵 

   2𝑥 + 2𝐶 = 2{5𝐴 − 4𝑥} + 𝐵 

            = 10𝐴 − 8𝑥 + 𝐵 

            10𝑥 = 10𝐴 + 𝐵 − 2𝐶  

                    𝑥 = 𝐴 +
1

10
𝐵 −

1

5
𝐶 

            = [
3 2

−1 0
8 4

] +
1

10
[
1 0
0 1
5 6

] −
1

5
[
0 0
0 0
1 1

] 

 

            = [
3 2

−1 0
8 4

] +

[
 
 
 
 

1

10
0

0
1

10
1

2

3

5 ]
 
 
 
 

+ [

0 0
0 0

−
1

5
−

1

5

] 

            =

[
 
 
 
 

31

10
2

−1
1

10
83

10

22

5 ]
 
 
 
 

 

 
คุณสมบัติการคูณเมทริกซด์้วยจ านวนจริง 
 ถา้ 𝐴, 𝐵 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์และ 𝑐, 𝑑 เป็นจ านวนจรงิแลว้ 

1. 𝑐𝐴 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์

2. (𝑐𝑑)𝐴 = 𝑐(𝑑𝐴) 

3. 𝑐(𝐴 + 𝐵) = 𝑐𝐴 + 𝑐𝐵 
4. (𝑐 + 𝑑)𝐴 = 𝑐𝐴 + 𝑑𝐴 
5. 1𝐴 = 𝐴 
6. −1𝐴 = −𝐴 
7. 0𝐴 = 0 
8. 𝑐 0 = 0 
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2.5 การคูณเมทริกซด์้วยเมทริกซ ์
 1) เมทรกิซ ์A และ  B จะหาผลคณูไดก้็ต่อเมื่อ จ านวนหลกัของเมทรกิซ ์A เท่ากบั จ านวน
แถวของเมทริกซ ์B กลา่วคือ 
 ถา้ A เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์
      B เป็น 𝑛 × 𝑟 เมทรกิซ ์
 𝐴 × 𝐵 หรือ A𝐵 จะเป็น 𝑚 × 𝑟 เมทรกิซ ์
 2) เวลาคณูใหน้ าเอาสมาชิกในแถวของเมทรกิซ ์A ไปคณูกบัสมาชิกในหลงัของเมทรกิซ ์B 
แลว้บวกผลคณูเขา้ดว้ยกนั จะเกิดค าตอบหนึ่งตวั สงัเกตจากแผนภาพ 

 
 
เขียนในรูปทั่วไปไดด้งันี ้

[
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] [

𝑏11 𝑏12

𝑏21 𝑏22
] = [

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22

𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22
] 

 

ตัวอย่างที ่2.13 ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2 0
1 0 2

] , 𝐵 = [
3 0
1 3
2 2

] จงหา 𝐴𝐵 และ 𝐵𝐴 

แนวคิด       𝐴𝐵 = [
1 2 0
1 0 2

] ∙ [
3 0
1 3
2 2

]    

 

                    = [
(1)(3) + (2)(1) + (0)(2) (1)(0) + (2)(3) + (0)(2)
(1)(3) + (0)(1) + (2)(2) (1)(0) + (0)(3) + (2)(2)

] 

 

            = [
5 6
7 4

] 

 

       𝐵𝐴 = [
3 0
1 3
2 2

] ∙ [
1 2 0
1 0 2

]    

 

                          = [

(3)(1) + (0)(1) (3)(2) + (0)(0) (3)(0) + (0)(2)
(1)(1) + (3)(1) (1)(2) + (3)(0) (1)(0) + (3)(2)
(2)(1) + (2)(1) (2)(2) + (2)(0) (2)(0) + (2)(2)

] 
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 = [
3 6 0
4 2 6
4 4 4

]  

 

จะเห็นว่า 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 
 

ตัวอย่างที ่2.14 จงหาเมทริกซ ์𝑥 ที่ท าให ้𝐴𝑥 = 𝐵 โดยที่ 𝐴 = [
2 3
5 4

] และ 𝐵 = [
−1 7
−6 7

] 
 

แนวคิด  ให ้  𝑥  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

 
  ∵ 𝐴𝑥  = 𝐵 
 

  [
2 3
5 4

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
−1 7
−6 7

] 

 

 [
2𝑎 + 3𝑐 2𝑏 + 3𝑑
5𝑎 + 4𝑐 5𝑏 + 4𝑑

] = [
−1 7
−6 7

] 

 

  ∴ 2𝑎 + 3𝑐  = −1  ……………………………. (1) 
   5𝑎 + 4𝑐  = −6  ……………………………. (2) 
   2𝑏 + 3𝑑  = 7  ……………………………. (3) 
   5𝑏 + 4𝑑  = 7  ……………………………. (4) 
จากการแกร้ะบบสมการ (1) , (2) , (3) และ (4) จะได ้𝑎 = −2, 𝑏 = −1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 3 

 ∴   𝑥  = [
−2 −1
   1    3

] 

 
เอกลักษณข์องการคูณเมทริกซ ์
  เมทรกิซเ์อกลกัษณห์รือยนูิตเมทรกิซ ์คือเมทรกิซจ์ตัรุสัมิติ 𝑛 × 𝑛 สมาชิกแนว
ทแยงมมุหลกั (จากบนซา้ยถึงลา่งขวา) เป็น 1 โดยตลอด สมาชิกอ่ืนๆเป็น 0 หมด ใชส้ญัลกัษณ ์I 
 I = [𝑖𝑝𝑞]𝑛×𝑛

 จะเป็นยนูิตเมทรกิซ ์ก็ต่อเมื่อ 

   𝑖𝑝𝑞  =          {
1 เม่ือ 𝑝 = 𝑞

0 เม่ือ 𝑝 ≠ 𝑞
 

 

  เช่น  I  =          [
1 0
0 1

] , I = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 2 เมทรกิซ ์

 44 

ตัวอย่างที ่2.15 ก าหนดให ้𝐴 = [
1    2
4 −3

]     จงหาค่า 𝑓(𝐴) ถา้ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 5𝐼 
แนวคิด  ∵ 𝑓(𝑥)  = 𝑥3 − 4𝑥 + 5𝐼 

   𝑓(𝐴)  = 𝐴3 − 4𝐴 + 5𝐼 
 

𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴 = [
1    2
4 −3

] [
1    2
4 −3

] = [
1 + 8 2 − 6
4 − 12   8 + 9

] = [
9 −4

−8  17
] 

 

      𝐴3 = 𝐴 ∙ 𝐴2 = [
1    2
4 −3

] [
9 −4

−8  17
]  = [

9 − 16 −4 + 34
36 + 24  −16 − 51

]    

 

                      = [
−7 30
60 −67

]   

 

  ∴  𝑓(𝐴)  = [
−7 30
60 −67

] − 4 [
1    2
4 −3

] + 5 [
1 0
0 1

] 

 

  = [
−7 30
60 −67

] + [
−4   −8
−16    12

] + [
5 0
0 5

] 

 

  = [
−6    22
44 −50

] 

 
อินเวอรส์การคูณของเมทริกซ ์

(1) ก าหนด 𝐴 และ 𝐵 เป็น 𝑛 × 𝑛 เมทรกิซ ์
𝐵 เป็นอินเวอรส์การคณู ของ 𝐴 ก็ต่อเมื่อ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼 มกัแทน 𝐵 ดว้ย 𝐴−1 

(2) ถา้ 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] และ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 แลว้ 

    𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
 [

𝑑 −𝑏
−𝑐    𝑎

] 

(3) เมื่อ 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] และ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 จะหา 𝐴−1 ไม่ได ้เรียกเมทรกิซ ์𝐴 ว่า  
ซิงกูลารเ์มทริกซ ์(Singular Matrix) 

(4) เมื่อ 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] และ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 จะหา 𝐴−1 ได ้เรียกเมทรกิซ ์𝐴 ว่า  
นอนซิงกูลารเ์มทริกซ ์(Non-Singular Matrix) 

 

ตัวอย่างที ่2.16  จงหา 𝐴−1 เมื่อ 𝐴 = [
1 4

−2 3
] 

แนวคิด  ∵ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = (1)(3) − (4)(−2) = 3 + 8 = 11 

จากสตูร  𝐴−1 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
 [

𝑑 −𝑏
−𝑐    𝑎

] =
1

11
[
3 −4
2 1

]   = [

3

11

−4

11
2

11

1

11

] 
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ตัวอย่างที ่2.17  จงหา 𝐴−2, 𝐴−3 เมื่อ 𝐴 = [
2 1
3 1

] 
 

แนวคิด            𝐴−1 =
1

(2)(1)−(1)(3)
 [

   1 −1
−3    2

] =
1

−1
[
   1 −1
−3    2

] = [
  −1    1
     3 −2

] 

 

            𝐴−2 = (𝐴−1)2 = [
  −1    1
     3 −2

] [
  −1    1
     3 −2

] = [
  4   −3
−9      7

] 

 

           𝐴−3 = (𝐴−1)3 = (𝐴−1) ∙ (𝐴−1)2 = [
  −1    1
     3 −2

] ∙ [
  4   −3
−9      7

]  

 

       = [
 −13   10
    30 −23

] 
 

2.6 คุณสมบัติเกี่ยวกับการคูณเมทริกซ ์
 ถา้ 𝐴, 𝐵, 𝐶 เป็น 2 × 2 เมทรกิซ ์

(1) 𝐴𝐵 เป็น 2 × 2 เมทรกิซ ์ดว้ย    (คณุสมบติัปิด) 
(2) (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)     (คณุสมบติัการเปลี่ยนกลุม่) 
(3) 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴     (คณุสมบติัเอกลกัษณ)์ 
(4) 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶  
หรือ (𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴     (คณุสมบติัการแจกแจง) 

        
คุณสมบัติส าคัญทีค่วรทราบ 

(1) 𝐴𝐵 ไม่จ าเป็นตอ้งเท่ากบั 𝐵𝐴 
(2) ก าหนด 𝐴 และ 𝐵 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์

ถา้ 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 + 𝐶 แลว้ 𝐵 = 𝐶 
ถา้ 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 − 𝐶 แลว้ 𝐵 = 𝐶 
 (𝐴 + 𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 + 𝐵𝑡  

   (𝐴 − 𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 − 𝐵𝑡  
(3) ก าหนด 𝐴 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์, 𝐵 เป็น 𝑛 × 𝑝 เมทรกิซ ์, 𝐶 เป็น 𝑝 × 𝑞 เมทรกิซ ์

(𝐴𝐵)𝑡    =   𝐵𝑡 ∙ 𝐴𝑡  
(𝐴𝐵𝐶)𝑡 =   𝐶𝑡 ∙ 𝐵𝑡 ∙ 𝐴𝑡  
(𝐴𝑡)𝑡     =   𝐴 
(𝑐𝐴)𝑡     =   𝑐(𝐴)𝑡    เมื่อ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ 
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(4) ถา้ 𝐴 เป็นเมทรกิซจ์ตัรุสั 
𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴  , 𝐴3 = 𝐴 ∙ 𝐴2 

(5) ก าหนด 𝐴 เป็น 𝑚 × 𝑛 เมทรกิซ ์, 𝐵 เป็น 𝑛 × 𝑝 เมทรกิซ ์
ถา้ 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 แลว้จะได ้(𝐴 + 𝐵)(𝐴 − 𝐵) ≠ 𝐴2 − 𝐵2 

                (𝐴 + 𝐵)2 ≠ 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2 
                  (𝐴 − 𝐵)2 ≠ 𝐴2 − 2𝐴𝐵 + 𝐵2 
ถา้ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 แลว้จะได ้(𝐴 + 𝐵)(𝐴 − 𝐵) = 𝐴2 − 𝐵2 

                 (𝐴 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2 
                 (𝐴 − 𝐵)2 = 𝐴2 − 2𝐴𝐵 + 𝐵2 

(6) ถา้ 𝐴, 𝐵 เป็นเมทรกิซจ์ตัรุสั และเป็นนอนซิงกลูารแ์ลว้ 
𝐴𝐵 เป็นนอนซิงกลูารแ์ละ (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 

(7) ถา้ 𝐴 เป็นนอนซิงกลูารเ์มทริกซ ์และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก 𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛 
(8) ถา้ 𝐴, 𝐵, 𝐶 เป็นเมทรกิซจ์ตัรุสั แลว้ 

ถา้ 𝐵 = 𝐶 แลว้ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 
ถา้ 𝐵 = 𝐶 แลว้ 𝐵𝐴 = 𝐶𝐴 
ถา้ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 แลว้ไม่จ าเป็นที่ 𝐵 = 𝐶 

ถา้ 𝐴 เป็นนอนซิงกลูารเ์มทริกซแ์ลว้ และ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 จะได ้𝐵 = 𝐶 
ถา้ 𝐴𝐵 = 0  ไม่จ าเป็นที่ 𝐴 = 0  หรือ 𝐵 = 0   
 

2.7 ดีเทอรม์ิแนนต ์(Determinant) 

 ถา้ 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] แลว้ ดีเทอรม์ิแนนตข์อง 𝐴 เขียนแทนดว้ย det (𝐴) หรือ |𝐴| หรือ

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| คือ จ านวนจรงิ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

  นั่นคือ   det(𝐴) = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 
 ขอ้สงัเกต (1) ฟังกช์นัจากเซตของ 2 × 2 เมทรกิซ ์ไปยงัเซตของจ านวนจรงิ เรียกว่า 
ฟังกช์นัดีเทอรม์ิแนนต ์
   (2) ฟังกช์นัดีเทอรม์ิแนนต ์ไม่เป็นฟังกช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง เพราะเมทรกิซ ์2 เมทรกิซท์ี่
ต่างกนั อาจมีค่าดีเทอรม์ิแนนตเ์ท่ากนัได ้
   (3) เมทรกิซท์ี่จะหาค่าดีเทอรม์ิแนนตไ์ด ้จะตอ้งเป็นเมทริกซจ์ตัรุสัเท่านัน้ 
   (4) การหาดีเทอรม์ิแนนตข์อง 1 × 1 เมทรกิซ ์
   ถา้ 𝐴 = [𝑎]1×1 จะได ้det(𝐴) = |𝑎| = 𝑎   เช่น 
        𝐴 = [4] , det(𝐴) = |4| = 4 
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ตัวอย่างที ่2.18  จงหาค่า det (𝐴) ถา้ก าหนดให ้𝐴 = [
1 −4
3    2

] 

แนวคิด   det(𝐴) = |
1 −4
3    2

| = (1)(2) − (−4)(3) = 2 + 12 = 14 
 

ตัวอย่างที ่2.19 จงหาค่า 𝑥 ที่ท าให ้|𝑥 − 2 1
2 𝑥 + 2

| = 3 , 𝑥 ∈ 

 
แนวคิด   (𝑥 − 2)(𝑥 + 2) − (1)(2) = 3 

       𝑥2 − 4 − 2 = 3 
            𝑥2 = 9 
     ∴     𝑥 = ±3 
 

ตัวอย่างที ่2.20 จงหาค่า 𝑥 ที่ท าให ้𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑥𝐼) = 8 เมื่อ 𝐴 = [
−2 7
   6 3

] 
 

แนวคิด   det ([
−2 7
   6 3

] − 𝑥 [
1 0
0 1

]) = 8 

        det ([
−2 − 𝑥 7

   6 3 − 𝑥
]) = 8 

  (−2 − 𝑥)(3 − 𝑥) − (7)(6) = 8 
                 −6 − 𝑥 + 𝑥2 − 42 = 8 
                𝑥2 − 𝑥 − 56 = 0 
              (𝑥 + 7)(𝑥 − 8) = 0 
    ∴                     𝑥 = −7, 8 
 
 
การหาค่าดีเทอรม์ิแนนตข์องเมทริกซ ์มิติ 𝟑 × 𝟑 

1. โดยใชก้ฎแห่งการคณูไขว ้ท าไดด้งันี ้
(1) ใหน้ าสมาชิกเมทริกซห์ลกัที่ 1 และที่ 2 มาเขียนต่อทางขวามือ Determinant 
(2) ใหน้ าสมาชิกทัง้ 3 หลกั มาคณูกนัตามลกูศร โดยถือหลกัว่า คณูลงได้

เครื่องหมายเป็นบวก คณูขึน้ไดเ้ครื่องหมายเป็นลบ แลว้น าผลคณูมาบวกกนั 
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ตัวอย่างที ่2.21  จงหาค่าของ det (𝐴) ถา้ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2 −1
0 1 −2
1 2    1

] 

 
แนวคิด   
 
 
∴ det(𝐴) = 1 − 4 + 0 + 1 + 4 + 0 = 2 
 

2. การหาค่าดีเทอรม์ิแนนตโ์ดยใชแ้ฟคเตอร ์
ถา้  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]3×3

 
ไมเนอร ์(Minor) 
         ไมเนอรข์อง 𝑎𝑖𝑗 เขียนแทนดว้ย 𝑀𝑖𝑗 คือ ดีเทอรม์ิแนนตท์ี่ไดจ้ากการตดัแถวท่ี 𝑖 และ
หลกัที่ 𝑗 ออกจากเมทริกซ ์𝐴 เช่น 

    𝐴 = [
1    2 −3
4    1    2
0 −2 −1

] 

        ไมเนอรข์อง 𝑎11 หรือ 𝑀11 = |
1 2

−2 −1
| = (1)(−1) − (2)(−2) = 3 

      𝑀12  = |
4 2
0 −1

|    = (4)(−1) − (2)(0)  = −4 

      𝑀22  = |
1 −3
0 −1

| = (1)(−1) − (−3)(0) = −1 

 

 
โคแฟคเตอร ์(Cofactor) 
 โคแฟคเตอรข์อง 𝑎𝑖𝑗 เขียนแทนดว้ย 𝐶𝑖𝑗 คือ ผลคณูของ (−1)𝑖+𝑗กบัไมเนอรข์อง 𝑎𝑖𝑗 
 นั่นคือ    𝐶𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 ∙ 𝑀𝑖𝑗 

 เช่น    𝐴 = [
   1 2    0
−2 3    1
   4 1 −1

] 

 

 𝐶11 = (−1)1+1 |
3    1
1 −1

| = (−1)2{(3)(−1) − (1)(1)} = −4 

 𝐶12 = (−1)1+2 |
−2    1
   4 −1

| = (−1)3{(−2)(−1) − (1)(4)} = 2 

 𝐶22 = (−1)2+2 |
1    0
4 −1

| = (−1)4{(1)(−1) − (0)(4)} = −1 
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 เมื่อเขา้ใจเก่ียวกบัเรื่อง โคแฟคเตอรแ์ลว้ การหาค่าดีเทอรม์ิแนนต ์โดยใชโ้คแฟคเตอรม์ี
หลกัคือ “ใหเ้อาสมาชิกแต่ละตวัในแถวใดแถวหนึ่ง หรือหลกัใดหลกัหนึ่ง จากเมทรกิซท์ี่ก าหนด 
คณูกบัโคแฟคเตอรข์องสมาชิกนัน้ แลว้เอาผลที่ไดใ้นแถวนัน้หรือหลกันัน้บวกกนั”  
 

    𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 
ถา้หาค่า det โดยใชแ้ถว 
 det(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13  ** (ใชแ้ถวท่ี 1) 
หรือ det(𝐴) = 𝑎21𝐶21 + 𝑎22𝐶22 + 𝑎23𝐶23  ** (ใชแ้ถวท่ี 2) 
 
ถา้หาค่า det โดยใชห้ลกั 
 det(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎21𝐶21 + 𝑎31𝐶31  ** (ใชห้ลกัที่ 1) 
หรือ det(𝐴) = 𝑎12𝐶12 + 𝑎22𝐶22 + 𝑎32𝐶32  ** (ใชห้ลกัที่ 2) 
 
ขอ้สงัเกต (1) จะใชแ้ถวใดหรือหลกัใด ค่า det จะเท่ากนัหมด 
  (2) ควรเลือกท าในแถวหรือหลกัที่มี 0 อยู่ 
  (3) น าไปใชห้าค่า det ของ 4 × 4 เมทรกิซไ์ด ้
 
ตัวอย่างที ่2.22 จงหาค่าของ det (𝐴) โดยใชว้ิธีโคแฟคเตอร ์เมื่อก าหนดให ้

    𝐴 = [
   1 2    3
−1 0    2
   2 1 −1

] 

แนวคิด  ใชแ้ถวท่ี 2 
det(𝐴) = 𝑎21𝐶21 + 𝑎22𝐶22 + 𝑎23𝐶23   

     = (−1)(−1)2+1 |
2    3
1 −1

| + 0 + (2)(−1)2+3 |
1 2
2 1

| 

     = (−1)(−1)3{(2)(−1) − (3)(1)} + (2)(−1)5{(1)(−1) − (2)(2)} 

     = (−2 − 3) − 2(1 − 4) 

     = −5 + 6 

     = 1 

 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 2 เมทรกิซ ์

 50 

ตัวอย่างที ่2.23 จงหาค่าของ det (𝐴) เมื่อก าหนดให ้

   𝐴 = [

3   4
0    1

    
6 1
0 3

0    1
1 −2

    
0 4
1 3

] 

 
แนวคิด     det(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎21𝐶21 + 𝑎31𝐶31 + 𝑎41𝐶41 

 

    = 3(−1)1+1 |
1 0 3
1 0 4

−2 1 3
| + 0 + 0 + 1(−1)4+1 |

4 6 1
1 0 3
1 0 4

| 

 

   = 3 |
1 0 3
1 0 4

−2 1 3
| − |

4 6 1
1 0 3
1 0 4

| 

    
   = 3{𝑎12𝐶12 + 𝑎22𝐶22 + 𝑎32𝐶32} − {𝑎12𝐶12 + 𝑎22𝐶22 + 𝑎32𝐶32} 
 

    = 3 {0 + 0 + 1(−1)3+2 |
1 3
1 4

|} − {6(−1)1+2 |
1 3
1 4

| + 0 + 0} 

   
   = 3{(−1)(1)} − {(−6)(1)}  = −3 + 6 = 3 
 
 
การหาอินเวอรส์โดยใช้โคแฟคเตอร ์
 แอดจอยทข์องเมทริกซ ์(Adjoint of Matrix) 
 ถา้ 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛

 และ 𝐶𝑖𝑗 เป็นโคแฟคเตอรข์อง 𝑎𝑖𝑗 
 แอดจอยทอ์ของเมทรกิซ ์A เขียนแทนดว้ย 𝑎𝑑𝑗(𝐴) คือทรานซโ์พสของเมทรกิซข์นาด 
𝑛 × 𝑛 โดยที่สมาชิกในต าแหน่ง 𝑖𝑗 คือ 𝐶𝑖𝑗 

 นั่นคือ  𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

]

𝑡

   ** 

 
ดงันัน้ ถา้ A เป็น 𝑛 × 𝑛 เมทรกิซ ์และ |𝐴| ≠ 0 แลว้ 
 
   𝐴−1 =

1

|𝐴|
∙ 𝑎𝑑𝑗(𝐴) 
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ตัวอย่างที ่2.24 จงหาอินเวอรส์ของเทริกซโ์ดยใช ้Adjoint เมื่อก าหนดให ้

    𝐴 = [
0   2 1
1   0 2
0 −1 1

] 

 

แนวคิด  |𝐴| = −3 

 𝐶11 = (−1)1+1 |
   0 2
−1 1

| = 2 

 𝐶12 = (−1)1+2 |
1 2
0 1

| = −1 

 𝐶13 = (−1)1+3 |
1    0
0 −1

| = −1 

 𝐶21 = (−1)2+1 |
   2 1
−1 1

| = −3 

  𝐶22 = (−1)2+2 |
0 1
0 1

| = 0  

 𝐶23 = (−1)2+3 |
0    2
0 −1

| = 0 

 𝐶31 = (−1)3+1 |
2 1
0 2

| = 4   

 𝐶32 = (−1)3+2 |
0 1
1 2

| = 1 

 𝐶33 = (−1)3+3 |
0 2
1 0

| = −2 

𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [
   2 −1 −1
−3    0    0
   4 −1 −2

]

𝑡

= [
   2 −3    4
−1    0    1
−1    0 −2

] 

∴ 𝐴−1 =
1

|𝐴|
∙ 𝑎𝑑𝑗(𝐴) =

1

−3
[
   2 −3    4
−1    0    1
−1    0 −2

] =

[
 
 
 
 
   −

2

3
   1   −

4

3

     
1

3
   0    −

1

3

     
1

3
   0        

2

3]
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คุณสมบัติของดีเทอรม์ิแนนต ์
 ถา้ 𝐴 , 𝐵 เป็น 𝑛 × 𝑛 เมทรกิซ ์
 1. ถา้ 𝐴 = 𝐵 แลว้ det (𝐴) = det (𝐵) 
 2. ถา้ det (𝐴) = det (𝐵) แลว้ ไม่จ าเป็นที่ 𝐴 = 𝐵 
 3. det(𝐴 ∙ 𝐵) = det (𝐴) ∙ det (𝐵)  
 4. det(𝐴−1) ∙ det(𝐴) = 1 
 5. det(𝐴𝑡) = det (𝐴) 
 6. det(𝑐𝐴) = 𝑐𝑛 det(𝐴) , 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ 
 7. ถา้ 𝐴 มีสมาชิกในแถวใดแถวหนึ่ง หรือหลกัใดหลกัหนึ่ง  เป็น 0 ทัง้หมด จะได ้

  det(𝐴) = 0 เช่น |
   0 0 0
   1 1 2
−1 1 3

| = 0 

 8. ถา้ 𝐴 มีสมาชิกใน 2 แถวใด หรือ 2 หลกัใดเท่ากนั จะได ้det(𝐴) = 0 

  เช่น  |
1 1 2
2 2 3
3 3 5

| = 0 

 
9. ถา้ 𝐵 คือเมทรกิซท์ี่เกิดจาก 𝐴 โดยการสลบัแถว 2 แถวใดๆ หรือสลบัหลกั 2 หลกัใดๆ
แลว้ det(𝐵) = −det(𝐴) เช่น 

 |
1 3
5 2

| = − |
5 2
1 3

| 
10. ถา้ 𝐵 เกิดจากการคณูแถวใดแถวหนึ่ง หรือหลกัใดหลกัหนึ่ง ดว้ยค่าคงตวั 𝑐 จะได ้
det(𝐵) = 𝑐 det(𝐴) เช่น 

 |
3(1) 3(2)
5 4

| = 3 |
1 2
5 4

| 
 
11. ถา้เมทรกิซ ์𝐵 เกิดจากเมทรกิซ ์𝐴 โดยการเอาเลขคงตวัคณูกบัสมาชิกแถวใดแถวหนึ่ง
หรือหลกัใดหลกัหนึ่ง แลว้เอาผลที่ไดไ้ปรวมกบัสมาชิกอีกแถวหนึ่ง หรืออีกหลกัหนึ่งแลว้  
det(𝐵) = det(𝐴) 
  เช่น  |

2 3
3(2) + 4 3(3) + 5

| = |
2 3
4 5

| 

 
12. ถา้ 𝐴 เป็น 𝑛 × 𝑛 เมทรกิซท์ี่แถวหนึ่งหรือหลกัหนึ่ง เป็น 𝑐 เท่าของอีกแถวหนึ่ง หรือ
หลกัหนึ่งแลว้ det(𝐴) = 0 เช่น  

 |
1 2

3(1) 3(2)
| = 0 
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13. ถา้สมาชิกทัง้หมดใตห้รือเหนือแนวทแยงมมุหลกัของเมทรกิซ ์𝐴 เป็นศนูย ์แลว้ 
det(𝐴) คือผลคณูของสมาชิกในแนวทแยงหลกั 

เช่น |
1 2 3
0 4 5
0 0 6

| = 1 × 4 × 6 = 24 

 

ตัวอย่างที ่2.25   ถา้ |𝑥 − 1 𝑥
3 𝑥 + 2

| = |
−2    2
1 −4

| จงหาค่า 𝑥 
 

แนวคิด  (𝑥 − 1)(𝑥 + 2) − 3𝑥 =  (−2)(−4) − (2)(1) 

          𝑥2 + 𝑥 − 2 − 3𝑥 =  6 
          𝑥2 − 2𝑥 − 8 =  0 
     (𝑥 + 2)(𝑥 + 2) = 0 
                 ∴       𝑥 = −2,4 

ตัวอย่างที ่2.26 จงหาค่า 𝑥 จากสมการ 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 เมื่อ  |𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

| = 0 
 

แนวคิด   |
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

| = 0 

 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 0 
 ∴       𝑏2 = 𝑎𝑐 
 

จากสตูร           𝑥 =
−𝑏±√ 𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

          =
−2𝑏±√( 2𝑏)2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

          =
−2𝑏±√ 4𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                  =
−2𝑏±√ 4𝑎𝑐−4𝑎𝑐

2𝑎
  =  −

𝑏

𝑎
 

 

ตัวอย่างที ่2.27  ถา้ 𝐴 = [
1 −1 −2
2   4    2
1   1    4

] จงหาค่า 𝑥 ที่ท าให ้|𝐴 − 𝑥𝐼| = 0 

 

แนวคิด |[
1 −1 −2
2   4    2
1   1    4

] − 𝑥 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]| = 0 

 |[
1 − 𝑥 −1 −2

2   4 − 𝑥    2
1   1    4 − 𝑥

]|        = 0 
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        (1 − 𝑥)(4 − 𝑥)2 − 2 − 4 + 8 − 2𝑥 − 2 + 2𝑥 + 8 − 2𝑥 = 0 

                                                  16 − 24𝑥 + 9𝑥2 − 𝑥3 − 2𝑥 + 8 = 0 

                                                                    𝑥3 − 9𝑥2 + 26𝑥 − 24 = 0 

                   (𝑥 − 2)(𝑥2 − 7𝑥 + 12) = 0 

   (𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 4) = 0 

    ∴                       𝑥 = 2,3,4 

 

 
 
2.8 การแก้ระบบสมการเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ ์
      วิธีที ่1 การกระท าตามแถวของเมทริกซ ์(Row Operation) 
ใหเ้ปลี่ยนสมการอยู่ในรูปของเมทรกิซข์องสมัประสิทธิ์ และตวัคงท่ี แลว้ใชก้ารกระท าตามแถวดงันี ้

1) สลบัที่กนัระหว่างแถว 2 แถวใดๆก็ได ้
2) คณูแถวใดแถวหนึ่ง ดว้ยค่าคงตวัที่ไม่ใช่ 0 ได ้
3) คณูแถวใดแถวหนึ่ง ดว้ยค่าคงตวัที่ไม่ใช่ 0 แลว้น าไปบวกหรือลบกบัอีกแถวใดแถวหนึ่ง
ได ้
 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑘1 
 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 = 𝑘2 
เขียนเมทรกิซข์องสมัประสิทธิ์ และค่าคงท่ี 

 [
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
|
𝑘1

𝑘2
] 

หลักการท า 
1. พยายามท าใหส้ว่นทางซา้ยของเสน้ตรงเป็นยนูิตเมทริกซ ์
2. เวลาท าควรท าใหเ้กิด 0 ใหค้รบตามจ านวนต าแหน่งเสียก่อน แลว้ค่อยท าใหเ้กิด 1 
ส าหรบัค าตอบ ค่าของ 𝑥 คือตวัคงที่ในแถวท่ี 1 ค่าของ 𝑦 คือตวัคงที่ในแถวที่ 2 
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ตัวอย่างที ่2.28 จงแกร้ะบบสมการเชิงเสน้  3𝑥 + 2𝑦 = −3 

     𝑥 − 3𝑦 = 13 
 

แนวคิด 
      วิธีที่ 1 การกระท าตามแถวของเมทรกิซ ์(Row Operation) 

 𝐴 = [
3    2
1 −3

 |  
−3
13

]
𝑅1

𝑅2
 

  

    ท า 𝑅1 =
1

3
𝑅1 

    [
1    

2

3

4 −3
 | 

−1
13

] 

  

  ท า 𝑅2 = −4𝑅1 + 𝑅2 

    [
1    

2

3

0
−17

3

 |  
−1
17

] 

  

  ท า 𝑅2 =
−3

17
𝑅2 

  [
1    

2

3

0    1
 | 

−1
−3

] 

 

  ท า 𝑅1 =
−2

3
𝑅2 + 𝑅1 

 

   [
1    0
0    1

 |  
1

−3
] 

  
 ∴      𝑥 = 1, 𝑦 = −3 
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วิธีที ่2 โดยใช้อินเวอรส์ของเมทริกซ ์มีหลกัการท าดงันี ้
            1. เขียนเมทริกซส์มัประสิทธิ์ของตวัแปร และเมทรกิซข์องค่าคงที่ 
            2. หาอินเวอรส์ของเมทรกิซท่ี์เป็นสมัประสิทธิ์ของตวัแปร 
            3. น าเอาอินเวอรส์ไปคณูดา้นซา้ยตลอดสมการ 
 
ตัวอย่างที ่2.29 จงแกร้ะบบสมการ 2𝑥 − 3𝑦 = −1 

   −3𝑥 + 5𝑦 = 2 
 

แนวคิด  [
   2 −3
−3    5

] [
𝑥
𝑦] = [

−1
  2

] 

 

อินเวอรส์การคณูของ [
   2 −3
−3    5

]  คือ [5 3
3 2

] 
  

 [
5 3
3 2

] [
   2 −3
−3    5

] [
𝑥
𝑦] = [

5 3
3 2

] [
−1
  2

] 

             [
1 0

0 1
] [

𝑥

𝑦
] = [

1

1
] 

   
∴      𝑥 = 1, 𝑦 = 1 

 

ตัวอย่างที ่2.30 จงแกร้ะบบสมการ    2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 8 

   −𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 = −4 
                    3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 9 
 
 แนวคิด เขียนเมทรกิซส์มัประสิทธิ์ (Coefficient Matrix) 𝐴: 

  𝐴 = [
2 −3 1

−1 4 2
3 −1 2

] 

 เมทรกิซต์วัแปร (Variable Matrix) X: 

  𝑋 = [
𝑥
𝑦
𝑧
] 

 เมทรกิซค่์าคงที่ (Constant Matrix) B: 

  𝐵 = [
8

−4
9

]  

 
 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 2 เมทรกิซ ์

 57 

ตอ้งหาโคแฟกเตอรข์อง 𝐴 

𝑐𝑜𝑓. (𝐴) = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

] 

 

     =

[
 
 
 
 
    |

4 2
−1 2

| − |
−1 2
3 2

|    |
−1 4
3 −1

|

− |
−3 1
−1 2

|    |
2  1
3 2

| − |
2 −3
3 −1

|

    |
−3 1
4 2

| − |
2   1

−1  2
|     |

2 −3
−1 4

|]
 
 
 
 
 

 

 

     = [
10 8 −11
5 1 −7

−10 −5 5
] 

 จาก 𝑎𝑑𝑗. 𝐴 = (𝑐𝑜𝑓. (𝐴))𝑡 

    𝑎𝑑𝑗. 𝐴 = [
10 5 −10
8 1 −5

−11 −7 5
] 

 

 เนื่องจาก  𝐴 = [
2 −3 1

−1 4 2
3 −1 2

] , 𝑑𝑒𝑡𝐴 = −15 

 

 และจาก  

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
(𝑎𝑑𝑗. 𝐴) 

     

=
1

−15
[

10 5 −10
8 1 −5

−11 −7 5
] 

  
จากความสมัพนัธ ์ 𝑋 = 𝐴−1(𝐵) แทนค่าจะได ้

[
𝑥
𝑦
𝑧
] =

1

−15
[

10 5 −10
8 1 −5

−11 −7 5
] [

8
−4
9

] 

 

     =
1

−15
[

(10)(8) + (5)(−4) + (−10)(9)
(8)(8) + (1)(−4) + (−5)(9)

(−11)(8) + (−7)(−4) + (5)(9)

] 
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     =
1

−15
[
−30
15

−15
] 

 

     =

[
 
 
 
 (

1

−15
)(−30))

(
1

−15
) (15)

(
1

−15
) (−15)]

 
 
 
 

= [
2

−1
1

] 

  
สรุปค าตอบไดว้่า  𝑥 = 2 ,𝑦 = −1 และ 𝑧 = 1 
 
วิธีที ่3 โดยใช้กฎของแครมเมอร ์(Cramer’s rule) 
 จะกลา่วเฉพาะสมการ 3 ชัน้ โดยสมมติสมการอยู่ในรูป 
  𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑘1  
  𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑘2 
 𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧 = 𝑘3 

จะได ้ 𝐴 = [

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

] 

 𝐴1 = [

𝑘1 𝑏1 𝑐1

𝑘2 𝑏2 𝑐2

𝑘3 𝑏3 𝑐3

] 

 𝐴2 = [

𝑎1 𝑘1 𝑐1

𝑎2 𝑘2 𝑐2

𝑎3 𝑘3 𝑐3

] 

 𝐴3 = [

𝑎1 𝑏1 𝑘1

𝑎2 𝑏2 𝑘2

𝑎3 𝑏3 𝑘3

] 

ถา้ |𝐴| ≠ 0 แลว้ 

    𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴|
 , 𝑦 =

|𝐴2|

|𝐴|
 , 𝑧 =

|𝐴3|

|𝐴|
   *** 

 
ตัวอย่างที ่2.31 จงแกร้ะบบสมการ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 10 
         3𝑥 + 𝑧 = 13 
             2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 9 
 

แนวคิด  𝐴 = [
1 1    1
3 0    1
2 1 −1

] , |𝐴| = 7 
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  𝐴1 = [
10 1    1
13 0    1
9 1 −1

] , |𝐴1| = 25 

  𝐴2 = [
1 10    1
3 13    1
2 9 −1

] , |𝐴2| = 29 

 

  𝐴3 = [
1 1 10
3 0 13
2 1 9

] , |𝐴3| = 16 

 

ค าตอบของสมการคือ  𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴|
=

25

7
  

 𝑦 =
|𝐴2|

|𝐴|
=

29

7
 

  𝑧 =
|𝐴3|

|𝐴|
=

16

7
 

 

 
2.9 การประยุกตค์วามรู้เร่ืองเมทริกซไ์ปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์ 
 การประยกุตใ์ชค้วามรูเ้รื่อง เมทรกิซ ์ในการสอนวิทยาศาสตรม์ีความส าคญัอย่างยิ่ง 
เพราะเป็นเคร่ืองมือทางคณิตศาสตรท์ี่มีประสิทธิภาพสงูในการจดัการ วิเคราะห ์และท าความ
เขา้ใจขอ้มลูที่ซบัซอ้น  
ตวัอย่างการประยุกตใ์ชค้วามรูเ้รื่อง เมทรกิซ ์ในการสอนวิทยาศาสตร ์มีดงันี ้
สถานการณ ์1 : การวิเคราะหข์้อมูลจากห้องปฏิบัติการเคมีโดยใช้เมทริกซ ์
 "นกัวิทยาศาสตรห์อ้งหนึ่งท าการทดลองเพื่อศกึษาปฏิกิริยาเคมีระหว่างสาร A และสาร B 
ซึ่งก่อใหเ้กิดสารผลิตภณัฑ ์C และ D โดยท าการทดลองที่อณุหภมูิและความดนัต่างกนั 3 สภาวะ 
และบนัทกึปรมิาณสารตัง้ตน้และสารผลิตภณัฑท์ี่ไดใ้นแต่ละครัง้  
ขอ้มลูที่ได ้มีดงันี:้ 

สภาวะทดลอง 
สาร A เร่ิมต้น 

(mol) 
สาร B เร่ิมต้น 

(mol) 
สาร C ผลิตภัณฑ ์

(mol) 
สาร D ผลิตภัณฑ ์

(mol) 

1 (25°C) 10 12 8 5 

2 (50°C) 10 12 9 6 

3 (75°C) 10 12 7 4 

 
 1. ครูตอ้งการใหน้กัวิทยาศาสตรน์ าขอ้มลูเหลา่นีม้าจดัระเบียบและวิเคราะห ์เพื่อท าความ
เขา้ใจการเปลี่ยนแปลงปรมิาณสารในแต่ละสภาวะ" 
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 2. การเกิดผลิตภณัฑแ์ต่ละชนิดมีปรมิาณสารที่หายไปเท่าใด  
 3. ถา้เพิ่มปรมิาณสารตัง้ตน้เป็น 2 เท่า จะเกิดสารผลิตภณัฑ ์C และ D เป็นเท่าใด 
 4. ถา้ราคาต่อโมลของสารแต่ละชนิดเป็นดงันี ้ในการทดลองนีไ้ดก้ าไรหรือขาดทนุก่ีบาท 

สาร สาร A สาร B สาร C สาร D 
ราคาต่อโมล 3 5 7 4 

 
แนวคิด เราสามารถน าความรูเ้รื่องเมทรกิซม์าใชใ้นการจดัเก็บขอ้มลูในรูปเมทรกิซ ์(Data 
Representation): ดว้ยการจดัเรียงขอ้มลูที่ไดจ้ากการทดลองลงในรูปของเมทรกิซ ์เพื่อความเป็น
ระเบียบและง่ายต่อการจดัการไดด้งันี ้
 1. สามารถจดัใหอ้ยู่ในรูปเมทรกิซ ์𝑀 ไดด้งันี:้ 

𝑀 = [
10 12
10    12   
10 12

  8 5
  9 6
  7 4

] 

 แต่ละแถว (row) แทนสภาวะการทดลองที่แตกต่างกนั และ 
 แต่ละคอลมัน ์(column) แทนปรมิาณของสารแต่ละชนิด 
 2. การค านวณการเปลี่ยนแปลงปรมิาณสารโดยใชก้ารลบเมทรกิซ ์(Matrix Subtraction): 
สรา้งเมทรกิซ ์S ที่เป็นปรมิาณสารที่เหลืออยู่ (ผลิตภณัฑ)์ 

    𝑆 = ⌈
8 5
9 6
7 4

⌉ 

และเมทรกิซ ์R ที่เป็นปรมิาณสารตัง้ตน้ 

    𝑅 = ⌈
10 12
10 12
10 12

⌉  

 
ปรมิาณสารที่หายไป เราสามารถใชเ้มทรกิซเ์ดิมเพื่อค านวณการเปลี่ยนแปลงจากสารตัง้ตน้ไปเป็น
สารผลิตภณัฑไ์ด ้

𝑅 − 𝑆 = ⌈
10 12
10 12
10 12

⌉ − ⌈
8 5
9 6
7 4

⌉ = ⌈
2 7
1 6
3 8

⌉ 

 
 จากเมทรกิซผ์ลลพัธแ์ถวท่ี 1 อธิบายไดว้่าที่สภาวะทดลอง (25°C) ในการเกิดสาร C จะมี
สารที่ Aและ B หายไป 2 โมล 
ถา้เพิ่มปรมิาณสารตัง้ตน้เป็น 2 เท่า จะเกิดสารผลิตภณัฑ ์C และ D ดงัเมทรกิซ ์
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2𝑀 = [

2(10) 2(12)
2(10)     2( 12)   
2(10) 2(12)

   2(8) 2(5)
   2(9) 2(6)
   2(7) 2(4)

] 

 

        = [
20 24
20   24  
20 24

  16 10
  18 12
  14 8

] 

 
 จากเมทรกิซผ์ลลพัธแ์ถวท่ี 1 อธิบายไดว้่าที่สภาวะทดลอง (25°C) ถา้เพิ่มปรมิาณสารตัง้
ตน้เป็น 2 เท่า จะเกิดสาร C และ D  เป็น 2 เท่าดว้ย 
 3. ราคาต่อโมลของสารแต่ละชนิด แทนดว้ยเมทรกิซ ์P ไดด้งันี ้ 

𝑃 = ⌈

𝑃𝐴

𝑃𝐵

𝑃𝐶

𝑃𝐷

⌉ = ⌈

3
5
7
4

⌉ 

 
 เราสามารถหาตน้ทนุรวมของสารตัง้ตน้หรือมลูค่ารวมของสารผลิตภณัฑใ์นแต่ละสภาวะ
ไดโ้ดยการคณูเมทรกิซ ์
 เราสามารถหาตน้ทนุรวมของสารตัง้ตน้ ไดด้งันี ้

𝑅 × 𝑃𝐴𝐵 = ⌈
10 12
10 12
10 12

⌉ × ⌈
3
5
⌉ = ⌈

(10)(3) + (10)(5)
(10)(3) + (10)(5)
(10)(3) + (10)(5)

⌉=⌈
80
80
80

⌉ 

เราสามารถหามลูค่ารวมของสารผลิตภณัฑใ์นแต่ละสภาวะ ไดด้งันี ้

𝑆 × 𝑃𝐶𝐷 = ⌈
8 5
9 6
7 4

⌉ × ⌈
7
4
⌉ = ⌈

(8)(7) + (5)(4)
(9)(7) + (6)(4)
(7)(7) + (4)(4)

⌉=⌈
76
87
65

⌉ 

       
 หามลูค่าของสารที่ไดเ้ทียบกบัตน้ทุน  

⌈
76
87
65

⌉ − ⌈
80
80
80

⌉ = ⌈
−4
7

−15
⌉ 

 
 พบว่าไดก้ าไรที่สภาวะทดลอง (50°C) สว่นที่สภาวะทดลอง (25°C) และ ที่สภาวะทดลอง 
(75°C) ขาดทนุเนื่องจากมลูค่าที่ไดน้อ้ยกว่าตน้ทนุ 
 จะเห็นว่าเมทรกิซเ์ป็นเคร่ืองมือที่มีประสิทธิภาพในการจดัระเบียบขอ้มลูเชิงตาราง 
(tabular data) ที่มีหลายตวัแปรและหลายสภาวะ 
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สถานการณ ์2: การวิเคราะหอ์งคป์ระกอบของสารผสมโดยใชร้ะบบสมการเชิงเสน้และเมทรกิซ ์
 นกัวิทยาศาสตรท์ าการวิเคราะหต์วัอย่างของ โลหะผสม ชนิดหน่ึง ซึ่งทราบว่า
ประกอบดว้ย ทองแดง (Cu), สงักะสี (Zn), และ นิกเกิล (Ni) เท่านัน้ แต่ไม่ทราบสดัสว่นที่แน่นอน 
จึงหาเครื่องมือที่สามารถวดัมวลรวมของตวัอย่าง และสามารถท าการทดลองที่เก่ียวขอ้งกบั
คณุสมบติัทางเคมีบางอย่างเพื่อหาขอ้มลูเพิ่มเติม มีขอ้มลูการทดลองดงันี:้ 
 “มวลรวม ของตวัอย่างโลหะผสมคือ 150 กรมัเมื่อน าไปท าปฏิกิรยิาเคมีเฉพาะ สารละลาย
ที่ไดร้ะบวุ่ามี ปรมิาณทองแดงเป็น 2 เท่าของปรมิาณสงักะสี การวิเคราะหเ์พิ่มเติมพบว่า ปรมิาณ
นิกเกิลมีค่านอ้ยกว่าปรมิาณทองแดงอยู่ 10 กรมั นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการหาว่าในโลหะผสมนีม้ี
ทองแดง สงักะสี และนิกเกิล อย่างละก่ีกรมั” 
แนวคิด ก าหนดตวัแปรแทนปรมิาณของแต่ละโลหะในหน่วยกรมั: 
 ให ้𝑥 แทน ปรมิาณทองแดง (Cu) ในหน่วยกรมั 
 ให ้𝑦 แทน ปรมิาณสงักะสี (Zn) ในหน่วยกรมั 
 ให ้𝑧 แทน ปรมิาณนิกเกิล (Ni) ในหน่วยกรมั 
 การสรา้งระบบสมการเชิงเสน้: จากขอ้มลูที่โจทยใ์หม้า ใหน้กัวิทยาศาสตรส์รา้งสมการ
ตามเงื่อนไขแต่ละขอ้: 
 1. เงื่อนไข 1 (มวลรวม): ปริมาณทองแดง + ปรมิาณสงักะสี + ปรมิาณนิกเกิล = มวลรวม  

สมการท่ี 1: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 150 

2. เงื่อนไข 2 (ปรมิาณทองแดงเป็น 2 เท่าของปรมิาณสงักะสี 
สมการท่ี 2: 𝑥 = 2𝑦 หรือจดัรูปใหม่เป็น 𝑥 − 2𝑦 + 0𝑧 = 0 

 3. เงื่อนไข 3 ปรมิาณนิกเกิลนอ้ยกว่าปรมิาณทองแดงอยู่ 10 กรมั 
สมการท่ี 3: 𝑧 = 𝑥 − 10 หรือจดัรูปใหม่เป็น −𝑥 + 0𝑦 + 𝑧 = −10 

สรุปไดเ้ป็นระบบสมการเชิงเสน้ 3 ตวัแปร 3 สมการ: 
    𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 150   ................. (1) 
    𝑥 − 2𝑦 + 0𝑧 = 0   ................. (2) 
    −𝑥 + 0𝑦 + 𝑧 = −10   ................. (3) 
การแปลงระบบสมการเป็นรูปแบบเมทรกิซ ์(Matrix Form): เขียนระบบสมการนีใ้นรูปของสมการ
เมทรกิซ ์𝐴𝑋 = 𝐵: 
 เมทรกิซส์มัประสิทธิ์ (Coefficient Matrix) 𝐴: 

  𝐴 = [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
] 
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 เมทรกิซต์วัแปร (Variable Matrix) X: 

  𝑋 = [
𝑥
𝑦
𝑧
] 

 เมทรกิซค่์าคงที่ (Constant Matrix) B: 

  𝐵 = [
150
0

−10
]  

 ดงันัน้ สมการเมทรกิซคื์อ: 

  [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
] [

𝑥
𝑦
𝑧
] = [

150
0

−10
] 

 การแกร้ะบบสมการโดยใชเ้มทรกิซ ์(Matrix Solutions มวีิธีการแกปั้ญหาไดห้ลายวิธี 
ไดแ้ก่  
 1. วิธีของคราเมอร ์(Cramer's Rule): ใชดี้เทอรม์ิแนนต ์(Determinant) ในการหาค่า 
𝑥, 𝑦, 𝑧 (เหมาะส าหรบันกัศกึษาที่คุน้เคยกบัการค านวณดีเทอรม์ิแนนต)์ 
 2. วิธีเมทริกซผ์กผนั (Inverse Matrix Method): หาเมทริกซผ์กผนัของ A (คือ 𝐴−1) แลว้
หา 𝑋 = 𝐴−1𝐵 (เหมาะส าหรบันกัศึกษาที่เขา้ใจแนวคิดเมทริกซผ์กผนั) 
 3. การด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐาน (Elementary Row Operations) หรือวิธีการก าจดั
แบบเกาสเ์ซียน (Gaussian Elimination): แปลงเมทรกิซแ์ต่งเติม [𝐴 ∣ 𝐵] ใหอ้ยู่ในรูปขัน้บนัไดลด
รูปตามแถว (Reduced Row Echelon Form) เพื่อหาค่า 𝑥, 𝑦, 𝑧 โดยตรง  
 
วิธีที ่1 การแกร้ะบบสมการดว้ยวิธีของคราเมอร ์(Cramer's Rule): ใชดี้เทอรม์ิแนนต์
(Determinant) 

𝐴 = [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
] , |𝐴| = −5 

 

 𝐴1 = [
150 1 1
0 −2 0

−10 0 1
] , |𝐴1| = −320 

 

 𝐴2 = [
1 150 1
1 0 0

−1 −10 1
] , |𝐴2| = −160 

 

 𝐴3 = [
1 1 150
1 −2 0

−1 0 −10
] , |𝐴3| = −270 
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  𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴|
=

−320

−5
= 64 

  𝑦 =
|𝐴2|

|𝐴|
=

−160

−5
= 32 

   𝑧 =
|𝐴3|

|𝐴|
=

−270

−5
= 54 

  
วิธีที ่2 วิธีเมทรกิซผ์กผนั (Inverse Matrix Method): หาเมทรกิซผ์กผนัของ A (คือ 𝐴−1) แลว้หา 
𝑋 = 𝐴−1𝐵 
ตอ้งหาโคแฟกเตอรข์อง 𝐴 

                  𝐴 = [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
] 

 

𝑐𝑜𝑓. (𝐴) = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

]  

 

     =

[
 
 
 
 
    |

−2 0
0 1

| − |
1 0

−1 1
|    |

1 −2
−1 0

|

− |
1 1
0 1

|    |
1 1

−1 1
| − |

1 1
−1 0

|

    |
1 1

−2 0
| − |

1     1
1    0

|     |
1 1
1 −2

| ]
 
 
 
 
 

 

 

     = [
−2 −1 −2
−1 2 −1
2 1 −3

] 

 จาก 𝑎𝑑𝑗. 𝐴 = (𝑐𝑜𝑓. (𝐴))𝑡 

    𝑎𝑑𝑗. 𝐴 = [
−2 −1 2
−1 2 1
−2 −1 −3

] 

 

 เนื่องจาก  𝐴 = [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
] , |𝐴| = −5 

 

 และจาก  

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
(𝑎𝑑𝑗. 𝐴) 

     

=
1

−5
[
−2 −1 2
−1 2 1
−2 −1 −3

] 
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จากความสมัพนัธ ์ 𝑋 = 𝐴−1(𝐵) แทนค่าจะได ้

[
𝑥
𝑦
𝑧
] =

1

−5
[
−2 −1 2
−1 2 1
−2 −1 −3

] [
150
0

−10
] 

 

     =
1

−5
[

(−2)(150) + (−1)(0) + (2)(−10)
(−1)(150) + (2)(0) + (1)(−10)

(−2)(150) + (−1)(0) + (−3)(−10)

] 

 

     =
1

−5
[
−320
−160
−270

] 

 

     =

[
 
 
 
 (

1

−5
)(−320)

(
1

−5
) (−160)

(
1

−5
) (−270)]

 
 
 
 

= [
64
32
54

] 

 จะไดว้่า  𝑥 = 64 ,𝑦 = 32 และ 𝑧 = 54 
 

 วิธีที ่3 การด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐาน (Elementary Row Operations) หรือวิธีการ
ก าจดัแบบเกาสเ์ซียน (Gaussian Elimination): แปลงเมทรกิซแ์ต่งเติม [𝐴 ∣ 𝐵] ใหอ้ยู่ในรูป
ขัน้บนัไดลดรูปตามแถว (Reduced Row Echelon Form) 

[ 𝐴 ∣ 𝐵 ] = [
1 1 1
1 −2 0

−1 0 1
|
150
0

−10
] 

 

 ท า 𝑅2 = 𝑅2 − 𝑅1 

[
1 1 1
0 −3 −1

−1 0 1
|

150
−150
−10

] 

 ท า 𝑅3 = 𝑅3 + 𝑅1 

[
1 1 1
0 −3 −1
0 1 2

|
150

−150
140

] 

 
 สลบั 𝑅2 กบั 𝑅3 

[
1 1 1
0 1 2
0 −3 −1

|
150
140

−150
] 
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 ท า 𝑅3 = 𝑅3 + 3𝑅2 

[
1 1 1
0 1 2
0 0 5

|
150
140
270

] 

 ท า 𝑅3 =
𝑅3

5
 

[
1 1 1
0 1 2
0 0 1

|
150
140
54

] 

 
 ท า 𝑅2 = 𝑅2 − 2𝑅3 

[
1 1 1
0 1 0
0 0 1

|
150
32
54

] 

  
 ท า 𝑅1 = 𝑅1 − 𝑅2 

[
1 0 1
0 1 0
0 0 1

|
118
32
54

] 

 
 ท า 𝑅1 = 𝑅1 − 𝑅3 

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
64
32
54

] 

 
สรุปค าตอบไดว้่า  𝑥 = 64 ,𝑦 = 32 และ 𝑧 = 54 
 
สรุปผลทีไ่ด ้ ทองแดง (Cu): 𝑥 = 64 กรมั 
  สงักะสี (Zn): 𝑦 = 32 กรมั 
  นิกเกิล (Ni): 𝑧 = 54กรมั 
  
 การตรวจสอบค าตอบและสรุปผลทางวิทยาศาสตร:์ ใหน้กัศกึษาตรวจสอบค าตอบที่ไดก้บั
เงื่อนไขในโจทย:์ แทนค่าในแต่ละสมการ 
 สมการท่ี 1 64 + 32 + 54 = 150 กรมั  (ถกูตอ้ง) 
 สมการท่ี 2 64    = 2 × 32  (ถกูตอ้ง) 
 สมการท่ี 3 54    = 64 − 10  (ถกูตอ้ง) 
สรุปว่า โลหะผสมประกอบดว้ยทองแดง 64 กรมั, สงักะสี 32 กรมั และนิกเกิล 54 กรมั 
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สรุปสาระส าคัญ 
 เมทรกิซ ์คือกลุม่ของตวัเลขหรือสญัลกัษณท์ี่จดัเรียงกนัเป็นแถว (rows) และคอลมัน ์
(columns) ในรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ โดยแต่ละต าแหน่งในเมทรกิซเ์รียกว่าสมาชิก (element) ขนาด
ของเมทรกิซจ์ะถกูระบดุว้ยจ านวนแถวคณูจ านวนคอลมัน ์เช่น เมทรกิซ  ์3×2 มี 3 แถว 2 คอลมัน ์
 เราสามารถด าเนินการกบัเมทรกิซไ์ดห้ลายอย่าง เช่น การบวก การลบ และการคณู ซึ่งมี
กฎเฉพาะตวั การบวกและลบจะท าไดเ้มื่อเมทรกิซม์ีขนาดเท่ากนั โดยน าสมาชิกในต าแหน่ง
เดียวกนัมาบวกหรือลบกนั ส่วนการคณูเมทรกิซจ์ะซบัซอ้นกว่า โดยจ านวนคอลมันข์องเมทรกิซ์
แรกตอ้งเท่ากบัจ านวนแถวของเมทรกิซท์ี่สอง 
 เมทรกิซม์ีบทบาทส าคญัในการแกร้ะบบสมการเชิงเสน้ การแปลงทางเรขาคณิต การ
จดัการขอ้มลูขนาดใหญ่ และเป็นรากฐานในสาขาต่างๆ เช่น วิทยาการคอมพิวเตอร ์ฟิสิกส ์และ
เศรษฐศาสตร.์ การท าความเขา้ใจเมทรกิซจ์ึงเป็นสิ่งจ าเป็นส าหรบัการวิเคราะหแ์ละแกไ้ขปัญหาที่
ซบัซอ้นในหลากหลายสาขาวิชา. 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่2  
 

1. ก าหนดให ้𝐴 = [
3 −2

−1 0
8 −4

] , 𝐵 = [
2 0
0 −1
5 6

] , 𝐶 =  [
1 0
0 −1
1 0

] จงหา  

  
 1. 𝐴 + 𝐵, 𝐵 − 𝐶, 2𝐴 − 3𝐶 

 2. จงหาเมทรกิซ ์𝑥 จากสมการ 2(𝑥 + 𝐶) = 2{𝑥 + 5(𝐴 − 𝑥)} + 𝐵 

 

2. ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2
3 0

] , 𝐵 = [
0 4
2 5

]  จงหา 𝐴𝐵 , 𝐵𝐴 
 

3. ก าหนดให ้𝐴 = [2 1 3] , 𝐵 = [
3
1
0
]  จงหา 𝐴𝐵 , 𝐵𝐴 

 

4. ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2 2
2 1 2
2 2 1

]   จงหา 𝐴2 − 4𝐴 − 5𝐼 

 

5. ก าหนดให ้𝐴 = [
3 −2

−1 0
8 −4

] , 𝐵 = [
1 2 −2
2 −1 2
2  2 0

]  จงหา det (𝐴𝐵) , det (𝐴𝑡) 

 

6. ก าหนดให ้ 𝐴 = ⌈

-1      1      1      2
-1     2      2     1 
4      3      3     0
3      0      2     -1

⌉จงหา det (𝐴)  

 

7. ก าหนดให ้𝐴 = [
𝑥 3 2
2 −1 2𝑥
0  3 −2

] , 𝐵 = [
2𝑥 −𝑥
3 1

]  จงหาค่าของ 𝑥 ที่ท าให ้ 

det 𝐴 = 4𝑑𝑒𝑡𝐵 
 

8. ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2
𝑎 3

] , 𝐵 = [
−1 1
2 1

]  และ  𝐶 = 2𝐴𝐵−1 + 𝐵−1 
 

9. ก าหนดให ้𝐴 = [
3 −2

−1 0
8 −4

] , 𝐵 = [
1 2 −2
2 −1 2
2  2 0

]  จงหา 𝐴−1 และ 𝐵−1 
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ขอ้ 10-12 จงแกร้ะบบสมการ ดว้ยวิธีต่อไปนี ้
 1. วิธีของคราเมอร ์(Cramer's Rule): ใชดี้เทอรม์ิแนนต ์(Determinant)  
 2. วิธีเมทริกซผ์กผนั (Inverse Matrix Method): หาเมทริกซผ์กผนัของ A (คือ 𝐴−1) แลว้
หา 𝑋 = 𝐴−1𝐵  
  3. การด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐาน (Elementary Row Operations) หรือวิธีการก าจดั
แบบเกาสเ์ซียน (Gaussian Elimination): แปลงเมทรกิซแ์ต่งเติม [𝐴 ∣ 𝐵] ใหอ้ยู่ในรูปขัน้บนัไดลด
รูปตามแถว (Reduced Row Echelon Form) 
10. จงแกร้ะบบสมการ     2𝑥 + 3𝑦 = 13 

       2𝑥 − 3𝑦 = −5 
 
11. จงแกร้ะบบสมการ  𝑥 + 𝑦 + 𝑧       = 7 
  2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧   = 0 
  3𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 = 17 
 
12. จงแกร้ะบบสมการ  𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 3 
  3𝑥 + 𝑦       = 6 
  2𝑥 + 𝑦        = 1 
 

13. นกัวิทยาศาสตรก์ าลงัท าการวิเคราะหต์วัอย่างสารละลายที่ไม่ทราบองคป์ระกอบ ซึ่งทราบว่า
ประกอบดว้ย กรดอ่อน 2 ชนิด (HA และ HB) และ เบสอ่อน 1 ชนิด (C) ละลายอยู่ในน า้ ท่ีสภาวะ
สมดลุ นกัวิทยาศาสตรไ์ดท้ าการวดัค่าบางอย่างที่เก่ียวขอ้งกบัความเขม้ขน้ของไอออนใน
สารละลาย และพบว่าสามารถตัง้สมการความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ของความเขม้ขน้ที่สภาวะสมดลุได ้
3 สมการดงันี:้ 
 ความเขม้ขน้ของ HA บวกกบัความเขม้ขน้ของ HB เท่ากบั 7 หน่วยโมลาร:์  

[𝐻𝐴] + [𝐻𝐵] = 7 
 ความเขม้ขน้ของ HA ลบดว้ยความเขม้ขน้ของ C เท่ากบั 1 หน่วยโมลาร:์  

[𝐻𝐴] − [𝐶] = 1 
 สองเท่าของความเขม้ขน้ของ HB บวกกบัความเขม้ขน้ของ C เท่ากบั 11 หน่วยโมลาร:์  

2[𝐻𝐵] + [𝐶] = 11 
 ถา้นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการหาค่าความเขม้ขน้ของกรด HA, กรด HB, และเบส C ในหน่วย
โมลาร ์(M) โดยใชค้วามรูเ้รื่อง ดีเทอรม์ิแนนซเ์มทรกิซ ์จงหาว่ากรดและเบสที่ท าการวิเคราะหแ์ต่ละ
ชนิดมีความเขม้ขน้เท่าใด 
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บทที ่3  
เรขาคณิตวิเคราะห ์

3.1 โพรเจกชัน (Projections) 
 3.1.1 โพรเจกชันของจุด ตามรูป 3.1 ให ้P เป็นจดุอยู่นอกเสน้ตรง L ถา้ลากเสน้ตรงจาก 
P มาพบเสน้ตรง L ที่จุด Q โดยเสน้ตรง PQ ตัง้ฉากกบัเสน้ตรง L แลว้จุด Q จะเป็นโพรเจกชนัของ
จดุ P บนเสน้ตรง L 

 
รูป 3.1 (จดุ Q เป็นโพรเจกชนัของจดุ P บนเสน้ตรง L เมื่อจดุ P อยู่นอกเสน้ตรง L) 

 
 

รูป 3.2 (ถา้ใหจ้ดุ P อยู่บนเสน้ตรง L โพรเจกชนัของจดุ P บนเสน้ตรง L ก็คือจดุ P) 
  
 3.1.2 โพรเจกชันของส่วนของเส้นตรง ตามรูป 3.3 และ 3.4 โพรเจกชนัของสว่นของ
เสน้ตรง AB บนเสน้ตรง L ไดแ้ก่สว่นของเสน้ตรง QR บนเสน้ตรง L โดยที่จุด Q และ R เป็นโพรเจก
ชนัของจดุ A และ B บนเสน้ตรง L ตามล าดบั 

 
รูป 3.3 (QR เป็นโพรเจกชนัของ AB) 

 
รูป 3.4 (QR เป็นโพรเจกชนัของ AB) 
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3.1.3 โพรเจกชันบนแกนพิกัดฉากของจุดต่างๆ 
 1. ทบทวนเร่ืองระบบแกนพิกัดฉาก 
   แกนพิกดัฉากประกอบดว้ยเสน้จ านวนที่ลากในแนวนอน เรียกว่า แกน 𝑥 
และเสน้จ านวนที่ลากในแนวด่ิง เรียกว่า แกน  𝑦   
  แกน 𝑥 และ แกน  𝑦  จึงตดัตัง้ไดฉ้ากกนับนพืน้ระนาบหน่ึง และแบ่งพืน้ระนาบ
ออกเป็นสี่สว่น แต่ละสว่นเรียกว่า ควอดรนัต ์(quadrant) 

 
จดุที่แกน 𝑥 ตดักบัแกน 𝑦 เรียกว่า จุดก าเนิด 

 ข้อสังเกตจุดในควอดรันตต์่างๆ 
 จุดในควอดรันตท์ี ่1 จะจบัคู่หนึ่งต่อหนึ่งกบัคู่อนัดบั ของจ านวนจรงิ ซึ่งมีจ านวนจรงิตวั
แรกเป็นบวก และจ านวนจรงิตวัหลงัเป็น บวก เช่นเดียวกนั เช่น (2,8) 
 จุดในควอดรันตท์ี ่2 จะจบัคู่หนึ่งต่อหนึ่งกบัคู่อนัดบั ของจ านวนจรงิ ซึ่งมีจ านวนจรงิตวั
แรกเป็นลบ และจ านวนจรงิตวัหลงัเป็น บวก เช่น (-3,7) 
 จุดในควอดรันตท์ี ่3 จะจบัคู่หนึ่งต่อหนึ่งกบัคู่อนัดบั ของจ านวนจรงิ ซึ่งมีจ านวนจรงิตวั
แรกเป็นลบ และจ านวนจรงิตวัหลงัเป็น ลบ ดว้ย เช่น (-4,-3) 
 จุดในควอดรันตท์ี ่4 จะจบัคู่หนึ่งต่อหนึ่งกบัคู่อนัดบั ของจ านวนจรงิ ซึ่งมีจ านวนจรงิตวั
แรกเป็นบวก และจ านวนจรงิตวัหลงัเป็น ลบ เช่นเดียวกนั เช่น (3,-3) 
 2. โพรเจกชันบนแกน 𝑥  
 โพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของจุด (𝑥, 𝑦 ) ก็คือจดุที่อยู่บนแกน 𝑥 ซึ่งมีโคออรดิ์เนตเป็น (𝑥,0) 
 3. โพรเจกชันบนแกน 𝑦  
 โพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของจดุ (𝑥, 𝑦 ) ก็คือจุดที่อยู่บนแกน  𝑦  ซึ่งมีโคออรดิ์เนตเป็น (0, 𝑦 ) 
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สรุป โพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของจดุ (𝑥, 𝑦 ) ก็คือจดุ (𝑥,0) 

  โพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของจุด (𝑥, 𝑦 ) ก็คือจุด (0, 𝑦 ) 
 

ตัวอย่างที ่3.1 จงหาโพรเจกชนับนแกน 𝑥และแกน  𝑦  ของจดุต่อไปนี ้
(3,4), (−3,2), (−2, −3), (4, −5) 
แนวคิด   
 1. โพรเจกชนัของจุด (3,4) บนแกน 𝑥 คือ

จดุ (3,0) 
2. โพรเจกชนัของจุด (3,4) บนแกน 𝑦 คือ
จดุ (0,4) 
3. โพรเจกชนัของจุด (−3,2) บนแกน 𝑥 
คือจุด (−3,0) 
4. โพรเจกชนัของจุด (−3,2) บนแกน 𝑦 
คือจุด (0,2) 
5. โพรเจกชนัของจุด (−2, −3) บนแกน 
𝑥 คือจดุ (−2,0) 
6. โพรเจกชนัของจุด (−2, −3) บนแกน 
𝑦  คือจดุ (0, −3) 
7. โพรเจกชนัของจุด (4, −5) บนแกน 𝑥 
คือจุด (4,0) 
8. โพรเจกชนัของจุด (4, −5) บนแกน  𝑦  
คือจุด (0, −5) 
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ตัวอย่างที ่3.2  จงหาโพรเจกชนับนแกน 𝑥 และแกน  𝑦  ของสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมจุด 
𝑃(−4,5) กบั 𝑄(4, −2) 
แนวคิด 

 
 

 1. โพรเจกชนับนแกน 𝑥  หาโพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของจดุ 𝑃(−4,5) ไดจ้ดุ 𝑃′(−4,0) 

และโพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของจดุ 𝑄(4, −2) ก็คือจดุ 𝑄′(4,0)  
 

∴ โพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมระหว่างจดุ 𝑃(−4,5) กบั 𝑄(4, −2) ก็

คือสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมระหว่างจดุ 𝑃′(−4,0) กบั 𝑄′(4,0) หรือคือสว่นของแกน 𝑥 จากจุด
𝑃′(−4,0) ถึง 𝑄′(4,0) 
 

 2. โพรเจกชนัของแกน  𝑦 โพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของจุด 𝑃(−4,5) คือจุด 𝑃′′(0,5) และ

โพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของจุด 𝑄(4, −2) ก็คือจดุ 𝑄′′(0, −2)  
 

∴ โพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของสว่นของเสน้ตรง 𝑃𝑄 ก็คือสว่นของแกน  𝑦  จากจุด 
𝑃′′(0,5) ถึงจดุ 𝑄′′(0, −2) 
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3.2 ระยะระหว่างจุด 2 จุด 
 ทฤษฎีบท : ถา้ 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) และ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) เป็นจดุในระนาบระยะระหว่างจดุ 𝑃1 และ 
𝑃2 จะเท่ากบั | 𝑃1 𝑃2| ซึ่งค านวณไดจ้ากสมการ 

| 𝑃1 𝑃2| = √(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2  

 

 สตูรนีส้ามารถน าไปใชค้ านวณหาได ้ไม่ว่า จุด 2 จุด คือ 𝑃1 กบั 𝑃2 จะอยู่บนเสน้ตรงที่

ขนานกบัแกน 𝑥 หรือขนานกบัแกน  𝑦  หรือไม่ขนานกบัแกนใดเลย 
 
ตัวอย่างที ่3.3 จงหาระยะระหว่างจดุ 𝐴(3, −1) และจดุ 𝐵(−4, −2) 

แนวคิด  จากสตูร | 𝑃1 𝑃2| = √(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2   

  เป็นระยะระหว่างจุด 𝑃1 และ 𝑃2 

  ∴ ระยะระหว่างจดุ 𝐴 และ 𝐵 = |𝐴𝐵| 

             |𝐴𝐵| = √(3 − (−4))
2

+ ((−1) − (−2))
2 

                     = √(3 + 4)2 + (−1 + 2)2 

         = √50 = 5√2 
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ตัวอย่างที ่3.4  จงหาความยาวของแต่ละดา้นของสามเหลี่ยมที่มีจุดมมุยอด ดงันี ้
𝐴(−2, −3) , 𝐵(5,1) , 𝐶(−2,5) และบอกดว้ยว่าเป็นสามเหลี่ยมชนิดใด 
แนวคิด 

 

ความยาว 𝐴𝐶 = 5 − (−3) = 5 + 3 = 8  

ความยาว 𝐴𝐵 = |𝐴𝐵| 

= √(5 + 2)2 + (1 + 3)2 = √65 

ความยาว 𝐵𝐶 = |𝐵𝐶| 

= √(5 + 2)2 + (1 − 5)2 = √65 

สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 มีดา้น 2 ดา้น ยาวเท่ากนั 

ดงันนั 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลี่ยมหนา้จั่ว ซึ่งมีดา้น 𝐴𝐶 
เป็นฐาน 

 
ตัวอย่างที ่3.5  สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ซึ่งมีจดุ  𝐴(−√3, 2) , 𝐵(2√3, −1) , 𝐶(2√3, 5) เป็นจุดมมุ
ยอด สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลี่ยมชนิดใด 
แนวคิด   หาความยาวดา้นทัง้สามของ สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ดงันี ้

    |𝐴𝐵| = √(−√3 − 2√3)
2

+ (2 + 1)2 

              = √(−3√3)
2

+ 9 = √36 = 6 

    |𝐵𝐶| = √(2√3 − 2√3)
2

+ (−1 − 5)2 

              = √0 + 36 = √36 = 6 

    |𝐴𝐶| = √(−√3 − 2√3)
2

+ (2 − 5)2 

              = √(−3√3)
2

+ 9 = √36 = 6 

 

 สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 มีดา้นทุกดา้นยาวเท่ากนั ดงันัน้จึงเป็นสามเหลี่ยมดา้นเท่า 
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ตัวอย่างที ่3.6 จงหาโคออรดิ์เนตของจดุ 𝐴 ซึ่งอยู่บนแกน  𝑦  ที่มีระยะห่างจากจุด 𝐵(−5, −2) 
และจดุ 𝐶(3,2) เท่ากนั 
แนวคิด   สมมติใหจ้ดุ 𝐴 มีโคออรดิ์เนตเป็น (0, 𝑦) ที่ใหพ้ิกดัตวัแรกเป็นศนูย ์เพราะทราบ

ว่า จดุ 𝐴 อยู่บนแกน  𝑦  
∴  |𝐴𝐵| = √(0 + 5)2 + (𝑦 + 2)2 = √25 + (𝑦2 + 4𝑦 + 4) 

  |𝐴𝐶| = √(0 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 = √9 + (𝑦2 − 4𝑦 + 4) 

โจทยก์ าหนดให ้   |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| 

∴  √25 + (𝑦2 + 4𝑦 + 4) = √9 + (𝑦2 − 4𝑦 + 4) 
 

ยกก าลงัสองทัง้สองขา้มของสมการได ้
  25 + (𝑦2 + 4𝑦 + 4) = 9 + (𝑦2 − 4𝑦 + 4)  

          8𝑦 =     9 − 25   =     −16 

           𝑦 =        
−16

8
        =     −2 

∴ โคออรดิ์เนตของจุด 𝐴 คือ (0, −2) 
 
3.3 การหาจุดกึ่งกลางระหว่างจุดสองจุด 
 ถา้ก าหนดใหจุ้ด 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) และจดุ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) เป็นจดุสองจุดบนพืน้ระนาบ ให ้
𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) เป็นจดุกึ่งกลางของสว่นของเสน้ตรง 𝑃1𝑃2 จะหาค่า 𝑥̅ และ 𝑦̅ ใหอ้ยู่ในเทอมของค่า 
𝑥1, 𝑦1 และ 𝑥2, 𝑦2 
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 จะเห็นไดว้่าจดุ 𝑄(𝑥1, 0), 𝑅(𝑥̅, 0), 𝑆(𝑥2, 0) เป็นโพรเจกชนับนแกน 𝑥 ของจดุ 
𝑃1(𝑥1, 𝑦1), 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) และ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) ตามล าดบั แต่ 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) เป็นจุดกึ่งกลางของเสน้ตรง 𝑃1𝑃2  

 ∴ 𝑅(𝑥̅, 0) จะเป็นจุดกึ่งกลางของสว่นของเสน้ตรง 𝑄𝑆 ดว้ย  
 (โดยคณุสมบติัของเสน้ขนาน) 
 ∴ |𝑄𝑅|     =      |𝑅𝑆| 

แต่ |𝑄𝑅|     =    |𝑥1 − 𝑥̅|   และ   |𝑅𝑆|     =    |𝑥̅ − 𝑥2| 

 ∴ |𝑥1 − 𝑥̅|     =    |𝑥̅ − 𝑥2| 

แต่ 𝑥̅ เป็นค่าที่อยู่ระหว่าง 𝑥1 กบั 𝑥2 กลา่วคือ 𝑥̅ อาจมากกว่า 𝑥1 และนอ้ยกว่า 𝑥2  หรือ 𝑥̅ อาจ
มากกว่า  𝑥2 และนอ้ยกว่า 𝑥1 
ดงันัน้  |𝑥1 − 𝑥̅| กบั |𝑥̅ − 𝑥2| จะมีเครื่องหมายเหมือนกนั คืออาจเป็น + ทัง้คู่ หรืออาจเป็น – 
ทัง้คู่ 
    ∴ 𝑥1 − 𝑥̅   =   𝑥̅ − 𝑥2  

            2𝑥̅  =   𝑥1 + 𝑥2   

𝑥̅  =    
  𝑥1 + 𝑥2

2
 

 
จดุ 𝐾, 𝑉 และ 𝑇 เป็นโพรเจกชนับนแกน  𝑦  ของจดุ 𝑃1 𝑃 และ 𝑃2 ตามล าดบั โดยวิธีท านอง
เดียวกบัการหาค่า 𝑥̅ จะสามารถหาค่า 𝑦̅ ไดต้ามสมการต่อไปนี ้
     𝑦̅  =    

  𝑦1+𝑦2

2
 

 

 

สรุป ถา้ 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) เป็นจดุกึ่งกลางระหว่างจุด 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) และ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2)  
แลว้ 𝑥̅  =    

  𝑥1+𝑥2

2
  และ 𝑦̅  =    

  𝑦1+𝑦2

2
 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 3 เรขาคณิตวเิคราะห ์

 
 79 

ตัวอย่างที ่3.7  (−4,6) และ (2,3) เป็นจดุปลายของเสน้ผ่านศนูยก์ลางของวงกลมวงหนึ่ง จงหา
จดุศนูยก์ลางของวงกลมวงนี ้
แนวคิด  จดุศนูยก์ลางของวงกลมย่อยเป็นจดุกึ่งกลางระหว่าง จดุปลายของเสน้ผ่าน
ศนูยก์ลางของวงกลมวงนัน้ ดงันัน้ ถา้ให ้𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) เป็นจุดกึ่งกลางระหว่าง (−4,6) และ (2,3) 
แลว้ 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) ก็คือ จดุศนูยก์ลางของวงกลมวงนีน้ั่นเอง หาค่า 𝑥̅ และ 𝑦̅ ไดด้งันี ้

𝑥̅  =    
  𝑥1 + 𝑥2

2
=

−4 + 2

2
=

−2

2
= −1 

           𝑦̅  =    
  𝑦1+𝑦2

2
=

6+3

2
=

9

2
 

   ∴ จดุศนูยก์ลางของวงกลมวงนีม้ีโคออรดิ์เนต (−1,
9

2
) 

 
3.4 จุดแบ่งเส้นตรงตามอัตราส่วนทีก่ าหนดให้ 
 1. แบ่งภายใน 
     ให ้𝑃(𝑥, 𝑦) เป็นจดุบนสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมจุด 𝑣 โดยแบ่งสว่นของเสน้ตรง 𝑃1𝑃2 นี ้
ออกเป็นสองสว่น ตามอตัราสว่น 𝑚1 ∶  𝑚2 ดงัรูป 
 

 
จดุ 𝑄(𝑥1, 0), 𝑅(𝑥, 0), 𝑆(𝑥2, 0) เป็นโพรเจกชนัของจดุ 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 𝑃(𝑥, 𝑦) และจดุ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) 

บนแกน 𝑥 ตามล าดบั  

   ตามก าหนดให ้  𝑚1

 𝑚2
  =     

|𝑄𝑅|

|𝑅𝑆|
 

    ∴  
𝑚1

 𝑚2
   =     

𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥
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       𝑚1(𝑥2 − 𝑥) =    𝑚2(𝑥 − 𝑥1) 

    𝑚1𝑥2 − 𝑚1𝑥 =   𝑚2𝑥 − 𝑚2𝑥1 

    𝑚1𝑥2 + 𝑚2𝑥1  =   𝑚1𝑥 + 𝑚2𝑥 

ดงันัน้     𝑥 =   
𝑚1𝑥2+𝑚2𝑥1

𝑚1+𝑚2
 

ในท านองเดียวกนั เราจะสามารถพิสจูนไ์ดว้่า 

     𝑦 =   
𝑚1𝑦2+𝑚2𝑦1

𝑚1+𝑚2
 

 
สรุป  ถา้ 𝑃(𝑥, 𝑦) เป็นจดุอยู่บนสว่นของเสน้ตรง ที่เชื่อมจดุ 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) และจดุ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2)

และแบ่งสว่นของเสน้ตรง 𝑃1𝑃2 นีอ้อกเป็นสองสว่นตามอตัราสว่น 𝑚1 ∶  𝑚2 แลว้จะได ้
 

   𝑥 =   
𝑚1𝑥2+𝑚2𝑥1

𝑚1+𝑚2
   และ   𝑦 =   

𝑚1𝑦2+𝑚2𝑦1

𝑚1+𝑚2
 

 
 2. แบ่งภายนอก 
     ให ้𝑃(𝑥, 𝑦) อยู่บนส่วนของเสน้ตรงที่ต่อออกไปจากส่วนของเสน้ตรงที่เชื่อมจุด 
𝑃1(𝑥1, 𝑦1) และจดุ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) ท าใหอ้ตัราส่วนระหว่าง 𝑃1𝑃 ต่อ 𝑃2𝑃 เท่ากบั 𝑚1 ∶  𝑚2 จะ
สามารถพิสจูนใ์นท านองเดียวกบักรณีแบ่งภายในไดว้่า 

 
 

𝑥 =   
𝑚1𝑥2−𝑚2𝑥1

𝑚1−𝑚2
   และ   𝑦 =   

𝑚1𝑦2−𝑚2𝑦1

𝑚1−𝑚2
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ตัวอย่างที ่3.8  จงหาโคออรดิ์เนตของจุดที่แบ่งสว่นของเสน้ตรง ซึ่งเชื่อมจดุ (1,3) และ (2,7) 
อย่างภายใน เป็นอตัราสว่น 3 ∶ 4 
แนวคิด  ใหโ้คออรดิ์เนตของจดุแบ่งคือ (𝑥, 𝑦) 

  จากสตูร  𝑥 =   
𝑚1𝑥2−𝑚2𝑥1

𝑚1−𝑚2
 

  ในทีนี ้  𝑚1 = 3 , 𝑚2 = 4 , 𝑥1 = 1 , 𝑥2 = 2 

  ∴                                      𝑥 =   
(3)(2)+(4)(1)

3+4
=   

10

7
 

  จากสตูร  𝑦 =   
𝑚1𝑦2+𝑚2𝑦1

𝑚1+𝑚2
 

  ในทีนี ้    𝑦1 = 3 , 𝑦2 = 7 

  ∴                                      𝑦 =   
(3)(7)+(4)(3)

3+4
=   

33

7
 

ดงันัน้   โคออรดิ์เนตของจุดแบ่ง คือ (10

7
,

33

7
) 

 
ตัวอย่างที ่3.9  จงหาโคออรดิ์เนตของจุดซึ่งแบ่งสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมต่อจดุ (−1,2) และ 
(4, −5) อย่างภายนอก เป็นอตัราสว่น 2 ∶ 3 

แนวคิด  ใหโ้คออรดิ์เนตของจดุแบ่งคือ (𝑥, 𝑦) 

จากสตูร  𝑥 =   
𝑚1𝑥2−𝑚2𝑥1

𝑚1−𝑚2
 

  ในทีนี ้  𝑚1 = 2 , 𝑚2 = 3 , 𝑥1 = −1 , 𝑥2 = 4 

  ∴                                      𝑥 =   
(2)(4)−(3)(−1)

2−3
=  −11 

  จากสตูร  𝑦 =   
𝑚1𝑦2−𝑚2𝑦1

𝑚1−𝑚2
 

  ในทีนี ้    𝑦1 = 2 , 𝑦2 = −5 

  ∴                                      𝑦 =   
(2)(−5)−(3)(2)

2−3
=   

−16

−1
= 16 

ดงันัน้   จดุแบ่งภายนอกมีโคออรดิ์เนต  คือ (−11,16) 
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3.5 การหาพืน้ทีข่องรูปสามเหล่ียม 
 1. เมื่อทราบความยาวของฐานและความสงูของรูปสามเหลี่ยม 
  สตูรพืน้ที่รูปสามเหลี่ยม =   

1

2
 × ฐาน × สงู 

 2. เมื่อทราบความยาวทัง้สามดา้นของรูปสามเหลี่ยม  
  ให ้𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวของดา้นของรูปสามเหลี่ยม 
  สตูรพืน้ที่รูปสามเหลี่ยม =  √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)   

   เมื่อ         𝑠 =   𝑎+𝑏+𝑐
2

 
 
ตัวอย่างที ่3.10 จงหาพืน้ที่ของรูปสามเหลี่ยม ซึ่งมีจดุยอดเป็น (4,5) (4, −3) และ (−5, −3) 

แนวคิด   จากรูปจะเห็นไดว้่าสว่นของเสน้ตรงที่เชื่อมต่อจุด (4,5) และ (4, −3) หรือ 𝑃𝑄 

นัน้ขนานกบัแกน  𝑦  และส่วนของเสน้ตรง ก็ขนานกบัแกน 𝑥  

 
 

∴ สามเหลี่ยม 𝑃𝑄𝑅 เป็นสามเหลี่ยมมมุฉาก ใช ้𝑄𝑅 เป็นฐาน ดงันัน้ 𝑃𝑄 จะเป็น
ความสงู 
 พืน้ที่รูปสามเหลี่ยม =   

1

2
 × ฐาน × สงู 

       =   
1

2
 × |−5 − 4| × |−3 − 5| 

       =   
1

2
 × 9 × 8 = 36 หน่วย 

หรืออาจใชส้ตูร  
พืน้ที่รูปสามเหลี่ยม =  √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)   

ให ้  𝑎 = |𝑃𝑄| = |−3 − 5| = 8 
  𝑏 = |𝑄𝑅| = |−5 − 4| = 9 
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  𝑐 = |𝑃𝑅| = √(−5 − 4)2 + (−3 − 5)2 = √145 = 12.04 
 
 พืน้ที่รูปสามเหลี่ยม =  √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 
      =  √14.52(14.52 − 8)(14.52 − 9)(14.52 − 12.04) 
      = 35.9996  =   36 หน่วย 
  
 3. การหาพืน้ที่ของรูปสามเหลี่ยม เมื่อทราบค่าโคออรดิ์เนต ของจดุยอดทัง้สาม 
 ให ้ 𝐴(𝑥1, 𝑦1) 𝐵(𝑥2, 𝑦2) และ 𝐶(𝑥3, 𝑦3) เป็นจดุยอดของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ดงั
รูป 

 
 จะไดส้ตูรการค านวณหาพืน้ที่ของสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶  รูปนีว้่า 

สตูรพืน้ที่สามเหลี่ยม =   
1

2
|(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) + (𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2) + (𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3)| 

 
หรืออาจพิจารณาจากรูปต่อไปนี ้
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ข้อสังเกต การเรียงค่าโคออรดิ์เนตตามรูปขา้งบน มีหลกัง่ายๆว่าจะเริ่มตน้จาก ค่า
โคออรดิ์เนตของจุดใดก่อนก็ได ้เรียงล าดบัวนไปทางใดทางหนึ่งเรื่อยๆ จนถึงค่าโคออรดิ์เนตของจดุ
เริ่มอีกครัง้ 
 
 
3.6 การหาค่าโคออรด์ิเนตของจุดตัดของเส้นมัธยฐาน 
 ให ้𝐴(𝑥1, 𝑦1) 𝐵(𝑥2, 𝑦2) และ 𝐶(𝑥3, 𝑦3) เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 โดยมี 
𝐷 𝐸 และ 𝐹 เป็นจุดกึ่งกลางของดา้น 𝐵𝐶 𝐶𝐴 และ 𝐴𝐵 ตามล าดบั และให ้𝐺(𝑥, 𝑦) เป็นจดุตดักนั
ของเสน้มธัยฐาน 
 หาค่า 𝑥, 𝑦 หรือโคออรดิ์เนตของจดุตดัของเสน้มธัยฐานไดจ้ากสตูร 
 หาค่า 𝑥 =   

𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
 

          𝑦 =   
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
 

จดุ 𝐺(𝑥, 𝑦) นี ้เรียกว่า Centroid ของรูปสามเหลี่ยม  
 

  
 
3.7 ความชันของเส้นตรง 
 ก าหนด 𝑃(𝑥1, 𝑦1) และ 𝑄(𝑥2, 𝑦2) โดยที่ 𝑥1 ≠ 𝑥2  
 𝑚 เป็นความชนัของเสน้ตรง 𝑃𝑄 ก็ต่อเมื่อ 

𝑚 =
𝑦1 − 𝑦2

𝑥1 − 𝑥2
=

𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
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 ให ้𝜃 เป็นมมุที่วดัแกน 𝑥 ทางบวกในทิศทวนเข็มนาฬิกาถึงเสน้ตรงท่ีก าหนด เรียก 𝜃 ว่า
มมุเอียงของเสน้ตรง 
 ดงันัน้ 𝑚 = tan 𝜃 เมื่อ 0° ≤ 𝜃 < 180° 
พิจารณาเสน้ตรงตามลกัษณะของความชนั 

 

เสน้ตรงขนานแกน 𝑥  
𝑚 = 0 
𝜃 = 0° 
 

 

เสน้ตรงเอียงท ามมุแหลมกบัแกน 𝑥  
𝑚 > 0 
0° < 𝜃 < 90° 

 

 

เสน้ตรงขนานแกน 𝑦 
ความชนัหาค่าไม่ได ้
𝜃 = 90° 
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เสน้ตรงเอียงท ามมุปา้นกบัแกน 𝑥 
𝑚 < 0 
90° < 𝜃 < 180° 
 

 
ข้อสังเกต 
 1. เสน้ตรงเสน้เดียวกนัความชนัย่อมเท่ากนั 
 2. เสน้ตรงสองเสน้ (ไม่ขนานกบัแกน 𝑦) จะขนานกนัก็ต่อเมื่อ เสน้ตรงทัง้สองมีความชนั
เท่ากนั 
 3. เสน้ตรงทัง้สองเสน้ (ไม่ขนานกบัแกน 𝑦) จะตัง้ฉากกนัก็ต่อเมื่อ ผลคณูของความชนัของ
เสน้ตรงทัง้สองเป็น −1 
 ให ้𝑚1 และ 𝑚2 เป็นความชนัของเสน้ตรง 𝑙1 และ 𝑙2 ตามล าดบั 
     𝑙1 ⊥ 𝑙2 ↔ 𝑚1𝑚2 = −1 
 เมื่อ 𝑙1 และ 𝑙2 ไม่ขนานแกน 𝑦 
 
3.8 ความสัมพันธซ์ึ่งมีกราฟเป็นเส้นตรง 
 1. เส้นตรงขนานแกน 𝒙 ตัดแกน 𝒚  ทีจุ่ด (𝟎, 𝒃) 
 มีสมการเป็น   𝑦 = 𝑏 

 
 2. เส้นตรงขนานแกน 𝒚 ตัดแกน 𝒙 ทีจุ่ด (𝒂, 𝟎) 
 มีสมการเป็น   𝑥 = 𝑎 
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3. เส้นตรงไม่ขนานแกน 𝒙 และไม่ขนานแกน 𝒚 
  3.1 ก าหนดจุด (𝑥1, 𝑦1) และความชนั 𝑚 
  สมการเสน้ตรง คือ  𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 
  เรียกสมการในรูปนีว้่า Point-slope form 

ตัวอย่างที ่3.11 เสน้ตรงที่มีความชนัเป็น −
5

2
 ผ่านจดุ (−1,6) 

แนวคิด  มีสมการเป็น  𝑦 − 6  =   − 5
2

(𝑥 − (−1))  
            2𝑦 − 12  =    −5𝑥 − 5 
     5𝑥 + 2𝑦 − 7  =    0 
  

  3.2 ก าหนดจุด 2 จุด คือ (𝑥1, 𝑦1) และ (𝑥2, 𝑦2) 

  สมการเสน้ตรง คือ  
𝑦−𝑦1

𝑥−𝑥1
=

𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 

  เรียกสมการในรูปนีว้่า Two-point form 
 
ตัวอย่างที ่3.12 เสน้ตรงที่ผ่านจุด (4, −7) และ (3,9) 

แนวคิด   มีสมการเป็น  
𝑦−9

𝑥−3
    =   

9−(−7)

3−4
 

               −𝑦 + 9 =   16𝑥 − 48 
     16𝑥 + 𝑦 + 57 =   0 
 
  3.3 ก าหนดความชนั 𝑚 ตดัแกน 𝑦 ที่จุด (0, 𝑐) 
  สมการเสน้ตรง คือ  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 

 เรียกสมการในรูปนีว้่า Slope-intercept form และเป็นสมการมาตรฐาน 
(Standard equation) 
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ตัวอย่างที ่3.13 เสน้ตรงมีความชนั 
4

7
 ตดัแกน 𝑦 ที่จดุ (0, −2) 

แนวคิด   มีสมการเป็น   𝑦 =
4
7

𝑥 + (−2) 
  หรือ   4𝑥 − 7𝑦 − 14 = 0 
หมายเหตุ 
 ถา้เสน้ตรงตดัแกน 𝑥 ที่จดุ (𝑎, 0)เรียก 𝑎 ว่า ระยะตดัแกน 𝑥 (𝑥 − 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡)  
 ถา้เสน้ตรงตดัแกน 𝑦 ที่จดุ (0, 𝑏)เรียก 𝑏 ว่า ระยะตดัแกน 𝑦 (𝑦 − 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡)  

 
จากรูป 
ระยะตดัแกน 𝑥 คือ −5 
ระยะตดัแกน 𝑦 คือ 3 

  3.4 ก าหนดระยะแกน 𝑥 เป็น 𝑎 ระยะตดัแกน 𝑦 เป็น 𝑏 

 
   สมการเสน้ตรง คือ  𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1  เมื่อ 𝑎, 𝑏 ≠ 0 

   เรียกสมการในรูปนีว้่า Intercept form 
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ตัวอย่างที ่3.14 เสน้ตรงมีระยะตดัแกน 𝑥 เป็น 
3

5
 ระยะตดัแกน 𝑦 เป็น −

6

7
 

แนวคิด  มีสมการเป็น  𝑥
3

5

+
𝑦

−
6

7

= 1 

     5𝑥

3
−

7𝑦

6
= 1 

     10𝑥 − 7𝑦 − 6 = 0 
 
  3.5 สมการทั่วไป (General equation) ของเสน้ตรง 
  สมการเสน้ตรง คือ  𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 
  เมื่อ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นค่าคงตวั โดยที่ 𝐴 และ 𝐵 ไม่เป็นศนูยพ์รอ้มกนั 
  1) ถา้ 𝐴 = 0 และ 𝐵 ≠ 0  จะได ้𝑦 = −

𝐶

𝐵
 เป็นเสน้ตรงขนานแกน 𝑥 

  2) ถา้ 𝐴 ≠ 0 และ 𝐵 = 0  จะได ้𝑥 = −
𝐶

𝐴
 เป็นเสน้ตรงขนานแกน 𝑦 

  3) ถา้ 𝐴 ≠ 0 และ 𝐵 ≠ 0  จะไดเ้สน้ตรงที่มีความชนัเป็น  − 𝐴

𝐵
  มีระยะตดัแกน 𝑥 

เป็น − 𝐶

𝐴
 มีระยะตดัแกน 𝑦 เป็น − 𝐶

𝐵
 

 
ตัวอย่างที ่3.15 จากสมการเสน้ตรง 6𝑥 − 4𝑦 + 15 = 0 
แนวคิด   จะได ้𝐴 = 6 , B =  −4 , 𝐶 = 15 

  เสน้ตรงนีม้ีความชนั = −
𝐴

𝐵
 =  

−6

−4
 =   

3

2
 

 ระยะตดัแกน 𝑥  = −
𝐶

𝐴
 =  −

15

6
 =  −

5

2
 

 ระยะตดัแกน 𝑦  = −
𝐶

𝐵
 =  

−15

−4
 =  

15

4
 

 
3.9 ระยะทางระหว่างเส้นตรงกับจุด 
 ก าหนดสมการเสน้ตรง 𝑙 คือ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 และ 𝑃(𝑥1, 𝑦1) เป็นจดุใดๆที่
ไม่อยู่บนเสน้ตรง 𝑙  
 ให ้𝑑 เป็นระยะทางจากจุด 𝑃 ไปยงัเสน้ตรง 𝑙 

    𝑑 =
|𝐴𝑥1+𝐵𝑦1+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
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ตัวอย่างที ่3.16  ระยะทางจากจดุ (−4,10) ไปยงัเสน้ตรง 2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0 

แนวคิด    𝑑 =
|2(−4)−10+3|

√22+(−1)2
  =   

15

√5
  =   3√5 หน่วย 

 
 
 
3.10 ระยะห่างระหว่างเส้นคู่ขนาน 
 ก าหนด 𝑙1 และ 𝑙2 เป็นเสน้ขนาน 2 เสน้ โดย 
 𝑙1 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶1 = 0 และ  
 𝑙2 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶2 = 0 
 ให ้𝑑 เป็นระยะห่างระหว่างเสน้คู่ขนาน 𝑙1 และ 𝑙2 

    𝑑 =
|𝐶1−𝐶2|

√𝐴2+𝐵2
 

 
ตัวอย่างที ่3.17  ระยะห่างระหว่างเสน้คู่ขนาน 3𝑥 − 4𝑦 + 9 = 0 และ 3𝑥 − 4𝑦 − 6 = 0 
แนวคิด   𝑑 =

|9−(−6)|

√32+(−4)2
  =   

15

5
  =   3 

 
สมการเส้นตรงแบ่งคร่ึงมุมระหว่างเส้นตรง 2 เส้นตัดกัน 
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 ก าหนดสมการเสน้ตรง 𝑙1 และ 𝑙2 
  𝑙1 = 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 
  𝑙2 = 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0 
 สมการเสน้แบ่งครึง่มมุที่เกิดจากเสน้ตรง 𝑙1 ตดักบั 𝑙2 คือ 
    𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+𝐶1

√𝐴1
2+𝐵1

2
= ±

𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+𝐶2

√𝐴2
2+𝐵2

2
 

ตัวอย่างที ่3.18  สมการเสน้แบ่งมมุที่เกิดจากเสน้ตรง 7𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 และ 𝑥 − 𝑦 + 7 = 0 
แนวคิด     7𝑥+𝑦−3

√72+12
= ±(

𝑥−𝑦+7

√12+12
) 

    7𝑥+𝑦−3

5√2
= ±(

𝑥−𝑦+7

√2
) 

       7𝑥 + 𝑦 − 3 = ±(5𝑥 − 5𝑦 + 35) 
 จะได ้              2𝑥 + 6𝑦 − 38 = 0 
 และ           12𝑥 − 4𝑦 + 32 = 0 
 
มุมทีเ่กิดจากเส้นตรง 2 เส้นตัดกัน 

 
 ใหเ้สน้ตรง 𝑙1 และ 𝑙2 มีความชนัเป็น  𝑚1 และ 𝑚2 ตามล าดบั 

 𝜃 เป็นมมุที่เกิดจากเสน้ตรง 𝑙1 ตดักบั 𝑙2 โดยวดัจาก 𝑙2 ไป 𝑙1 ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
     tan 𝜃 =

 𝑚1−𝑚2

1+ 𝑚1𝑚2
 

 หมายเหต ุ นีจ้ะเป็นมมุบวกที่เล็กที่สดุจาก 𝑙1 ไป 𝑙2 

เป็นสมการที่ตอ้งการ 
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ตัวอย่างที ่3.19 จงหามมุที่เกิดจากเสน้ตรง 2𝑥 − 3𝑦 − 5 = 0 ตดักบัเสน้ตรง 𝑥 + 5𝑦 + 2 = 0 
แนวคิด   เสน้ตรง 2𝑥 − 3𝑦 − 5 = 0 มีความชนั = 𝑚1 =

2

3
  

  เสน้ตรง 𝑥 + 5𝑦 + 2 = 0 มีความชนั = 𝑚2 = −
1

5
 

  จาก    tan 𝜃 =
 𝑚1−𝑚2

1+ 𝑚1𝑚2
 

               =
2
3

−(−
1
5

)

1+
2
3

(−
1
5

)
 

                          =
13
15
13
15

 

                = 1 
            𝜃 = 45° 
 ดงันัน้ เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัเป็นมมุ 45° 
 
3.11 ภาคตัดกรวย 
 ภาคตดักรวย (Conic section) เป็นเสน้ที่เกิดจากการน าพืน้ระนาบหรือระนาบ (Plane) 
มาตดัพืน้ผิวของกรวยกลมตรง เสน้เหลา่นีเ้ป็นเซตของจดุที่อยู่ทัง้หมดบนระนาบและพิน้ผิวของ
กรวย ซึ่งมีทัง้จดุ เสน้ตรง และเสน้โคง้ เช่น วงกลม วงรี พาราโบลา และไฮเพอรโ์บลา 
 
1. วงกลม 
 วงกลม คือ เซตของจดุทกุจดุบนระนาบซึ่งอยู่ห่างจากจดุคงที่บนระนาบเป็นระยะทาง
เท่ากนัเสมอ เรียกจุดคงที่ว่า จดุศนูยก์ลาง และเรียกระยะทางคงที่ที่เท่ากนัว่า รศัมีของวงกลม 
 

 

สมการรูปมาตรฐานวงกลม 
จดุศนูยก์ลาง (0,0) 
(𝑥)2 + (𝑦)2 = 𝑟2 

จดุศนูยก์ลาง(ℎ, 𝑘) 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 
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ตัวอย่างที ่3.20 จงหาสมการของวงกลมซึ่งมีจดุ 𝐴(−1,3) และ 𝐵(5,7) เป็นจดุปลายของเสน้
ผ่านศนูยก์ลางของวงกลม 
แนวคิด  จดุศนูยก์ลางเป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  ดงันัน้ พิกดัของจุดศนูยก์ลาง คือ 

     (
−1+5

2
,

3+7

2
) = (2,5) 

 

  รศัมี   =   ระยะห่างระหว่างจดุ (−1,3) และ (2,5) 

             = √(−1 − 2)2 + (3 − 5)2 
               = √9 + 4 
               = √13 
 ดงันัน้ สมการของวงกลม คือ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 5)2 = 13 
 หรือ 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 10𝑦 + 16 = 0 
 
 
2. พาราโบลา 
 พาราโบลา คือ เซตของจุดทุกจดุบนระนาบที่อยู่ห่างจากจดุคงที่จุดหนึ่ง และอยู่ห่างจาก
เสน้ตรงคงที่เสน้หนึ่งเป็นระยะทางเท่ากนัเสมอ  

 
จุดยอด ลักษณะ สมการรูปมาตรฐาน 

(0,0) 

 

หงาย - คว ่า 
 

4𝑐𝑦 = 𝑥2 

ตะแคง(ปิด)ซา้ย - ขวา 4𝑐𝑥 = 𝑦2 

(ℎ, 𝑘) 

 

หงาย - คว ่า 
 

4c(𝑦 − 𝑘) = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 

ตะแคง(ปิด)ซา้ย - ขวา 4c(𝑥 − ℎ) = 𝑎(𝑦 − 𝑘)2
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ตัวอย่างที ่3.21 ก าหนดพาราโบลาที่มีสมการ (𝑥 + 3)2 = 6(𝑦 − 2) จงหา จดุยอด โฟกสั 
ไดเรกตริกซ ์ความยาวเลตสัเรกตมั พรอ้มทัง้วาดกราฟ 
แนวคิด  (𝑥 + 3)2 = 6(𝑦 − 2) เทียบกบั (𝑥 − ℎ)2 = 4𝑐(𝑦 − 𝑘)  จะไดว้่า  
จดุยอดอยู่ที่  (ℎ, 𝑘) = (−3,2) และ      4𝑐 = 3 

                          𝑐 =
3

2
 

         จากสมการของพาราโบลา จะไดว้่า 
แกนของพาราโบลาขนานกบัแกน 𝑦 และ
เนื่องจาก 𝑐 > 0 แสดงว่า พาราโบลานีเ้ป็น
พาราโบลาหงาย 
 

 

 

โฟกสัอยู่เหนือจุดยอด 3
2
 หน่วย ดงันัน้  

  โฟกสัอยู่ที่  (−3, 2 +
3

2
) = (−3,

7

2
) 

  ไดเรกตริกซ ์ตัง้ฉากกบัแกน 𝑦 อยู่ต  ่ากว่าจดุยอด 3
2
 หน่วย ดงันัน้ 

  สมการของไดเรกตริกซ ์คือ  𝑦 = 2 −
3

2
 

      𝑦 =
1

2
 

  ความยาวเลตสัเรกตมั = |4𝑐| = 6  หน่วย 
 
3. วงร ี
 วงรี คือ คือเซตของจดุบนระนาบซึ่งผลบวกของระยะทางจากจดุใดๆในเซตนีไ้ป
ยงัจดุคงที่สองจดุ มีค่าคงตวัเสมอ 
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จุดศูนยก์ลาง ลักษณะ สมการรูปมาตรฐาน 

(0,0) 

 

แนวนอน 
 

(𝑥)2

𝑎2
+

(𝑦)2

𝑏2
= 1 

แนวตัง้ (𝑥)2

𝑏2
+

(𝑦)2

𝑎2
= 1 

 

(ℎ, 𝑘) 

 

แนวนอน 

 

(𝑥 − ℎ)2

𝑎2
+

(𝑦 − 𝑘)2

𝑏2
= 1 

แนวตัง้ 

(𝑥 − ℎ)2

𝑏2
+

(𝑦 − 𝑘)2

𝑎2
= 1 

;   𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 และ 𝑎 > 𝑏 > 0 

ตัวอย่างที ่3.22 จงหาสมการของวงรีที่มีโฟกสัอยู่ที่ (−5, 0) และ (5, 0) และมีผลบวกของ
ระยะทางจากจดุบนวงรีถึงโฟกสัทัง้สอง เท่ากบั 12 หน่วย 
แนวคิด   ผลบวกของระยะทางจากจุดบนวงรีถึงโฟกสัทัง้สอง = 2𝑎 
  ดงันัน้   2𝑎 = 12 

      𝑎 = 6 
  จากโฟกสั (−5, 0) และ (5, 0) จะไดว้่า จดุศนูยก์ลางอยู่ที่ (0, 0) และ 𝑐 = 5 
  ดงันัน้   𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 = 36 − 25 = 11 
  เนื่องจากโฟกสัอยู่บนแกน ดงันัน้ สมการของวงรีคือ 

     𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1 

     𝑥2

36
+

𝑦2

11
= 1 

  หรือ      11𝑥2 + 36𝑦2 = 396 
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4. ไฮเพอรโ์บลา 
 ไฮเพอรโ์บลา คือ เซตของจดุบนระนาบซึ่งผลต่างของระยะทางจากจดุนีไ้ปยงัจดุ
คงที่สองจดุบนระนาบมีค่าคงตวัเสมอ 

 
จุดศูนยก์ลาง ลักษณะ รูปมาตรฐาน 

(0,0) 

 

แนวนอน 
 

(𝑥)2

𝑎2
−

(𝑦)2

𝑏2
= 1 

แนวตัง้ (𝑦)2

𝑎2
−

(𝑥)2

𝑏2
= 1 

 

(ℎ, 𝑘) 

 

แนวนอน 
(𝑥 − ℎ)2

𝑎2
−

(𝑦 − 𝑘)2

𝑏2
= 1 

แนวตัง้ 

(𝑦 − 𝑘)2

𝑎2
−

(𝑥 − ℎ)2

𝑏2
= 1 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 

ตัวอย่างที ่3.23 จงหาสมการของไฮเพอรโ์บลาซึ่งมีจดุยอดจดุหนึ่งอยู่ที่ (3, 3) โฟกสัจดุหนึ่งอยู่ที่ 
(−4, 3)และจดุศนูยก์ลางอยู่บนแกน 𝑦 
แนวคิด          จุด (−4, 3) และ (3, 3) อยู่ในแนวที่ขนานกบัแกน 𝑥 ดงันัน้แกนตามขวางจะขนาน
กบัแกน 𝑥 
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 เนื่องจาก จุดศนูยก์ลางอยู่บนแกน 𝑦 ดงันัน้ จุดศนูยก์ลางอยู่ที่ (0, 3) 
 𝑎 = 3 และ 𝑐 = 4  
 ดงันัน้  𝑏2 = 16 − 9 = 7 

 สมการของไฮเพอรโ์บลา คือ  (𝑥−0)2

9
−

(𝑦−3)2

7
= 1 

                  7𝑥2 − 9(𝑦2 − 6𝑦 + 9) = 63 
                 7𝑥2 − 9𝑦2 + 54𝑦 − 144 = 0 
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วงโคจรของดาวเทียมที่เป็นวงรี หรือเสน้ทางการเคลื่อนที่ของอนภุาคที่เป็นพาราโบลา 
 สรา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร:์ เมื่อเราเห็นรูปทรงแลว้ เราสามารถใชส้มการทาง
เรขาคณิตวิเคราะหม์าอธิบายรูปทรงเหลา่นัน้ไดอ้ย่างแม่นย า ซึ่งเป็นพืน้ฐานส าคญัในการสรา้ง
แบบจ าลองทางวิทยาศาสตรเ์พื่อท านายหรืออธิบายพฤติกรรมของระบบต่างๆ 
 แกปั้ญหาที่ซบัซอ้นในโลกแห่งความเป็นจรงิ: ไม่ว่าจะเป็นการค านวณหาระยะทาง การหา
จดุที่วตัถจุะมาบรรจบกนั หรือการออกแบบอปุกรณต่์างๆ ความรูเ้รื่องพิกดั ระยะทาง จดุตดั และ
สมการของรูปทรงเรขาคณิตต่างๆ ลว้นเป็นเครื่องมือส าคญัในการแกไ้ขปัญหาในหลากหลาย
สาขาวิชา ตัง้แต่ฟิสิกส ์เคมี ไปจนถึงชีววิทยาและดาราศาสตร ์
 การสอนวิทยาศาสตรโ์ดยผสานเรขาคณิตวิเคราะหเ์ขา้ดว้ยกนั จึงไม่เพียงแต่ช่วยให้
นกัเรียนพฒันาทกัษะการคิดเชิงค านวณเท่านัน้ แต่ยงัช่วยเสรมิสรา้งความเขา้ใจเชิงมโนภาพ 
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(Visual Understanding) และทกัษะการแกปั้ญหาเชิงประยกุต ์ซึ่งเป็นสิ่งจ าเป็นอย่างยิ่งส าหรบั
การเป็นนกัวิทยาศาสตรแ์ละนกัคิดในยุคปัจจุบนั 
 
ตวัอย่างการน าไปใชใ้นการสอนวิทยาศาสตร ์มีดงันี ้
 สถานการณ ์1.มีเรืออยู่ที่จุด A (2,3) และตอ้งการเดินทางไปยงัจดุ B (8,11) โดยพิกดัเป็น
กิโลเมตร จงค านวณระยะทางที่สัน้ที่สดุระหว่างเรือทัง้สองล า (เสน้ตรง):  
แนวคิด  ใชส้ตูรระยะห่าง  
 𝑑 = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2  

 𝑑 = √(8 − 2)2 + (11 − 3)2    
 𝑑 = √36 + 64 

  𝑑 = 100   
 𝑑 = 10    กิโลเมตร 
 
สถานการณ ์2 นกัวิทยาศาสตรก์ าลงัท าการทดลองเพื่อศกึษาความสมัพนัธร์ะหว่าง ระยะที่ปลอ่ย
วตัถ ุ(x) กบั ระยะที่วตัถุหยดุนิ่ง (y) หลงัจากท่ีปลอ่ยลงบนพืน้ผิวที่มีแรงเสียดทาน พวกเขาไดท้ า
การทดลองสองครัง้และเก็บผลลพัธไ์ดด้งันี:้ 
 1. การทดลองที่ 1: เมื่อปล่อยวตัถจุากระยะ 2 เมตร (x = 2) วตัถจุะหยดุนิ่งที่ระยะ 4 เมตร 
(y = 4)  ดงันัน้ไดจุ้ดขอ้มลูคือ (2, 4) 
 2. การทดลองที่ 2: เมื่อปล่อยวตัถจุากระยะ 4 เมตร (x = 4) วตัถจุะหยดุนิ่งที่ระยะ 8 เมตร 
(y = 8)  ดงันัน้ไดจุ้ดขอ้มลูคือ (4, 8) 
 นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการหาสมการเสน้ตรง ที่แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างระยะที่ปล่อยวตัถุ
กบัระยะที่วตัถุหยดุนิ่ง เพื่อใชใ้นการท านายผลลพัธข์องการปลอ่ยวตัถใุนระยะอื่นๆ 
แนวคิด  

หาความชนั (m):        𝑚 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
=

8−4

4−2
 

   = 2 

ใชส้มการจดุ-ความชนั   𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) เลือกจุด (2,4) และ 𝑚 = 2:  
    𝑦 − 4 = 2(𝑥 − 2) 
   𝑦 − 4 = 2𝑥 − 4 
   𝑦        = 2𝑥 
ค าตอบ: สมการเสน้ตรงที่อธิบายความสมัพนัธน์ีคื้อ 𝑦 = 2𝑥 
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สถานการณ ์3 ในระบบนิเวศแห่งหนึ่ง นกัชีววิทยาไดศ้กึษาความสมัพนัธร์ะหว่างจ านวน
ประชากรของกวาง (เหยื่อ) และหมาป่า (ผูล้่า) พบว่าสามารถสรา้งแบบจ าลองความสมัพนัธไ์ด้
ดว้ยสมการเชิงเสน้ดงันี:้ 
 สมการ (1) (ความสมัพนัธท์ี่ผูล้า่ตอ้งการเหยื่อ): จ านวนหมาป่า (𝑦) จะแปรผนัตามจ านวน
กวาง (𝑥) โดยมีสมการคือ: 𝑦 = 0.5𝑥 − 2 

 สมการ (2) (ความสมัพนัธท์ี่เหยื่อไดร้บัผลกระทบจากผูล้่า): จ านวนกวาง (𝑥) จะ
แปรผกผนักบัจ านวนหมาป่า (𝑦) โดยมีสมการคือ: 𝑥 = −2𝑦 + 10 

 ค าถาม: จงหาจุดสมดลุ ของจ านวนประชากรกวางและหมาป่าในระบบนิเวศนี ้โดยที่
จ  านวนประชากรทัง้สองชนิดจะคงที่และไม่เปลี่ยนแปลง  
แนวคิด สมมติให:้ 
 𝑥 = จ านวนประชากรเหยื่อ (หน่วย: พนัตวั) 
 𝑦 = จ านวนประชากรผูล้่า (หน่วย: พนัตวั) 
สมการความสมัพนัธ:์ 
 𝑦 = 0.5𝑥 − 2   .................(1) (ความสมัพนัธท์ี่ผูล้า่ตอ้งการเหย่ือ) 
 𝑥 = −2𝑦 + 10 .................(2) (ความสมัพนัธท์ี่เหยื่อไดร้บัผลกระทบจากผูล้า่) 
 หาจดุสมดลุ (จดุตดัของสมการ): น าสมการ (1) แทนในสมการ (2): 
   𝑥 = −2(0.5𝑥 − 2) + 10 
   𝑥 = −𝑥 + 4 + 10  
   𝑥 = −𝑥 + 14 2 
   𝑥 = 14  
   𝑥 = 7 
 แทนค่า 𝑥 = 7 ในสมการ (1)     : 𝑦 = 0.5(7) − 2 

     𝑦 = 3.5 − 2  
     𝑦 = 1.5 
ดังน้ัน จดุสมดลุคือ (7,1.5) หมายความว่าเมื่อประชากรเหยื่อมี 7,000 ตวั และผูล้า่มี 1,500 ตวั 
ระบบนิเวศจะอยู่ในภาวะสมดลุ (ตามแบบจ าลองนี)้ 
สถานการณท์ี ่4 นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการสรา้งหอสง่สญัญาณของหอ้งทดลอง 3 แห่ง ที่ตัง้อยู่บน
พิกดั 𝐴 (0,0), 𝐵 (6,0) และ 𝐶 (0,8) จงหาต าแหน่งของหอสง่สญัญาณที่ห่างจากหอ้งทดลองทัง้
สามนีเ้ป็นระยะทางเท่ากนั 
แนวคิด  หาสมการเสน้ตัง้ฉากและแบ่งครึง่: ระหว่าง 𝐴(0,0) และ 𝐵(6,0) 
  จดุกึ่งกลาง 𝐴B คือ ((0+6

2
,

0+0

2
 = (3,0) เสน้ 𝐴B เป็นเสน้แนวนอน ดงันัน้เสน้ตัง้ฉากคือ 

𝑥 = 3 
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 ระหว่าง ระหว่าง 𝐴(0,0) และ 𝐶 (0,8) จดุกึ่งกลาง 𝐴C คือ ((0+0

2
,

0+8

2
 = (0,4) เสน้ 

𝐴B เป็นเสน้แนวตัง้ ดงันัน้เสน้ตัง้ฉากคือ 𝑦 = 4 

 จดุศนูยก์ลางของวงกลมคือจดุตดัของเสน้ตัง้ฉากและแบ่งครึง่ทัง้สองเสน้ 
ค าตอบ: จดุศนูยก์ลางของทัง้ 3 จดุ อยู่ที่พิกดั (3, 4) 
 
สถานการณ ์5 ในการทดลองเรื่องการกระเจิงของอนภุาค นกัวิทยาศาสตรย์ิงอนภุาคเขา้ไปใน
ตวักลางหนึ่งและบนัทึกต าแหน่งที่อนภุาคตกลงบนฉากรบั นกัวิทยาศาสตรส์งัเกตเห็นว่าเสน้ทาง
การเคลื่อนที่ของอนภุาคเป็น พาราโบลา และตอ้งการหาต าแหน่งของจดุโฟกสัเพื่อท าความเขา้ใจ  
เสน้ทางการกระเจิงของอนภุาคสามารถอธิบายไดด้ว้ยสมการพาราโบลา 𝑥2 = 8𝑦 โดยที่จุดยอด
อยู่ที่ (0,0) จงหาจุดโฟกสัของการกระเจิง 
แนวคิด  หาจดุโฟกสั: สมการพาราโบลาในรูปมาตรฐานคือ 𝑥2 = 4𝑐𝑦   
               เมื่อเปรียบเทียบกบั 𝑥2 = 8𝑦 เราจะได ้𝑐 = 2  
 
วาดรูปเพื่อประกอบการคิด ไดด้งันี ้

 
 
 จาก พาราโบลาที่เปิดขึน้มจีุดโฟกสัจะอยู่ที่ (0,2) 

ดังน้ัน จดุโฟกสัของเสน้ทางการกระเจิงของอนภุาคอยู่ที่พิกดั  (0,2) 
 

สรุปสาระส าคัญ 
 ระบบพิกดัคารท์ีเซียน: เป็นรากฐานส าคญัของเรขาคณิตวิเคราะห ์โดยใชแ้กนตัง้ (แกน Y) 
และแกนนอน (แกน X) ที่ตดักนัเป็นมมุฉาก ณ จุดก าเนิด (0,0) เพื่อก าหนดต าแหน่งของ จดุ ใด ๆ 
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ในระนาบดว้ยคู่ล  าดบั (x,y) การมีระบบพิกดันีท้  าใหส้ามารถแปลงปัญหาเรขาคณิตใหเ้ป็นปัญหา
ทางพีชคณิตได ้
 การหาสมการเสน้ตรง อาจตอ้งใชค้วามรูเ้ก่ียวกบั การหาระยะทางระหว่างจดุกบัจุด จุด
กบัเสน้ตรง ระยะทางระหว่างเสน้ตรง จดุกึ่งกลาง ความชนั จดุตดัแกน  เหลา่นีช้่วยใหเ้ราสามารถ
วิเคราะหค์วามสมัพนัธเ์ชิงเสน้ได ้
 รูปภาคตดักรวย (Conic Sections): วงกลม, พาราโบลา, วงรี, และไฮเพอรโ์บลา คือ
รูปทรงเรขาคณิตที่เกิดจากการตดักรวยดว้ยระนาบ ซึ่งแต่ละรูปมี สมการมาตรฐาน เฉพาะตวั  
การศึกษาภาคตดักรวยช่วยใหเ้ขา้ใจรูปทรงโคง้ต่าง ๆ ที่พบไดใ้นธรรมชาติและวิศวกรรม 
 การประยกุตใ์ชใ้นการแกปั้ญหา: แนวคิดและเครื่องมือของเรขาคณิตวิเคราะหถ์กูน าไปใช้
ในหลายสาขา เช่น ฟิสิกส ์(การเคลื่อนที่ของวตัถุ, วงโคจร), วิศวกรรม (การออกแบบโครงสรา้ง, 
กราฟิกคอมพิวเตอร)์, และวิทยาการคอมพิวเตอร ์(อลักอรทิมึทางเรขาคณิต) การเปลี่ยนปัญหา
เรขาคณิตใหเ้ป็นสมการพีชคณิตท าใหส้ามารถวิเคราะหแ์ละแกปั้ญหาที่ซบัซอ้นไดอ้ย่างเป็นระบบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่3 
1. ก าหนดจดุ 𝐴(−11,6) , 𝐵(2, −7) , 𝐶(3,5) , 𝐷(−5, −3) , 𝐸(−1, −4) และ 𝐹(1,7) จงหา 
 1. ระยะทางระหว่างจุด 𝐴 กบั 𝐵  
 2. ระยะทางระหว่างจุด 𝐴 กบั 𝐶  
 3. จุดกึ่งกลางระหว่างจดุ 𝐴 กบั 𝐷  
 4. จุดกึ่งกลางระหว่างจดุ 𝐴 กบั 𝐹 

 5. มมุระหว่าง จดุ 𝐶 กบั 𝐸 

2.  ก าหนดรูปสามเหลี่ยมมีจุดมมุทัง้สาม ดงัรูป 

 

จงหา 
 1. ความยาวทัง้สามดา้นของรูป
สามเหลี่ยม 
2. มมุภายในแต่ละมมุ 
3. สามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลี่ยม
ชนิดใด โดยพิจารณาขอ้มลูจากขอ้ 1 
และขอ้ 2  
 

 
3. นายเอเดินทางจากพิกดั 𝐴(4,3) ไปยงั พิกดั 𝐵(8,5) แต่หยุดพกัระหว่างทางเมื่อเดินไปได ้3

4
 

ของระยะทางทัง้หมด นายเอเหลือระยะทางเท่าใดจึงจะถึงจดุหมาย และจุดที่นายเอพกัเป็นพิกดั
เท่าใด 
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4. พืน้ที่ของรูปสามเหลี่ยมที่มีจดุยอดที่ 𝐴(0,2) , 𝐵(−4,4) และ 𝐶(−1, −2) เท่ากบัก่ีตาราง
หน่วย 
5. เสน้ตรงที่ผ่านจุด 𝐴(−4,3) และ 𝐵(2,1) กบัเสน้ตรงที่ผ่านจดุ 𝐴(−5,3) และ 𝐵(3,9) มี
ความสมัพนัธก์นัอย่างไร (ตัง้ฉากกนั ขนานกนั เป็นเสน้ตรงเดียวกนั หรือไม่ทัง้สามอย่าง) 

6. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผ่านจดุ 𝐴(−4,3) และ 𝐵(−1, −2) 

7. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผ่านจดุ 𝐴(3, −5) และตัง้ฉากกบัเสน้ตรง 3𝑥 + 𝑦 + 5 = 0 

8. ถา้รูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ที่มีจดุยอดเป็น 𝐴(−5,6) , 𝐵(−1,6) และ 𝐶(3,2) จงหาสมการเสน้
มธัยฐาน 𝐴𝐷 

9. ระยะห่างระหว่างจุด (2, −1)  กบัเสน้ตรง 3𝑥 −  4𝑦 + 5 = 0 เป็นเท่าใด 

10. จงหาสมการเสน้ตรงที่ขนานกบัเสน้ตรง 3𝑥 +  4𝑦 − 7 = 0 และห่างกนั 5 หน่วย 

11. ดาวเทียมมีพิกดั ณ จุดหนึ่งคือ (3,4) (ซึ่งหมายถึง 300 กิโลเมตรในแกน x และ 400 กิโลเมตร
ในแกน y) โดยโลกอยู่ที่ (0,0) จงหาว่าดาวเทียมอยู่ห่างจากโลกก่ีกิโลเมตร 

12. เสาสง่สญัญาณโทรศพัทแ์ต่ละตน้ไดร้บัการออกแบบใหร้องรบัคลื่นความถ่ี 12 ไมล ์ถา้เสานี ้
ตัง้อยู่ที่พิกดั (−3,5) บนระนาบพิกดัที่มีหน่วยเป็นไมล ์สมการมาตรฐานของขอบเขตดา้นนอก
ของพืน้ที่ที่เสาใหบ้รกิารคืออะไร ผูใ้ชโ้ทรศพัทม์ือถือที่ต  าแหน่ง (8,0) อยู่ในช่วงสญัญาณหรือไม่ 
จงอธิบาย 

13. หนา้ตดัของหอหล่อเย็นนิวเคลียรม์ีรูปรา่งเป็นไฮเพอรโ์บลา โดยมีสมการ  𝑥2

302 −
𝑦2

442 = 1 
หอคอยมีความสงู 150 เมตร และระยะทางจากยอดหอคอยถึงจดุศนูยก์ลางของไฮเพอรโ์บลามีค่า
เท่ากบัครึง่หนึ่งของระยะทางจากฐานหอคอยถึงจุดศนูยก์ลางของไฮเพอรโ์บลา จงหาเสน้ผ่าน
ศนูยก์ลางของยอดหอคอยและฐานหอคอย 
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บทที ่4  

ล ำดับและอนุกรม 

4.1 นิยำม ล  าดบั คือ ฟังกช์นัที่มีโดเมนเป็นเซตของจ านวนเต็มบวก n ตวัแรก หรอืโดเมนเป็นเซต

ของจ านวนเตม็บวก 

 - ล  าดบัที่มีโดเมนเป็นเซตของจ านวนเต็มบวก  n ตวัแรก เรยีกวา่ ล ำดบัจ ำกัด 

 - ล  าดบัที่มีโดเมนเป็นเซตของจ านวนเต็มบวก เรยีกวา่ ล ำดับอนันต ์

ตัวอย่ำงที ่4.1  ตวัอย่างของล าดบัจ ากดั 

 1. {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 50𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐼+และ 𝑥 ≤ 12} หรอืถา้เขียนออกมาก็จะไดเ้ซตของคูอ่นัดบั

ดงันี ้{(1,50) , (2,100) , (3,150) , … , (12,600) } แต่โดยทั่วๆไปนิยมเขียนเฉพาะคา่ของเรนจ์

ดงันี ้50 , 100 , 150 , … , 600 เนื่องจากโดเมน เริม่จาก 1,2,3 , … ไปเรื่อยๆ เราจงึจะละโดเมน

เอาไวใ้นฐานที่เขา้ใจกนั และเราเรยีกล าดบัที่รูเ้ทอมสดุทา้ยวา่ล าดบัจ ากดั 

 2. {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 2𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐼+และ 𝑥 ≤ 10} ∴
 {(1,2) , (2,4) , (3,6) , (4,8) … , (10,20) } 
ดงันัน้ โดเมนก็คือ {1 ,2 , 3 , 4 , … , 10 } และเรนจก์็คือ {2 ,4 , 6 , 8 , … , 20 } 

 ถา้จะเขียนเป็นล าดบัก็คือ 2 ,4 , 6 , 8 , … , 20  เรียกวา่ล าดบัจ ากดั เพราะเรารูว้า่เทอม

สดุทา้ยคือ 20 

ตัวอย่ำงที ่4.2 ตวัอย่างของล าดบัอนนัต ์

 1. {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 2𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐼+} หรอืถา้เขียนออกมาก็จะไดเ้ซตของคูอ่นัดบัดงันี ้

{(1,2) , (2,4) , (3,8) , (4,16), … } โดยทั่วๆไปนิยมเขียนเฉพาะคา่ของเรนจด์งันี ้

 2 , 4 , 8 , 16 , …        เราเรียกล าดบัที่ไม่สามารถบอกคา่ของเทอมสดุทา้ยวา่ ล  าดบัอนนัต ์

 2. {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 𝑥2 , 𝑥 ∈ 𝐼+} หรอื {(1,1) , (2,4) , (3,9) , (4,16), … } โดเมนของ

ล าดบันีค้ือ {1 ,2 , 3 , … }เรนจข์องล าดบันีค้ือ {1 ,4 , 9 , 16 , … } ดงันัน้ ล  าดบันีค้ือ 

1 ,4 , 9 , 16 , … เรียกล าดบันีว้า่ ล  าดบัอนนัต ์เพราะไม่รูเ้ทอมสดุทา้ย  

 ถา้ 𝑎 เป็นล าดบัจ ากดั การเขียนล าดบั 𝑎 นิยมเขียนเฉพาะสมาชิกของเรนจเ์รียงกนัไป คอื 
𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4 , … 𝑎𝑛 
 ถา้ เป็นล าดบัอนนัต ์นิยมเขียนดงันี ้𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4 , … 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛+1 , … 

เรียก 𝑎𝑛 วา่พจนท์ี่ 𝑛 หรอืพจนท์ั่วไป (general term) ของล าดบั 
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ตัวอย่ำงที ่4.3 จงบอกว่าตอ่ไปนีข้อ้ใดเป็นล าดบัจ ากดั ขอ้ใดเป็นล าดบัอนนัต ์ถา้เป็นล าดบัจ ากดั 

เทอมสดุทา้ยคืออะไร 

1. 3 ,6 , 9 , 12 , … 30     2. 3 ,6 , 9 , 12 , … , 3𝑛 , … 

3. −1 , −2 , −3 , −4 , … − 10    4. 1 ,
1

2
 ,

1

3
 ,

1

4
 , … ,

1

𝑛
 , … 

5. 𝑎𝑛 =
1

2𝑛−1
 , 𝑛 = 1,2,3, … ,8    6. 𝑎𝑛 =

2𝑛−1

𝑛2  , 𝑛 ∈ 𝐼+ 

แนวคิด  1. เป็นล าดบัจ ากดั ดงันัน้ เทอมสดุทา้ย คือ 30 

  2. เป็นล าดบัอนนัต ์ดงันัน้ ไม่ทราบเทอมสดุทา้ย 

  3. เป็นล าดบัจ ากดั ดงันัน้ เทอมสดุทา้ย คือ −10 

  4. เป็นล าดบัอนนัต ์ดงันัน้ ไม่ทราบเทอมสดุทา้ย 

  5. เป็นล าดบัจ ากดั ดงันัน้ เทอมสดุทา้ย คือ เม่ือ 𝑛 เป็น 8 

 ดงันัน้ 𝑎𝑛 =
1

28−1
=

1

256−1
=

1

255
 จาก 𝑎𝑛 =

1

2𝑛−1
 เม่ือ 𝑛 = 8 , 𝑎𝑛 =

1

255
 

6. เป็นล าดบัอนนัต ์เพราะไมท่ราบเทอมสดุทา้ย แต่ทราบวา่เทอมทั่วๆไปหรือ

พจนท์ั่วๆไปคือ 𝑎𝑛 =
2𝑛−1

𝑛2   
 

ตัวอย่ำงที ่4.4 จงหาพจนท์ั่วไปของล าดบัจ ากดัต่อไปนี ้

1. 1 ,
1

2
 ,

1

4
 ,

1

8
  2. 1 ,3 , 9 , 27 , 81 

แนวคิด   

1. จงพิจารณาพจนท์ี่ก  าหนดใหด้งันี ้

 𝑎1 = 1 =
1

20 =
1

2(1−1) 

 𝑎2 =
1

2
=

1

21 =
1

2(2−1) 

 𝑎3 =
1

4
=

1

22 =
1

2(3−1) 
 𝑎4 =

1

8
=

1

23 =
1

2(4−1) 
 

ดงันัน้ จะได ้𝑎𝑛 =
1

2(𝑛−1) , เม่ือ 𝑛 = 1,2,3,4    

2. พิจารณาพจนท์ี่ก  าหนดให ้ดงันี ้

𝑎1 = 1 = 30 = 3(1−1) 

𝑎2 = 3 = 31 = 3(2−1) 
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𝑎3 = 9 = 32 = 3(3−1) 

𝑎4 = 27 = 33 = 3(4−1) 

𝑎5 = 81 = 34 = 3(5−1) 

ดงันัน้ จะได ้𝑎𝑛 = 3(𝑛−1) เม่ือ 𝑛 = 1,2,3,4,5 

 

4.2 ล ำดับเลขคณิต (Arithmetic Sequence or Arithmetic Progression) 

 นิยำม ล าดบัเลขคณิต คือ ล าดบัที่ผลต่างซึง่ไดจ้ากพจนท์ี่ 𝑛 + 1 ลบดว้ยพจนท์ี่  𝑛 มีค่า

คงตวั คา่คงตวันี ้เรยีกว่า ผลต่างรว่ม (Common difference) 

 ถา้ให ้𝑑 เป็นผลต่างรว่มจะได ้𝑑 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 หรอื 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑑 เม่ือ 𝑛 ∈ 𝐼+ 

รูปทั่วๆไปของล าดบัเลขคณิตคือ 𝑎1,      𝑎2      ,    𝑎3      ,     𝑎4     ,   …  𝑎𝑛  

   หรอื 𝑎1, (𝑎1 + 𝑑), (𝑎1 + 2𝑑), (𝑎1 + 3𝑑), … (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑) 

และพจนท์ั่วไปของล าดบัเลขคณิตก็คือ  𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

จะเห็นไดว้า่พจนท์ั่วไปของล าดบัเลขคณิตจะอยู่ในเทอมของพจนแ์รก คือ 𝑎1 และ ผลต่างรว่มคือ 

𝑑 ฉะนัน้ถา้เรารู ้𝑎1 และ 𝑑 เราจะหา 𝑎𝑛 ไดเ้สมอ 

 

ตัวอย่ำงที ่4.5 ตวัอย่างต่อไปนีเ้ป็นล าดบัเลขคณิต จงบอกวา่แต่ละขอ้มีผลต่างรว่มเป็นเทา่ใด 

1. 3 ,6 , 9 , 12, …  2. 1
2

 ,
3

2
 ,

5

2
,

7

2
, …   3. 6 ,2 , −2 , −6, −10, … 

แนวคิด    

1. 3 ,6 , 9 , 12, … เป็นล าดบัเลขคณิตท่ีมีผลต่างรว่ม = 3 
  ∵   6 − 3 = 3   ;   9 − 6 = 3   ;   12 − 9 = 3    
2. ผลต่างรว่มของ 1

2
 ,

3

2
 ,

5

2
,

7

2
, … คือ 1 

  ∵   
3

2
−

1

2
=

2

2
= 1   ;   

5

2
−

3

2
=

2

2
= 1   ;   

7

2
−

5

2
=

2

2
= 1   

3. ผลต่างรว่มของ 6 ,2 , −2 , −6, −10, … คือ −4 

  ∵   2 − 6 = −4   ;  −2 − 2 = −4   ;  −6 − (−2) = −4  ;   −10 −
(−6) = −4   
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ตัวอย่ำงที ่4.6 จงหาพจนท์ี่ 8 และพจนท์ี่ 20 ของล าดบัเลขคณิต 2 ,5 , 8 , … 

แนวคิด   เนื่องจาก 𝑎1 = 2 และ 𝑑 = 5 − 2 = 3 หรอื 𝑑 = 8 − 5 = 3 

  จากพจนท์ั่วไปของล าดบัเลขคณิต 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

  ดงันัน้ 𝑎8 = 𝑎1 + (8 − 1)3 = 2 + (7)(3) = 2 + 21 = 23 และ 𝑎20 =

𝑎1 + (20 − 1)3 = 2 + (19)(3) = 2 + 57 = 59  

  ดงันัน้ พจนท์ี่ 8 คือ 23 และพจนท์ี่ 20 คือ 59 

 

ตัวอย่ำงที ่4.7 ถา้ 2 , 𝑃 , 𝑄 , 𝑅 , 22 เป็น 5 พจนท์ี่เรียงกนัในล าดบัเลขคณิต จงหาคา่ของ 
𝑃 , 𝑄 , 𝑅 

แนวคิด  จาก 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑑 

 ดงันัน้จากล าดบัที่ใหไ้ว ้   𝑃 = 2 + 𝑑 

 และ    𝑄 = 𝑃 + 𝑑 

 แทนคา่ 𝑃 ได ้  𝑄 = (2 + 𝑑) + 𝑑 = 2 + 2𝑑 

 ท านองเดยีวกนั  𝑅 = 𝑄 + 𝑑 = (2 + 2𝑑) + 𝑑 = 2 + 3𝑑 

 และ   22 = 𝑅 + 𝑑 

         = (2 + 3𝑑) + 𝑑 

         = 2 + 4𝑑 

 ดงันัน้              4𝑑 = 20  หรอื 𝑑 =
20

4
= 5 

 ดงันัน้   𝑃 = 2 + 5 = 7 

    𝑄 = 7 + 5 = 12 

    𝑅 = 12 + 5 = 17 
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4.3 ล ำดับเรขำคณิต (Geometric Sequence or Geometric Progression) 

 นิยำม ล าดบัเรขาคณิต คือ ล าดบัที่อตัราสว่นของพจนท์ี่ 𝑛 + 1 ต่อพจนท์ี่  𝑛 มีค่าคงตวั 

ค่าคงตวันี ้เรยีกว่า อตัราสว่นรว่ม (Common ratio) 

 นั่นคือ ถา้ให ้𝑟 เป็นอตัราสว่นรว่มจะได ้  𝑟 =
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
   หรอื 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑟 เม่ือ 𝑛 ∈ 𝐼+ 

 รูปทั่วไปของล าดบัเรขาคณิตก็คือ   𝑎𝑛 = 𝑎1𝑟𝑛−1 

 

ตัวอย่ำงที ่4.8 ตวัอย่างต่อไปนีเ้ป็นล าดบัเรขาคณิต จงบอกว่าแต่ละขอ้มีอตัราสว่นรว่ม (𝑟) เป็น

เท่าใด 

 1. 1 ,2 , 4 , 8, 16 , …   2. √2 , √6 ,3√2 ,3√6, … 

แนวคิด   

1. จากสตูรหาอตัราสว่นรว่ม 𝑟 =
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
 

 ในทีนี ้ ถา้ 𝑎𝑛 = 1 , 𝑎𝑛+1 = 2  

 ดงันัน้     𝑟 =
2

1
= 2 

 ถา้   𝑎𝑛 = 8 , 𝑎𝑛+1 = 16 

 ดงันัน้     𝑟 =
16

8
= 2 

ดงันัน้ 1 ,2 , 4 , 8, 16 , … เป็นล าดบัเรขาคณิตท่ีมีอตัราสว่นรว่ม = 2 

 

2. จากล าดบัเรขาคณิต √2 , √6 , 3√2 ,3√6, … 

ถา้  𝑎𝑛 = √2 , 𝑎𝑛+1 = √6 

ดงันัน้   𝑟 =
√6

√2
=

√3×√2

√2
= √3 

ถา้  𝑎𝑛 = √6 , 𝑎𝑛+1 = 3√2 
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ดงันัน้      𝑟 =
3√2

√6
=

3

√3
= √3 

ดงันัน้ √2 , √6 , 3√2 ,3√6, … เป็นล าดบัเรขาคณิตท่ีมีอตัราสว่นรว่ม = √3 

 

ตัวอย่ำงที ่4.9 จงเขียนสี่พจนแ์รกของล าดบัเรขาคณิตท่ีมี 𝑎1 =  
3

4 
 และ 𝑟 = 4 

แนวคิด   𝑎1 =  
3

4 
  จากสตูร 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑟 

ดงันัน้  𝑎2 = 𝑎1 ∙ 𝑟 =
3

4 
∙ 4 = 3 

  𝑎3 = 𝑎2 ∙ 𝑟 = 3 ∙ 4 = 12 

  𝑎4 = 𝑎3 ∙ 𝑟 = 12 ∙ 4 = 48 

ดงันัน้  สี่พจนแ์รกของล าดบันีค้ือ  3
4 

 , 3 , 12 , 48 

 

ตัวอย่ำงที ่4.10 จงหาพจนท์ี่ 7 ของล าดบัเรขาคณิต 6 , 2 ,
2

 3
 , … 

แนวคิด   𝑎1 =  6 และ 𝑟 =
2

6 
= 𝑟 =

1

3 
 

จาก   𝑎𝑛 = 𝑎1𝑟𝑛−1 

จะได ้  𝑎7 = 𝑎1𝑟7−1 

         = 6 (
1

3
)

6
=

6

729
=  

2

243
 

ดงันัน้   พจนท์ี่ 7 ของล าดบั คือ 
2

243
 

 

ตัวอย่ำงที ่4.11 ถา้ 4
 3

 , 𝑥, 𝑦, 𝑧,
27

 64
 เป็น 5 พจนเ์รยีงกนัในล าดบัเรขาคณิต จงหาคา่ของ 𝑥, 𝑦, 𝑧 

แนวคิด   จาก 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑟  จะได ้ 𝑥 =
4

 3
∙ 𝑟 =

4𝑟

 3
 

  ดงันัน้  𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑟 = (
4𝑟

 3
) ∙ 𝑟 =

4𝑟2

 3
 

  และ   𝑧 = 𝑦 ∙ 𝑟 = (
4𝑟2

 3
) ∙ 𝑟 =

4𝑟3

 3
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  และ  27

 64
= 𝑧 ∙ 𝑟 = (

4𝑟3

 3
) ∙ 𝑟 =

4𝑟4

 3
 

  ดงันัน้   𝑟4 =
27

 64
∙

3

 4
=

81

256
  ;   𝑟 = ±

3

 4
 

  เม่ือ   𝑟 =
3

 4
  จะได ้ 𝑥 = 1  , 𝑦 =

3

 4
  , 𝑧 =  

9

 16
 

  เม่ือ   𝑟 = −
3

 4
 จะได ้ 𝑥 = −1  , 𝑦 =

3

 4
  , 𝑧 =  

−9

 16
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



คณิตศาสตรส์  าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 4 ล าดบัและอนกุรม 

112 
 

4.4 ลิมิตของล ำดับอนันต ์

 ให ้𝑎𝑛 เป็นพจนท์ี่ 𝑛 หรอืพจนท์ั่วไปของล าดบัอนนัต ์เม่ือ 𝑛 มีคา่มากขึน้โดยไม่มีที่สิน้สดุ 

และพจนท์ี่ 𝑛 มีค่าเขา้ใกลห้รอืเท่ากบัจ านวนจรงิ 𝐿 เพียงจ านวนเดียวเท่านัน้แลว้ เรียก 𝐿 วา่ ลิมิต

ของล าดบั (Limit of a sequence) และเรียกวา่ ล  าดบันัน้มีลิมิตเท่ากบั 𝐿 เขียนแทนดว้ย

สญัลกัษณ ์     lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿 

 เรียกล าดบัอนนัตท์ี่มีลมิิตวา่ล าดบัคอนเวอรเ์จนต ์(Convergent sequence) และเรียก

ล าดบัอนนัตท์ี่ไม่มีลิมิตวา่ ล าดบัไดเวอรเ์จนต ์(divergent sequence) 

 ในการพิจารณาลิมิตของอนัดบันัน้ ตอ้งเป็นล าดบัอนนัต ์ตวัอย่างเช่น 𝑎𝑛 = 1 +
(−1)𝑛

𝑛
 

เป็นล าดบัคอนเวอรเ์จนต ์และ 𝑎𝑛 = (−1)𝑛+1 เป็นล าดบัไดเวอรเ์จนต ์

 

ทฤษฎีเกี่ยวกบัลิมิต 

 ให ้c เป็นคา่คงตวั lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐴 และ lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐵 จะไดว้า่ 

 1. ถา้ 𝑡𝑛 = 𝑐 แลว้ lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑐 = 𝑐 

 2. lim
𝑛→∞

𝑐 𝑎𝑛 = 𝑐 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑐𝐴 

 3. lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ± lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐴 ± 𝐵 

 4. lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 × 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 × lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐴 × 𝐵 

 5. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
=

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
=

𝐴

𝐵
  , 𝐵 ≠ 0 
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ตัวอย่ำงที ่4.12 จงหาลิมิตของล าดบั 𝑎𝑛 = 6 

แนวคิด   ล าดบันีค้ือ 6 , 6 , 6 …  ดงันัน้ lim
𝑛→∞

6 = 6 
 

ตัวอย่ำงที ่4.13 ให ้𝑎𝑛 = 4 +
1

𝑛
 ,  𝑏𝑛 = 3 −

1

𝑛
  จงหาลิมิตของล าดบัที่มี 𝑎𝑛 ,  𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 +

  𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 −   𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 ∙  𝑏𝑛 และ 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 ของพจนท์ี่ 𝑛 

แนวคิด  

1. จาก 𝑎𝑛 = 4 +
1

𝑛
 ล าดบันีค้ือ 

4 + 1 , 4 +
1

2
 , 4 +

1

3
 , …   

จากกราฟจะไดล้ิมิตของล าดบันีเ้ป็น 4 

นั่นคือ lim
𝑛→∞

(4 +
1

𝑛
) = 4 

 

 จาก 𝑏𝑛 = 3 −
1

𝑛
 ล าดบันีค้อื 

3 − 1 , 3 −
1

2
 , 3 −

1

3
 , …   

จากกราฟจะไดล้ิมิตของล าดบันีเ้ป็น 3 

 นั่นคือ lim
𝑛→∞

(3 −
1

𝑛
) = 2 

2. จาก 𝑎𝑛 +  𝑏𝑛 = (4 +
1

𝑛
) + (3 −

1

𝑛
) = 7 ล าดบันีค้ือ 7 , 7 , 7 นั่นคือ  

lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) + (3 −

1

𝑛
)} = 7 

 ดงันัน้ จะเห็นไดว้า่ lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) + (3 −

1

𝑛
)} = lim

𝑛→∞
(4 +

1

𝑛
) + lim

𝑛→∞
(3 −

1

𝑛
) 

3. จาก 𝑎𝑛 −  𝑏𝑛 = (4 +
1

𝑛
) − (3 −

1

𝑛
) = 1 +

2

𝑛
 

 ดงันัน้ ล  าดบันีค้ือ 1 +
2

1
 , 1 +

2

2
 , 1 +

2

3
 , 1 +

2

4
, … ถา้เขียนกราฟจะเหน็วา่ลิมิตของ

ล าดบันีเ้ป็น 1 

นั่นคือ lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) − (3 −

1

𝑛
)} = 1 
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ดงันัน้ จะเห็นไดว้า่ lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) + (3 −

1

𝑛
)} = lim

𝑛→∞
(4 +

1

𝑛
) − lim

𝑛→∞
(3 −

1

𝑛
) 

4. จาก 𝑎𝑛 ∙   𝑏𝑛 = (4 +
1

𝑛
) ∙ (3 −

1

𝑛
) = 12 −

1

𝑛
−

1

𝑛2 

ล าดบันีค้ือ 12 − 1 − 1 , 12 −
1

2
−

1

4
, 12 −

1

3
−

1

9
 , … 

ถา้เขียนกราฟจะเหน็วา่ลิมิตของล าดบันีเ้ป็น 12 นั่นคือ lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) (3 −

1

𝑛
)} = 12 

ดงันัน้ จะเห็นไดว้า่ lim
𝑛→∞

{(4 +
1

𝑛
) (3 −

1

𝑛
)} = lim

𝑛→∞
(4 +

1

𝑛
) ∙ lim

𝑛→∞
(3 −

1

𝑛
) 

และในท านองเดียวกนั lim
𝑛→∞

(4+
1

𝑛
)

(3−
1

𝑛
)

=
4

3
 

ดงันัน้   lim
𝑛→∞

(4+
1

𝑛
)

(3−
1

𝑛
)

=
lim

𝑛→∞
(4+

1

𝑛
)

lim
𝑛→∞

(3−
1

𝑛
)
 

 

ตัวอย่ำงที ่4.14 จงหาลิมิตของล าดบั 𝑎𝑛 =
5+4𝑛

𝑛
 

แนวคิด   จาก  5+4𝑛

𝑛
=

5

𝑛
+ 4 = 5 (

1

𝑛
) + 4 

  และเน่ืองจาก lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 และ lim

𝑛→∞
4 = 4 

  โดยอาศยัทฤษฎีบทเก่ียวกบัลิมิตจะได ้

  lim
𝑛→∞

5 (
1

𝑛
) = 5 lim

𝑛→∞

1

𝑛
= 5 × 0 = 0 

  และ lim
𝑛→∞

{5 (
1

𝑛
) + 4} = lim

𝑛→∞
5 (

1

𝑛
) + lim

𝑛→∞
4 = 0 + 4 = 4 

  ดงันัน้ lim
𝑛→∞

5+4𝑛

𝑛
= 4 
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4.5 อนุกรม (series) 

 นิยำม อนกุรมคือผลบวกของล าดบันั่นเอง คือ เม่ือ  𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , … 𝑎𝑛 เป็นล าดบัจ ากดั 

 ดงันัน้ 𝑎1 + 𝑎2 +  𝑎3 +  … + 𝑎𝑛 เรียกวา่ อนกุรมจ ากดั และเมื่อ
𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , … 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛+1 ,…  

 เป็นล าดบัอนนัต ์ดงันัน้ 𝑎1 +  𝑎2 +  𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 + ⋯ เป็นอนกุรมอนนัต ์

 เรียก 𝑎1 วา่ พจนท์ี่ 1 ของอนกุรม   เรียก 𝑎2  วา่ พจนท์ี่ 2 ของอนกุรม 

 เรียก 𝑎3 วา่ พจนท์ี่ 3 ของอนกุรม   เรียก 𝑎4 วา่ พจนท์ี่ 4 ของอนกุรม 

สัญลักษณแ์ทนกำรบวก เพื่อความสะดวกในการเขียนอนกุรม จะใชอ้กัษรกรกี 𝛴 (ซิกม่าร)์ เป็น

สญัลกัษณแ์ทนการบวก  

 กลา่วคือ ∑ 𝑎𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛 𝑛
𝑖=1  

 และใช ้∑ 𝑎𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 + ⋯  ∞
𝑖=1  

คุณสมบัตขิอง 𝜮 ทีค่วรทรำบ 

 1. ∑ 𝑐 = 𝑛𝑐 𝑛
𝑖=1  เม่ือ 𝑐 เป็นคา่คงที่ 

 2. ∑ 𝑐𝑎𝑖 = 𝑐 ∑ 𝑎𝑖  𝑛𝑛
𝑖=1  𝑛

𝑖=1 เม่ือ 𝑐 เป็นคา่คงที่ 

 3. ∑ [𝑎𝑖 ± 𝑏𝑖] = ∑ 𝑎𝑖 +𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑏𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  

ผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของอนกุรมที่มกัจะใชเ้สมอ คือ 

 1. ∑ 𝑖 =
𝑛(𝑛+1)

2
 𝑛

𝑖=1  

 2. ∑ 𝑖2 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 𝑛

𝑖=1  

 3. ∑ 𝑖3 =
1

4
{𝑛(𝑛 + 1)}2 𝑛

𝑖=1  
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ตัวอย่ำงที ่4.15 จงหาคา่ ∑ (4 − 2𝑖)5
𝑖=1  

แนวคิด   ∑ (4 − 2𝑖)5
𝑖=1  

  = (4 − 2 ∙ 1) + (4 − 2 ∙ 2) + (4 − 2 ∙ 3) + (4 − 2 ∙ 4) + (4 − 2 ∙ 5) 

  = (4 − 3) + (4 − 4) + (4 − 6) + (4 − 8) + (4 − 10) 

  = 1 + 0 + (−2) + (−4) + (−6) 

  = 1 + (−12) 

  = 1 − 12 

  = 11 

 

ตัวอย่ำงที ่4.16 จงหาคา่ ∑ (𝑘2 + 3)5
𝑘=1  

แนวคิด   ∑ (𝑘2 + 3)5
𝑘=1  

  = (12 + 3) + (22 + 3) + (32 + 3) + (42 + 3) + (52 + 3) 

  = (1 + 3) + (4 + 3) + (9 + 3) + (16 + 3) + (25 + 3) 

  = 4 + 7 + 12 + 19 + 28 

  = 70 
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4.6 อนุกรมเลขคณิต อนกุรมที่ไดจ้ากล าดบัเลขคณิต เรียกวา่ อนกุรมเลขคณิต และผลตา่ง

รว่มของล าดบัเลขคณิตจะเป็นผลตา่งรว่มของอนกุรมเลขคณิตดว้ย 

ผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของอนกุรมเลขคณิต คือ 𝑎1 + (𝑎1 +  𝑑) + (𝑎2 +  2𝑑) + ⋯ +

{𝑎1 +  (𝑛 − 1)𝑑} 

ถา้ให ้𝑆𝑛 เป็นผลบวกของ 𝑛 พจนแ์รกของอนกุรมเลขคณิต จะได ้𝑆𝑛 =
𝑛

2
{2𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑} 

       หรอื 𝑆𝑛 =
𝑛

2
(𝑎1 + 𝑎𝑛) 

4.7 อนุกรมเรขำคณิต คือ อนกุรมที่ไดจ้ากล าดบัเรขาคณิต ผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของอนกุรม

เรขาคณิต คือ 

  𝑎1 + 𝑎1𝑟 + 𝑎1𝑟2 + ⋯ + 𝑎1𝑟𝑛−1 =
𝑎1(1−𝑟𝑛)

1−𝑟
  ;   𝑟 ≠ 1 

  หรอื  𝑆𝑛 =
𝑎1−𝑎𝑛𝑟

1−𝑟
  , 𝑟 ≠ 1 

 ผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของอนกุรมเรขาคณิต คือ 𝑆𝑛 ดงันัน้ 𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑟𝑛)

1−𝑟
  ;   𝑟 ≠ 1 

               หรอื 𝑆𝑛 =
𝑎1−𝑎𝑛𝑟

1−𝑟
  , 𝑟 ≠ 1 

ตัวอย่ำงที ่4.17 จงหาผลบวก 12 พจนแ์รกของอนกุรมเรขาคณิต 5 + 10 + 20 + ⋯ 

แนวคิด   อนกุรมที่ก าหนดใหมี้ 𝑎1 = 5 และ 𝑟 = 2 จาก 𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑟𝑛)

1−𝑟
 

  ดงันัน้ 𝑆12 =
𝑎1(1−𝑟12)

1−𝑟
=

5(1−212)

1−2
=

5(−4095)

−1
=

−20475

−1
= 20475 
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4.8 ผลบวกของอนุกรมอนันต ์

 จากอนกุรม 𝑎1 + 𝑎2 +  𝑎3 +  … + 𝑎𝑛 + ⋯ ถา้ให ้𝑆𝑛 เป็นผลบวก 𝑛 พจนแ์รก

ของอนกุรมจะได ้

   𝑆1 = 𝑎1   𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2  

   𝑆3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3  𝑆𝑛 = 𝑎1 +  𝑎2 +  𝑎3 +  … + 𝑎𝑛  

 เรียก 𝑆1 , 𝑆2, 𝑆3 … แต่ละจ านวนวา่ “ผลบวกย่อย” (Partial Sum) ของอนกุรม 

𝑎1 + 𝑎2 +  𝑎3 +  … + 𝑎𝑛 + ⋯ และเรียก 𝑆1 , 𝑆2, 𝑆3, … 𝑆𝑛 วา่ 

 “ล  าดบับผลบวกย่อยของอนกุรม” 

 ลิมิตของล าดบัผลบวกย่อยของอนกุรม คือ lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 หรอืเรียกวา่ “ผลบวกอนนัตข์อง

อนกุรม” ถา้ล าดบัผลบวกย่อยของอนกุรมนีมี้ลิมิต เรียกอนกุรมนีว้า่ “อนกุรมคอนเวอรเ์จนต”์ และ

ถา้ล าดบัผลบวกย่อยของอนกุรมใดไม่มีลมิิต เรยีกอนกุรมนัน้วา่ “อนกุรมไดเวอรเ์จนต”์ 

 การแสดงวา่อนกุรมอนนัตใ์ดจะเป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนตห์รอืไดเวอรเ์จนต ์ท าไดด้งันี ้

 1. หาล าดบัผลบวกย่อยของอนกุรม 

 2. พิจารณาลิมิตของล าดบัผลบวกย่อย ถา้ล าดบัผลบวกย่อยนัน้มีลิมติจะไดว้า่อนกุรมนัน้

เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์ถา้ล าดบัผลบวกย่อยนัน้ไมมี่ลิมิต อนกุรมนัน้เป็นอนกุรมไดเวอรเ์จนต ์

 

ตัวอย่ำงที ่4.18 จงพิจารณาวา่ 1
2

+  
1

4
+ 

1

8
+

1

16
+ ⋯ +

1

2𝑛 + ⋯ เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนตห์รอื

ไดเวอรเ์จนต ์ถา้เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์จงหาผลบวกของอนกุรมนี ้

แนวคิด   ผลบวกย่อยของอนกุรมนีค้อื 𝑆1 =
1

2
  , 𝑆2 =

1

2
+ 

1

4
=

3

4
 , 𝑆3 =

1

2
+  

1

4
+

1

8
=

7

8
 , 𝑆𝑛 =

1

2
+  

1

4
+

1

8
+ ⋯ +

1

2𝑛 = 1 −
1

2𝑛 

  ล าดบัผลบวกย่อยของอนกุรมนีค้ือ 1
2

  ,
3

4
 ,

7

8
 , … , (1 −

1

2𝑛) 

 เม่ือหาลิมิตของล าดบันีจ้ะได ้ lim
𝑛→∞

1 −
1

2𝑛 = 1 ดงันัน้อนกุรมที่ก าหนดใหเ้ป็นอนกุรม

คอนเวอรเ์จนตแ์ละมีผลบวกเป็น 1 
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ตัวอย่ำงที ่4.19 จงพิจารณาวา่ ∑ (2𝑖 − 1)∞
𝑖=1  เป็นอนกุรมไดเวอรเ์จนตห์รอืคอนเวอรเ์จนต ์

แนวคิด   ผลบวกย่อยของอนกุรมนีค้อื 𝑆1 = 1  , 𝑆2 = 1 + 3 = 4 ,  𝑆3 = 4 + 5 =

9 , 𝑆4 = 9 + 7 = 16 , 𝑆𝑛 = ∑ (2𝑖 − 1)𝑛
𝑖=1 = 2 ∑ 𝑖𝑛

𝑖=1 − 1 = 2 {
𝑛(𝑛+1)

2
} − 𝑛 = 𝑛2 

จะไดล้  าดบัผลบวกย่อยของอนกุรมนี ้คือ 1 ,4, 9, … 𝑛2, … และเนื่องจากล าดบัผลบวกย่อยของ

อนกุรมนีไ้ม่มีลิมิต ดงันัน้ อนกุรม ∑ (2𝑖 − 1)∞
𝑖=1   จงึไม่มีผลบวก นั่นคือ อนกุรม ∑ (2𝑖 − 1)∞

𝑖=1   

เป็นอนกุรมไดเวอรเ์จนต ์

 ในกรณีที่อนกุรมอนนัตเ์ป็นอนกุรมเรขาคณิตท่ีมี 𝑎1 เป็นพจนแ์รก และ 𝑟 เป็นอตัราสว่น

รว่ม จะเป็นอนกุรมไดเวอรเ์จนต ์เมื่อ |𝑟| ≥ 1 และจะเป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนตเ์ม่ือ |𝑟| < 1 โดย

มีผลบวกเป็น 𝑎1

1−𝑟
 ถา้ให ้𝑆 เป็นผลบวกของอนกุรมเรขาคณิตท่ีเป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนตจ์ะได ้

𝑆 =
𝑎1

1−𝑟
 

 

ตัวอย่ำงที ่4.20 จงหาผลบวกของอนกุรม 16 +  12 +  9 + ⋯ + 16 (
3

4
)

𝑛−1
+ ⋯ 

แนวคิด   อนกุรมที่ก าหนดใหเ้ป็นอนกุรมเรขาคณิตท่ีมี 𝑎1 = 16 และ 𝑟 =
3

4
  ซึง่ |𝑟| < 1 

ดงันัน้ อนกุรมนีจ้งึเป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนตจ์ะได ้𝑆 =
𝑎1

1−𝑟
=

16

1−
3

4

= 64 
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4.9 กำรน ำควำมรู้เร่ืองล ำดับและอนุกรมไปใช้ในกำรสอนวิทยำศำสตร ์
 การน าความรูเ้รื่องล าดบัและอนกุรมไปใชใ้นการสอนวทิยาศาสตร ์คือการสรา้งความ
เขา้ใจเชิงปรมิาณและสรา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตรส์  าหรบัปรากฏการณท์างธรรมชาติ ช่วยให้
นกัเรยีนเห็นถงึความเช่ือมโยงระหวา่งคณิตศาสตรก์บัวิทยาศาสตรอ์ย่างเป็นรูปธรรม 
 1. ล าดบั (Sequence) ล าดบัคือการจดัเรียงขอ้มลูตามล าดบัที่แนน่อน ซึง่เป็นแนวคิด
พืน้ฐานในการอธิบายปรากฏการณท์ี่มีการเปลี่ยนแปลงทีละขัน้ หรอืมีแบบแผนที่สามารถท านาย
ได ้
 -ล  าดบัเลขคณิต (Arithmetic Sequence): ใชก้บัปรากฏการณท์ี่มีการเพิ่มขึน้หรือลดลง
อย่างคงที่ เช่น การเคลื่อนที่ของวตัถภุายใตค้วามเรง่คงท่ี, การเพิ่มขึน้ของอณุหภมูิในอตัราคงที่ 
 -ล  าดบัเรขาคณิต (Geometric Sequence): ใชก้บัปรากฏการณท์ี่มีการเพิ่มขึน้หรือลดลง
เป็นเท่าตวั เชน่ การสลายตวัของสารกมัมนัตรงัสี, การเพิ่มจ านวนประชากรของแบคทีเรีย, การ
สะทอ้นของแสง 
 2. อนกุรม (Series) อนกุรมคือผลรวมของล าดบั ซึง่ช่วยในการค านวณหาคา่รวมหรือ
ผลลพัธส์ดุทา้ยของปรากฏการณท์ี่เกิดขึน้เป็นขัน้ตอน 
 -อนกุรมเลขคณิต (Arithmetic Series): ใชใ้นการค านวณผลรวมของปรมิาณที่เพิ่มขึน้
อย่างคงที่ เช่น การค านวณระยะทางรวมที่วตัถเุคลื่อนท่ีไดใ้นแต่ละช่วงเวลา 
 -อนกุรมเรขาคณิต (Geometric Series): ใชใ้นการค านวณผลรวมของปรมิาณที่
เปลี่ยนแปลงเป็นเทา่ตวั เชน่ การค านวณปรมิาณสารที่สลายตวัไปทัง้หมด, ระยะทางรวมที่ลกูตุม้
แกวง่ก่อนหยดุ 
 

ตัวอย่ำงที ่1: กำรสลำยตวัของสำรกัมมันตรังสี 
 แนวคิดทางวทิยาศาสตร;์ การสลายตวัของสารกมัมนัตรงัสีเป็นกระบวนการที่เกิดขึน้อย่าง
ต่อเน่ือง โดยปรมิาณของสารที่เหลืออยู่จะลดลงครึง่หนึ่งในทกุๆ ช่วงเวลาท่ีเรียกวา่ "ครึง่ชีวิต" 
(half-life) ซึง่สามารถอธิบายไดด้ว้ย ล าดบัเรขาคณิต 
สถานการณ ์; สารกมัมนัตรงัสีชนิดหนึ่งมีปรมิาณเริม่ตน้ 1,600 กรมั มีครึง่ชีวิตเทา่กบั 10 ปี  
จงค านวณหาปรมิาณสารที่เหลืออยู่หลงัจากผ่านไป 50 ปี 
แนวคิด  การหาจ านวนครึง่ชีวิตที่ผา่นไป: 
 จ านวนครึง่ชีวิต = ครึง่ชีวิตเวลาท่ีผ่านไป 
 จ านวนครึง่ชีวิต = 10 ปี ดงันัน้ 50 ปี= 5 รอบ 
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 ใชล้  าดบัเรขาคณิตในการค านวณ: 
 ปรมิาณเริม่ตน้ (𝑎1) = 1,600 กรมั ดงันัน้ จ านวนครึง่ชีวิตรอบท่ี  5 คือพจนท์ี่ 6 
 อตัราสว่นรว่ม (𝑟) =

1 

2
  (เนื่องจากลดลงครึง่หนึ่ง) 

 ล าดบัของปรมิาณสารที่เหลืออยู่: 
  𝑎5 = 𝑎1 ⋅ 𝑟6−1 
  𝑎5 = 1,600 ⋅ (

1 

2
)5 

  𝑎5 = 1,600(
1

32
) = 50 

สรุปค ำตอบ หลงัจากผา่นไป 50 ปี สารกมัมนัตรงัสีจะเหลืออยู่ 50 กรมั 
 
ตัวอย่ำงที ่2: ฟิสกิส:์ กำรเคลื่อนทีข่องวัตถุบนพืน้เอียง 
สถำนกำรณ ์: วตัถชุิน้หนึง่ถกูปลอ่ยลงมาบนพืน้เอียง โดยในวินาทีแรกวตัถเุคลื่อนท่ีได ้2 เมตร 
และในวินาทีถดัไปจะเคลื่อนที่ไดเ้พิ่มขึน้ 3 เมตรจากวินาทีก่อนหนา้ จงค านวณหาระยะทางท่ีวตัถุ
เคลื่อนที่ไดใ้นวินาทีที่ 8 และระยะทางรวมทัง้หมดที่วตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นเวลา 8 วินาท ี
 
แนวคิด : ตามสถานการณท์ี่ก  าหนด การเคลื่อนที่ของวตัถบุนพืน้เอียงสามารถน ามาสรา้งเป็น 
ล าดบัเลขคณิต ได ้เพราะระยะทางท่ีวตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นแต่ละวินาทีเพิ่มขึน้ในอตัราคงที่ 
การค านวณระยะทางท่ีวตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นวินาทีที่ 8 เราสามารถใชส้ตูรของล าดบัเลขคณิตไดด้งันี:้ 
 พจนแ์รก (𝑎1) คือ ระยะทางในวินาทีแรก = 2 เมตร 
 ผลต่างรว่ม (d) คือ ระยะทางที่เพิ่มขึน้ในแต่ละวินาที = 3 เมตร 
 จากสตูร 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 เม่ือ n คือพจนท์ี่ 8: 
  𝑎8 = 2 + (8 − 1)(3) 

  𝑎8 = 2 + (7)(3) 

  𝑎8 = 2 + (21) = 23 

ดงันัน้ ระยะทางท่ีวตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นวินาทีที่ 8 คือ 23 เมตร 
การค านวณระยะทางรวมทัง้หมดที่วตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นเวลา 8 วินาท ี
เราจะใชส้ตูรของอนกุรมเลขคณิตเพ่ือหาผลรวมของระยะทางทัง้หมด: 
 สตูร:   𝑆𝑛 = 𝑛

2
(𝑎1 + 𝑎𝑛) 

 แทนคา่:  𝑆8 = 8

2
(2 + 23) = (4)(25) = 100 เมตร 

สรุปค ำตอบ ระยะทางรวมทัง้หมดท่ีวตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นเวลา 8 วินาที คือ 100 เมตร . 
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ตัวอย่ำงที ่3 : ชวีวิทยำ: กำรเพิม่จ ำนวนประชำกรแบคทเีรีย 

สถำนกำรณ:์ นกัเรยีนก าลงัศกึษาการเติบโตของแบคทีเรียในหอ้งปฏิบตัิการ โดยพบวา่แบคทีเรยี
จะเพิ่มจ านวนขึน้เป็นสองเทา่ทกุๆ ชั่วโมง หากเริม่ตน้ดว้ยแบคทีเรีย 100 ตวั จงค านวณวา่เม่ือผ่าน
ไป 24 ชั่วโมง จะมีจ านวนแบคทีเรียทัง้หมดเท่าใด 
แนวคิด สถานการณน์ีส้ามารถอธิบายไดด้ว้ย ล าดบัเรขาคณิต โดยมีจ านวนแบคทีเรียเริม่ตน้ (𝑎1) 
เท่ากบั 100 ตวั และอตัราสว่นรว่ม (r) เท่ากบั 2 เนื่องจากเพิ่มขึน้เป็นสองเทา่ในทกุๆ ชั่วโมง 
หาจ านวนชั่วโมงที่ผา่นไป: จากโจทยค์ือ 24 ชั่วโมง ซึง่หมายถงึเราตอ้งการหาพจนท์ี่ 25 ของล าดบั 
(พจนท์ี่ 1 คือชั่วโมงที่ 0) 
 
 ใชส้ตูรล าดบัเรขาคณิต: 𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋅ 𝑟𝑛−1  
 เม่ือ 𝑎𝑛 คือ จ านวนแบคทีเรยีที่ตอ้งการหา  
 𝑎1 คือ จ านวนแบคทีเรียเริม่ตน้ (100)  
 𝑟 คือ อตัราสว่นรว่ม (2)  
 n คือ จ านวนพจน ์(24 ชั่วโมง หมายถึงพจนท์ี่ 25) 
 
แทนคา่:   𝑎25 = 𝑎1 ⋅ 𝑟25−1 

  𝑎25 = 100 ⋅ (2)24 

  𝑎25 = 100 ⋅ (16,777,216) 

  𝑎25 = 1,677,721,600 

 

สรุปค ำตอบ เม่ือผ่านไป 24 ชั่วโมง จะมีจ านวนแบคทีเรยีทัง้หมด 1,677,721,600 ตวั ซึง่เป็น

จ านวนท่ีมากกวา่หนึ่งพนัลา้นตวั แสดงใหเ้ห็นถงึพลงัของการเติบโตแบบทวีคณู (Exponential 

Growth) ไดอ้ย่างชดัเจน 
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ตัวอย่ำงที ่4 :ฟิสิกส:์ การสั่นของลกูตุม้นาฬิกา 

สถำนกำรณ ์: ลกูตุม้นาฬิกาโบราณมีการสั่นในแตล่ะครัง้เป็นระยะทาง 100 เซนติเมตร และ

ระยะทางท่ีสั่นในครัง้ถดัไปจะลดลง 5% จากระยะทางกอ่นหนา้ จงค านวณวา่เมื่อลกูตุม้สั่นครัง้ท่ี 

10 จะสั่นไดร้ะยะทางเทา่ใด และเม่ือสั่นครบ 10 ครัง้ จะสั่นไดร้ะยะทางรวมทัง้หมดเท่าใด 

แนวคิด สถานการณน์ีอ้ธิบายไดด้ว้ย ล าดบัเรขาคณิต โดยระยะทางท่ีสั่นแต่ละครัง้คือ 
 100, 100×0.95, 100×(0.95)2, ... และระยะทางรวมสามารถค านวณไดจ้าก อนกุรมเรขาคณิต 

 

กำรค ำนวณระยะทำงในกำรส่ันคร้ังที ่10 

ระยะทางในการสั่นแต่ละครัง้สรา้งเป็นล าดบัเรขาคณิต โดยมี: 

 พจนแ์รก (𝑎1) = 100 เซนติเมตร 

 อตัราสว่นรว่ม (𝑟) = 100% − 5% = 95% = 0.95 

 เราจะใชส้ตูรของล าดบัเรขาคณิต 𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋅ 𝑟𝑛−1 เพื่อหาระยะทางในการสั่นครัง้ท่ี 10 

(n=10): 
  𝑎10 = 100 ⋅ (0.95)10−1 

  𝑎10 = 100 ⋅ (0.95)9 

  𝑎10 = 100 ⋅ (0.6302) 

  𝑎10 ≈ 63.02  เซนติเมตร 

สรุปค ำตอบ: เม่ือลกูตุม้สั่นครัง้ที่ 10 จะสั่นไดร้ะยะทางประมาณ 63.02 เซนติเมตร 
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กำรค ำนวณระยะทำงรวมทัง้หมดเม่ือส่ันครบ 10 คร้ัง 

 เราจะใชส้ตูรอนกุรมเรขาคณิต 𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑟𝑛)

1−𝑟
 เพื่อหาระยะทางรวมทัง้หมดเม่ือสั่นครบ 

10 ครัง้ (n=10): 

 𝑆10 =
100(1−(0.95)10)

1−0.95
 

 𝑆10 =
100(1−0.9587)

0.05
 

 𝑆10 =
100(0.4013)

0.05
 

 𝑆10 =
40.13

0.05
 

 𝑆10 = 802.6 เซนติเมตร 

สรุปค ำตอบ: เม่ือสั่นครบ 10 ครัง้ ลกูตุม้จะสั่นไดร้ะยะทางรวมทัง้หมด 802.6 เซนติเมตร 

 

ตัวอย่ำงที ่5 :เคมี: กำรเจอืจำงสำรละลำย 

สถำนกำรณ ์: ครูก าลงัสอนเรื่องการเจือจางสารละลาย โดยเริม่ตน้ดว้ยสารละลายเขม้ขน้ 1 ลิตร 

ที่มีความเขม้ขน้ 1 โมลาร ์จากนัน้เติมน า้ 1 ลิตร แลว้ท าการแบ่งสารละลายครึง่หนึง่ออก และเติม

น า้เพิ่มอีก 1 ลติร ท าซ า้เช่นนีไ้ปเรื่อยๆ จงค านวณความเขม้ขน้ของสารละลายเมื่อผา่น

กระบวนการนีไ้ป 5 ครัง้ และสรุปการเปลี่ยนแปลงความเขม้ขน้เมื่อกระบวนการด าเนินตอ่ไปอย่าง

ไม่มีที่สิน้สดุ 

แนวคิด : ความเขม้ขน้ของสารละลายในแต่ละครัง้จะลดลงเป็นครึง่หนึ่ง ซึง่สามารถอธิบายไดด้ว้ย 

ล าดบัเรขาคณิต และเม่ือด าเนินไปเรื่อยๆ ความเขม้ขน้จะลูเ่ขา้สูค่่าใดค่าหนึง่ ซึง่เป็นแนวคิดของ 

อนกุรมอนนัต ์

การค านวณความเขม้ขน้ของสารละลาย 
 จากสถานการณท์ี่ก  าหนด การเจือจางสารละลายสามารถอธิบายไดด้ว้ย ล าดบัเรขาคณิต 
โดยพจนแ์ต่ละพจนค์ือความเขม้ขน้ของสารละลายหลงัจากการเจือจางในแต่ละครัง้ 
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ขั้นตอนกำรค ำนวณ 
การเจือจางครัง้ที่ 1 
 เริม่ตน้: สารละลาย 1 ลิตร, ความเขม้ขน้ 1 โมลาร ์
 เติมน า้: เติมน า้ 1 ลิตร ท าใหป้รมิาตรรวมเป็น 2 ลิตร 
 แบ่งสารละลาย: แบง่ออกครึง่หนึ่ง (0.5 ลิตร) ท าใหส้ารละลายท่ีเหลือมีความเขม้ขน้เท่า
เดิม แต่มีปรมิาตรเหลือ 0.5 ลิตร 
 เติมน า้เพิ่ม: เติมน า้อีก 1 ลติร ท าใหป้รมิาตรรวมเป็น 1.5 ลิตร (0.5 ลติรเดิม + 1 ลติรน า้) 
ความเขม้ขน้ใหม่: 
 ปรมิาณสาร (mole) = ความเขม้ขน้ (M) × ปรมิาตร (L) = 1×0.5 = 0.5 mole 

 ความเขม้ขน้ใหม่  =
ปรมิาณสาร

ปรมิาตรใหม่
=

0.5 mole

1.5 L
=

1

3
  โมลาร ์

ดงันัน้ ความเขม้ขน้ของสารละลายหลงัการเจือจางครัง้ท่ี 1 คือ 31 โมลาร ์
 
การเจือจางครัง้ที่ 2 
 เริม่ตน้: สารละลาย 1 ลิตร, ความเขม้ขน้ 31 โมลาร ์
 เติมน า้: เติมน า้ 1 ลิตร ท าใหป้รมิาตรรวมเป็น 2 ลิตร 
 แบ่งสารละลาย: แบง่ออกครึง่หนึ่ง (1 ลิตร) 
 ความเขม้ขน้: ความเขม้ขน้ยงัคงเป็น 31 โมลาร ์แต่มีปรมิาตรเหลือ 1 ลิตร 
 เติมน า้เพิ่ม: เติมน า้อีก 1 ลติร ท าใหป้รมิาตรรวมเป็น 2 ลิตร (1 ลิตรเดิม + 1 ลิตรน า้) 
ความเขม้ขน้ใหม่:  

 ปรมิาณสาร (mole) = 
1

3
×1= 

1

3
 mole 

 ความเขม้ขน้ใหม่  =
ปรมิาณสาร

ปรมิาตรใหม่
=

1

3
 mole

2 L
=

1

6
  โมลาร ์

 

ดังน้ัน ความเขม้ขน้ของสารละลายหลงัการเจือจางครัง้ท่ี 2 คือ 
1

6
  โมลาร ์

หมายเหต:ุ เนื่องจากโจทยอ์ธิบายกระบวนการท่ีซบัซอ้นและไม่ไดร้ะบวุา่ "แบ่งสารละลายครึง่หนึง่" 
ในครัง้แรกแลว้จะท าอย่างไรในครัง้ตอ่ ๆ ไป การค านวณจึงตอ้งอา้งอิงกบัขัน้ตอนท่ีก าหนดมา
อย่างเครง่ครดั 
 การสรุปการเปลี่ยนแปลงความเขม้ขน้เมื่อกระบวนการด าเนินไปอย่างไม่มีที่สิน้สดุ 
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จากรูปแบบการเจือจางที่ก าหนด การค านวณความเขม้ขน้เมื่อผ่านไปหลายครัง้จะตอ้งพิจารณา
แต่ละขัน้ตอนอย่างละเอียด: 

 ครัง้ที่ 1: ความเขม้ขน้จาก 1 โมลาร ์เหลอื 
1

3
 โมลาร ์

 ครัง้ที่ 2: ความเขม้ขน้จาก 
1

3
 โมลาร ์เหลือ 

1

6
  โมลาร ์

 ครัง้ที่ 3: ความเขม้ขน้จาก 
1

6
  โมลาร ์จะเหลือ 

1

12
 โมลาร ์(ขัน้ตอนซ า้แบบเดิม) 

 ครัง้ที่ 4: ความเขม้ขน้จาก 
1

12
 โมลาร ์จะเหลอื 

1

24
 โมลาร ์

 ครัง้ที่ 5: ความเขม้ขน้จาก 
1

24
 โมลาร ์จะเหลอื 

1

48
 โมลาร ์

 เม่ือพิจารณาความเขม้ขน้ที่ลดลง จะเหน็วา่ ความเขม้ขน้จะลดลงเรื่อย ๆ แต่ไม่มีทางเป็น
ศนูย ์เวน้แต่ปรมิาณสารจะหายไปหมด ซึง่ในทางคณิตศาสตรเ์รียกวา่ ลู่เขำ้สู่ศูนย ์(Converging 
to Zero) . 
 ดงันัน้ การเปลี่ยนแปลงความเขม้ขน้เม่ือกระบวนการด าเนินตอ่ไปอย่างไม่มีที่สิน้สดุ คือ 
ความเขม้ขน้จะค่อยๆ ลดลงจนเขำ้ใกล้ศนูย ์แต่ไม่มีทำงเป็นศูนย ์ซึง่สะทอ้นหลกัการของ
อนกุรมอนนัตท์ี่แสดงใหเ้ห็นวา่ผลรวมของพจนท์ี่ลดลงเรือ่ย ๆ สามารถลูเ่ขา้สูค่่าที่แน่นอนได ้
 

สรุปสำระส ำคัญ 

1. ล าดบั (Sequence) ล าดบั คือกลุม่ของตวัเลขหรอืสิ่งของที่จดัเรียงกนัอย่างมีแบบแผนหรอืตาม

กฎเกณฑท์ี่ก  าหนดไว ้คณุสมบตัิ: ล  าดบัจะบอกถึง "การจดัเรียง" ของตวัเลขแตล่ะตวัในต าแหนง่ที่

แน่นอน เช่น พจนท์ี่ 1, พจนท์ี่ 2, พจนท์ี่ 3, ... 

 -ล  าดบัเลขคณิต (Arithmetic Sequence): มีผลต่างรว่มคงท่ี เช่น 2, 4, 6, 8, ... (เพิ่มขึน้ที

ละ 2) 

 -ล  าดบัเรขาคณิต (Geometric Sequence): มีอตัราสว่นรว่มคงท่ี เชน่ 2, 4, 8, 16, ... 

(เพิ่มขึน้เป็นสองเทา่) 

 การประยกุตใ์ช:้ ใชใ้นการอธิบายปรากฏการณท์ี่มีการเปลี่ยนแปลงทีละขัน้ตอน เชน่ 

จ านวนแบคทีเรยีที่เพิ่มขึน้ในแต่ละชั่วโมง หรือระยะทางที่วตัถเุคลื่อนท่ีไดใ้นแต่ละวนิาที 

2. อนกุรม (Series) อนกุรม คือผลรวมของพจนท์ัง้หมดในล าดบันัน้ ๆ 

คณุสมบตัิ: อนกุรมจะเนน้ที่ "ผลรวม" หรอื "ผลลพัธส์ดุทา้ย" ของการเปลี่ยนแปลงท่ีเกิดขึน้ 
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 -อนกุรมเลขคณิต (Arithmetic Series): ผลรวมของล าดบัเลขคณิต เช่น 2+4+6+8=20 

 -อนกุรมเรขาคณิต (Geometric Series): ผลรวมของล าดบัเรขาคณิต เช่น 

2+4+8+16=30 

 -การประยกุตใ์ช:้ ใชใ้นการค านวณผลรวมสะสมของปรากฏการณ ์เช่น ระยะทางรวม

ทัง้หมดท่ีรถยนตว์ิ่งไปได ้หรือปรมิาณสารที่สลายตวัไปทัง้หมดเม่ือผา่นไประยะหนึง่ 

3. การน าล าดบัและอนกุรมมาใชใ้นการสอนวิทยาศาสตร ์ไดแ้ก่  

 -การสรา้งแบบจ าลอง: ล  าดบัและอนกุรมช่วยใหส้ามารถสรา้งแบบจ าลองทาง

คณิตศาสตรเ์พื่ออธิบายการเปลี่ยนแปลงท่ีเกิดขึน้อย่างเป็นระบบในทางวิทยาศาสตรไ์ด ้เช่น การ

ใชล้  าดบัเรขาคณิตเพ่ือจ าลองการสลายตวัของสารกมัมนัตรงัสี หรือการใชล้  าดบัเลขคณิตเพ่ือ

แสดงการเพิ่มขึน้ของความเรว็ในวตัถทุี่ก  าลงัตกอย่างอิสระ 

 -การวิเคราะหเ์ชิงปรมิาณ: แนวคิดเหลา่นีช้ว่ยใหน้กัเรยีนสามารถวิเคราะหข์อ้มลูที่เก็บได้

จากการทดลองไดอ้ย่างเป็นระบบมากขึน้ จากการสงัเกตว่าขอ้มลูมีแบบแผนอย่างไร แลว้น า

ความรูเ้รื่องล าดบัและอนกุรมมาใชใ้นการค านวณและสรุปผลลพัธไ์ดอ้ย่างแม่นย า 

 -การเชื่อมโยงแนวคิด: การสอนแบบบรูณาการนีท้  าใหก้ าแพงระหว่างวชิาคณิตศาสตร์

และวิทยาศาสตรพ์งัทลายลง นกัเรยีนจะเห็นวา่สตูรทางคณิตศาสตรไ์ม่ใช่แค่สมการที่ตอ้งจ า แต่

เป็นภาษาที่ใชใ้นการท าความเขา้ใจโลกทางวิทยาศาสตร ์ท าใหก้ารเรียนรูมี้ความหมายและ

น่าสนใจยิ่งขึน้ 

 -การพฒันาทกัษะการคิด: การแกปั้ญหาโดยใชล้  าดบัและอนกุรมในบรบิททาง

วิทยาศาสตรช์ว่ยสง่เสรมิทกัษะการคิดเชงิวิเคราะหแ์ละการคิดเชิงตรรกะ ท าใหน้กัเรยีนสามารถ

ระบแุบบแผน คาดการณผ์ลลพัธ ์และตรวจสอบสมมติฐานไดอ้ย่างเป็นระบบ 

 สรุปไดว้า่ ล  าดบัและอนกุรมเป็นมากกวา่เนือ้หาทางคณิตศาสตร ์แต่เป็นเสมือน 

"เครื่องมือ" ท่ีชว่ยใหน้กัเรยีนสามารถมองเห็นโลกวทิยาศาสตรผ์่านเลนสเ์ชิงปรมิาณไดอ้ย่างชดัเจน 

. 
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แบบฝึกหดัทำ้ยบทที ่4 

1.  จงบอกว่าล าดบัที่ก  าหนดใหต้่อไปนีเ้ป็นล าดบัจ ากดัหรอืล าดบัอนนัต ์
 1)  7, 14, 21, 28, 35, 42     
 2)  4, 9, 16, 25, 36, …, (𝑛 + 1)2, ….    
 3)   𝑎𝑛 = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ {1,2,3,4,5, . . . ,20}   
 4)   𝑎𝑛 =

1

𝑛2      
 5)   𝑎𝑛 = 𝑛2 − 1     
2. จงหาว่า 64 เป็นพจนท์ี่เท่าใดของล าดบั 𝑎𝑛 = 5𝑛 + 4 

3. จงหา 3 พจนแ์รกของล าดบัอนนัต ์ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3  ซึง่ก าหนดเงื่อนไขดงันี ้𝑎1 = 4 และ   

𝑎𝑛 = 3(𝑎𝑛−1 + 1) เม่ือ  n  เป็นจ านวนเต็มบวกและ  𝑛 ≥ 2  

4.   จงหาพจนท์ี่ 6 และ พจนท์ี่ 10 ของล าดบัต่อไปนี ้

 1) 10, 4, -2, …    2) 1, 6, 11, … 

 3)  3, 6, 12, …    4) 64, -32, 16, … 

5. จงหาล าดบัเลขคณิตเม่ือก าหนด (เขียน 3 พจนแ์รก) 

 1) 𝑎7 = 10 และ 𝑎13 = -2   

 2) 𝑎26 = 25 และ 𝑎20= 81 

6. ล าดบัเลขคณิตหนึ่งมี 35 พจน ์มีผลต่างรว่มเป็น –4 และพจนส์ดุทา้ยเป็น –121 จงหาพจนแ์รก 

 

7. ในล าดบัเรขาคณิตชดุหนึง่มีพจนท์ี่ 7 และพจนท์ี่ 10 เท่ากบั 16 และ 1024 ตามล าดบั จงหา

พจนท์ี่ 5 ของล าดบันี ้

 

8. ผลบวกสามพจนแ์รกของล าดบัเรขาคณิตเป็น 19 และมีผลคณูเป็น 216 จงหาล าดบัชดุนี ้

 

9. จงหาผลบวกของ 7 พจนแ์รกของอนกุรม 7 + 15 + 23 + … 
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10. จงหาผลบวกของอนกุรม 7 + 10 + 13 + …+157 

11. หลอดทดลองถกูเรยีงเป็นชัน้ๆ พบว่าจ านวนหลอดทดลองในแต่ละชัน้มีมากกวา่จ านวนหลอด

ทดลองที่อยู่ในชัน้บนที่อยู่ตดิกนัเป็นจ านวน 5 อนัเสมอ ถา้ชัน้บนสดุมีหลอดทดลอง 57 อนัและชัน้

ลา่งสดุมีจ านวนหลอดทดลอง 182 อนั จงหาว่าเขาเรียงหลอดทดลองทัง้หมดก่ีชัน้  

 

12. นกัวทิยาศาสตรค์นหนึง่เรยีงบกีเกอรเ์ป็นแถวๆ ประกอบเป็นรูปสามเหลี่ยม โดยจดับีกเกอรใ์น

แถวบนใหน้อ้ยกวา่บีกเกอรใ์นแถวลา่งที่อยู่ติดกนัอนัหนึง่เสมอ ถา้แถวบนสดุมีบีกเกอรอ์ยู่เพียง

หนึง่อนัซึง่อยู่ในต าแหน่งจดุยอดของสามเหลี่ยม แถวลา่งสดุมีบีกเกอรอ์ยู่ 190 อนั ถามวา่เขาเรยีง

บีกเกอรก่ี์แถว 

 

13.เม่ือตน้ปี พ.ศ. 2525 ประชากรของจงัหวดัหนึง่มี 5,000,000 คน ถา้ประชากรลดลง 10% ของ

จ านวนท่ีเหลืออยู่ในแต่ละปี จงหาจ านวนประชากรเมื่อสิน้ปี พ.ศ. 2530 

 

14. ครูวิทยาศาสตรจ์ดัหอ้งเรยีนวทิยาศาสตรใ์หมี้เกา้อีแ้ถวแรก 12 ตวั แถวที่สองมี 14 ตวั แถวที่

สาม 16 ตวัเช่นนีเ้รื่อยไป ถา้ในหอ้งจดัเกา้อีไ้ว ้15 แถว จงหาวา่มีเกา้อีใ้นหอ้งทัง้หมดก่ีตวั 

 

15. น า้ยาลา้งจานชนิดหนึง่ขจดัคราบไขมนัได ้75 % ของปรมิาณไขมนัที่มีอยู่ จงค านวณวา่จะ

ก าจดัไขมนั ไดก่ี้เปอรเ์ซ็นตข์องปรมิาณที่มีอยู่ก่อนการลา้ง เมื่อท าการลา้ง 5 ครัง้ 

 

16. โรงงานแห่งหนึง่มีเครื่องป๊ัมอากาศติดไวท้ี่ถงัใบหนึง่ เพื่อดดูอากาศออกจากถงัใบนีใ้หไ้ดม้าก

ที่สดุ ทกุหนึง่นาทีที่เครื่องจกัรนีท้  างาน จะมีอากาศถกูดดูออกมา 
1

4
 ของอากาศที่มีอยู่ในถงั  

 จงหาว่าถา้เปิดเครื่องใหป๊ั้มอากาศท างานนาน  6  นาที  จะมีอากาศเหลืออยู่ในถงัคิดเป็นก่ี

เปอรเ์ซ็นตข์องปรมิาณอากาศเดิมที่มีอยู่ในถงั 
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บทที ่5 เวกเตอร ์

5.1 การบอกปริมาณ (Quantity) การบอกปรมิาณต่างๆสามารถบอกได ้2 รูปแบบดว้ยกนั 

 1. บอกขนาดอย่างเดยีว เรียกการบอกปรมิาณแบบนีว้า่ สเกลาร ์หรือปรมิาณสเกลาร ์

(Scalar quantity) เชน่ ความสงู น า้หนกั ปรมิาตร อณุหภมูิ เป็นตน้ 

 2. บอกขนาดและทศิทาง เรียกการบอกแบบนีว้า่ เวกเตอร ์หรือปรมิาณเวกเตอร ์

(Vector quantity) เชน่ ความเรว็ ความเรง่ แรงโมเมนตมั เป็นตน้ 

 เวกเตอรใ์นระนาบนัน้ ในการศกึษาใชส้ว่นของเสน้ตรงที่มีทิศทางก ากบั โดยอาศยัลกูศร

ประกอบเขา้กบัเสน้ตรง เป็นตวับอกทิศทาง ดงัเช่น เวกเตอร ์𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅ ในรูปภาพ 

v 

 

 

 

 

ในสว่นของเสน้ตรง 𝐴𝐵 , 𝐶𝐷 , 𝐸𝐹 แทนเวกเตอร ์𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅ เขียนเป็นสญัลกัษณ ์𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑢̅ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅ , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤̅  ความยาวของเสน้ตรงแต่ละเสน้ตรงแต่ละเสน้แทนขนาดของ vector 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐴𝐵 , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐶𝐷 , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ เรียกวา่ เวกเตอร ์𝐸𝐹 

พิจารณาเฉพาะ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅ 

 𝐴 เรียกวา่ จดุเริม่ตน้ (Initial point) ของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐵 เรียกวา่ จดุสิน้สดุ (Terminal point) ของ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ขนาดของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เขียนแทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| หรอื |𝑢̅| หรอื |𝑢⃗ | 
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5.2 เวกเตอรข์นานกัน 

 เวกเตอรต์ัง้แต ่2 เวกเตอรข์ึน้ไปที่มีทิศทางเดียวกนั หรอืตรงขา้มกนั เรียกเวกเตอรเ์หลา่นี ้

วา่ เวกเตอรข์นานกนั 

 

 เช่น 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ และขนานกบั 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 หรอื 𝑢̅ ขนานกบั 𝑣̅ และขนานกบั  𝑤̅ 

 

5.3 เวกเตอรเ์ทา่กัน 

 คือ เวกเตอรใ์ดๆท่ีมีทิศทางเดียวกนัและมีขนาดเท่ากนัดว้ย 

 

  จากรูป 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ หรอื 𝑢̅ = 𝑣̅  

   𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗   หรอื 𝑠̅ = 𝑤̅ 
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5.4 นิเสธของเวกเตอร ์

 นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ใดๆ เขียนแทนดว้ย −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ซึง่หมายถึง เวกเตอร ์ท่ีมีขนาดเท่ากบั |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| แต่

มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 เช่น 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ เป็นนิเสธของ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 หรอื 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

          𝑢̅ = −𝑣̅ 

 

5.5 เวกเตอรศ์ูนย ์(Zero vector) 

 คือ เวกเตอรท์ี่มีขนาดเท่ากบั 0 เขียนแทนดว้ย 0̅ 

 จดุเริม่ตน้และจดุสดุทา้ยของ 0̅ เป็นจดุๆเดียวกนั นิเสธของ 0̅ คือ 0̅ , นั่นคือ 0̅ คือ −0̅ 
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ตัวอย่างที ่5.1 𝐴𝐵𝐶𝐷 เป็นสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 

 

จงหา    

 1) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 2) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 3) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 4) เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 5) เวกเตอรใ์ดบา้งที่ขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 6) เวกเตอรใ์ดบา้งที่เท่ากบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 7) เวกเตอรใ์ดบา้งที่เป็นนิเสธกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด  1. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 2. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดยีวกบั 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 3. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 4. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  

 5. เวกเตอรท์ี่มีทิศทางขนานกบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  และ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 6. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 7. เวกเตอรท์ี่เป็นนิเสธกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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ตัวอย่างที ่5.2 จากรูป 

 

จงหา 
1. เวกเตอรใ์ดบา้งที่มีทิศทางเดียวกนั 
2. เวกเตอรใ์ดบา้งที่มีทิศทางตรงขา้มกนั 
3. เวกเตอรใ์ดบา้งที่เท่ากนั 
 

 

แนวคิด  เวกเตอรท์ี่มีทิศทางเดียวกนัคือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅, 𝑠̅ 

  เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅, 𝑠̅ 

  เวกเตอรท์ี่เท่ากนัคือ 𝑠̅ กบั 𝑤̅ 

ตัวอย่างที ่5.3 เป็นรูปหกเหลี่ยมดา้นเท่าจากรูป 

 

จงหา 
 1. เวกเตอรท์ี่เป็นตวัแทนของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 2. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 3. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 4. นิเสธของ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 5. นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

แนวคิด   1. เวกเตอรท์ี่เป็นตวัแทนของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ไดค้ือ 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  2. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, −𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  3. เวกเตอรท์ี่เท่ากบั 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ −𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  4. นิเสธของ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  คือ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  5. นิเสธของ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ คือ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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5.6 การบวกเวกเตอร ์ การบวกเวกเตอรส์องเวกเตอรมี์หลกัดงันี ้

 1. ถา้ 𝑢̅ , 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ จดุเริม่ตน้ของ 𝑣̅ เป็นจดุเดียวกนักบัจดุสิน้สดุของ 𝑢̅ แลว้ 

𝑢̅ +  𝑣̅ คือเวกเตอรท์ี่มีจดุเริม่ตน้อยูท่ี่จดุเริม่ตน้ของ 𝑢̅ และมีจดุสิน้สดุอยู่ที่จดุสิน้สดุของ 𝑣̅ 

 

 

𝑤̅ เป็นผลบวกของ 𝑢̅ และ 𝑣̅ 𝑤̅ = 𝑢̅ + 𝑣̅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

หมายเหต ุ 𝑢̅ , 𝑣̅ มีทิศทางวนตามกนั แต่ 𝑤̅ มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ และ 𝑣̅ 

 2. ถา้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีจดุเริม่ตน้หรือจดุสิน้สดุเป็นจดุเดียวกนั แลว้ผลบวกของ 

𝑢̅ กบั 𝑣̅หาไดจ้าก “ขนาดของ 𝑤̅ ซึง่เป็นเสน้ทแยงมมุของ       ซึง่มีขนาดของ 𝑢̅ , 𝑣̅ เป็นดา้น

ประชิด” จดุเริม่ตน้ของ 𝑤̅ คือจดุเริม่ตน้ของ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ และจดุสิน้สดุของ 𝑤̅ คือจดุสิน้สดุของ 𝑢̅ กบั 

𝑣̅ เช่นกนั 

 พิจารณารูปภาพประกอบ 
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5.7 การลบเวกเตอร ์

 ถา้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ แลว้ 𝑢̅ − 𝑣̅ = 𝑢̅ + (−𝑣̅) หรอื 𝑢̅ −  𝑣̅ เท่ากบั 𝑢̅ บวก

กบันิเสธของ 𝑣̅ 

 พิจารณารูปภาพประกอบ 

 

 

 

 

 

 

5.8 คุณสมบตัิของการบวกเวกเตอร ์

ให ้𝑢̅ , 𝑣̅ และ 𝑤̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ 

 1. 𝑢̅ + 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์   คณุสมบตัิปิด 

 2. 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅   คณุสมบตัิการสลบัที่ 

 3. (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅  + 𝑤̅) คณุสมบตัิการเปลี่ยนกลุม่ 

 4. 0̅ + 𝑢̅  = 𝑢̅ + 0̅ เม่ือ 0̅ เป็นเวกเตอรศ์นูย ์คณุสมบตัิการมีเอกลกัษณ ์

 5. ส าหรบัทกุๆ 𝑢̅ จะมี −𝑢̅ ซึง่ (−𝑢̅ + 𝑢̅) = 𝑢̅ + (−𝑢̅) = 0̅ คณุสมบตัิมีอินเวอรส์ 
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ตัวอย่างที ่5.4 ให ้ABCD เป็นรูปสี่เหลี่ยมใดๆ ใหห้าผลรวมของเวกเตอรต์่อไปนี ้

 

1. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  
2. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
3.  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด 1. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  ∴ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 2. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 

  ∴ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0̅ 

 3. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  (−𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  ∴ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

ตัวอย่างที ่5.5 ให ้ABCD เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึง่ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅ , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤̅  

จงพิสจูน ์(𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) 

 

แนวคิด ในการพิสจูน ์ 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                                            (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ………(1) 
และ 𝑣̅ +  𝑤̅ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ………(2) 
∴ จาก (1) และ (2) (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) 
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ตัวอย่างที ่5.6 จงแสดงวา่ −(𝑢̅ + 𝑣̅) = −𝑢̅ − 𝑣̅ 

แนวคิด พิจารณา (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = [(−𝑢̅) + (−𝑣̅)] + (𝑢̅ + 𝑣̅) 

 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅)] การจดักลุม่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅) + (𝑣̅ + 𝑢̅)] การสลบัที่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [(−𝑣̅ + 𝑣̅) + 𝑢̅] การจดักลุม่การบวก 
 = (−𝑢̅) + [0̅ + 𝑢̅]  อินเวอรส์การบวก 
 = (−𝑢̅) + 𝑢̅   เอกลกัษณก์ารบวก 
     = 0̅    เอกลกัษณก์ารบวก 
                                  ∴ (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = 0̅  
                                     แต ่ −(𝑢̅ + 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) = 0 อินเวอรส์การบวก                    

∴ (−𝑢̅ − 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅)         = −(𝑢̅ + 𝑣̅) + (𝑢̅ + 𝑣̅) 
 นั่นคือ       −𝑢̅ − 𝑣̅     = −(𝑢̅ + 𝑣̅) 
 หรอื                      −(𝑢̅ + 𝑣̅)    = −𝑢̅ − 𝑣̅ 
 

5.9 การคูณเวกเตอรด้์วยสเกลาร ์
 ให ้𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์𝑎 เป็นเลขจ านวนจรงิ 
 1. ถา้ 𝑎 > 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีขนาด 𝑎 |𝑢̅| มีทิศทางเดียวกบั 𝑢̅ 
 2. ถา้ 𝑎 < 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรท์ี่มีขนาด 𝑎 |𝑢̅| มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ 
 3. ถา้ 𝑎 = 0 แลว้ 𝑎𝑢̅ = 0̅ 
 4. 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ เม่ือ 𝑢̅ ≠ 0 , 𝑣̅ ≠ 0  และ 𝑎 ≠ 0 
 5. ถา้ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 , 𝑢̅ ≠ 0 , 𝑣̅ ≠ 0 , 𝑢̅ ไม่ขนานกบั 𝑣̅ และ 𝑎𝑢̅ + 𝑏𝑣̅ = 0̅  
     แลว้ 𝑎 = 0  และ 𝑏 = 0 

 เช่น 5(6𝑣)    =    30𝑣 
      −2(5𝑣̅)    =    −10𝑣̅  
   3(2𝑣̅ + 𝑢̅)   =     6𝑣̅ + 3𝑢̅ 
      3(2𝑣̅ − 𝑢̅)  =     6𝑣̅ + 3(−𝑢̅)  =   6𝑣̅ − 3𝑢̅  
    8𝑤̅    =     5𝑤̅ + 3𝑤̅  
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ตัวอย่างที ่5.7 จงหาความยาวของเสน้มธัยฐานของ ∆ ใดๆ 

แนวคิด ให ้𝐴𝑂 เป็นเสน้มธัยฐานของ ∆𝐴𝐵𝐶 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   = 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 2𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

        𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
 

        |𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ | = |
𝐴𝐵⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗  ⃗

2
|

  

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.8 ก าหนด |𝑢̅| = 13   ,   |𝑣̅| = 2   ,   |𝑢̅ + 𝑣̅| = 14  จงหา 2 𝑢̅ 𝑣̅ 

แนวคิด  |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = (𝑢̅ + 𝑣̅)(𝑢̅ + 𝑣̅) 

       (14)2 = 𝑢̅𝑢̅ + 2𝑢̅𝑣̅ + 𝑣̅𝑣̅ 

          196 =  |𝑢̅|2 + 2𝑢̅𝑣̅ + |𝑣̅|2 

          196 =  169 + 2𝑢̅𝑣̅ + 4 

          2𝑢̅𝑣̅ =  23 
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ตัวอย่างที ่5.9 จงแสดงวา่ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 

แนวคิด  ถา้ 𝑎 > 0 จากรูป 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅  , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅    (ใน ∆𝐴𝐵𝐶) 

   ∴ 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ต่อ 𝐴𝐵 ออกไปถึง 𝐷 ให ้𝐴𝐷 ยาวเท่ากบั 𝑎𝑢̅ ลาก 𝐷𝐸 ∕∕ 𝐵𝐶 ลาก 𝐴𝐶 ต่อออกไปตดักบั 𝐷𝐸 ที่ 𝐸 

∴ ∆𝐴𝐵𝐶 ~ ∆𝐴𝐷𝐸 จะไดว้า่ ดา้นที่อยู่ตรงขา้มมมุที่เท่ากนั ยอ่มเป็นสดัสว่นต่อเน่ืองกนั 

 

 

 

 

 จะได ้   𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑣̅ และ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) ………………. (1) 

  แต ่     𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (ใน ∆𝐴𝐷𝐸) 

                      ∴ 𝐴𝐸⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   ………………. (2) 

  นั่นคือ     𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   (จาก (1), (2)) 

        ถา้ 𝑎 < 0 จากรูป 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (ใน ∆𝐴𝐵𝐶) 

โดยการสรา้งรูปช่วยเหมือนกบัการพิสจูนต์อนแรกที่กลา่วมา 

  จะได ้𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗           = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  …………….. (3) 

  แต่    𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ = 𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗  ⃗  …………….. (4) 

  นั่นคือ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅   (จาก (3), (4)) 

  ถา้ 𝑎 = 0   𝑎𝑢̅  = 0  , 𝑎𝑣̅ = 0̅ และ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 0̅ 

  นั่นคือ  𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 
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  ∴ 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅  ทกุคา่ของ 𝑎 ที่เป็นจ านวนจรงิ 

 

5.10 การใช้เวกเตอรใ์นการพสูิจนท์ฤษฎีบทในเรขาคณิต 

 เวกเตอรช์่วยในการพิสจูนท์ฤษฎีบททางเรขาคณิตบางบทใหง้่ายแก่การท าความเขา้ใจ

และง่ายตอ่การพิสจูน ์

ตัวอย่างที ่5.10 จงพิสจูนว์า่ถา้ลากเสน้ตรงจากจดุกึ่งกลางของดา้นหนึ่งของสามเหลี่ยม ใหข้นาน

กบัอีกดา้นหนึง่ ไปตดัดา้นที่เหลือ ย่อมแบ่งครึง่ดา้นที่เหลือ 

แนวคิด ของการพิสจูน ์ให ้𝐴𝐵𝐶  เป็น ∆   𝐷เป็นจดุกึ่งกลางดา้น 𝐴𝐵 ลาก 𝐷𝐸 ขนานกบั 𝐵𝐶  

 ตดั 𝐴𝐶 ที่ 𝐸 

 

 จะตอ้งพิสจูนว์า่ 𝐸 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐴𝐶 

 เนื่องจาก 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

      𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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     𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ขนานกบั 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ให ้ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

แต่   𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   และ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗   ...................... (1) 

   เห็นไดว้า่ 1
2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =

1

2
(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ∴ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑎 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑏 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ หรอื (2𝑎 − 1)𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (2𝑏 − 1)𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 

   แต่ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0  , 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0   และ 𝐵𝐶⃗⃗  ⃗ ไม่ขนานกบั 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   ∴ 2𝑎 − 1 = 0 ได ้𝑎 =
1

2
 และ 2𝑏 − 1 = 0  ได ้𝑏 =

1

2
 

    𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   นั่นคือ 𝐸 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐴𝐶 

 

ตัวอย่างที ่5.11 ถา้ 𝑂 เป็นจดุตดัของเสน้มธัยฐานของ ∆𝐴𝐵𝐶 แลว้ 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

แนวคิด  เนื่องจาก 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  ∴             𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
2

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

2

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

          = 2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   =

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

          = 2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   =

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ในท านองเดียวกนัอาจแสดงไดว้า่ 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐶𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

 

  ∴ 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0̅ 
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ตัวอย่างที ่5.12 ก าหนด 𝑃, 𝑄, 𝑅 และ 𝑆 เป็นจดุกึง่กลางของดา้น 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷  และ 𝐷𝐴 ของรูป

สี่เหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶𝐷 ตามล าดบั จงพิสจูนว์า่ 𝑃𝑄𝑅𝑆 เป็นสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 

 

 

 

 

แนวคิด  ในการพิสจูน ์

เนื่องจาก  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

นั่นคือ  𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

  𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ดว้ย  ………………. (1) 

และเน่ืองจาก 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑄𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  และ 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∕∕ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  นั่นคือ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  และ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  ∕∕ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑄𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   และ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  ∕∕ 𝑄𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ดว้ย ……………….. (2) 

นั่นคือ  𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗   ขนาน 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ และเทา่กนั , 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ขนาน 𝑆𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ และเท่ากนั 

ดงันัน้  𝑃𝑄𝑅𝑆 เป็นดา้นขนาน 
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5.11 เวกเตอรใ์นระบบมุมฉาก 

 1. ถา้ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ แกน 𝑥𝑜𝑥′ และ 𝑦𝑜𝑦′ ตัง้ฉากซึง่กนัและกนั (𝑎, 𝑏) แทนคา่เลข

คูอ่นัดบั แลว้ [𝑎
𝑏
] แทนเวกเตอร ์โดย 𝑎 แทนไดด้ว้ยระยะทาง |𝑎| หนว่ย ตามแนวนอนไปทางขวา

มือ 𝑎 > 0 และ ไปทางซา้ยเมื่อ 𝑎 < 0                    𝑏 แทนไดด้ว้ยระยะทาง |𝑏| หน่วยตามแนวดิ่งไป

ดา้นบนเมื่อ 𝑏 > 0 และไปดา้นลา่งเม่ือ 𝑏 < 0 

 

 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ เป็นเวกเตอรท์ี่มี 0 เป็นจดุเริม่ตน้ 

และมี 𝐴(𝑎, 𝑏) เป็นจดุสิน้สดุ เขียนแทนได้

ดว้ย สญัลกัษณ ์[𝑎
𝑏
] 

 

 

เช่น 𝑢̅ = [
2
3
]  , 𝑣̅ = [

  4
−2

]  , 𝑤̅ = [
−3
−2

]  , 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [
3
0
]  ,   𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [

−4
  0

]  

แต่ละเวกเตอรส์ามารถแสดงบนพิกดัไดด้งัรูป 
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2. ถา้ 𝐴(𝑥1, 𝑦1) เป็นจดุเริม่ตน้ และ 𝐵(𝑥2, 𝑦2) เป็นจดุสิน้สดุของเวกเตอรแ์ลว้ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
] 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.13 ให ้𝐴(−1,2) และ 𝐵(3,4) จงแสดงต าแหนง่ของเวกเตอร ์[3
2
] ซึง่มี 𝐴, 𝐵 เป็น

จดุเริม่ตน้ 

แนวคิด [
3
2
] เป็นเวกเตอรซ์ึง่มีคา่ความยาวตามแนวระดบัจากจดุเริม่ตน้เป็น 3 และตาม

แนวดิ่งจากจดุเริม่ตน้เป็น 2 

 

 

 

 

 

ตัวอย่างที ่5.14 ก าหนดให ้𝐴(1,5)  , 𝐵(−2,4)  , 𝐶(0,3)  , 𝐷(−3,−2) จงหาเวกเตอร ์

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

แนวคิด  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
−2 −1
   4 −5

] = [
−3
−1

]  ;   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
0 + 2
3 − 4

] = [
   2
−1

]     

  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
−3 −0
−2 −3

] = [
−3
−5

]  ;   𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [
1 + 3
5 + 2

] = [
4
7
] 
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5.12 การบวกเวกเตอรแ์ละการลบเวกเตอร ์

  ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
]  , 𝑣̅ = [

𝑐
𝑑
]     

  𝑢̅ + 𝑣̅ = [
𝑎
𝑏
] + [

𝑐
𝑑
] = [

𝑎 + 𝑐
𝑏 + 𝑑

] 

  𝑢̅ − 𝑣̅ = [
𝑎
𝑏
] − [

𝑐
𝑑
] = [

𝑎 − 𝑐
𝑏 − 𝑑

] 

 

  เวกเตอรศ์ูนย ์ 0̅ = [
0
0
]   

  เวกเตอรนิ์เสธ เวกเตอรน์ิเสธของ [𝑎
𝑏
]  คือ − [

𝑎
𝑏
]  หรอื [−𝑎

−𝑏
]   

 

5.13 ขนาดของเวกเตอร ์(Magnitude of Vector) 

 1. ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] แลว้ขนาดของ 𝑢̅ นิยามวา่ |𝑢̅| = √𝑎2 + 𝑏2 

 2. ถา้ 𝑣̅ = [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
] แลว้ขนาดของ 𝑣̅ นิยามวา่ |𝑣̅| = √(𝑥2 − 𝑥1)

2 + (𝑦2 − 𝑦1)
2 

 

5.14 เวกเตอรห์น่ึงหน่วย (Unit of Vector)   

คือเวกเตอรท์ี่มีขนาดหนึง่หน่วยไดแ้ก่ [1
0
]  , [

0
1
]  , [

−1
   0

] และ [   0
−1

] 

ให ้  𝑖 ̅แทน [1
0
]  ; −𝑖 ̅แทน [−1

   0
] 

 𝑗 ̅แทน [0
1
]  ; −𝑗 ̅แทน [   0

−1
] 

พิจารณา 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] = [

𝑎
0
] + [

0
𝑏
] = 𝑎 [

1
0
] + 𝑏 [

0
1
] 

  ∴ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 

ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎
𝑏
] ≠ 0̅ แลว้ 
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เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกนักบั 𝑢̅ คือ 1

|𝑢̅|
∙ 𝑢̅ =

1

(𝑎2+𝑏2)
∙ [

𝑎
𝑏
] = [

𝑎

(𝑎2+𝑏2)

𝑏

(𝑎2+𝑏2)

] 

เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑢̅ คือ − 1

|𝑢̅|
∙ 𝑢̅ = −

1

(𝑎2+𝑏2)
∙ [

𝑎
𝑏
] = [

−𝑎

(𝑎2+𝑏2)

−𝑏

(𝑎2+𝑏2)

] 

ตัวอย่างที ่5.15  

ก. จงหา |𝑢̅| เม่ือ 𝑢̅ = [
−2
   3

]  

ข. จงหาเวกเตอร ์ 1 หน่วยท่ีมีทิศทางเดยีวกนักบั 𝑢̅ = [
−2
   3

] 

ค. จงหาเวกเตอร ์ 1 หน่วยท่ีมีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑣̅ = [
   3
−4

] 

ง. จงหาเวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็น 5 และมีทิศทางเดียวกนักบั 𝑤̅ = [
2
8
] 

จ. จงหาเวกเตอรท์ี่มีขนาดเท่ากบั [3
4
] และมีทิศทางตรงขา้มกบั [1

2
] 

แนวคิด  ก. 𝑢̅ = [
−2
   3

]   ∴  |𝑢̅| = √(−2)2 + 32 = √13  

  ข. เวกเตอร ์ 1 หน่วย ที่มีทิศทางเดียวกนักบั 𝑢̅ = [
−2
   3

] คือ 1

√13
[
−2
   3

] = [

−2

√13
3

√13

] 

  ค. เนื่องจาก |𝑣̅| คือ |𝑣̅| = √32 + (−4)2 = 5  

  ∴ เวกเตอร ์1 หน่วย ที่มีทิศทางตรงขา้มกบั 𝑣̅ = [
   3
−4

] คือ − 1

5
[
   3
−4

] = [
−

3

5

   
4

5

] 

  ง. เน่ืองจาก |𝑤̅| คือ |𝑤̅| = √22 + 82 = √68  

  เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกบั |𝑤̅| =  [
2
8
] คือ 1

√68
[
2
8
] = [

2

√68
8

√68

] 

  ∴ เวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็น 5 และมีทิศทางเดียวกนักบั 𝑤̅ คือ 

   5 ∙ [

2

√68
8

√68

] = [

10

√68
40

√68

] 



คณิตศาสตรส์  าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 5 เวกเตอร ์

169 
 

  จ. เนื่องจากขนาดของ [1
2
] = √5 และขนาดของ [3

4
] = 5 

  เวกเตอรห์นึ่งหน่วยที่มีทิศทางตรงขา้มกบั [1
2
] คือ − 1

√5
 [
1
2
] = [

−
1

√5

−
2

√5

]  

  ∴ เวกเตอรท์ี่มีทิศทางตรงขา้มกบั [1
2
] และมีขนาดเท่ากบั [3

4
] คือ  

   5 ∙ [
−

1

√5

−
2

√5

] = [
−√5

−2√5
] 

 

5.15 เวกเตอรอ์ิสระ (Free Vector) 

 คือ เวกเตอรท์ี่ไม่ก าหนดจดุเริม่ตน้และจดุสิน้สดุ ไดแ้ก่ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑢̅  , 𝑣̅ ฯลฯ 

 

5.16 ผลคูณเชิงสเกลาร ์มีคณุสมบตัิส  าคญัดงัตอ่ไปนี ้

 1. ถา้ 𝑢̅ = [
𝑎1

𝑎2
] และ 𝑣̅ = [

𝑏1

𝑏2
] แลว้ 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2) 

 2. 𝑖̅ ∙ 𝑖̅ = 1 = 𝑗̅ ∙ 𝑗 ̅และ 𝑖̅ ∙ 𝑗 ̅ = 0 = 𝑗̅ ∙ 𝑖 ̅

 3. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = 𝑣̅ ∙ 𝑢̅ 

 4. 𝑢̅ ∙ 𝑢̅ = |𝑢̅|2 

 5. ถา้ 𝑢̅  , 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ 𝑚 ∈ 𝑅 (𝑚𝑢̅)𝑣̅ = 𝑢̅(𝑚𝑣̅) = 𝑚(𝑢̅𝑣̅) 

 6. 𝑢̅  , 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์𝜃 เป็นมมุระหวา่งเวกเตอรท์ัง้สอง 𝑢̅𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅|𝑐𝑜𝑠𝜃  

 7. ถา้ 𝑢̅ ≠ 0 และ 𝑣̅ ≠ 0 แลว้ 𝑢̅ ตัง้ฉากกบั 𝑣̅ ก็ตอ่เม่ือ 𝑢̅𝑣̅ = 0 
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ตัวอย่างที ่5.16 จงหา 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅ จาก  

  ก. 𝑢̅ = 3𝑖̅ + 2𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 4𝑖̅ + 5𝑗 ̅

  ข. 𝑢̅ = −6𝑖̅ + 9𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 9𝑖̅ − 6𝑗 ̅

  ค. 𝑢̅ = 2𝑖̅ − 3𝑗 ̅ , 𝑣̅ = 0̅ 

แนวคิด   ก. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
3
2
] [

4
5
] = (3 × 4) + (2 × 5) = 12 + 10 = 22 

  ข. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
−6
   9

] [
   9
−6

] = (−6 × 9) + (9 × −6) = −54 − 54 = −108 

  ค. 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = [
   2
−3

] [
0
0
] = 0 

 

ตัวอย่างที ่5.17 ก าหนดให ้𝑢̅ = [
3
2
]  , 𝑣̅ = [

−4
   7

]  , 𝑤̅ = [
−2
−3

]  

จงหา (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑤̅  , 𝑢̅(𝑣̅ − 𝑤̅)  , [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)] และ [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]𝑤̅ 

แนวคิด   𝑢̅ + 𝑣̅ = [
3
2
] + [

−4
   7

] = [
−1
   9

]  ; 𝑢̅ − 𝑣̅  = [
3
2
] − [

−4
   7

] = [
   7
−5

] 

  𝑣̅ − 𝑤̅ = [
−4
   7

] − [
−2
−3

] = [
−2
   10

] 

  ∴  (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑤̅ = [
−1
   9

] [
−2
−3

] = 2 − 27 = −25  

      𝑢̅(𝑣̅ − 𝑤̅) = [
3
2
] [

−2
   10

] = −6 + 20 = 14  

     [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]  = [
−1
   9

] [
   7
−5

] = −7 − 45 = −52 

      [(𝑢̅ + 𝑣̅) ∙ (𝑢̅ − 𝑣̅)]𝑤̅  ไม่มีนิยามจงึไม่สามารถหาค่าได ้
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ตัวอย่างที ่5.18 ถา้ |𝑢̅| = 3 , |𝑣̅| = 5  และ |𝑢̅ − 𝑣̅| = 7 แลว้ จงหา |𝑢̅ + 𝑣̅| 

แนวคิด  เนื่องจาก  

  |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = (𝑢̅ + 𝑣̅)(𝑢̅ + 𝑣̅) = (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑢̅ + (𝑢̅ + 𝑣̅)𝑣̅ 

      =  𝑢̅ ∙ 𝑢̅ + 𝑣̅𝑢̅ + 𝑢̅𝑣̅ + 𝑣̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅|2 + 2𝑢̅ ∙ 𝑣̅ + |𝑣̅|2 

  ดงันัน้ |𝑢̅ − 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 − 2𝑢̅𝑣̅ + |𝑣̅|2 

  แทนคา่         49 = 9 − 2𝑢̅𝑣̅ + 25 

           2𝑢̅𝑣̅ = −49 + 9 + 25 = −15 

  แต่ |𝑢̅ + 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 + 2𝑢̅ ∙ 𝑣̅ + |𝑣̅|2 = 9 − 15 + 25 = 19 

  นั่นคือ |𝑢̅ + 𝑣̅| = √19 

 

ตัวอย่างที ่5.19 ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆   𝐴(5,2) 𝐵(8,7) และ 𝐶(3,10) 

  จงแสดงวา่ 𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ มมุฉาก 

แนวคิด  จะได ้𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (8 − 5)𝑖̅ + (7 − 2)𝑗̅ = 3𝑖 + 5𝑗 

             𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 8)𝑖̅ + (10 − 7)𝑗̅ = −5𝑖 + 3𝑗 

  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3)(−5) + (5)(3) = −15 + 15 = 0 

  ∴ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ตัง้ฉาก 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ นั่นคอื ∆𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ มมุฉาก 
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5.17 เวกเตอรส์เปซ 

 มีคณุสมบตัิดงันี ้

 ก าหนดให ้𝑢̅  , 𝑣̅ และ 𝑤̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ ในระนาบ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑅 

เป็นเซตของเวกเตอรใ์นสเปซ 

 1. 𝑢̅ + 𝑣̅ ∈ 𝑅       คณุสมบตัิของการปิด 

 2. (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅ = 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅)   คณุสมบตัิของการจดัหมู่ 

 3. 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅     คณุสมบตัิของการสลบัที่ 

 4. 𝑎𝑢̅ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ ซึง่เป็นสมาชกิของ 𝑅 ดว้ย 

 5. 𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑎𝑢̅ + 𝑎𝑣̅ 

 6. (𝑎 + 𝑏)𝑢̅ = 𝑎𝑢̅ + 𝑏𝑢̅ 

 7. 1𝑢̅ = 𝑢̅      มี 1 เป็นเอกลกัษณ ์

 

5.18 ผลคูณเชิงเวกเตอร ์
 ครอสโปรดกัส ์(Cross product) หรอื ผลคณูไขว ้เป็นการด าเนินการบนเวกเตอรส์องตวั
ในปรภิมูิสามมิต ิซึง่ใหผ้ลลพัธเ์ป็นเวกเตอรใ์หม่ที่ตัง้ฉากกบัเวกเตอรต์น้ฉบบัทัง้สอง โดยมีขนาด
เท่ากบัพืน้ที่ของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนานที่เกิดจากเวกเตอรท์ัง้สอง และทิศทางท่ีก าหนดโดย กฎมือ
ขวา ผลคณูไขวถ้กูใชใ้นวิชาฟิสิกสแ์ละคณิตศาสตรป์ระยกุต ์เช่น การค านวณโมเมนตข์องแรง  

ความหมายและคณุสมบตัิ: 

ผลลัพธเ์ป็นเวกเตอร:์  

ต่างจากผลคณูจดุ (dot product) ที่ใหผ้ลลพัธเ์ป็นสเกลาร ์ผลคณูไขวจ้ะใหผ้ลลพัธเ์ป็น
เวกเตอรเ์สมอ  

ตัง้ฉากกับเวกเตอรต้์นฉบับ:  

เวกเตอรผ์ลลพัธจ์ะตัง้ฉากกบัเวกเตอรต์ัง้ตน้ทัง้สองตวั  
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ใช้ในปริภมิูสามมิต:ิ  

การด าเนินการนีมี้นิยามเฉพาะในปริภมิูสามมิติเท่านัน้  

กฎมือขวา:  

ทิศทางของเวกเตอรผ์ลลพัธถ์กูก าหนดโดยกฎมือขวา เม่ือก ามือขวาตามทิศทางของ
เวกเตอรต์วัแรกไปยงัเวกเตอรต์วัที่สอง นิว้หวัแม่มือจะชีไ้ปตามทิศทางของเวกเตอร์
ผลลพัธ ์ 

ขนาด:  

 ขนาดของเวกเตอรผ์ลลพัธเ์ท่ากบัพืน้ที่ของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนานที่เวกเตอรท์ัง้สองตวั
 ครอบคลมุ หรือ 𝑢 ̅ ×  𝑣̅ =∣ 𝑢 ̅ ∣∣ 𝑣̅ ∣ 𝑠𝑖𝑛𝜃 

โดยที่ 𝑢 ̅ และ  𝑣̅ คือเวกเตอรต์ัง้ตน้ และ 𝜃 คือมมุระหว่างเวกเตอรท์ัง้สอง  

สัญลักษณ:์  
สญัลกัษณท์ี่ใชแ้ทนผลคณูไขวค้ือเครื่องหมาย "×" เช่น 𝑢 ̅ ×  𝑣̅ 
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การหาผลคูณไขว้ โดยใช้เมทริกซ ์(Cross Product Using Matrix Notation) 

ก าหนด 𝑎 = 𝑎1𝑖̂ + 𝑎2𝑗̂ + 𝑎3𝑘̂ และ  𝑏⃗ = 𝑏1𝑖̂ + 𝑏2𝑗̂ + 𝑏3𝑘̂   

จะไดว้า่ 𝑐 = 𝑎 × 𝑏⃗  

 𝑐 = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

| 

 

 𝑐 = 𝑖̂ |
𝑎2 𝑎3

𝑏2 𝑏3
| − 𝑗̂ |

𝑎1 𝑎3

𝑏1 𝑏3
| + 𝑘̂ |

𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2
| 

 𝑐 = 𝑖̂|𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2| − 𝑗̂|𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1| + 𝑘̂|𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1| 
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5. 19 การน าความรู้เร่ืองเวกเตอรไ์ปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์
1. สถานการณจ์ าลอง: การเคลื่อนทีข่องเรือ 

 นายกานตข์บัเรืออยู่กลางทะเล เขาเปิดเครือ่งยนตท์ี่ท  าใหเ้รือมีความเรว็ 20 กิโลเมตร/

ชั่วโมง ไปทางทิศเหนือ จากนัน้มีลมพดัมาทางทิศตะวนัออกเฉียงเหนือ (ท ามมุ 45° กบัทิศเหนือ) 

ท าใหเ้รือเคล่ือนที่ไปตามลมดว้ยความเรว็ 5 กิโลเมตร/ชั่วโมง” เรือของนายกานตก์ าลงัเคลื่อนท่ี

ดว้ยความเรว็และทิศทางรวมเทา่ไร 
แนวคิดและหลักการทางฟิสิกส ์

1. ก าหนดเวกเตอรค์วามเรว็  

-เวกเตอรค์วามเรว็ของเรอื (𝑉1) : เรือเคล่ือนท่ีไปทางทิศเหนือ (แกน 𝑦) ดว้ยความเรว็ 20 km/h 
𝑉1 = 0𝑖 + 20𝑗 𝑘𝑚/ℎ 

-เวกเตอรค์วามเรว็ของลม (𝑉2): ลมพดัมาทางทิศตะวนัออกเฉียงเหนือ (ท ามมุ 45° กบัทิศเหนือ) 

ดว้ยความเรว็ 5 km/h 

-ตอ้งหาองคป์ระกอบของเวกเตอรล์มในแนวแกน 𝑥 และ 𝑦 โดยใชต้รีโกณมิติ: 

 -องคป์ระกอบในแนวแกน 𝑥:  

𝑉2𝑥 = 5𝑐𝑜𝑠45° = 5(
√2

2
) ≈ 3.54  𝑘𝑚/ℎ  

 -องคป์ระกอบในแนวแกน 𝑦 :  

𝑉2𝑦 = 5𝑠𝑖𝑛45° = 5(
√2

2
) ≈ 3.54  𝑘𝑚/ℎ  

 
     𝑉2 = 3.54𝑖 + 3.54𝑗  𝑘𝑚/ℎ 
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2. การบวกเวกเตอรเ์พื่อหาความเรว็รวม (Resultant Velocity) 
 หลกัการทางฟิสิกส:์ ความเรว็รวม (Resultant Velocity) ของเรือคือผลรวมเวกเตอรข์อง
ความเรว็จากเครื่องยนตแ์ละความเรว็จากลม 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑉1 + 𝑉2 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (0𝑖 + 20𝑗) + (3.54𝑖 + 3.54𝑗) 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (0 + 3.54)𝑖 + (20 + 3.54𝑗) 
 
   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 3.54𝑖 + 23.54𝑗    𝑘𝑚/ℎ 
 

3. การหาขนาดและทิศทางของเวกเตอรค์วามเรว็รวม 

ขนาด (Magnitude): คืออตัราเรว็รวมของเรอื ใชท้ฤษฎีบทพีทาโกรสั  

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑦

2 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √(3.54)2 + (23.54)2 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √12.53 + 554.13 

   𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = √566.66  ≈ 23.8  𝑘𝑚/ℎ  

ทิศทาง (Direction): หาจากมมุ 𝜃 ที่ท  ากบัแกน +𝑥 (ทิศตะวนัออก) 

   𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
𝑉𝑦

𝑉𝑥
=

23.54

3.54
≈ 6.65 

   𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(6.65) ≈  81.4° 

 

สรุปค าตอบ เรือของนายกานตก์ าลงัเคลื่อนที่ดว้ยอตัราเรว็รวมประมาณ 23.8 กิโลเมตร/ชั่วโมง 

ในทิศทาง 81.4° จากทิศตะวนัออก (หรือประมาณ 8.6° จากทิศเหนือ) 
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2. สถานการณจ์ าลอง: การลากกระเป๋าเดนิทาง 

 นกัท่องเที่ยวคนหนึ่งก าลงัลากกระเป๋าเดินทาง โดยออกแรงดงึ 20 นิวตนั และท ามมุ 60° 

กบัพืน้ ท าใหก้ระเป๋าเคลื่อนท่ีไปบนพืน้ผิวเรียบเป็นระยะทาง 10 เมตร นกัท่องเที่ยวคนนีท้  างาน

(ออกแรง)ไปเท่าไรในการเคลื่อนยา้ยกระเป๋าใบนี ้

แนวคิดเและหลักการทางฟิสิกส ์
1. ก าหนดเวกเตอร ์ 
1.1 เวกเตอรแ์รง (𝐹): คือเวกเตอรข์องแรงที่นกัท่องเที่ยวออกแรงดงึ 
 ขนาด :  ∣ 𝐹 ∣=20  นิวตนั   
 ทิศทาง : ท ามมุ 60° กบัแนวระดบั 
 1.2 เวกเตอรก์ารกระจดั (𝑑): คือเวกเตอรข์องการเคลื่อนท่ีของกระเป๋า 
 ขนาด : ∣ 𝑑 ∣=10 เมตร 
 ทิศทาง : ไปตามแนวระดบั (ท ามมุ 0° กบัพืน้) 
2. การคณูเวกเตอรเ์พื่อหางาน 
 หลกัการทางฟิสิกส:์ งาน (𝑊) เป็นปรมิาณสเกลารท์ี่บอกพลงังานท่ีถกูถ่ายโอนเม่ือมีแรง
กระท าและท าใหว้ตัถเุคลื่อนท่ี งานหาไดจ้ากการคณูเวกเตอรเ์ชิงสเกลาร ์(dot product) ระหวา่ง
เวกเตอรแ์รงกบัการกระจดั 

    𝑊 = 𝐹 ⋅ 𝑑  
 
การหางานจากขนาดและมมุ: 
     𝑊 =∣ 𝐹 ∣∣ 𝑑 ∣ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 
 
* เม่ือ 𝜃 คือมมุระหวา่ง∣ 𝑑 ∣ และ ∣ 𝐹 ∣ จากโจทย ์𝜃 = 60∘ 
   𝑊 = (20 𝑁) × (10 𝑚) × 𝑐𝑜𝑠(60∘)  

   𝑊 = (200) × (0.5) 

   𝑊 = 100           จลู (J) 

 
สรุปค าตอบ นกัท่องเที่ยวท างานไป 100 จลู ในการเคลื่อนยา้ยกระเป๋าเดินทางใบนี 
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 ตวัอย่างการน าความรูเ้รื่องการคณูเวกเตอรเ์ชิงเวกเตอร ์(cross product) มาใชใ้นการ
สอนวิทยาศาสตร ์โดยเฉพาะในวิชาฟิสกิส ์เรื่องทอรก์ (Torque)  
3. สถานการณจ์ าลอง: การเปิดประตูบานใหญ่  
 พอ่ก าลงัจะเปิดประตบูา้นที่บานพบัอยูท่างซา้ยมือ พอ่ใชมื้อดนัที่ลกูบดิประตซูึง่ห่างจาก
บานพบั 1 เมตร โดยออกแรงผลกั 10 นิวตนั ในทิศทางที่ตัง้ฉากกบัระนาบของประตพูอดี 
อยากทราบวา่พ่อสรา้งทอรก์เท่าไรในการเปิดประต ูและทิศทางของทอรก์เป็นอย่างไร 
แนวคิดและหลักการทางฟิสิกส ์
1. ก าหนดเวกเตอร ์
1.1 เวกเตอรต์  าแหนง่ (𝑟): คือเวกเตอรจ์ากจดุหมนุ (บานพบั) ไปยงัจดุท่ีออกแรง (ลกูบิดประต)ู 
 ขนาด : ∣ 𝑟 ∣=1 เมตร 
 ทิศทาง : ไปตามความยาวของประต ู
1.2 เวกเตอรแ์รง (𝐹): คือเวกเตอรข์องแรงที่กระท า 
 ขนาด : ∣ 𝐹 ∣=10 นิวตนั 
 ทิศทาง : ตัง้ฉากกบัระนาบของประต ู
2. การคณูเวกเตอรเ์พื่อหาทอรก์ 
2.1 หลกัการทางฟิสิกส:์ ทอรก์ (𝜏) คือปรมิาณเวกเตอรท์ี่ท  าใหว้ตัถหุมนุได ้ทอรก์หาไดจ้ากการคณู
เวกเตอรเ์ชิงเวกเตอรข์องเวกเตอรต์  าแหน่งและเวกเตอรแ์รง (𝜏 = 𝑟 × 𝐹) 
การหาขนาดของทอรก์: เราใชส้ตูร   ∣ 𝜏 ∣=∣ 𝑟 ∣∣ 𝐹 ∣ 𝑠𝑖𝑛𝜃 

แทนคา่ จะได ้ ∣ 𝜏 ∣= (1 𝑚)(10 𝑁)𝑠𝑖𝑛(90∘) = (10 )(1) 

  ∣ 𝜏 ∣= 10  นิวตนั-เมตร (𝑁 · 𝑚) 

3. การหาทิศทางของทอรก์ดว้ยกฎมือขวา (Right-Hand Rule) 
 กฎมือขวา: ใชเ้พื่อก าหนดทิศทางของทอรก์ที่เกิดจากการหมนุ วางมือขวาตามแนว
เวกเตอรแ์รก (𝑟) คือตามแนวประตจูากบานพบัไปยงัลกูบิด มว้นนิว้ทัง้สี่ตามทิศทางของเวกเตอรท์ี่
สอง (𝐹) คือทิศทางที่ผลกัประต ูทิศทางของนิว้หวัแม่มือที่ชีข้ึน้จะบอกทศิทางของทอรก์ (𝜏) 
 จากสถานการณน์ี ้เมื่อเราผลกัประตไูปขา้งหนา้ ทิศทางของทอรก์จะพุง่ขึน้ในแนวแกน
เดียวกบับานพบั 
สรุปค าตอบ เราสรา้งทอรก์ขนาด 10 นิวตนั-เมตร และทิศทางของทอรก์พุง่ขึน้ไปในแนวตัง้ (ตาม
แกนของบานพบัประต)ู 
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แบบฝึกหดัทา้ยบทที ่5 

1.  จากรูปก าหนดให ้𝐹 เป็นจดุกึ่งกลางของ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎̅ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏̅ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝑎̅  

จงหาเวกเตอรต์่อไปนี ้ในรูปของ 𝑎̅ และ 𝑏̅ 

 
 
 
 
 
 1.1 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗     1.2  𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 1.3 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗     1.4  𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
2. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = 2𝑖 ̅ + 𝑗 ̅ และ 𝑤 ̅̅ ̅ = 𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅แลว้ จงหาค่าของ 

2.1  𝑢 ̅ ∙  𝑣 ̅ 2.2   𝑢 ̅ ∙   𝑢 ̅ 

2.3  𝑢 ̅ ∙  (𝑣̅+𝑤 ̅̅ ̅ ) 2.4 ( 𝑢 ̅ ∙  𝑤 ̅̅ ̅ ) 𝑣 ̅ 

2.5 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅+7 2.6  𝑖 ̅ ∙  𝑖 ̅ 

2.7  𝑗 ̅ ∙  𝑗 ̅ 2.8  𝑖 ̅ ∙  𝑗 ̅ 

2.9  𝑢 ̅ ∙  𝑣̅+  𝑤 ̅̅ ̅  2.10 ( 𝑢 ̅ ∙  𝑣̅) ∙ 𝑤 ̅̅ ̅  

3. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = 6𝑖 ̅ + 8𝑗 ̅ และ  𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑢 ̅ และ 𝑣̅  
จงหาคา่ของ 𝑢 ̅ ∙  𝑣 ̅ ถา้ก าหนด 𝜃 เป็น 

 3.1 60∘     3.2 90∘ 
 3.3  120∘ 

4. ก าหนด 𝑢 ̅ = 𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ , 𝑣 ̅ = −𝑖 ̅ + 2𝑗 ̅ แลว้ มมุระหวา่ง 𝑢 ̅ และ 𝑣̅ เป็นเท่าใด 
5. จงหาเวกเตอรท์ี่ตัง้ฉากและมีขนาดเท่ากบัเวกเตอรท์ี่ก  าหนดใหต้่อไปนี ้

5.1 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ 5.2 𝑢 ̅ = −2𝑖 ̅ + 5𝑗 ̅ 
5.3 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ − 7𝑗 ̅ 5.4 𝑢 ̅ = −5𝑖 ̅ − 3𝑗 ̅ 
5.5 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ 5.6 𝑢 ̅ = −5𝑗 ̅ 

A B C 

F 

E D 
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6. ก าหนดใหเ้วกเตอรด์งัตอ่ไปนี ้เวกเตอรค์ูใ่ดบา้งที่ขนานกนัและทิศทางท่ีขนานกนัไปทางเดียวกนั
หรอืตรงกนัขา้ม 

 ก) 𝑢 ̅ = ⌈
2

−3
⌉, 𝑣 ̅ = ⌈

3
−2

⌉ 
    

 ข) 𝑢 ̅ = ⌈
1

−3
⌉, 𝑣 ̅ = ⌈

−2
6

⌉ 
 

 ค) 𝑢 ̅ = ⌈
7

−14
⌉ , 𝑣 ̅ = ⌈

1
−2

⌉ 
 

 ง) 𝑢 ̅ = ⌈
−4
1

⌉ , 𝑣 ̅ = ⌈
8

−2
⌉ 

 
7. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผา่นจดุ (2,1) และขนานกบัเวกเตอร ์𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ 
 
8. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผา่นจดุ (3, −1)และขนานกบัเวกเตอร ์𝑖 ̅ + 3𝑗 ̅ 
 
9. ก าหนด 𝑢 ̅ = 3𝑖 ̅ + 4𝑗 ̅ และ 𝑣 ̅ =

2

5
𝑖 ̅ +

1

5
𝑗 ̅ ถา้ 𝑤 ̅̅ ̅  เป็นเวกเตอรห์นึ่งหน่วยท่ีตัง้ฉากกบั 𝑢 ̅ 

แลว้ |𝑣 ̅  + 𝑤 ̅| มีค่าเท่าใด 
 
10.  ก าหนดใหม้มุระหวา่ง 𝑢 ̅ กบั 𝑣 ̅เป็น 60∘ และ |𝑢 ̅| = 5, |𝑣 ̅| = 8  แลว้ จงหา 
  10.1 |𝑢 ̅  + 𝑣 ̅|     10.2 |𝑢 ̅  − 𝑣 ̅| 
    
11. ก าหนด 𝑢 ̅ = 2𝑖 ̅ − 𝑗 ̅ + 2𝑘 ̅ และ 𝑣 ̅ = 3𝑖 ̅ + 2𝑗 ̅ − 𝑘 ̅ จงหา  𝑢 ̅ × 𝑣 ̅ 
 
12. ก าหนด 𝐴(1,2,1), 𝐵(3,0,2), 𝐶(1,1,0)  และ จงหา 𝐷(0,5,1) 
 12.1 พืน้ท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC 
 12.2 พืน้ท่ีของรูปสามเหลี่ยม ACD 
 12.3  พืน้ท่ีของรูปสี่เหลี่ยม ABCD 
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บทที ่6 

สถิติเบือ้งต้น 

6.1 ความหมายของสถิติ 
 สถิติ (Statistics) มีความหมายหลกัอยู่ 2 ประการ คือ: 
 1. ขอ้มลูตวัเลข (Numerical Facts) สถิติในความหมายนีห้มายถึง ขอ้มลูหรือตวัเลขที่
รวบรวมไวเ้พื่อแสดงขอ้เท็จจรงิ เก่ียวกบัเรื่องใดเรื่องหนึ่ง เช่น สถิติอบุติัเหตบุนทอ้งถนน สถิติ
ปรมิาณน า้ฝนรายปี สถิติจ านวนประชากร เป็นตน้ 
 2. ศาสตรห์รือวิชา (The Science/Discipline) สถิติในความหมายนีคื้อ ศาสตรท์ี่เป็น
ระบบหรือระเบียบวิธีทางวิทยาศาสตร ์ที่เก่ียวขอ้งกบักระบวนการทัง้หมดในการจดัการขอ้มลู 
เพื่อใหส้ามารถสรุปผลและตดัสินใจไดอ้ย่างมีเหตผุล ประกอบดว้ยขัน้ตอนหลกั ๆ ไดแ้ก่ การเก็บ
รวบรวมขอ้มลู การจดัระเบียบและน าเสนอขอ้มลู การวิเคราะหข์อ้มลู และการตีความหมายและ
การสรุปผล 
 สถิติศาสตรแ์บ่งออกเป็น 2 ประเภทหลกั ไดแ้ก่: 
 1. สถิติเชิงพรรณนา (Descriptive Statistics): ใชอ้ธิบายและสรุปลกัษณะของขอ้มลูชุดที่
มีอยู่เท่านัน้ เช่น การหาค่าเฉลี่ย มธัยฐาน ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
 2. สถิติเชิงอนมุาน (Inferential Statistics): ใชว้ิเคราะหข์อ้มลูจากกลุม่ตวัอย่างเพื่อ 
อนมุาน (Infer) หรือสรุปผลอา้งอิงไปยงัลกัษณะของประชากรทัง้หมด เช่น การทดสอบสมมติฐาน 
และการประมาณค่าต่างๆ 
 
6.2 ระเบียบวิธีวิจัยทางสถิติ  
 ระเบียบวิธีวิจยัทางสถิติ (Statistical Methodology) คือ กระบวนการที่เป็นระบบและเป็น
ขัน้เป็นตอน ในการใชห้ลกัการทางสถิติเพื่อศึกษาปรากฏการณห์รือตอบค าถามวิจยั โดยเริ่มตัง้แต่
การวางแผนการเก็บขอ้มลูไปจนถึงการสรุปผลและตีความหมาย เพื่อใหไ้ดข้อ้สรุปที่น่าเชื่อถือและ
สามารถน าไปอา้งอิงหรือใชใ้นการตดัสินใจได ้
ระเบียบวิธีทางสถิติหลกั ๆ แบ่งออกเป็น 4 ขัน้ตอน ส าคญั ดงันี:้ 
 1. การเก็บรวบรวมขอ้มลู (Collection of Data) เป็นขัน้ตอนแรกที่ส  าคญัที่สดุ โดยเป็นการ
รวบรวมขอ้มลูดิบ (Raw Data) ที่เก่ียวขอ้งกบัวตัถุประสงคข์องการวิจยั สิ่งที่ตอ้งพิจารณา: 
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 แหลง่ขอ้มลู: ขอ้มลูปฐมภมูิ (Primary Data) คือขอ้มลูที่เก็บใหม่โดยตรงจากแหลง่ก าเนิด 
(เช่น การส ารวจ, การทดลอง) หรือ ขอ้มลูทุติยภมูิ (Secondary Data) คือขอ้มลูที่มีผูเ้ก็บไวแ้ลว้ 
(เช่น รายงาน, ฐานขอ้มลู) 
 ประชากรและกลุม่ตวัอย่าง: การก าหนดขอบเขตของกลุม่ที่ศกึษา (ประชากร) และการ
เลือกวิธีการสุม่ตวัอย่างที่เหมาะสมเพื่อใหก้ลุม่ตวัอย่างเป็นตวัแทนที่ดีของประชากร 
เครื่องมือ: การเลือกใชเ้ครื่องมือที่เหมาะสม (เช่น แบบสอบถาม, แบบทดสอบ, การสมัภาษณ)์ 
และการตรวจสอบคณุภาพของเครื่องมือ (ความเที่ยงตรงและความน่าเชื่อถือ) 
 2. การน าเสนอขอ้มลู (Presentation of Data) เป็นการน าขอ้มลูดิบที่รวบรวมมาไดม้าจดั
ระเบียบและสรุปใหอ้ยู่ในรูปแบบที่เขา้ใจง่ายและสะดวกต่อการวิเคราะห ์วิธีการน าเสนอ เช่น 
ตารางแจกแจงความถ่ี (Frequency Distribution) แผนภาพ/แผนภมูิ (Graphs/Charts) เช่น ฮิสโต
แกรม (Histogram), แผนภมูิแท่ง (Bar Chart), แผนภมูิวงกลม (Pie Chart), แผนภาพการกระจาย 
(Scatter Plot) เป็นตน้ 
 3. การวิเคราะหข์อ้มลู (Analysis of Data) เป็นขัน้ตอนการประมวลผลขอ้มลูเพื่อหา
ความสมัพนัธ ์รูปแบบ หรือแนวโนม้ต่าง ๆ เพื่อตอบค าถามวิจยั โดยใชเ้ทคนิคทางสถิติที่เหมาะสม 
ประเภทของการวิเคราะหห์ลกั 
  สถิติเชิงพรรณนา (Descriptive Statistics) ใชอ้ธิบายลกัษณะของชดุขอ้มลูที่ศกึษา
เท่านัน้ โดยไม่ไดอ้า้งอิงไปยงัประชากร เช่นการวดัแนวโนม้เขา้สูส่ว่นกลาง (Central Tendency): 
ค่าเฉลี่ย (𝑥̅), มธัยฐาน (Med), ฐานนิยม (Mo) การวดัการกระจาย (Dispersion): สว่นเบี่ยงเบน
มาตรฐาน (SD), พิสยั (Range) 
 สถิติเชิงอนมุาน (Inferential Statistics) ใชข้อ้มลูจากกลุม่ตวัอย่างเพื่อสรุปอา้งอิง (Infer) 
หรือคาดการณค์ณุลกัษณะของประชากรทัง้หมด เช่น การทดสอบสมมติฐาน (Hypothesis 
Testing) เช่น t-test, F-test (ANOVA), 𝜒2-test (Chi-Square) การประมาณค่า (Estimation) การ
ประมาณค่าพารามิเตอรข์องประชากร 
 4. การตีความหมายและการสรุปผล (Interpretation and Conclusion) เป็นการแปล
ผลลพัธท์ี่ไดจ้ากการวิเคราะหข์อ้มลูทางสถิติ และน ามาสรุปเป็นขอ้คน้พบเพื่อตอบวตัถปุระสงค์
และสมมติฐานของการวิจยั การแปลผล เป็นการอธิบายความหมายของค่าสถิติที่ค  านวณได ้โดย
เชื่อมโยงกบับริบทของปัญหาการวิจยั สรุปผลดว้ยการสรุปว่าผลลพัธท์ี่ไดส้นบัสนนุหรือปฏิเสธ
สมมติฐานการวิจยัอย่างไร และใหข้อ้เสนอแนะ เพื่อบอกแนวทางน าผลการวิจยัไปใชป้ระโยชน์
หรือเป็นแนวทางในการท าวิจยัต่อไป 
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6.3 ค่ากลางของข้อมูล 
 ค่ากลางของขอ้มลู (Measures of Central Tendency) คือ ค่าสถิติที่ใชเ้ป็นตวัแทนของ
ขอ้มลูทัง้ชดุ เพื่อแสดงใหเ้ห็นถึงจดุกึ่งกลางหรือค่าที่มกัจะเกิดขึน้บ่อยที่สดุในชดุขอ้มลูนัน้ ๆ ท าให้
สามารถสรุปแนวโนม้หรือลกัษณะโดยรวมของขอ้มลูไดอ้ย่างรวดเร็ว 
 ค่ากลางของขอ้มลูที่นิยมใชม้ี 3 ชนิดหลกั ๆ ไดแ้ก่ ค่าเฉลี่ยเลขคณิต (Mean), มธัยฐาน 
(Median) และ ฐานนิยม (Mode) รายละเอียดมีดงันี ้
 6.3.1. ค่าเฉล่ียเลขคณิต (Arithmetic Mean) 
 ค่าเฉลี่ยเลขคณิต หรือที่เรียกสัน้ ๆ ว่า ค่าเฉลี่ย (𝑥̅) เป็นค่ากลางที่ใชก้นัแพรห่ลายที่สดุ 
หาไดจ้ากน าผลรวมของค่าสงัเกต (ขอ้มลู) ทัง้หมดในชดุขอ้มลู หารดว้ยจ านวนของขอ้มลูทัง้หมด 
 

ค่าเฉล่ียเลขคณิต กรณีข้อมูลทีไ่ม่แจกแจงความถ่ี 
1) ขอ้มลูแต่ละค่ามีน า้หนกัเท่ากนั สตูรค่าเฉลี่ยเลขคณิต ถา้มีขอ้มลู 𝑛 ชดุ โดยที่ 
  𝑥𝑖 คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลูชดุที่ 𝑖 และ 𝑛𝑖 คือ จ านวนขอ้มลูในชดุที่ 𝑖 

𝑥̅ =
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+. . . +𝑥𝑛

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 +. . . +𝑛𝑛
 

หรือเขียนในรูปสญัลกัษณร์วม (Summation notation) ไดเ้ป็น 

𝑥̅ =
∑ (𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1

𝑛
 

 เมื่อ  ∑ (𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1   คือผลรวมของค่าขอ้มลูทัง้หมด และ 

   𝑛   คือจ านวนขอ้มลูทัง้หมด  
2) ขอ้มลูแต่ละค่ามีน า้หนกัไม่เท่ากนั เรียกว่าขอ้มลูแบบถ่วงน า้หนกั สตูรค่าเฉลี่ยเลขคณิต ถา้มี
ขอ้มลู 𝑛 ชดุ โดยที่ 
  𝑥𝑖  คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลูชดุที่ 𝑖 
  𝑤𝑖       คือ จ านวนขอ้มลูในชุดที่ 𝑖 

𝑥̅ =
𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑤3𝑥3+. . . +𝑤𝑛𝑥𝑛

𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 +. . . +𝑤𝑛
 

หรือเขียนในรูปสญัลกัษณร์วม (Summation notation) ไดเ้ป็น 

𝑥̅ =
∑ (𝑤𝑖𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1

∑ (𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1 )

 

 เมื่อ  ∑ (𝑤𝑖𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1   คือผลรวมของผลคณูของน า้หนกักบัค่าขอ้มลูทัง้หมด 

  ∑ (𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1 ) คือผลรวมของน า้หนกัทัง้หมด และ𝑤𝑖 อน า้หนกัของขอ้มลูแต่ละตวั
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ตัวอย่าง 6.1 จงหาค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลู 12 18  20 19 15 16 
แนวคิด ขอ้มลูมีทัง้หมด 6 ตวั ดงันัน้สามารถหาค่าเฉลี่ยเลขคณิต ไดด้งันี ้

𝑥̅ =
12 + 18 + 20 + 19 + 15 + 16

6
= 16.67 

ดงันัน้ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตคือ 16.67 

 
ตัวอย่าง 6.2 ขอ้มลูชุดหนึ่งมี 7 จ านวน แต่หายไปจ านวนหนึ่งคงเหลือเพียง 35 29 28 28 32 31 
ถา้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเ้ป็น 30 แลว้ ขอ้มลูที่หายไปคือจ านวนใด 
แนวคิด   ใหข้อ้มลูที่หายไปมีค่าเท่ากบั 𝑚  

30 =
35 + 29 + 28 + 28 + 32 + 31 + 𝑚

7
 

   210 = 183 + 𝑚 
   𝑚 = 27 
ดงันัน้ ขอ้มลูที่หายไปคือ 27 
 
ตัวอย่าง 6.3 นิชาภามีผลสอบในภาคเรียนที่ 1 เป็น ดงันี ้ 
 วิชาคณิตศาสตร ์จ านวน 2.5 หน่วยกิต  ไดร้ะดบัคะแนน 4.0  
 วิชาฟิสิกส ์ จ านวน 1.5 หน่วยกิต  ไดร้ะดบัคะแนน 3.5  
 วิชาเคม ี จ านวน 1.0 หน่วยกิต  ไดร้ะดบัคะแนน 3.0  
 วิชาชีววิทยา  จ านวน  2.0 หน่วยกิต  ไดร้ะดบัคะแนน 4.0  
 วิชาภาษาองักฤษ จ านวน 1.5 หน่วยกิต  ไดร้ะดบัคะแนน 2.5  
ระดบัคะแนนโดยเฉลี่ยของนิชาภาเป็นเท่าใด 
แนวคิด หน่วยการเรียนทัง้หมดของภาคเรียนนีคื้อ 2.5 + 1.5 + 1.0 + 2.0 + 1.5 =  8.5 หน่วยกิต 
 สามารถหาระดบัคะแนนเฉลี่ย ไดด้งันี ้

𝑥̅ =
(2.5 × 4.0) + (1.5 × 3.5) + (1.0 × 3.0) + (2.0 × 4.0) + (1.5 × 2.5)

2.5 +  1.5 +  1.0 +  2.0 +  1.5
 

 

            𝑥̅ =
(10) + (5.25) + (3) + (8) + (3.75)

8.5
 

             𝑥̅ =
30

8.5
= 3.52 

 

ดงันัน้ ระดบัคะแนนเฉลี่ยคือ 3.52  
 
 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 6 สถิติเบือ้งตน้ 

185 
 

ค่าเฉล่ียเลขคณิต กรณีข้อมูลทีแ่จกแจงความถ่ีแล้ว 
สตูรค่าเฉลี่ยเลขคณิต ถา้มีขอ้มลู 𝑛 ชดุ โดยที่ 
  𝑥𝑖  คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลูชดุที่ 𝑖 
  𝑓𝑖       คือ จ านวนขอ้มลูในชุดที่ 𝑖 

𝑥̅ =
𝑓1𝑥1 + 𝑓2𝑥2 + 𝑓3𝑥3+. . . +𝑓𝑛𝑥𝑛

𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3 +. . . +𝑓𝑛
 

 หรือเขียนในรูปสญัลกัษณร์วม (Summation notation) ไดเ้ป็น 

𝑥̅ =
∑ (𝑓𝑖𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1

∑ (𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1 )

 

 เมื่อ  ∑ (𝑓𝑖𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1   คือผลรวมของผลคณูของจ านวนขอ้มลูกบัค่าขอ้มลูทัง้หมด  

  ∑ (𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1 )  คือผลรวมของจ านวนขอ้มลูทัง้หมด และ 

  𝑓𝑖     คือจ านวนขอ้มลูแต่ละค่า 
ตัวอย่าง 6.4 ผลสอบนกัเรียน 10 คนในการสอบวิชาเคมี เป็นดงัตาราง จงหาคะแนนเฉลี่ย
(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) 

คะแนน จ านวน(คน) 
35 3 
39 2 
40 2 
41 1 
43 1 
50 1 

 
แนวคิด ก าหนดใหจ้ านวนคนในแต่ละชัน้ แทนดว้ย 𝑓 และคะแนนสอบ แทนดว้ย 𝑥 
 คะแนนเฉลี่ย(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) หาไดโ้ดย 

 𝑥̅ =
(3×35)+(2×39)+(2×40)+(1×41)+(1×43)+(1×50)

3+2+2+1+1+1
 

 
 𝑥̅ =

105+78+80+41+43+50

10
 

  𝑥̅ =
398

10
= 39.8 

 
ดงันัน้ คะแนนเฉลี่ย(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) ของการสอบครัง้นีคื้อ 39.8 คะแนน 
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ตัวอย่าง 6.5 ผลสอบนกัเรียน -0 คนในการสอบวิชาคณิตศาสตร ์เป็นดงัตาราง จงหาคะแนน
เฉลี่ย(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) 

คะแนน จ านวน(คน) 
61-65 1 
66-70 4 
71-75 10 
76-80 6 
81-85 7 
86-90 2 

แนวคิด ให ้  𝑓 แทน จ านวนคนในแต่ละช่วงคะแนน (อนัตรภาคชัน้) 
  𝑥  แทน คะแนนสอบที่เป็นจุดกึ่งกลางของแต่ละช่วงคะแนน (อนัตรภาคชัน้) 
 คะแนนเฉลี่ย(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) หาไดโ้ดย 

 𝑥̅ =
(1×63)+(4×68)+(10×73)+(6×78)+(7×83)+(2×88)

3+2+2+1+1+1
 

 
  𝑥̅ =

63+272+730+468+581+176

10
 

 𝑥̅ =
2290

10
  = 76.33 

ดงันัน้ คะแนนเฉลี่ย(ค่าเฉลี่ยเลขคณิต) ของการสอบครัง้นีคื้อ 76.33 คะแนน 
 
ค่าเฉล่ียเลขคณิตรวม  
 ค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม (Combined Arithmetic Mean) คือ ค่าเฉลี่ยของขอ้มลูทัง้หมดเมื่อ
น าขอ้มลูจากหลาย ๆ ชุดมารวมกนั โดยที่ขอ้มลูแต่ละชดุมีจ านวนและค่าเฉลี่ยเลขคณิตที่ทราบอยู่
แลว้หลกัการส าคญัคือ การหาผลรวมของขอ้มลูทัง้หมดจากทกุชุด แลว้หารดว้ยจ านวนขอ้มลู
ทัง้หมด 
สตูรค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม ถา้มีขอ้มลู 𝑛 ชดุ โดยที่ 
 𝑥̅𝑖 คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขอ้มลูชดุที่ 𝑖 และ 𝑁𝑖 คือ จ านวนขอ้มลูในชดุที่ 𝑖 
สตูรค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม (𝑥̅𝐶) คือ: 

𝑥̅𝐶 =
𝑁1𝑥̅1 + 𝑁2𝑥̅2 + 𝑁3𝑥̅3+. . . +𝑁𝑛𝑥̅𝑛

𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 +. . . +𝑁𝑛
 

หรือเขียนในรูปสญัลกัษณร์วม (Summation notation) ไดเ้ป็น 

𝑥̅𝐶 =
∑ (𝑁𝑖𝑥̅𝑖)

𝑛
𝑖=1

∑ ((𝑁𝑖
𝑛
𝑖=1 )
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ตัวอย่าง 6.6 ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรียนชัน้ ม.6 ของโรงเรียนแห่งหนึ่ง มีขอ้มลูดงันี:้ 

กลุม่/หอ้ง จ านวนนกัเรียน ((𝑁𝑖) คะแนนเฉลี่ย (𝑥̅𝑖) 

ม.6/1 40 คน 75 คะแนน 

ม.6/2 30 คน 60 คะแนน 

 จงหา คะแนนเฉลี่ยรวม ของนกัเรียนชัน้ ม.6 ทัง้หมด   

แนวคิด ค านวณผลรวมของคะแนนในแต่ละหอ้ง: 
 หอ้ง ม.6/1: ผลรวมคะแนน 𝑁1𝑥̅1= 40×75 =3,000 คะแนน 
 หอ้ง ม.6/2: ผลรวมคะแนน 𝑁2𝑥̅2= 30×60 =1,800 คะแนน 
 ผลรวมคะแนน 3,000+1,800=4,800 คะแนน 
 จ านวนนกัเรียนรวม: 𝑁1 + 𝑁2 = 40 + 30 = 70 คน 
 ค านวณค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม:  𝑥̅𝐶 =

4800

70
= 68.57 คะแนน 

สรุป: ค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวมของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรียนชัน้ ม.6 ทัง้หมดคือ 
68.57 คะแนน 
 
สมบัติของค่าเฉล่ียเลขคณิต 
 1. 𝑁𝑥̅ = ∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

 2.  ∑ (𝑥𝑖 −𝑛
𝑖=1 𝑥̅) = 0 

 3. ∑ (𝑥 − 𝑎)2𝑛
𝑖=1  มีค่านอ้ยสดุเมื่อ 𝑎 = 𝑥̅ 

 4. ถา้ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 แลว้ 𝑦̅ = 𝑎𝑥̅ + 𝑏 
 5. 𝑥𝑚𝑖𝑛 < 𝑥̅  <  𝑥𝑚𝑎𝑥 
 6. ถา้ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ... 𝑥𝑘 มีค่า 𝑥 ̅  = 𝑘 แลว้ 𝑛𝑥1, 𝑛𝑥2, 𝑛𝑥3, ...n 𝑥𝑘 มีค่า 𝑥 ̅𝑛𝑒𝑤  = 𝑛𝑘 
 
การน าค่าเฉล่ียเลขคณิตไปใช้ 
 1. ขอ้ดี คือมีการใชข้อ้มลูทุกตวัในการค านวณ จึงเป็นตวัแทนที่ดีในทางคณิตศาสตร  ์
 2. ขอ้จ ากดั คือ อ่อนไหวต่อค่าผิดปกติ (Outliers): หากมีขอ้มลูที่มีค่าแตกต่างจากขอ้มลู
อ่ืน ๆ มาก (เช่น ค่าสงูมากหรือต ่ามาก) ค่าเฉลี่ยจะถกู "ดึง" ไปตามค่าผิดปกตินัน้ ท าใหไ้ม่สามารถ
เป็นตวัแทนที่ดีของขอ้มลูสว่นใหญ่ได ้
 3. ความเหมาะสมในการใช ้เหมาะส าหรบัขอ้มลูที่มีการแจกแจงแบบสมมาตร 
(Symmetrical distribution) หรือไม่มีค่าสงูมากหรือต ่ามาก 
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6.3.2 มัธยฐาน (Median) 
 มธัยฐาน (Med) คือค่าของขอ้มลูที่อยู่ ต าแหน่งกึ่งกลางพอดี เมื่อได ้เรียงล าดบั ขอ้มลู
จากนอ้ยไปมากหรือมากไปนอ้ยแลว้ ค่านีจ้ะแบ่งชุดขอ้มลูออกเป็นสองสว่นเท่า ๆ กนั โดยมีขอ้มลู
ที่มากกว่าและนอ้ยกว่าค่ามธัยฐานอยู่ขา้งละ 50 เปอรเ์ซ็นต ์
มัธยฐาน กรณีข้อมูลทีไ่ม่แจกแจงความถ่ี มีขัน้ตอนในการหาค่ามธัยฐาน ดงันี ้
 1. เรียงล าดบัขอ้มลูจากค่านอ้ยที่สดุไปหาค่ามากที่สดุ หรือเรียงจากค่ามากที่สดุไปหา
นอ้ยที่สดุก็ได ้
 2. หาต าแหน่งมธัยฐาน ถา้ขอ้มลูมี N ค่า ค่ามธัยฐานจะอยทูี่ต  าแหน่ง 𝑁+1

2
 

 3. หาค่าขอ้มลู ณ ต าแหน่งนัน้  
 -กรณีจ านวนขอ้มลู (N) เป็นเลขคี่: มธัยฐานคือค่าที่อยู่ตรงกลางพอดี 
 -กรณีจ านวนขอ้มลู (N) เป็นเลขคู่: มธัยฐานคือค่าเฉลี่ยของขอ้มลูสองตวัที่อยู่ตรงกลาง 
มัธยฐาน กรณีข้อมูลที่แจกแจงความถ่ีแล้ว มีขัน้ตอนในการหาค่ามธัยฐาน ดงันี ้
 1. สรา้งตารางแจกแจงความถ่ีสะสม 
 2. หาต าแหน่งมธัยฐาน ถา้ขอ้มลูมี N ค่า ค่ามธัยฐานจะอยทูี่ต  าแหน่ง 𝑁

2
 

 3. หาค่ามธัยฐานไดโ้ดยการเทียบอตัราสว่นของความแตกต่างของความถ่ีสะสมกบัความ
แตกต่างของค่า หรือใชส้ตูร ดงันี ้ 

𝑀𝑒𝑑 = 𝐿 + 𝐼 (

𝑁
2 − ∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑚𝑒𝑑
) 

  เมื่อ  𝐿 คือ ขอบลา่งของอนัตรภาคชัน้ที่มีมธัยฐาน 
   𝐼 คือ ความกวา้งของอนัตรภาคชัน้ที่มธัยฐานอยู่ 
   𝑓𝑚𝑒𝑑  คือ ความถ่ีของอนัตรภาคชัน้ที่มธัยฐานอยู่ 
   ∑ 𝑓𝐿 คือ ความถ่ีสะสมของชัน้ที่อยู่ต  ่ากว่าชัน้ที่มธัยฐานอยู่ 1 ชัน้ 
 
การน าค่ามัธยฐานไปใช้ 
 1. ขอ้ดี เหมาะกบัขอ้มลูที่สงูต ่าผิกปกติ เนื่องจากมธัยฐานพิจารณาจากต าแหน่ง จึงไม่ได้
รบัผลกระทบจากค่าที่สงูหรือต ่ามากเกินไป (Outliers) มากเท่ากบัค่าเฉลี่ย 
 2. จุดดอ้ย การหามธัยฐานไม่ไดใ้ชค่้าขอ้มลูทกุตวัในการค านวณ 
 3. ความเหมาะสมในการใช ้เหมาะส าหรบัขอ้มลูที่มีการแจกแจงแบบเบ ้(Skewed 
distribution) หรือมีค่าผิดปกติ (Outliers) 
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ตัวอย่าง 6.7 มธัยฐานของขอ้มลู 18  20  19  22  20  18 และ 19 เป็นเท่าไร 
แนวคิด เรียงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก ไดด้งันี ้
ต าแหน่งที่ 1 2 3 4 5 6 7 

ขอ้มลู 18 18 19 19 20 20 22 
 ขอ้มลูมี 7 ค่า ดงันัน้ ค่ามธัยฐานจะอยู่ที่ต  าแหน่ง 7+1

2
=

8

2
= 4 

 ดงันัน้ ค่ามธัยฐานเท่ากบั 19 
 
ตัวอย่าง 6.8 มธัยฐานของขอ้มลู 17  18  16  18  19  19  20  16  21 และ 22 เป็นเท่าไร 
แนวคิด เรียงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก ไดด้งันี ้
ต าแหน่งที่ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ขอ้มลู 16 16 17 18 18 19 19 20 21 22 
 ขอ้มลูมี 10 ค่า ดงันัน้ ค่ามธัยฐานจะอยู่ที่ต  าแหน่ง 10+1

2
=

11

2
= 5.5 

 นั่นคือ ค่ามธัยฐานจะอยู่ระหว่างต าแหน่งที่ 5 กบัต าแหน่งที่ 6  
  จะไดว้่า ค่ามธัยฐาน 18+19

2
=

37

2
= 18.5  

ดงันัน้ ค่ามธัยฐานเท่ากบั 18.5 
 
ตัวอย่าง 6.9 จากการส ารวจสว่นสงูของนกัเรียนหอ้งหนึ่ง ดงัตาราง  
สว่นสงู(เซนติเมตร) 124 126 130 132 135 140 
จ านวนนกัเรียน(คน) 8 3 6 9 3 1 

 

จงหามธัยฐานของความสงูของนกัเรียนหอ้งนี ้
 

แนวคิด จากขอ้มลูในตารางสรา้งตารางความถ่ีสะสม ไดด้งันี ้
สว่นสงู(เซนติเมตร) 124 126 130 132 135 140 
จ านวนนกัเรียน(คน) 8 3 6 9 4 6 

ความถ่ีสะสม 8 
(คนที่ 1-8) 

11 
(คนที่ 9-11) 

17 
(คนที่ 12-17) 

26 
(คนที่ 18-26) 

29 
(คนที่ 27-29) 

30 
(คนที่ 30) 

ขอ้มลูมี 30 ค่า(คน) ดงันัน้ ค่ามธัยฐานจะอยู่ที่ต  าแหน่ง 30+1

2
= 15.5 

 นั่นคือ ค่ามธัยฐานจะอยู่ระหว่างต าแหน่งที่ 15 กบัต าแหน่งที่ 16 ตรงความสงู 130 เซนติเมตร  
ดงันัน้ ค่ามธัยฐานเท่ากบั 130 เซนติเมตร 
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ตัวอย่าง 6.10 จากกส ารวจคะแนนของนกัเรียนหอ้งหนึ่ง ดงัตาราง จงหามธัยฐานของคะแนนของ
นกัเรียนหอ้งนี ้

คะแนน จ านวน(คน) 
9-13 2 
14-18 3 
19-23 12 
24-28 2 
29-33 1 

 
แนวคิด จากขอ้มลูในตารางสรา้งตารางความถ่ีสะสม ไดด้งันี ้

คะแนน จ านวน(คน) ความถ่ีสะสม  

9-13 2 2 คนที่ 1 - 2 

14-18 3 5 คนที่ 5 - 7 

19-23 12 17 คนที่ 6 - 17 

24-28 2 19 คนที่ 18 - 19 

29-33 1 20 คนที่ 20 

ขอ้มลูมี 20 ค่า(คน) ดงันัน้ ค่ามธัยฐานจะอยู่ที่ต  าแหน่ง 20

2
= 10 

นั่นคือ ค่ามธัยฐานจะอยู่ในอนัตรภาคชัน้ 19 - 23 คะแนน  

 หาค่ามธัยฐานจากสตูร  𝑀𝑒𝑑 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑁

2
−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑚𝑒𝑑
) 

  แทนค่าในสตูรจะได ้ 

  𝑀𝑒𝑑 = 19.5 + 5 (
20

2
−7

12
) 

  𝑀𝑒𝑑 = 19.5 + 5 (
3

12
) = 19.5 + 1.25 = 20.75 

 
ดงันัน้ ค่ามธัยฐานเท่ากบั 20.75 คะแนน 
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6.3.3. ฐานนิยม (Mode) 
 ฐานนิยม (Mo) เป็นค่ากลางที่เนน้ความถ่ีของขอ้มลู คือค่าของขอ้มลูที่ เกิดขึน้บ่อยที่สดุ 
หรือมี ความถ่ีสงูสดุ ในชุดขอ้มลูนัน้ ๆการค านวณส าหรบัขอ้มลูที่ไม่แจกแจงความถ่ี จะพิจารณา
ว่าค่าใดปรากฏซ า้กนัมากที่สดุในชดุขอ้มลู 
ฐานนิยม กรณีข้อมูลทีไ่ม่แจกแจงความถ่ี ฐานนิยม คือขอ้มลูที่ซ  า้กนัมากที่สดุ  
 1) กรณีที่ขอ้มลูมีความถ่ีมากที่สดุ มากกว่า 1 ค่า ใหค่้าของขอ้มลูที่มีความถ่ีมากที่สดุมา
ตอบเป็นค่าฐานนิยมทกุค่า เช่น ขอ้มลู 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 6 ฐานนิยมคือ 2, 3  
 2) กรณีที่ขอ้มลูมีความถ่ีเท่ากนัจะไม่มีฐานนิยม เช่น ขอ้มลู 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 
4, 5, 5, 5, 5 ไม่มีฐานนิยม  
ฐานนิยม กรณีข้อมูลทีแ่จกแจงความถ่ีแล้ว สามารถหาฐานนิยมได ้3 วิธี  
 1) หาค่าฐานนิยมอย่างประมาณจากจดุกึ่งกลางชัน้ที่มีความถ่ีสงูสดุ  
 2) หาค่าฐานนิยมจาก Histogram  
 3) หาค่าฐานนิยมจากสตูร (ใชก้บัขอ้มลูที่มีอนัตรภาคชัน้เท่ากนั)  

𝑀𝑜 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑑1

𝑑1 + 𝑑2
) 

 

  เมื่อ  𝐿 คือ ขอบลา่งของอนัตรภาคชัน้ที่มีค่าฐานนิยม 
   𝐼 คือ ความกวา้งของอนัตรภาคชัน้ที่ฐานนิยมอยู่ 
   𝑑1 คือ ผลต่างของความถ่ีระหว่างความถ่ีสงูสดุกบัความถ่ีของชัน้ที่ 
    มีคะแนนต ่ากว่าที่อยู่ติดกนั 
   𝑑2 คือ ผลต่างของความถ่ีระหว่างความถ่ีสงูสดุกบัความถ่ีของชัน้ที่ 
    มีคะแนนสงูกว่าที่อยู่ติดกนั 
 
* กรณีทีข่้อมูลมีขนาดอันตรภาคชั้นไม่เท่ากันทุกชั้น ก่อนค านวณหาค่าฐานนิยมใหท้ าดงันี ้ 
 1)  น าความถ่ีของแต่ละอนัตรภาคชัน้มาหารดว้ยความกวา้งของอนัตรภาคชัน้นัน้ ๆ ผลที่
ไดค่้ามากที่สดุจากชัน้ใด แสดงว่าฐานนิยมอยู่ในชัน้นัน้  

 2)  ค านวณฐานนิยมจากสตูร  𝑀𝑜 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑑1

𝑑1+𝑑2
) 

 

  เมื่อ  𝐿 คือ ขอบลา่งของอนัตรภาคชัน้ที่มีค่าฐานนิยม 
   𝐼 คือ ความกวา้งของอนัตรภาคชัน้ที่ฐานนิยมอยู่ 
   𝑑1และ 𝑑2 ตอ้งค านวณจากความถ่ีที่ไดจ้ากการค านวณในขอ้ 1 
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การหาฐานนิยมจาก Histogram  
 1) เขียนพิกดัฉาก ก าหนดใหแ้กนนอนแทนคะแนน และแกนตัง้แทนความถ่ี 
 2) สรา้ง Histogram  
 3) โยงเสน้ตรง (ดงัรูป) เพื่อหาจดุที่เสน้ตรงตดักนั * 
 4) ลากเสน้ตรงจากจดุตดัใหข้นานกบัแกนตัง้ใหไ้ปตดัแกนนอน ต าแหน่งที่ตดัแกนนอนจะ
เป็นค่า ฐานนิยม ค าอธิบายภาพ (จากขัน้ตอนที่ 3 และ 4):  
 
 
 
 
 
 
 
การน าฐานนิยมไปใช้ 
 1) จุดเด่น คือการหาฐานนิยมท าไดง้่ายและรวดเรว็ เป็นค่ากลางเพียงชนิดเดียวที่สามารถ
ใชไ้ดก้บั ขอ้มลูเชิงคณุภาพ (Nominal Data) เช่น สีที่ชอบ เพศ 
 2) จุดดอ้ย ในขอ้มลูบางขอ้มลูอาจจะไม่มีฐานนิยม เลย (เมื่อขอ้มลูทุกตวัมีความถ่ีเท่ากนั) 
หรืออาจจะมี ฐานนิยมหลายค่า (เมื่อมีขอ้มลูมากกว่าหนึ่งค่าที่มีความถ่ีสงูสดุเท่ากนั) อาจไม่ใช่
ค่าตวัแทนที่ดี หากความถ่ีสงูสดุไม่ไดโ้ดดเด่นจากความถ่ีอ่ืน ๆ มากนกั 
 3) ความเหมาะสมในการใช ้ฐานนิยมเหมาะส าหรบัขอ้มลูเชิงคณุภาพ หรือเมื่อตอ้งการ
ทราบว่าค่าใดเป็นค่าที่นิยมมากท่ีสดุ 
 

 

 

 

 

 

ความถ่ี 

คะแน

น ฐานนิยม 
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ตัวอย่าง 6.11 จงหาฐานนิยมของขอ้มลูต่อไปนี ้

 1) 4, 8, 5, 6, 7, 8, 6, 7, 7, 9, 7, 7, 6, 7, 5  

 2)  13, 14, 14, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 17, 18 

แนวคิด  เพื่อความสะดวก ควรท าตารางแจกแจงความถ่ี ดงันี ้

 1)  
𝑥 4 5 6 7 8 9 
𝑓 1 2 3 6 2 1 

 

 จากตารางจะพบว่า ขอ้มลูที่มีความถ่ีมากที่สดุคือ 7 
 ดงันัน้ ฐานนิยม คือ 7 
 2)  

𝑥 13 14 15 16 17 18 
𝑓 1 2 3 4 1 1 

 

 จากตารางจะพบว่า ขอ้มลูที่มีความถ่ีมากที่สดุคือ 16 
 ดงันัน้ ฐานนิยม คือ 16 
 

ตัวอย่าง 6.12 จากการส ารวจการเลี่ยงสตัวข์องเกษตรกรในหมู่บา้นแห่งหนึ่ง ไดผ้ลดงัตาราง 

ชมุชนแห่งนีน้ิยมเลีย้งสตัวช์นิดใดมากท่ีสดุ 

สตัวเ์ลีย้ง จ านวน(ครอบครวั) 
เป็ด 20 
ไก ่ 32 
หม ู 17 
ววั 50 
ควาย 16 
แพะ 4 

 จากขอ้มลูนีจ้ะไดว้่า ฐานนิยมคือ ววั 
 ดงันัน้ ชมุชนแห่งนีน้ิยมเลีย้ง ววั มากที่สดุ 
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ตัวอย่าง 6.13 จงหาฐานนิยมของคน 100 คน ที่มีขอ้มลูดงัตาราง  

น า้หนกั (กิโลกรมั) จ านวน (คน) 
60 - 62 5 
63 – 65 18 
66 – 68 42 
69 – 71 27 
72 – 74 6 
75 -77 2 

แนวคิด จากตารางของขอ้มลูพบว่ามีความถ่ีเท่ากนัทกุอนัตรภาคชัน้  
 แต่ละชัน้มีความกวา้งเท่ากบั 3 ชัน้ฐานนิยม คือ 66 – 68 กิโลกรมั  
 ขอบลา่งของอนัตรภาคชัน้ที่ฐานนิยมอยู่คือ 65.5  
 𝑑1 = 42 − 18 = 24 
 𝑑2 = 42 − 27 = 15 
 จากสตูรฐานนิยม   𝑀𝑜 = 𝐿 + 𝐼 (

𝑑1

𝑑1+𝑑2
) 

 

 แทนค่าจะได ้  𝑀𝑜 = 65.5 + 3 (
24

24+15
) 

            = 65.5 + 1.8 = 67.3 
 
 

ดงันัน้ ฐานนิยมของน า้หนกัของคนกลุม่นี ้คือ 67.3 กิโลกรมั 
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6.4 การวัดต าแหน่งทีข่องข้อมูล 
 การวดัต าแหน่งที่ของขอ้มลู คือ ค่าทางสถิติที่ใชบ้อกต าแหน่งของขอ้มลูแต่ละค่าว่าอยู่ ณ 
ต าแหน่งใดในชุดขอ้มลูเมื่อเทียบกบัขอ้มลูทัง้หมดที่ถกูจดัเรียงล าดบัแลว้ ช่วยใหเ้ราเขา้ใจว่าขอ้มลู
นัน้ ๆ มีค่าสงูหรือต ่ากว่าขอ้มลูสว่นใหญ่มากนอ้ยเพียงใด 
 การวดัต าแหน่งที่ของขอ้มลูที่ส  าคญั มี 3 ชนิด ไดแ้ก่: 
 ควอรไ์ทล ์(Quartiles: 𝑸𝒌) เป็นค่าที่มีขอ้มลูตวัอ่ืน ๆ นอ้ยกว่าหรือเท่ากบัค่านีอ้ยู่ 𝑘  
สว่น เมื่อแบ่งขอ้มลูออกเป็น 4 สว่น เท่า ๆ กนั 
 เดไซล ์(Deciles: 𝑫𝒌) เป็นค่าที่มีขอ้มลูตวัอ่ืน ๆ นอ้ยกว่าหรือเท่ากบัค่านีอ้ยู่ 𝑘  สว่น เมื่อ
แบ่งขอ้มลูออกเป็น 10 สว่น เท่า ๆ กนั 
 เปอรเ์ซ็นไทล ์(Percentiles: 𝑷𝒌) เป็นค่าที่มีขอ้มลูตวัอ่ืน ๆ นอ้ยกว่าหรือเท่ากบัค่านีอ้ยู่ 
𝑘  สว่น เมื่อแบ่งขอ้มลูออกเป็น 100 สว่น เท่า ๆ กนั 
 
การหาควอรไ์ทล ์เดไซล ์และเปอรเ์ซ็นไทลข์องข้อมูลทีไ่ม่ได้แจกแจงความถ่ี 
 มีล  าดบัขัน้ตอนการหาเหมือนวิธีการหามธัยฐาน คือ 
 1. เรียงล าดบัขอ้งขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก 
 2. หาต าแหน่งของหาควอรไ์ทล ์(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) ที่ตอ้งการ 
จากสตูร  

  ต าแหน่งของ 𝑄𝑘 =
𝑘(𝑁+1)

4
 

  ต าแหน่งของ 𝐷𝑘 =
𝑘(𝑁+1)

10
 

  ต าแหน่งของ 𝑃𝑘 =
𝑘(𝑁+1)

100
  เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวนขอ้มลู 

 3. ค านวณหาควอรไ์ทล ์(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) ที่ตอ้งการ 
 
ตัวอย่าง 6.14 ผลสอบของนกัเรียน 20 คน เป็นดงันี ้
 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 20, 22, 23, 25, 27, 28, 30, 30, 32, 35, 40 
จงหา 𝑄3, 𝐷7และ 𝑃50 

แนวคิด สิ่งแรกที่ตอ้งท าคือจดัเรียงขอ้มลูจากค่านอ้ยไปมากเสมอ (ซึ่งขอ้มลูในตวัอย่างนีไ้ดถ้กู
จดัเรียงไวแ้ลว้) 
 หาค่าของ 𝑄3 
 1) หาต าแหน่ง 𝑄3 =

3(20+1)

4
= 15.75 
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 2) เทียบค่าของขอ้มลูคะแนนสอบคนที่ 15 (𝑋15) กบั คะแนนสอบคนที่ 16 (𝑋16)  
 
 𝑄3 = 𝑋15 + (15.75 − 15)(𝑋16 − 𝑋15) 
 

 𝑄3 = 28 + (0.75)(30 − 28) 
 

 𝑄3 = 28 + (0.75)(2) = 29.5  คะแนน 

 
หาค่าของ 𝐷7 
 1) หาต าแหน่ง 𝐷7 =

7(20+1)

10
= 14.7 

 2) เทียบค่าของขอ้มลูคะแนนสอบคนที่ 14 (𝑋14) กบั คะแนนสอบคนที่ 15 (𝑋15)  
 
 𝐷7 = 𝑋14 + (14.7 − 14)(𝑋15 − 𝑋14) 
 

 𝐷7 = 27 + (0.7)(28 − 27) 
 

 𝐷7 = 27 + (0.7)(1) = 27.7  คะแนน 

 

หาค่าของ 𝑃50 
 1) หาต าแหน่ง 𝑃50 =

50(20+1)

100
= 10.5 

 2) เทียบค่าของขอ้มลูคะแนนสอบคนที่ 10 (𝑋10) กบั คะแนนสอบคนที่ 11 (𝑋11)  
 
 𝑃50 = 𝑋10 + (10.5 − 11)(𝑋10 − 𝑋11) 
 

 𝑃50 = 20 + (0.5)(20 − 22) 
 

 𝑃50 = 20 + (0.5)(2) = 21  คะแนน 

 

สรุป  𝑄3 = 29.5  คะแนน, 𝐷7 = 27.7  คะแนน  และ 𝑃50 = 21  คะแนน 
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การหาควอรไ์ทล ์เดไซล ์และเปอรเ์ซ็นไทลข์องข้อมูลทีแ่จกแจงความถ่ี 
 1. ขอ้มลูที่แจกแจงความถ่ีของค่าแต่ละค่า ไม่ไดแ้บ่งเป็นอนัตรภาคชัน้ เช่น  

ขอ้มลู ความถ่ี 

8 3 
9 2 
10 1 

 ขอ้มลูแบบนีเ้ราสามารถเขียนใหม่เป็นขอ้มลูที่ไม่ไดแ้จกแจงความถ่ีได ้การหาควอรไ์ทล ์
(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) ของขอ้มลูแบบนี ้จึงใชว้ิธีเดียวกบักบัการหาควอรไ์ทล ์
(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) ของขอ้มลูที่ไม่ไดแ้จกแจงความถ่ี 
 2. ชอ้มลูที่เป็นอนัตรภาคชัน้ การหาควอรไ์ทล ์(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) 
แบบนีม้ีขัน้ตอนการหาเหมือนกบัการหามธัยฐาน คือ 
 2.1 สรา้งตารางแจกแจงความถ่ีสะสม 
 2.2 หาต าแหน่งของควอรไ์ทล ์(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) จากสตูร 
  ต าแหน่งของ 𝑄𝑘 =

𝑘𝑁

4
 

  ต าแหน่งของ 𝐷𝑘 =
𝑘𝑁

10
 

  ต าแหน่งของ 𝑃𝑘 =
𝑘𝑁

100
  เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวนขอ้มลู 

 2.3 ค านวณหาควอรไ์ทล ์(𝑄𝑘) เดไซล ์(𝐷𝑘) และเปอรเ์ซ็นไทล ์(𝑃𝑘) โดยการเทียบ
อตัราสว่นของความแตกต่างของความถ่ีสะสมกบัความแตกต่างของค่า หรือใชส้ตูร ดงันี ้ 

𝑄𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (

𝑘𝑁
4 − ∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑄𝑘

) 

𝐷𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (

𝑘𝑁
10 − ∑ 𝑓𝐿

𝑓𝐷𝑘

) 

𝑃𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (

𝑘𝑁
100 − ∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑃𝑘

) 

 เมื่อ  𝐿 คือ ขอบลา่งของอนัตรภาคชัน้ที่มี 𝑄𝑘 หรือ 𝐷𝑘 หรือ 𝑃𝑘 
  𝐼 คือ ความกวา้งของอนัตรภาคชัน้ที่𝑄𝑘 หรือ 𝐷𝑘 หรือ 𝑃𝑘 อยู่ 
  𝑓𝑄𝑘

 คือ ความถ่ีของอนัตรภาคชัน้ที่ 𝑄𝑘อยู่ 
  ∑ 𝑓𝐿 คือ ความถ่ีสะสมของอนัตรภาคชัน้ที่อยู่ต  ่ากว่าชัน้ที่มี 𝑄𝑘 หรือ 𝐷𝑘  หรือ     

        𝑃𝑘 อยู่ 
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ตัวอย่าง 6.15 ผลสอบของนกัเรียน 20 คน เป็นดงัตาราง จงหา 𝑄3, 𝐷4 และ 𝑃50 

คะแนน (𝑋𝑖) ความถ่ี (𝑓𝑖) 

10 1 

15 2 

20 3 

25 5 

30 4 

35 3 

40 2 

 
แนวคิด สิ่งแรกที่ตอ้งท าคือสรา้งตารางแจกแจงความถ่ีสะสม 

คะแนน (𝑋𝑖) ความถ่ี (𝑓𝑖) ความถ่ีสะสม (𝑐𝑓) 

10 1 1 

15 2 3 

20 3 6 

25 5 11 

30 4 15 

35 3 18 

40 2 20 (N) 

หาค่าของ 𝑄3 
 1) หาต าแหน่ง 𝑄3 =

3(20+1)

4
= 15.75 

 2) หาค่า พิจาราณาในคอลมัน ์𝑐𝑓 ว่าต าแหน่งที่ 15.75 อยู่ที่ใด 
 𝑐𝑓 =15 ยงัไม่ถึงต าแหน่งที่ 15.75 (คะแนน 30) 
 𝑐𝑓 =18 เกินต าแหน่งที่ 15.75 แลว้ (คะแนน 35) 
ในกรณีนี ้ถือว่าค่า 𝑄3 ตกอยู่ในกลุม่คะแนน 35 ซึ่งเป็นค่าแรกที่ท าให ้𝑐𝑓 ≥ 15.75 
ดงันัน้ 𝑄3=35 (หมายความว่า 75% ของนกัเรียนไดค้ะแนน 35 หรือต ่ากว่า) 
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หาค่าของ 𝐷4 
 1) หาต าแหน่ง 𝐷4 =

4(20+1)

10
= 8.4 

 2) หาค่า ต าแหน่ง 8.4 อยู่ระหว่างขอ้มลูล าดบัที่ 8 และ 9 
 จากตาราง  𝑐𝑓 = 6 (คะแนน 20)  
    𝑐𝑓 = 11 (คะแนน 25) 
 ต าแหน่งที่ 7, 8, 9, 10, 11 คือ คะแนน 25 
 เนื่องจากต าแหน่งที่ 8 และ 9 มีค่าคะแนนเท่ากนั คือ 25 
   𝐷4 = 25  คะแนน 

 
หาค่าของ 𝑃50 
 1) หาต าแหน่ง 𝑃50 =

50(20+1)

100
= 10.5 

 2) หาค่า ต าแหน่ง 10.5 อยู่ระหว่างขอ้มลูล าดบัที่ 10 และ 11 
 จากตาราง  𝑐𝑓 = 6 (คะแนน 20)  
    𝑐𝑓 = 11 (คะแนน 25) 
 ต าแหน่งที่ 7, 8, 9, 10, 11 คือ คะแนน 25 
 เนื่องจากต าแหน่งที่ 10 และ 11 มีค่าคะแนนเท่ากนั คือ 25 
   𝑃50 = 25  คะแนน 

 
สรุป  𝑄3 = 35  คะแนน, 𝐷4 = 25  คะแนน  และ 𝑃50 = 25  คะแนน 
  
 

ตัวอย่าง 6.16 ผลสอบของนกัเรียน 50 คน เป็นดงัตาราง จงหา 𝑄1, 𝐷6 และ 𝑃85 

ชัน้คะแนน ความถ่ี (f) 

1 -10 5 

11 - 20 8 

21 - 30 12 

31 - 40 15 

41- 50 10 
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แนวคิด สิ่งแรกที่ตอ้งท าคือสรา้งตารางแจกแจงความถ่ีสะสม 

ชัน้คะแนน ความถ่ี (f) ขอบเขตลา่ง (L) ความถ่ีสะสม (𝑐𝑓) 

1–10 5 0.5 5 

11–20 8 10.5 13 

21–30 12 20.5 25 

31–40 15 30.5 40 

41–50 10 40.5 50 (N) 

หาค่าของ 𝑄1 
 1) หาต าแหน่ง 𝑄1 =

1(50)

4
= 12.5 

 2) หาชัน้ควอรไ์ทล ์ต าแหน่งที่ 12.5 คือชัน้ 11–20 (𝑐𝑓 =13) 
 3) แทนค่าในสตูร 
  𝐿 = 10.5 (ขอบเขตลา่งของชัน้ 11–20) 
  ∑ 𝑓𝐿 = 5 (ความถ่ีสะสมของชัน้ก่อนหนา้ 1–10) 
  𝑓𝑄𝑘

= 8 (ความถ่ีของชัน้ 11–20) 
  𝐼 = 10 

    จาก  𝑄𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑘𝑁

4
−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑄𝑘

) 

  แทนค่าจะได ้ 𝑄1 = 10.5 + (10) (
12.5−5

8
) 

    𝑄1 = 10.5 + (10) (
7.5

8
) 

    𝑄1 = 10.5 + 9.375 = 19.88 คะแนน 

หาค่าของ 𝐷6 
 1) หาต าแหน่ง 𝐷6 =

6(50)

10
= 30 

 2) หาชัน้ควอรไ์ทล ์ต าแหน่งที่ 30 คือชัน้ 31–40 (𝑐𝑓 =40) 
 3) แทนค่าในสตูร 
  𝐿 =  30.5 (ขอบเขตลา่งของชัน้ 31–40) 
  ∑ 𝑓𝐿 = 25 (ความถ่ีสะสมของชัน้ก่อนหนา้ 21–30) 
  𝑓𝐷𝑘

= 15 (ความถ่ีของชัน้ 31–40) และ 𝐼 = 10 
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    จาก  𝐷𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑘𝑁

10
−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝐷𝑘

) 

  แทนค่าจะได ้ 𝐷6 = 30.5 + (10) (
30−25

15
) 

    𝐷6 = 30.5 + (10) (
5

15
) 

    𝐷6 = 30.5 + 3.33 = 33.83 คะแนน 

หาค่าของ 𝑃85 
 1) หาต าแหน่ง 𝑃85 =

85(50)

100
= 42.5 

 2) หาชัน้ควอรไ์ทล ์ต าแหน่งที่ 42.5 คือชัน้ 41–50 (𝑐𝑓 =50) 
 3) แทนค่าในสตูร 
  𝐿 =  40.5 (ขอบเขตลา่งของชัน้ 41–50) 
  ∑ 𝑓𝐿 = 40 (ความถ่ีสะสมของชัน้ก่อนหนา้ 31–40) 
  𝑓𝐷𝑘

= 10 (ความถ่ีของชัน้ 41–50) และ 𝐼 = 10 

    จาก  𝑃𝑘 = 𝐿 + 𝐼 (
𝑘𝑁

100
−∑ 𝑓𝐿

𝑓𝑃𝑘

) 

  แทนค่าจะได ้ 𝐷6 = 40.5 + (10) (
42.5−40

10
) 

    𝐷6 = 40.5 + (10) (
2.5

10
) 

    𝐷6 = 40.5 + 2.5 = 42.5 คะแนน 

สรุป  𝑄1 = 19.88  คะแนน, 𝐷6 = 33.83  คะแนน  และ 𝑃85 = 42.5  คะแนน 
 

 

 

 

 

 

 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 6 สถิติเบือ้งตน้ 

202 
 

6.5 การวัดการกระจายของข้อมูล 
 การวดัการกระจายของขอ้มลู (Measures of Dispersion) คือ ค่าทางสถิติที่ใชบ้อกให้
ทราบว่าขอ้มลูในชุดนัน้ ๆ มีความแตกต่างกนัหรือกระจดักระจายไปจากค่ากลาง (เช่น ค่าเฉลี่ย) 
มากนอ้ยเพียงใด 
 ค่าการกระจายมาก หมายถึง ขอ้มลูมีความแตกต่างกนัมาก หรือไม่มีความสม ่าเสมอ 
 ค่าการกระจายนอ้ย หมายถึง ขอ้มลูมีความคลา้ยคลงึกนัมาก หรือมีความสม ่าเสมอ 
 การวดัการกระจายแบ่งออกเป็น 2 ประเภทหลกั ไดแ้ก่ การวดัการกระจายสมับรูณ ์
(Absolute Measures) และ การวดัการกระจายสมัพทัธ ์(Relative Measures) 
 1. การวัดการกระจายสัมบูรณ ์(Absolute Measures of Dispersion) เป็นการวดัการ
กระจายของขอ้มลูเพียงชดุเดียว ผลลพัธท์ี่ไดจ้ะมีหน่วยเดียวกนักบัขอ้มลูเดิม (เช่น ถา้ขอ้มลูเป็น
น า้หนกั หน่วยของค่าการกระจายจะเป็นกิโลกรมั) 
 1.1 พิสยั (Range: R) พิสยัคือสว่นที่กวา้งที่สดุของชุดขอ้มลู เป็นค่าวดัที่ง่ายและรวดเรว็
ที่สดุ พิสยัหาไดจ้ากผลต่างระหว่างค่าสงูสดุ (𝑋𝑚𝑎𝑥) และค่าต ่าสดุ (𝑋𝑚𝑖𝑛) ของขอ้มลู สตูรคือ 

  𝑅 = 𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛 
 1.2 สว่นเบี่ยงเบนควอรไ์ทล ์(Quartile Deviation: Q.D.)  

𝑄. 𝐷. =
𝑄3 − 𝑄1

2
 

 1.3 สว่นเบี่ยงเบนเฉลี่ย (Mean Deviation: M.D.) 

𝑀. 𝐷. =
∑ |𝑥𝑖 − 𝑥̅|𝑛

𝑖=1

𝑁
 

 1.4 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation: S หรือ 𝜎) เป็นค่าวดัการกระจายที่

นิยมใชม้ากที่สดุและละเอียดที่สดุ เนื่องจากใชข้อ้มลูทกุค่าในการค านวณ บอกถึงค่าเฉลี่ยของ

ความแตกต่างระหว่างขอ้มลูแต่ละตวักบัค่าเฉลี่ยเลขคณิต 

สตูร (ส าหรบัตวัอย่างขอ้มลู): 𝑠 = √
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛

𝑖=1

𝑛
   หรือ  𝑠 = √

∑ (𝑥𝑖)2𝑛
𝑖=1

𝑛
− (𝑥̅)2 

เมื่อ S คือ ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของกลุม่ตวัอย่าง 
 𝑥𝑖 คือ ค่าของขอ้มลูแต่ละตวั 
 𝑥̅ คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของกลุ่มตวัอย่าง 
 𝑛 คือ จ านวนขอ้มลู 
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 1.5 ความแปรปรวน (Variance: 𝑠2 หรือ 𝜎2) เป็นค่าวดัการกระจายท่ีส าคญั เพราะเป็น

รากฐานของการหาสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

ความแปรปรวนของกลุม่ตวัอย่าง  𝑠 =
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛

𝑖=1

𝑛
   หรือ  𝑠 =

∑ (𝑥𝑖)2𝑛
𝑖=1

𝑛
− (𝑥̅)2 

ความแปรปรวนของประชากร  𝜎2 =
∑ (𝑥𝑖−𝜇)2𝑁

𝑖=1

𝑁
 

ความแปรปรวนรวมของขอ้มลู 2 ชุด 𝜎2
𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =

𝑁1𝜎2
1+𝑁2𝜎2

2

𝑁1+𝑁2
 

 2. การวัดการกระจายสัมพัทธ ์(Relative Measures of Dispersion) เป็นการวดัการ
กระจายเพื่อใช ้เปรียบเทียบ การกระจายของขอ้มลูตัง้แต่สองชดุขึน้ไปที่มีหน่วยวดัหรือค่าเฉลี่ย
แตกต่างกนั ผลลพัธท์ี่ไดเ้ป็นหน่วยที่ไม่มีหน่วยวดั (Unitless) นิยมแสดงเป็นรอ้ยละ 
 2.1 สมัประสิทธิ์ของพิสยั   

𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛

𝑋𝑚𝑎𝑥 + 𝑋𝑚𝑖𝑛
 

  
 2.2 สมัประสิทธิ์ของสว่นเบี่ยงเบนควอรไ์ทล ์   

𝑄3 − 𝑄1

𝑄3 + 𝑄1
 

  
 2.3 สมัประสิทธิ์ของสว่นเบี่ยงเบนเฉลี่ย   

𝑀. 𝐷.

𝑥̅
 

 
 2.4 สมัประสิทธิ์ของการแปรผนั (Coefficient of Variation: C.V.) 

𝑠

𝑥̅
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ตัวอย่าง 6.17 ชดุขอ้มลูตวัอย่าง (คะแนนสอบ 5 คน):  
𝑋 = {10,12,16,20,22} 

 

จงหา พิสยั และความแปรปรวน  
แนวคิด 
 1. พิสยั (Range) พิสยัคือความแตกต่างระหว่างค่าสงูสดุและค่าต ่าสดุในชุดขอ้มลู 
   𝑅 = 𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛 
  แทนค่า 𝑅 = 22 − 10 = 12   
2. ความแปรปรวน (Variance) ใชส้ตูรส าหรบัประชากร (Population): 
ขัน้ตอนที่ 1: หาค่าเฉลี่ย (𝜇) 

   𝜇 =
∑ 𝑥

𝑁
=

10+12+16+20+22

5
=

80

5
= 16 

ขัน้ตอนที่ 2: หาผลรวมของก าลงัสองของผลต่าง ∑ (𝑥𝑖 − 𝜇)2𝑛
𝑖=1  

𝑥𝑖  𝑥𝑖 − 𝜇(𝑥𝑖 − 16) (𝑥𝑖 − 𝜇)2 

10 -6 36 
12 -4 16 
16 0 0 
20 4 16 
22 6 36 
รวม 0 104 

 
ขัน้ตอนที่ 3: ค านวณความแปรปรวน (𝜎2) 
 

สตูรความแปรปรวนประชากร  𝜎2 =
∑ (𝑥𝑖−𝜇)2𝑁

𝑖=1

𝑁
 

 

แทนค่า จะได ้    𝜎2 =
104

5
= 20.8 
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ตัวอย่าง 6.18 จงเปรียบเทียบการกระจายของคะแนนสอบ 2 วิชา และหาความแปรปรวนรวม 

วิชา ค่าเฉลี่ย (𝑥̅) สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (s) 
คณิตศาสตร ์ 60 คะแนน 12 คะแนน 
ภาษาองักฤษ 85 คะแนน 14 คะแนน 

แนวคิด  
1) สมัประสิทธิ์ของการแปรผนั (Coefficient of Variation – C.V.) ค านวณโดยใชส้ตูร 

𝐶. 𝑉. =
𝑠

𝑥̅
 

 1) ค านวณ C.V. ของวิชาคณิตศาสตร:์  
  𝐶. 𝑉. =

12

60̅̅̅̅
=  0.2 = 20% 

 2) ค านวณ C.V. ของวิชาภาษาองักฤษ:  
  𝐶. 𝑉. =

14

85̅̅̅̅
=  0.1647 = 16.47% 

สรุป  C.V.คณิต(20%)>C.V.องักฤษ(16.47%)  
 แสดงว่า คะแนนวิชาคณิตศาสตรม์ีการกระจายตวัสงูกว่า เมื่อเทียบกบัค่าเฉลี่ยของตวัเอง 
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6.6 การแจกแจงปกติมาตรฐาน 

 ค่ามาตรฐานและพืน้ที่ใตโ้คง้ปกติมาตรฐานเป็นเครื่องมือส าคญัในทางสถิติที่ช่วยใหเ้รา
สามารถ เปรียบเทียบขอ้มลูที่มาจากชดุขอ้มลูที่แตกต่างกนั และ หาความน่าจะเป็นหรือสดัสว่น
ของขอ้มลู ได ้
1. ค่ามาตรฐาน (Standard Score หรือ Z-score) 
 ค่ามาตรฐาน (Z) คือ ค่าที่บอกว่าขอ้มลูตวัใดตวัหนึ่ง (𝑥𝑖) อยู่ห่างจากค่าเฉลี่ย (𝜇) เป็น
จ านวนก่ีเท่าของสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (𝜎) มปีระโยชนคื์อใชใ้นการเปรียบเทียบขอ้มลูจากชดุ
ขอ้มลูที่แตกต่างกนั โดยแปลงขอ้มลูเหลา่นัน้ใหเ้ป็นมาตรวดัเดียวกนั 

𝑍 =
𝑥𝑖 − 𝜇

𝜎
 

 เมื่อ: Z คือ ค่ามาตรฐาน 
  𝑥𝑖 คือ ค่าขอ้มลูที่ตอ้งการแปลง 
  𝜇 (มิว) คือ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของประชากร 
  𝜎 (ซิกมา) คือ สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐานของประชากร 
ขอ้สงัเกต ถา้ Z เป็น บวก แสดงว่าค่า X สงูกว่า ค่าเฉลี่ย 
  ถา้ Z เป็น ลบ แสดงว่าค่า X ต ่ากว่า ค่าเฉลี่ย 
  ถา้ Z=0 แสดงว่าค่า X เท่ากบั ค่าเฉลี่ยพอดี 
 
ตัวอย่าง 6.19 ผลการเรียนนิชาภา ดงัตาราง นิชาภาเรียนวิชาใดไดดี้กว่า 

วิชา คะแนน คะแนนเฉลี่ย (𝑥̅) สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (𝑠) 

ภาษาไทย 75 80 12 
คณิตศาสตร ์ 85 75 15 
วิทยาศาสตร ์ 72 65 8 

แนวคิด  จากสตูร 𝑍 =
𝑥𝑖−𝜇

𝜎
 เราสามารถหาคะแนนมาตรฐานในแต่ละวิชา ไดด้งันี ้

 𝑍ไทย =
75−80

12
= −0.42 

 𝑍คณิต =
85−75

15
= 0.67 

 

 𝑍วิทย์ =
72−65

8
= 0.88 

สรุป นิชาภาเรียนวิชาวิทยาศาสตรไ์ดดี้ที่สดุ 
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2. การแจกแจงปกติมาตรฐาน (Standard Normal Distribution) คือ การแจกแจงความน่าจะ
เป็นแบบต่อเนื่องที่มีรูปรา่งเป็นระฆงัคว ่า (Bell Curve) ซึ่งถกูปรบัใหม้ี ค่าเฉลี่ย (𝜇) เท่ากบั 0 และ 
สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (𝜎) เท่ากบั 1  
 การแจกแจงปกตินีม้ีความส าคญัอย่างยิ่งในการวิเคราะหท์างสถิติ เนื่องจากช่วยใหเ้รา
สามารถเปรียบเทียบขอ้มลูจากชดุการแจกแจงปกติใด ๆ ก็ตามได ้โดยการแปลงขอ้มลูดิบเหลา่นัน้
ใหเ้ป็นค่ามาตรฐานที่เรียกว่า ค่า Z-score 
สมบัติส าคัญของการแจกแจงปกติมาตรฐาน 
 การแจกแจงปกติมาตรฐานจะถกูก าหนดดว้ยฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็น 
(Probability Density Function) แต่มีสมบติัทางกราฟและทางคณิตศาสตรท์ี่เขา้ใจง่าย ดงันี:้ 
1. ลกัษณะของโคง้การแจกแจง (The Curve) 

 
 รูปรา่งสมมาตร: โคง้มีรูปร่างคลา้ยระฆงัคว ่า (Bell-shaped) และมีความสมมาตรอย่าง
สมบรูณร์อบจดุศนูยก์ลาง 
 จดุศนูยก์ลาง: จดุสงูสดุของโคง้คือค่าเฉลี่ย ซึ่งในการแจกแจงมาตรฐานคือ 𝜇=0 
 ค่ามธัยฐานและฐานนิยม: เนื่องจากโคง้สมมาตร ค่าเฉลี่ย (𝜇), มธัยฐาน (Median), และ
ฐานนิยม (Mode) จะเท่ากนัหมด คือ 0 
 **แกน 𝑥 จะเขา้ใกลแ้กน 𝑥 (แกนแนวนอน) แต่จะไม่สมัผสัหรือตดัแกนเลย 
 2. พารามิเตอรท์ี่ก าหนด ค่าเฉลี่ย (𝜇): ถกูก าหนดใหเ้ท่ากบั 0 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
(𝜎): ถกูก าหนดใหเ้ท่ากบั 1 
 3. พืน้ที่ใตโ้คง้ (Area Under the Curve) พืน้ที่รวม: พืน้ที่ทัง้หมดใตโ้คง้การแจกแจงปกติ
มาตรฐานมีค่าเท่ากบั 1 หรือ 100% เสมอ 
 สมมาตรของพืน้ที่: เนื่องจากความสมมาตร พืน้ที่ทางซา้ยของค่าเฉลี่ย (𝜇 =0)เท่ากบั 0.5 
และพืน้ที่ทางขวาของค่าเฉลี่ยเท่ากบั 0.5 
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 4. กฎ 68-95-99.7 (Empirical Rule) สมบติันีแ้สดงใหเ้ห็นว่าขอ้มลูส่วนใหญ่อดัแน่นอยู่
รอบค่าเฉลี่ยอย่างไร: 
 พืน้ที่ 68.27% ของขอ้มลูทัง้หมดจะอยู่ภายใน 1 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน ของค่าเฉลี่ย 
(ระหว่าง Z=-1 ถึง Z=1) 
 พืน้ที่ 95.45% ของขอ้มลูทัง้หมดจะอยู่ภายใน 2 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน ของค่าเฉลี่ย 
(ระหว่าง Z=-2 ถึง Z=2) 
 พืน้ที่ 99.73% ของขอ้มลูทัง้หมดจะอยู่ภายใน 3 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน ของค่าเฉลี่ย 
(ระหว่าง Z=-3 ถึง Z=3) 
 5. การใชค่้า Z-score ค่าบนแกนแนวนอนของโคง้ปกติมาตรฐานคือ Z- score (ค่า
มาตรฐาน) 
 Z-score บอกว่าคะแนนดิบอยู่ห่างจากค่าเฉลี่ยไปเป็นจ านวนก่ีเท่าของสว่นเบี่ยงเบน
มาตรฐาน  
 การแปลงขอ้มลูเป็นการแจกแจงปกติมาตรฐานท าใหเ้ราสามารถใช ้ตาราง Z เพื่อหา
ความน่าจะเป็นหรือเปอรเ์ซ็นไทลข์องคะแนนใด ๆ ไดอ้ย่างง่ายดาย 
 
ตัวอย่าง 6.20 ในการควบคมุคณุภาพในโรงงาน (Manufacturing Quality Control) ผูจ้ดัการ
โรงงานผลิตหลอดไฟตอ้งการตรวจสอบว่าหลอดไฟที่ผลิตออกมามีความทนทาน (อายกุารใชง้าน
เป็นชั่วโมง) เป็นไปตามมาตรฐานที่ก าหนดหรือไม่ จากการเก็บรวบรวมขอ้มลูพบว่า อายกุารใช้
งานหลอดไฟมีการแจกแจงปกติ ค่าเฉลี่ยอายุการใชง้าน (𝜇)=1,000 ชั่วโมง ส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน (𝜎)=50 ชั่วโมง โรงงานตอ้งการทราบว่า มีหลอดไฟก่ีเปอรเ์ซ็นตท์ี่มีอายใุชง้านนอ้ยกว่า 
900 ชั่วโมง (ซึ่งถือว่าต ่ากว่ามาตรฐานและอาจมีปัญหาดา้นคณุภาพ) 
แนวคิด ค านวณ Z-score: แปลงค่า 900 ชั่วโมง ใหเ้ป็นค่ามาตรฐาน (Z-score)  
จากสตูร 𝑍 =

𝑥𝑖−𝜇

𝜎
  แทนค่าจะได ้

𝑍 =
900 − 1000

50
=

−100

50
= −2.0 

 หาความน่าจะเป็น จาก 𝑍 = −2.0 หมายความว่า 900 ชั่วโมง อยู่ต  ่ากว่าค่าเฉลี่ยไป 2 
เท่าของสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
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 จากการเปิดตาราง Z หรือใชก้ฎ 68- 95-99.7 พบว่าพืน้ที่ทางซา้ยของ 𝑍 = −2.0 (คือ
ความน่าจะเป็นที่ X<900) มีค่าประมาณ 0.0228 
 

 
 
สรุปไดว้่า: ประมาณ 2.28% ของหลอดไฟที่ผลิตมามีอายุการใชง้านต ่ากว่า 900 ชั่วโมง 
ผูจ้ดัการโรงงานสามารถใชต้วัเลขนีเ้พื่อ ก าหนดเกณฑก์ารรบัประกนัคณุภาพ หรือ ปรบั
กระบวนการผลิต เพื่อลดเปอรเ์ซ็นตข์องผลิตภณัฑท์ี่ต  ่ากว่ามาตรฐานลง 
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6. 6 การน าความรู้เร่ืองสถิติเบือ้งต้นไปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์
1. สถานการณ:์ การทดสอบประสิทธิภาพของปุ๋ ยเคมีชนิดใหม่ 
 นกัเรียนท าการทดลองเพื่อเปรียบเทียบว่า ปุ๋ ยเคมีชนิดใหม่ (B) มีผลต่อความสงูของตน้
กลา้ถั่วเหลืองดีกว่า ปุ๋ ยเคมีมาตรฐาน (A) หรือไม่ (สมมติฐานทางสถิติที่สนใจคือ 𝜇𝐵 > 𝜇𝐴) 
ในการออกแบบการทดลอง นกัเรียนแบ่งตน้กลา้ออกเป็น 2 กลุม่ กลุม่ละ 5 ตน้ และใหปุ้๋ ยแต่ละ
ชนิดเป็นเวลา 1 เดือน จากนัน้วดัความสงูของตน้กลา้แต่ละตน้ (หน่วยเป็นเซนติเมตร) 

กลุม่ (ปุ๋ ย) ความสงูของตน้กลา้ (𝑋𝑖) (ซม.) 
A (มาตรฐาน) 18, 20, 21, 19, 22 
B (ชนิดใหม่) 20, 23, 25, 22, 25 

แนวคิด ขัน้ตอนที่ 1: ค านวณค่ากลาง (ค่าเฉลี่ย: 𝑥̅) และการกระจาย (สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน: S)
กลุม่ A (ปุ๋ ยมาตรฐาน): 
ค่าเฉลี่ย (𝑥̅𝐴) =

18+20+21+19+22

5
= 20 เซนติเมตร 

หาสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 𝑠𝐴 = √
(18−20)2+(20−20)2+(21−20)2+(19−20)2+(22−20)2

5
 

 

             = 1.58 เซนติเมตร 
กลุม่ B (ปุ๋ ยชนิดใหม่) 

ค่าเฉลี่ย (𝑥̅𝐵) =
20+23+25+22+25

5
= 23 เซนติเมตร 

 

หาสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 𝑠𝐴 = √
(20−23)2+(23−23)2+(25−23)2+(22−23)2+(25−23)2

5
 

 

             = 2.12 เซนติเมตร 
ขัน้ตอนที่ 2: สรุปและตีความผลลพัธท์างวิทยาศาสตร ์

สถิติ กลุม่ A (มาตรฐาน) กลุม่ B (ชนิดใหม่) 
𝑥̅ (ค่าเฉลี่ย) 20.0 ซม. 23.0 ซม. 

S (สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน) 1.58 ซม. 2.12 ซม. 
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การตีความ:การเปรียบเทียบค่ากลาง (ประสิทธิภาพ): 
 1) ตน้กลา้ที่ใชปุ้๋ ยชนิดใหม่ (B) มีความสงูเฉลี่ย 23.0 ซม. ซึ่งสงูกว่าตน้กลา้ที่ใชปุ้๋ ย
มาตรฐาน (A) ที่มีความสงูเฉลี่ย 20.0 ซม. ผลการทดลองเบือ้งตน้บ่งชีว้่าปุ๋ ยชนิดใหม่มี
ประสิทธิภาพดีกว่า 
 2) การเปรียบเทียบการกระจาย (ความสม ่าเสมอ/ความแปรปรวน) สว่นเบี่ยงเบน
มาตรฐานของกลุม่ A คือ 1.58 ซม. ในขณะที่กลุม่ B คือ 2.12 ซม. สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐานของ
กลุม่ B มีค่าสงูกว่ากลุม่ A แสดงว่าความสงูของตน้กลา้ในกลุม่ที่ใชปุ้๋ ยชนิดใหม่มีความแตกต่าง
กนั (กระจาย) มากกว่า (คือมีทัง้ตน้ที่สงูมากและตน้ที่ค่อนขา้งเตีย้) สว่นกลุม่ A มีความสม ่าเสมอ
มากกว่า 
 ขอ้สรุป จากการวิเคราะหเ์ชิงพรรณนา (Descriptive Statistics) สรุปไดว้่า ปุ๋ ยชนิดใหม่ 
(B) มีแนวโนม้ที่จะท าใหต้น้กลา้สงูขึน้โดยเฉลี่ย แต่มีผลลพัธท์ี่หลากหลายและไม่สม ่าเสมอเท่าปุ๋ ย
มาตรฐาน (A) การตดัสินใจว่าจะเลือกใชปุ้๋ ยชนิดใดอาจขึน้อยู่กบัความตอ้งการความสม ่าเสมอใน
การเติบโตดว้ย 
 (หมายเหต:ุ ในการวิจยัทางวิทยาศาสตรจ์รงิ ๆ จะตอ้งใชส้ถิติเชิงอนมุาน เช่น การทดสอบ 
t (t-test) เพื่อยืนยนัว่าความแตกต่างของค่าเฉลี่ย 3.0 ซม. นี ้เป็นความแตกต่างที่ "มีนยัส าคญัทาง
สถิติ" หรือไม่) ดว้ยการเปรียบเทียบผลการทดลองสองกลุ่ม (ใชค่้าเฉลี่ย) 
 
2. สถานการณท์างวิทยาศาสตร:์ ธรณีวิทยา/อตุนุิยมวิทยา 

 นกัเรียนวดัอณุหภมูิที่จดุหนึ่งได ้38∘C และตอ้งการทราบว่าอณุหภมูินี ้"รอ้นผิดปกติ" เมื่อ

เทียบกบัขอ้มลูในอดีตหรือไม่ จากขอ้มลูประวติัศาสตร:์ 𝜇 (ค่าเฉลี่ยอณุหภมูิ) =32∘C และ 𝜎 

(สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน) =3∘C 
แนวคิด การเปรียบเทียบขอ้มลูกบัค่ามาตรฐาน (ใชค่้ามาตรฐาน Z-score) 
 ค่าที่วดัได:้ 𝑋 = 38°𝐶 
 𝑍 =

38−32

3
=

6

3
= 2 

ขอ้สรุปทางวิทยาศาสตร:์ ค่า Z=2.0 หมายความว่า อณุหภมูิ 38∘C ที่วดัไดน้ัน้ สงูกว่าค่าเฉลี่ยถึง 
2 สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
ในการแจกแจงปกติ (ตามกฎเชิงประจกัษ ์68-95-99.7) ค่า Z=2.0 อยู่ในขอบเขตที่ค่อนขา้งสงูมาก 
(มีขอ้มลูเพียงประมาณ 2.5% เท่านัน้ที่สงูกว่าค่านี)้  

  แสดงว่าอณุหภมูิ 38∘C เป็นอณุหภมูิที่ "รอ้นผิดปกติ" เมื่อเทียบกบัสถิติในอดีต 
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3. สถานการณก์ารวิเคราะหท์างสถิติเพื่อหาความสมัพนัธร์ะหว่างแรงกระท า (น า้หนกั) และระยะ
ยืดของสปรงิตามหลกัการของกฎของฮกุ (Hooke's Law) 
 นกัวิทยาศาสตรค์นหนึ่งไดท้ าการทดลองเพื่อศกึษาความสมัพนัธร์ะหว่างน า้หนกัที่แขวน 
(ซึ่งเทียบเท่ากบัแรงกระท า) และระยะยืดของสปรงิตามกฎของฮกุ โดยไดบ้นัทกึผลการทดลอง 4 
ครัง้ ดงัตารางดา้นลา่งนี ้

น า้หนกั (กก.) (𝑋) ระยะยืด (ซม.) (𝑌) 
1 2.1 
2 3.9 
3 6.2 
4 8 

 
จงตอบค าถามต่อไปนี:้ 
 1) ค านวณหาค่าสมัประสิทธิ์สหสมัพนัธ ์(Correlation Coefficient, r) เพื่อวดัระดบั
ความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ระหว่างน า้หนกัและระยะยืดของสปริง 
 2) ค านวณหาสมการการถดถอยเชิงเสน้ (Linear Regression Equation) ในรูป 

𝑌̂ = 𝑎 + 𝑏𝑋 
 3) ตีความผลลพัธ ์ว่าความสมัพนัธร์ะหว่างน า้หนกัและระยะยืดเป็นไปตามกฎของฮกุหรือ
ไม่ และถา้นกัเรียนแขวนน า้หนกั 5.0 กิโลกรมั สปรงิจะยืดออกประมาณก่ีเซนติเมตร 
 
แนวคิด การค านวณและวิเคราะหข์อ้มลูเบือ้งตน้ 

𝑋 𝑌 𝑋2 𝑌2 𝑋𝑌 

1 2.1 1 4.41 2.1 
2 3.9 4 15.21 7.8 
3 6.2 9 38.44 18.6 
4 8 16 64 32 

∑ 𝑥=10 ∑ 𝑦 =20.2 ∑ 𝑥2=30 ∑ 𝑦2=122.06 ∑ 𝑥𝑦=60.5 
จากสตูรค านวณหาค่าสมัประสิทธิ์สหสมัพนัธ ์(Correlation Coefficient, r) 

𝑟 =
𝑁 ∑ 𝑥𝑦 − [(∑ 𝑥)(∑ 𝑦)]

√[𝑁 ∑ 𝑥2 − (∑ 𝑥)2][𝑁 ∑ 𝑦2 − (∑ 𝑦)2]
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แทนค่า  𝑟 =
4(60.5)−[(10)(220)]

√[4(30)−(10)2][4(122.06)−(20.2)2]
  ≈  0.99875 

2. สมการการถดถอยเชิงเสน้ (𝑌̂ = 𝑎 + 𝑏𝑋) 

A. หาส่วนลดถอย (b)  สตูร: 𝑏 =
𝑁 ∑ 𝑥𝑦−[(∑ 𝑥)(∑ 𝑦)]

𝑁 ∑ 𝑥2−(∑ 𝑥)2  
 

 แทนค่า   𝑏 =
4(60.5)−[(10)(220)]

4(30)−(10)2 =
40

20
= 2 

 

B. หาจุดตดัแกนตัง้ (𝑎) 
 จากสตูร: a = 𝑌̅ − 𝑏𝑋̅ 

 จาก 𝑌̅ =
∑ 𝒚

𝑵
=

𝟐𝟎.𝟐

𝟒
= 𝟓. 𝟎𝟓 และ 𝑋̅ =

∑ 𝒙

𝑵
=

𝟏𝟎

𝟒
= 𝟐. 𝟓 

 แทนค่าใน 𝑎 = 𝑌̅ − 𝑏𝑋̅ จะได ้ 

 𝑎 = 5.05 − (2)(2.5) = 0.05 

จะไดส้มการถดถอย 𝑌̂ = 0.05 + 2𝑋 

3. การตีความผลลพัธแ์ละการท านาย 

 ค่าสมัประสิทธิ์สหสมัพนัธ ์(𝑟 ≈ 0.99875): ค่านีอ้ยู่ใกล ้+1 มาก แสดงว่า น า้หนกัที่

แขวนมีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ตรงในทิศทางบวกกบัระยะยืดของสปรงิในระดบัที่สงูมาก (เกือบ

สมบรูณ)์ 

 กฎของฮกุกลา่วว่า 𝐹 = 𝑘𝑥 หรือ 𝑥 =
1

𝑘
𝐹 ซึ่งความสมัพนัธเ์ป็นเชิงเสน้ตรงโดยมีจุดตดั

แกนตัง้เป็น 0 สมการที่ไดคื้อ 𝑌̂ = 0.05 + 2𝑋 ซึ่งมีความชนั 𝑏 = 2.0 และจดุตดัแกนตัง้ 𝑎 =

0.05 
 เนื่องจากค่า 𝑎 = 0.05 มีค่านอ้ยมาก (ใกล ้0) จึงสรุปไดว้่า ผลการทดลองนีส้อดคลอ้งกบั

กฎของฮกุอย่างยิ่ง โดยที่ระยะยืดเกือบจะเป็นสดัสว่นโดยตรงกบัน า้หนกั (แรง) 

 การท านายระยะยืด ใชส้มการการถดถอยที่ไดเ้พื่อท านายระยะยืด (Y^) เมื่อแขวนน า้หนกั 

𝑋 = 5.0 กิโลกรมั: 

 𝑌̂ = 0.05 + 2(5.0) = 0.05 + 10 = 10.05 เซนติเมตร 

ค าตอบ: ถา้แขวนน า้หนกั 5.0 กิโลกรมั สปรงิจะยืดออกประมาณ 10.05 เซนติเมตร 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่6 

1. สรา้งตารางความถ่ีเพื่อจดักลุม่ขอ้มลู จากการส ารวจประชากรสตัว ์ซึ่งนกัเรียนส ารวจน า้หนกั
(กรมั)ของปลาในบ่อ 20 ตวั จงใชต้ารางความถ่ีช่วยใหเ้ห็นภาพรวมไดอ้ย่างรวดเร็วว่า ปลาสว่น
ใหญ่ มีน า้หนกัอยู่ในช่วงใด ก าหนดช่วงน า้หนกั (อนัตรภาคชัน้) ใหช้ัน้แรกเป็น 130-139 กรมั 
  105, 120, 115, 100, 130, 125, 112, 118, 107, 122, 
  116, 103, 135, 128, 110, 106, 123, 114, 108, 127 
2. จากขอ้มลูการทดลองปลกูตัน้ถั่ว วดัความสงูไดข้อ้มลูดงัตาราง อยากทราบว่าแสงสีน า้เงิน มีผล
ต่อความสงูของตน้ถั่วดีกว่าแสงสีแดง หรือไม่ 

กลุม่ ขอ้มลูความสงู (ซม.) 
แสงสีน า้เงิน 15, 18, 17, 16, 19 
แสงสีแดง 12, 14, 13, 15, 11 

3. นกัเรียนท าการทดลองหาความหนาแน่นของน า้บรสิทุธิ์ 5 ครัง้ ซึ่งค่าจรงิคือ 1.000 g/mL  

ครัง้ที่ กลุม่ A (ชั่งดว้ยบีกเกอร)์ กลุม่ B (ชั่งดว้ยปิเปตต)์ 
1 1.05 1 
2 0.92 1.01 
3 1.1 0.99 
4 0.98 1 
5 1.01 1 

 การทดลองดว้ยอปุกรณใ์ดมีความเที่ยง (Precision) สงูกว่า หรือผลการทดลองมีความ
สม ่าเสมอกนัมากกว่า 
4. เมล็ดพนัธุท์ี่มีความเสถียรในการงอกสงู (มีความแปรปรวนต ่า) จะสามารถงอกไดดี้อย่าง
สม ่าเสมอ ไม่ว่าจะอยู่ในสภาพแวดลอ้มแบบใด จากขอ้มลูผลการทดลองอตัราการงอกของเมล็ด
พนัธุ ์ท าการทดลองปลกูเมล็ดพนัธุ ์2 ชนิด ในแปลงทดลอง 5 แปลงต่อชนิด และบนัทึกอตัราการ
งอกเป็นเปอรเ์ซ็นต ์เมล็ดพนัธุช์นิดใดมีความสม ่าเสมอ (ความเที่ยง) ในการงอกมากกว่ากนั 

เมล็ดพนัธุ ์ ค่าเฉลี่ยอตัราการงอก (𝑥̅) สว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (s) 

ชนิด A (ดัง้เดิม) 80% 10% 

ชนิด B (ปรบัปรุง) 90% 11% 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 6 สถิติเบือ้งตน้ 

215 
 

4. บรษิัทผลิตอปุกรณกี์ฬาแห่งหนึ่งมีการจดัการคณุภาพของสินคา้ คือ ยงัตอ้งปรบัปรุง สินคา้
คณุภาพต ่า และสินคา้คณุภาพมาตรฐาน ถา้สินคา้คณุภาพต ่ามีค่ามาตรฐานอยู่ระหว่าง -1.5 และ 
0.34 (ก าหนด Z = 0.34} ตรงกบัพืน้ที่ A = 0.1331 และ Z = 1.5 ตรงกบั พืน้ที่ A = 0.4332) จงหา 
 (1) สินคา้ที่ยงัตอ้งปรบัปรุงคิดเป็นก่ีเปอรเ์ซ็นตข์องสินคา้ทัง้หมด  
 (2) สินคา้ที่มีคณุภาพต ่าคิดเป็นก่ีเปอรเ์ซ็นตข์องสินคา้ทัง้หมด  
 (3) สินคา้ที่ไดม้าตรฐานคิดเป็นก่ีเปอรเ์ซ็นตข์องสินคา้ทัง้หมด 
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บทที ่7  

ลิมิตและความต่อเน่ืองของฟังกชั์น 

1. ลิมิตของฟังกช์ัน (the limit of a function) 
ความหมายของลิมิตดา้นเดียวของฟังกช์นัเป็นดงันี ้

1.1 ลิมิตด้านเดียว (One-sided limits) 
ลิมิตซ้าย (Left-hand limits) 
ก าหนดฟังกช์นั 𝑓(𝑥) และ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ กล่าวว่า ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 

เขา้ใกล ้𝑎 ทางซา้ยมือ ก็ต่อเมื่อ มีจ านวนจรงิ L ที่ท าใหค่้าของ 𝑓(𝑥) เขา้ใกล ้L ในขณะที่ 
𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 ทางซา้ยมือ เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 
   𝑓(𝑥)

𝑥→𝑎−
= 𝐿 

ลิมิตขวา (Right-hand limits) 
ก าหนดฟังกช์นั 𝑓(𝑥) และ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ กล่าวว่า ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 

เขา้ใกล ้𝑎 ทางขวามือ ก็ต่อเมื่อ มีจ านวนจรงิ L ที่ท าใหค่้าของ 𝑓(𝑥) เขา้ใกล ้L ในขณะที่ 
𝑥 เขา้ใกล ้ 𝑎 ทางขวามือ เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 

𝑓(𝑥)
𝑥→𝑎+

= 𝐿 

 

ตัวอย่างที ่7.1 ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = { 𝑥2

𝑥 + 1

, 𝑥 < 2
, 𝑥 ≥ 2

 

 จงหา 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

𝑓(𝑥)   2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑓(𝑥) 
แนวคิด  1) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−
(𝑥2) = (2)2 = 4  

 
2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+
(𝑥 + 1) = 2 + 1 = 3 

 

ตัวอย่างที ่7.2 ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {
2𝑥 + 1 , 𝑥 < 1

4 , 𝑥 = 1
5 , 𝑥 > 1

 

 จงหา 1.1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥)   1.2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) 
 

แนวคิด  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(2𝑥 + 1)  = 2(1) + 1 =  2 + 1 = 3 
   
  2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+
(5) = 5  
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ตัวอย่างที ่7.3  จงหาค่าของ lim
𝑥→2−

√(𝑥−2)2

𝑥−2
  

แนวคิด  เพราะว่า √(𝑥 − 2)2 = |𝑥 − 2| = {
−(𝑥 − 2)เม่ือ 𝑥 < 2

(𝑥 − 2) เม่ือ 𝑥 ≥ 2
 

  ดงันัน้ lim
𝑥→2−

{
√(𝑥−2)2

𝑥−2
} = lim

𝑥→2−
{

−(𝑥−2)

𝑥−2
} = −1   

 
1.2 ลิมิตสองด้าน (Two-sided limits) 
 เป็นการพิจารณาค่าของ 𝑓(𝑥) ในขณะที่ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 หมายถึง 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 
ทัง้ทางดา้นซา้ยมือและทางดา้นขวามือ 
                                        

    𝑥 → 𝑎−    𝑎+ ← 𝑥 

     𝑎   

  ก าหนดฟังกช์นั 𝑓(𝑥) และ a เป็นจ านวนจรงิแลว้ ลิมิตของฟังกช์นั 𝑓(𝑥) ในขณะที่ 𝑥 
เขา้ใกล ้𝑎 มีค่าเท่ากบั L ก็ต่อเมื่อค่าของ 𝑓(𝑥) มีค่าเขา้ใกล ้L ในขณะที่ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 
ทัง้ทางดา้นซา้ยมือและทางดา้นขวามือของ 𝑎 เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 
        𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 

  นั่นคือ  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 ก็ต่อเมื่อ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) 
 
หมายเหต ุ 1. ในกรณีที่ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝐿1 และ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿2โดยที่  𝐿1 ≠ 𝐿2 หรือ 

  2. ถา้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้หรือ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้
  จะกลา่วว่า  𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 หาค่าไม่ได ้

 

ตัวอย่างที ่7.4 ก าหนด 𝑓(𝑥) = {
𝑥2, 𝑥 ≤ 1
𝑥, 𝑥 > 1

 จงหา lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)  

แนวคิด   lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(𝑥2) = 1   

   lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑥     = 1   

  ดงันัน้ lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 1  
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ตัวอย่างที ่7.5 ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 1
1

2
𝑥 + 1

, 𝑥 ≤ 0
, 𝑥 > 0

 

   จงหา 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)   2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑓(𝑥)  (ใหน้กัศกึษาท าเอง) 

 
1.3 นิยามของลิมิต 
นิยาม 1 ก าหนดใหฟั้งกช์นั 𝑓(𝑥)นิยามบนช่วงเปิดที่มี 𝑎 จะกลา่วว่า ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เท่ากบั L 
เมื่อ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 เขียนแทนดว้ย𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 ก็ต่อเมื่อ ส าหรบัทกุจ านวนจรงิบวก 𝜀 (Epsilon) 

หรือ 𝜀 > 0 จะสามารถ หาจ านวนจรงิบวก 𝛿 (Delta) หรือ 𝛿 > 0 ไดอ้ย่างนอ้ยหนึ่งค่า ที่ท าให ้
|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 ส าหรบัทกุค่า 𝑥  ที่  0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 
 สญัลกัษณ ์|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 หมายถึง   −𝜀 < 𝑓(𝑥) − 𝐿 < 𝜀  
       นั่นคือ   𝐿 − 𝜀 < 𝑓(𝑥) < 𝜀 + 𝐿 

สญัลกัษณ ์0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 หมายถึง  −𝛿 < 𝑥 − 𝑎 < 0   หรือ  0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿 
     นั่นคือ    𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿 หรือ  𝑥 ≠ 𝑎  

ซึ่งอาจกลา่วไดว้่า 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 หมายความว่า ส าหรบั 𝜀 > 0 สามารถหา 𝛿 > 0 
ไดค่้าหนึ่งเสมอที่ท าให ้𝑓(𝑥) อยู่ในช่วงเปิด (𝐿 − 𝜀, 𝐿 + 𝜀) ส าหรบัทกุ 𝑥  ที่อยู่ในช่วงเปิด (𝑎 −

𝛿, 𝑎 + 𝛿)  และ 𝑥 ≠ 𝑎 ซึ่งจะเห็นว่า ส าหรบั 𝜀 ที่มีค่านอ้ยๆ และ 𝑓(𝑥)  อยู่ในช่วงเปิด (𝐿 −

𝜀, 𝐿 + 𝜀)  [𝑓(𝑥) เขา้ใกล ้𝐿 ] จะสามารถเลือก 𝛿 > 0  ที่นอ้ยเพียงพอ ที่ท าใหไ้ดว้่า ถา้ 𝑥 
อยู่ในช่วงเปิด(𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿)  และ 𝑥 ≠ 𝑎 แลว้ 𝑓(𝑥)  อยู่ในช่วงเปิด (𝐿 − 𝜀, 𝐿 + 𝜀) 

 
นิยาม 2 ลิมิตซ้าย (Left-hand limits) 

ให ้𝑓 นิยามบนช่วงเปิด  (𝑐, 𝑎) จะกลา่วว่า ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เท่ากบั M1 เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้
𝑎 ทางซา้ย และ เขียน 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝑀1ก็ต่อเมื่อส าหรบัทกุจ านวนจรงิบวก 𝜀(𝜀 > 0) 

จะสามารถหาจ านวนจรงิบวก 𝛿(𝛿 > 0) ไดอ้ย่างนอ้ยหนึ่งค่าที่ท าให ้|𝑓(𝑥) − 𝑀1| < 𝜀 
ส าหรบัทุกค่า 𝑥 ที่ 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 และเรียก M1 ว่า ลิมิตซา้ยของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 
 
นิยาม 3 ลิมิตขวา (Right-hand limits) 

ให ้f นิยามบนช่วงเปิด (𝑎 , 𝑏) จะกลา่วว่า ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เท่ากบั M2 เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้
𝑎 ทางขวา และ เขียน 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝑀2ก็ต่อเมื่อส าหรบัทุกจ านวนจรงิบวก 𝜀(𝜀 > 0) 

จะสามารถหาจ านวนจรงิบวก 𝛿(𝛿 > 0) ไดอ้ย่างนอ้ยหนึ่งค่าที่ท าให ้|𝑓(𝑥) − 𝑀2| < 𝜀 
ส าหรบัทุกค่า x ที่ 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 และเรียก M2 ว่า ลิมิตขวาของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้𝑎 
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1.4 ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิต (Theorems on limits) 
 ก าหนดให ้𝑎 , 𝑐 , 𝐴 , 𝐵 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัที่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ โดยที่  
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐴 และ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐵 แลว้ 
 1. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑐 = 𝑐 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑥 = 𝑎 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนตรรกยะ 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑐𝑓(𝑥) = 𝑐𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑐𝐴 

5. 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎
𝑐𝑥𝑛 = 𝑐𝑎𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนตรรกยะ 

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴 + 𝐵 

7. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴 − 𝐵 

8. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑐𝑛𝑥𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑥𝑛−1+. . . +𝑐1𝑥 + 𝑐0] = 𝑐𝑛𝑎𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑎𝑛−1+. . . +𝑐1𝑎 + 𝑐0 

9. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) • 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) • 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴 • 𝐵 

10.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
=

𝐴

𝐵
 เมื่อ 𝐵 ≠ 0 

11. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥)]𝑛 = [𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)]
𝑛

= 𝐴𝑛     เมื่อ n เป็นจ านวนตรรกยะ 

12.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

√𝑓(𝑥)𝑛 = √𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)𝑛 = √𝐴
𝑛       เมื่อ √𝐴

𝑛  เป็นจ านวนจริง 

13. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥)]
𝑛

𝑚 = [𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)]

𝑛

𝑚
= 𝐴

𝑛

𝑚   เมื่อ √𝐴
𝑚
𝑛  เป็นจ านวนจรงิ 

 

หมายเหตุ ทฤษฎีบทดงักลา่วเป็นจรงิ เมื่อแทนลิมิตของฟังกช์นัที่ 𝑎 ดว้ยลิมิตทางซา้ย 

หรือแทนลิมิตของฟังกช์นัที่ 𝑎 ดว้ยลิมิตทางขวา  

1. ถา้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿 

2. ถา้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿 แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 
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ข้อควรระวัง ในการหา𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] มีดงันี ้

1. จะใชท้ฤษฎี 10 ในการหาลิมิตไดก้็ต่อเมื่อ  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) หาค่าได ้และ𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 

หาค่าได ้และ     ไม่เท่ากบั 0 

2. กรณีที่ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) หาค่าได ้และไม่เท่ากบั 0 แต่ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0จะไดว้่า 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
]หาค่าได ้

3. กรณีที่ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0และ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0เราเรียกรูปแบบ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

0

0
ว่า 

รูปแบบไม่ก าหนด (Indeterminate Form) ในกรณีเช่นนี ้

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
]อาจหาค่าไดห้รือหาค่าไม่ไดข้ึน้อยู่กบัลกัษณะของฟังกช์นั 

การหาลิมิตจึงจ าเป็นตอ้งเปลี่ยนรูปฟังกช์นั 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
ใหม่ ในรูป h(x) โดยที่ 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= ℎ(𝑥) 

ทกุค่า x ในโดเมนของ 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 ยกเวน้เมื่อ x= a โดยอาศยัความรูท้างพีชคณิต 

ดงันัน้จะได ้

   𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
ℎ(𝑥) 

 

 การเปลี่ยนรูปแบบฟังกช์นัใหม่ อาจใชว้ิธีแยกตวัประกอบหรือหาลิมิตของฟังกช์นัที่อยู่ใน
รูปอตรรกยะควรใชว้ิธีการเปลี่ยนตวัแปรท่ีเหมาะสมหรือวิธีที่ท าใหฟั้งกช์นัอตรรกยะหายไป 
จากตวัเศษหรือตวัสว่น โดยใชส้งัยคุของฟังกช์นัอตรรกยะนัน้คณูทัง้เศษและสว่น 
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1.5 ลิมิตของฟังกช์ันทีนิ่ยามเป็นช่วง 

ส าหรบักรณีที่ฟังกช์นัที่นิยามเป็นช่วงจะตอ้งหาลิมิตทัง้สองดา้นที่จดุซึ่งมีการเปลี่ยนแปลง 

เงื่อนไขหรือสตูรฟังกช์นันัน้ และท าไดโ้ดยการหาลิมิตแต่ละดา้นที่จุดเปลี่ยนเงื่อนไขนัน้ก่อน 

ตัวอย่างที ่7.6 ก าหนดฟังกช์นั 𝑓(𝑥) = {

2𝑥−5

2−3𝑥
, 𝑥 < −3

√2 + 𝑥
3

, 𝑥 ≥ −3
   จงหา 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−3
𝑓(𝑥) 

แนวคิด  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3−

(
2𝑥−5

2−3𝑥
) =

2(−3)−5

2−3(−3)
 =

−6−5

2+9
=

−11

11
= −1  

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3−

(√2 + 𝑥
3

) = √2 + (−3)3
 = √−1

3
= −1  

  ∴ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = −1  

 

ตัวอย่างที ่7.7 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 2 − |𝑥3 − 3| , 𝑔(𝑥) = 𝑥3 และ 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑔−1(𝑥)) 

จงหา   1) lim
𝑥→3−

𝐹(𝑥)  และ lim
𝑥→3+

𝐹(𝑥)  

  2) lim
𝑥→3−

𝐹(𝑥)−𝐹(3)

𝑥−3
 และ lim

𝑥→3+

𝐹(𝑥)−𝐹(3)

𝑥−3
  

 แนวคิด  จาก 𝑔(𝑥) = 𝑥3 จะได ้𝑔−1(𝑥) = √𝑥
3  

 และ 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑔−1(𝑥)) = 2 − |(√𝑥
3

)
3

− 3| = 2 − |𝑥 − 3| 

   ∴ 𝐹(𝑥) = {
2 + (𝑥 − 3); 𝑥 < 3
2 − (𝑥 − 3); 𝑥 ≥ 3

 

 1) lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3−

{2 + (𝑥 − 3)} = 2   

     lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3+

{2 − (𝑥 − 3)} = 2   

 2) lim
𝑥→3−

{
𝐹(𝑥)−𝐹(3)

𝑥−3
}  = lim

𝑥→3−
{

2+(𝑥−3)−2

𝑥−3
} = 1  

      lim
𝑥→3+

{
𝐹(𝑥)−𝐹(3)

𝑥−3
}  = lim

𝑥→3+
{

2−(𝑥−3)−2

𝑥−3
} = −1  
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2. ลิมิตอนันตแ์ละลิมิตทีอ่นันต ์

2.1 ลิมิตอนันต ์(Infinite limit) 

 พิจารณาฟังกช์นัที่มีค่าเพิ่มขึน้หรือลดลงอย่างไม่มีขอบเขตเมื่อตวัแปรอิสระมีค่าเขา้ใกล้
จ านวนจรงิ ที่เป็นค่าคงตวัค่าหนึ่ง นั่นคือเป็นการพิจารณาหาค่าของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้
จ านวนจรงิ 𝑎 แลว้ค่าของ 𝑓(𝑥) อาจเป็นค่าบวกเพิ่มขึน้เรื่อยๆ โดยไม่มีขอบเขต หรือเป็นค่าลบ 
ลดลงไปเรื่อยๆ โดยไม่มีขอบเขต เช่น 
 พิจารณา𝑓(𝑥) =

1

𝑥
 เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้0 ค่าของ 𝑓(𝑥) เป็นดงัตาราง และมีกราฟ 

ดงัรูปที่ 7.1 
𝑥 < 0 -1 -0.5 -0.1 -0.01 … → 0 

𝑓(𝑥) -1 -2 -10 -100 ลดลงโดยไม่มีขอบเขต (-∞) 

𝑥 > 0 1 0.5 0.1 0.01 … → 0 

𝑓(𝑥) 1 2 10 100 เพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต (∞) 

 

 
รูปที่ 7.1 

 จะเห็นว่า เมื่อ 𝑥 → 0− ค่าของ 𝑓(𝑥)   ลดลงโดยไม่มีขอบเขต 

ลกัษณะเช่นนีเ้ขียนแทนดว้ย 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = −∞ 

 และเมื่อ 𝑥 → 0+ ค่าของ 𝑓(𝑥)  เพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต ลกัษณะเช่นนีเ้ขียนแทนดว้ย 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = ∞ เราเรียกลิมิตทัง้สองแบบนีว้่า ลิมิตอนันต ์ 
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หรือ 𝑓(𝑥) =
𝑥

(𝑥−1)2 เมื่อ 𝑥 เขา้ใกล ้1 ค่าของ 𝑓(𝑥)  เป็นตารางและมีกราฟ ดงัรูปที่ 7.2 

𝑥 < 1 0 0.5 0.9 0.99 … → 1 

𝑓(𝑥) 0 2 90 9900 เพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต (∞) 

𝑥 > 1 2 1.5 1.1 1.01 … → 1 

𝑓(𝑥) 2 6 110 10100 เพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต (∞) 

 

 
     รูปที่ 7.2 

 เมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกล ้1 ในลกัษณะ 𝑥 <1 และ 𝑥 >1 จะเห็นว่า 𝑓(𝑥) 

มีค่าเป็นบวกเพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต ลกัษณะนีเ้ขียนแทนดว้ย 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥) = ∞ และกลา่วไดว้่า 

ลิมิตของ 𝑓(𝑥)   เป็นบวกอนนัต ์
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นิยาม 4 

1. ลิมิตของ 𝑓(𝑥)    เป็นบวกอนนัตเ์มื่อ 𝑥 → 𝑎 และเขียน 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞ ก็ต่อเมื่อ 

ส าหรบัแต่ละจ านวนจรงิบวก M ที่ก าหนดใหจ้ะมีจ านวนจรงิบวก 𝛿 ที่ท าให ้𝑓(𝑥) >

𝑀   ส าหรบัทกุ x ที่ 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 

2. ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เป็นลบอนนัตเ์มื่อ 𝑥 → 𝑎 และเขียน 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ ก็ต่อเมื่อ 

ส าหรบัแต่ละจ านวนจรงิบวก M ที่ก าหนดใหจ้ะมีจ านวนจรงิบวก 𝛿 ที่ท าให ้𝑓(𝑥) <

−𝑀   ส าหรบัทกุ x ที่ 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 

           ในกรณีที่ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = ∞ (หรือ -∞) หรือ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = −∞ (หรือ -∞) หรือ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞   (หรือ -∞) เราเรียกเสน้ตรง 𝑥 =  𝑎 ว่าเป็น เสน้ก ากบัแนวตัง้ (Vertical 

asymptote) ของ 𝑓 

 

ทฤษฎีบท ก าหนดให ้𝑎 และ L เป็นจ านวนจรงิของ 𝑓 และ 𝑔 

เป็นฟังกช์นัที่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจริงโดยที่ 

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 เมื่อ L > 0 และ𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) = {

∞ , 𝑔(𝑥) → 0+

−∞ , 𝑔(𝑥) → 0− 

 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 เมื่อ L < 0 และ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) = {

−∞ , 𝑔(𝑥) → 0+

∞ , 𝑔(𝑥) → 0− 
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2.2 ลิมิตทีอ่นันต ์(Limit at infinity) 

 พิจารณาลิมิตของฟังกช์นั เมื่อตวัแปรอิสระมีค่าเพิ่มขึน้หรือลดลงอย่างใดอย่างหนึ่ง 

โดยไม่มีขอบเขต นัน้คือค่าของ 𝑓(𝑥)  อาจจะมีค่าเขา้ใกลจ้ านวนจรงิจ านวนหนึ่ง เมื่อ 𝑥 

มีค่าบวกเพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต เขียนแทนดว้ย 𝑥 → ∞ หรือเมื่อ 𝑥 มีค่าลบลดลง 

โดยไม่มีขอบเขต เขียนแทนดว้ย 𝑥 → −∞ 

 พิจารณา𝑓(𝑥) =
1

𝑥
  ค่าของ 𝑓(𝑥) เป็นดงัตาราง เมื่อก าหนดค่า 𝑥 ต่างๆมาให ้

และมีกราฟดงัรูปที่ 7.3 

𝑥 > 0 10 100 1000 10000 เพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต (∞) 

1

𝑥
 0.1 0.01 0.001 0.0001 … → 0 

𝑥 < 0 -10 -100 -1000 -10000 ลดลงโดยไม่มีขอบเขต (-∞) 

1

𝑥
 -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001 … → 0 

 

 
รูปที่ 7.3 
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1. ในขณะที่ 𝑥 > 0 และ x มีค่าเพิ่มขึน้โดยไม่มีขอบเขต (𝑥 → ∞) แลว้ 

𝑓(𝑥)มีค่าเขา้ใกล ้0 ลกัษณะเช่นนีก้ลา่วไดว้่า “ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 

มีค่าเขา้ใกลอ้นนัตเ์ท่ากบั 0” เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 
   𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
𝑓(𝑥) = 0 

2. ในขณะที่ 𝑥 < 0 และ 𝑥 มีค่าลดลงโดยไม่มีขอบเขต (𝑥 → −∞) แลว้ 𝑓(𝑥) 

มีค่าเขา้ใกล ้0 ลกัษณะเช่นนีก้ลา่วไดว้่า “ลิมิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 

มีค่าเขา้ใกลล้บอนนัตเ์ท่ากบั 0” เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 
   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 0 

 

นิยาม 5  

1. เรียกลิมิตของ 𝑓(𝑥) เท่ากบั L เมื่อ 𝑥 → ∞ ก็ต่อเมื่อส าหรบัแต่ละจ านวนจรงิบวก 𝜀 

จะมีจ านวนจรงิบวก M ที่ท าให ้ถา้ 𝑥 > 𝑀 แลว้|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 และเขียนในรูป  

    𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝐿 

2. เรียกลิมิตของ 𝑓(𝑥) เท่ากบั L เมื่อ 𝑥 → −∞ ก็ต่อเมื่อส าหรบัแต่ละจ านวนจรงิบวก 𝜀 

จะมีจ านวนจรงิบวก M ที่ท าให ้ถา้ 𝑥 < −𝑀 แลว้|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 และเขียนในรูป 
     𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝐿 
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2.3 ทฤษฎีลิมิตทีอ่นันต ์ 

 ก าหนดให ้c , A , B เป็นจ านวนจรงิ ถา้ f และ g 

เป็นฟังกช์นัที่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจริง โดยที่  𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝐴 และ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 𝐵 แลว้ 

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑐 = 𝑐 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑐 = 𝑐 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑐

𝑥
= 0, 𝑐 ≠ 0  

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑐

𝑥
= 0, 𝑐 ≠ 0 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

ℎ(𝑥) = ∞ หรือ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

ℎ(𝑥) = −∞ แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑐

ℎ(𝑥)
= 0, 𝑐 ≠ 0 

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = ∞ หรือ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = −∞ แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑐

ℎ(𝑥)
= 0, 𝑐 ≠ 0 

7. ถา้ 𝑥 > 0แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥𝑛 = ∞ เมื่อ n เป็นจ านวนจรงิบวก 

8. ถา้ 𝑥 < 0  และ 𝑥𝑛 ∈ ℜ แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥𝑛 = {
∞ , 𝑥𝑛 > 0

−∞ , 𝑥𝑛 < 0  เมื่อ n 

เป็นจ านวนจรงิบวก 

9. ถา้ 𝑥 > 0 แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑐

𝑥𝑛 = 0, 𝑐 ≠ 0และ n เป็นจ านวนจรงิบวก 

10. ถา้ 𝑥 < 0  และ 𝑥𝑛 ∈ ℜ แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑐

𝑥𝑛 = 0, 𝑐 ≠ 0และ n เป็นจ านวนจรงิบวก 

11. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 𝐴 + 𝐵 

12. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 𝐴 − 𝐵 

13. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

[𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 𝐴 ∙ 𝐵 

14. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑔(𝑥)
=

𝐴

𝐵
 เมื่อ 𝐵 ≠ 0 

15. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

[𝑐𝑓(𝑥)] = 𝑐 [ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥)] = 𝑐𝐴    

หมายเหตุ ทฤษฎีบท 11-15  ยงัคงเป็นจรงิ เมื่อเปลี่ยน 𝑥 → ∞ ดว้ย 𝑥 → −∞ 
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ตัวอย่างที ่7.8 จงหาค่าลิมิตของฟังกช์นัต่อไปนี ้

1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

3 2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

√3 

3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4

𝑥
 4)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

−2

𝑥
 

5) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

2

3𝑥+4
 6)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

3

𝑥3 

7) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥
3

4 8)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥
1

3 

9) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

5

√𝑥
 10)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

10

𝑥
2
3

 

11) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(2 +
3

𝑥
−

4

𝑥2) 
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2.4 ลิมิตของฟังกช์ันตรรกยะ เมื่อ 𝒙 → ∞ หรือ 𝒙 → −∞ 
 ในการหาลิมิตของฟังกช์นัตรรกยะ เมื่อ 𝑥 → ∞ หรือ 𝑥 → −∞ สามารถท าไดโ้ดย 
การหารเศษและสว่นของฟังกช์นัตรรกยะ ดว้ยตวัแปร (𝑥) ที่มีก าลงัสงูที่สดุที่ปรากฏในฟังกช์นั 
หรือค่ามากที่สดุที่ปรากฏในฟังกช์นั แลว้เทอมที่เป็นตวัแปร (𝑥) ก าลงัต่างๆ จะเป็นค่าของตวัเลข 
หรืออยู่ในรูปก าลงัต่างๆของ 1

𝑥 
  และสามารถใชท้ฤษฎี 9 และ 10 ได ้

ตัวอย่างที ่7.9 จงหา 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
2𝑥−3

6𝑥+5
) 

แนวคิด ใชว้ิธีหารทัง้เศษและสว่นดว้ยพจนท์ี่มีก าลงัสงูสดุของตวัส่วน ซึ่งคือ 𝑥 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
2𝑥−3

6𝑥+5
)        = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

2𝑥

𝑥
−

3

𝑥
6𝑥

𝑥
−

5

𝑥

 

     = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

2−
3

𝑥

6−
5

𝑥

=
2

6
=

1

3
 

ดงันัน้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
2𝑥−3

6𝑥+5
) =

1

3
 

ตัวอย่างที ่7.10 จงหา 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
4𝑥2−𝑥−1

2𝑥3−3𝑥+5
) (ใหน้กัศกึษาท าเอง) 

 

 

 

ตัวอย่างที ่7.11 จงหา 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
3𝑥3+4𝑥2−2

2𝑥2+3𝑥+3
) (ใหน้กัศกึษาท าเอง) 
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3. ความต่อเน่ืองของฟังกช์ัน 
นิยาม 3.1 ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัที่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ 
และ𝑎 ∈ 𝑅 จะกลา่วไดว้่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่อง (Continuous Function) ที่ 𝑥 =  𝑎 ก็ต่อเมื่อ  

1. 𝑓(𝑎) หาค่าได ้
2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) หาค่าได ้

และ 3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
 
หมายเหตุ ถา้ 𝑓 ขาดสมบติัขอ้ 1,2 หรือ 3 ในนิยามแมแ้ต่เพียงขอ้เดียว เราจะกล่าวว่า 𝑓 
เป็นฟังกช์นัไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 
ฟังกช์นัที่มีกราฟดงัรูปที่ 7.4 ไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎  

 
 

 
 

 

รูปที่ 7.4 
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ฟังกช์นัที่มีกราฟดงัรูปที่ 1.11 ต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

 

รูปที่ 7.5 

ตัวอย่างที ่7.12 ก าหนด 𝑓(𝑥) = {

0, 𝑥 ≤ 1
1

𝑥−1
, 1 < 𝑥 ≤ 2

3 − 𝑥, 𝑥 > 2

 ขอ้ใดต่อไปนีถู้กตอ้ง 

 ก. 𝑓 ไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 1 แต่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 2 
 ข. 𝑓 ไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 1  และไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 2 
 ค. 𝑓 ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 1  และต่อเนื่องที่ 𝑥 = 2 
 ง. 𝑓 ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 1  แต่ไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 2 

แนวคิด พิจารณาที่ 𝑥 = 1 จะไดว้่า 
  1) 𝑓(1) = 0 

  2) lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→1−

(0) = 0  

      lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→1

1

𝑥−1
 หาค่าไม่ได ้

  ∴ lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้

  แสดงว่า 𝑓(𝑥) ไม่เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 = 1 

 พิจารณาที่ 𝑥 = 2 จะไดว้่า 

  1) 𝑓(2) =
1

2−1
= 1 

  2) lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→2−

1

𝑥−1
=

1

2−1
= 1  

     𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

(3 − 𝑥) = 3 − 2 = 1  

  ∴ lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 1 

  3) จะไดว้่า 𝑓(2) = lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) 

แสดงว่า 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 = 2  ดงันัน้ ขอ้ ก. ถกูตอ้ง 
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ตัวอย่างที ่7.13 ก าหนดฟังกช์นั 𝑓(𝑥) = {
1 , 𝑥 ≥ 0

−1 , 𝑥 < 0
     จงแสดงว่า 𝑓 ไม่ต่อเนื่องที่  𝑥 = 0 

(ใหน้กัศกึษาท าเอง) 
 

 

 

ทฤษฎีบท 3.1  
ฟังกช์นัพหนุาม 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥𝑛−2+. . . +𝑎1𝑥 +

𝑎0 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑐 เมื่อ 𝑐 เป็นจ านวนจรงิใดๆ หรือกลา่วไดว้่า 
ฟังกช์นัพหนุามมีความต่อเนื่องที่ทกุๆจ านวนจรงิ 
 เช่น 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 − 6เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑐 เมื่อ 𝑐 
เป็นจ านวนจรงิใดๆ  
 
ทฤษฎีบท 3.2 ฟังกช์นัตรรกยะ 𝑓(𝑥) =

ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)
  โดยที่ 𝑔(𝑥) ≠ 0เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่ท าให ้ 𝑔(𝑎) ≠ 0 หรือกล่าวไดว้่า 
ฟังกช์นัตรรกยะมีความต่อเนื่องที่ทกุๆจ านวนจรงิในโดเมนของฟังกช์นั 

         เช่น 𝑓(𝑥) =
𝑥3+1

𝑥2−9
 จะเห็นว่า 𝑥2 − 9 = 0 ก็ต่อเมื่อ 𝑥 = 3 , −3 จะไดว้่า 𝑓 

มีความต่อเนื่องที่ทกุๆจ านวนจรงิ ยกเวน้ที่ 𝑥 = 3 และ 𝑥 = −3 
 

ตัวอย่างที ่7.14 ก าหนดฟังกช์นั𝑓(𝑥) = {
𝑥2−9

𝑥+3
, 𝑥 ≠ −3

−6 , 𝑥 = −3
 

จงพิจารณาว่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 = −3 หรือไม่ 
แนวคิด พิจารณาที่ 𝑥 = −3 จะไดว้่า 
  1) 𝑓(−3) = −6 

  2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

(
𝑥2−9

𝑥+3
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−3
(

(𝑥+3)(𝑥−3)

𝑥+3
)   

                                       = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

(𝑥 − 3) = (−3 − 3) = −6  

  3) จะไดว้่า 𝑓(−3) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

𝑓(𝑥)  

  แสดงว่า 𝑓(𝑥) ไม่เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 = −3  
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ทฤษฎีบท 3.3 ถา้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 และถา้ c เป็นจ านวนจรงิใดๆ แลว้  

1. 𝑓 +  𝑔  เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

2. 𝑓 −  𝑔   เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

3.  𝑓 ∙ 𝑔  เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

4. 𝑓

𝑔
     เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 เมื่อ 𝑔(𝑎) ≠ 0 

5. 𝑐𝑓      เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

  เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥 ∙ 2𝑥จะแสดงว่า f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ x =a เมื่อ a เป็นจ านวนจรงิใดๆ 

โดยสมมติให ้𝑔(𝑥)  =  𝑥 และ ℎ(𝑥)  =  2𝑥 จะพบว่า g และ h เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ที่ 𝑥 =  𝑎 

เนื่องจาก 𝑓 = 𝑔 ∙ ℎ  จากทฤษฎีบท 3.3 จะไดว้่า f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 เมื่อ 𝑎 

เป็นจ านวนจรงิใดๆ 

 

ทฤษฎีบท 3.4 ความต่อเนื่องของฟังกช์นัประกอบ (นิยามโดย (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥))) ถา้ 𝑓 

เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 และ g เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑓(𝑎) แลว้ 𝑔 ∘ 𝑓 

จะเป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ 𝑥 =  𝑎 

 นั่นคือถา้ให ้f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วงเปิดที่บรรจจุ านวน L และถา้ลิมิต 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) =

𝐿 มีจรงิ 

แลว้ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)) = 𝑓 • 𝐿 

 

3.1 ฟังกช์ันต่อเน่ืองด้านเดียว  

 การพิจารณาฟังกช์นัต่อเนื่อง ตอ้งใชก้ารตรวจสอบลิมิตทัง้สองดา้นที่ 𝑥 =  𝑎 

แต่กรณีนีถ้ึงจะไม่ต่อเนื่อง(สองดา้น) ที่ 𝑥 =  𝑎 ก็อาจจะเป็นฟังกช์นัต่อเนื่องเพียงดา้นเดียว 

นิยาม 3.2 ฟังกช์นั 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 =  𝑎 ก็ต่อเมื่อ 
1. 𝑓(𝑎) หาค่าได ้
2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) หาค่าได ้

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
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นิยาม 3.3 ฟังกช์นั 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางซา้ยที่ 𝑥 =  𝑎 ก็ต่อเมื่อ 

1. 𝑓(𝑎) หาค่าได ้
2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) หาค่าได ้

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
 

3.2 ฟังกช์ันต่อเน่ืองบนช่วง 

นิยาม 3.4 ฟังกช์นั 𝑓 ต่อเนื่องบนช่วง (𝑎, 𝑏)ก็ต่อเมื่อ f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องที่ทกุๆจดุในช่วง 

(𝑎, 𝑏)หรืออาจกลา่วไดว้่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง (𝑎, 𝑏)ก็ต่อเมื่อ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) แลว้ 

1. 𝑓(𝑐) หาค่าได ้
2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑐
𝑓(𝑥) หาค่าได ้

 3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) 
 

นิยาม 3.5 ฟังกช์นั 𝑓 ต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]ก็ต่อเมื่อ  

1. 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง (𝑎, 𝑏) 
2. 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 = 𝑎 

 3. 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางซา้ยท่ี 𝑥 = 𝑏 
 

หรืออาจกลา่วไดว้่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]ก็ต่อเมื่อ  
1. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑐
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
 3. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) 
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ตัวอย่างที ่7.15 ก าหนด 𝑓(𝑥) = √𝑥  จงแสดงว่า 
 1) 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 =  0 
 2)  𝑓 เป็นฟังกช์นัไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 = 0 
แนวคิด 
1)  ฟังกช์นั 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 =  0 ก็ต่อเมื่อ 

 1. 𝑓(0) = √0 = 0 หาค่าได ้
 2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
(√𝑥) = √0 = 0  หาค่าได ้

 3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 
 ดงันัน้ ฟังกช์นั 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 =  0 

2) พิจารณา 𝑓 เป็นฟังกช์นัที่ 𝑥 =  0 

 1. 𝑓(0) = √0 = 0 หาค่าได ้
 2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
(√𝑥) = √0 = 0  แต่ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−
𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้

จะไดว้่า  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) หาค่าไม่ได ้
สรุป 𝑓 เป็นฟังกช์นัไม่ต่อเนื่องที่ 𝑥 =  0 

 

ตัวอย่างที ่7.16 ก าหนด 𝑓(𝑥) = {
𝑥2−25

𝑥−5
, 5 < 𝑥 ≤ 8

10 , 𝑥 = 5
  

จงแสดงว่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [5,8] 

แนวคิด ฟังกช์นั 𝑓 ต่อเนื่องบนช่วง [5,8] ก็ต่อเมื่อ  

1. ให ้𝑐 ∈ (5,8) จะไดว้่า 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(
𝑥2−25

𝑥−5
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑐
(

(𝑥+5)(𝑥−5)

(𝑥−5)
) 

                       = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑥 + 5) = 𝑐 + 5 

        จะไดว้่า    𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง (5,8) 
2. ตรวจสอบว่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 = 5 หรือไม่ 
 2.1) 𝑓(5) = 10 

 2.2)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→5+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→5+

(
𝑥2−25

𝑥−5
)   = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→5+
(

(𝑥+5)(𝑥−5)

(𝑥−5)
) 

    = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→5+

(𝑥 + 5) = 5 + 5 = 10 
 2.3) 𝑓(5) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→5+
𝑓(𝑥) = 10 

 จะไดว้่า     𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางขวาที่ 𝑥 = 5 
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 3. ตรวจสอบว่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางซา้ยท่ี 𝑥 = 8 หรือไม่ 

 3.1) 𝑓(8) = (
82−25

8−5
) = (

64−25

3
) =

39

3
= 13 

 3.2)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→8−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→8−

(
𝑥2−25

𝑥−5
)   = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→8−
(

(𝑥+5)(𝑥−5)

(𝑥−5)
) 

    = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→8−

(𝑥 + 5) = 8 + 5 = 13 
 3.3) 𝑓(8) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→8−
𝑓(𝑥) = 13 

 จะไดว้่า    𝑓 เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องทางซา้ยท่ี 𝑥 = 8  
สรุป ไดว้่า ฟังกช์นั 𝑓 ต่อเนื่องบนช่วง [5,8] 
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4. การน าความรู้เร่ืองลิมิตและความต่อเน่ืองของฟังกช์ันไปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์

1. สถานการณ:์ การหาความเร็วขณะหน่ึงของยานพาหนะ  
สถานการณปั์ญหา วิศวกรการบินตอ้งการหา ความเรว็ทนัที (Instantaneous Velocity) ของโดรน
ส ารวจที่ก าลงัเรง่ความเรว็ สตูรที่ใชอ้ธิบายต าแหน่งของโดรน (𝑠) ที่เวลา (𝑡) ใด ๆ ถกูก าหนดโดย

ฟังกช์นั 𝑠(𝑡) = 5𝑡2 + 20𝑡 (หน่วยเป็นเมตร) 
ค าถาม: ความเรว็ขณะหนึ่งของโดรนที่เวลา 𝑡 = 3 วินาที มีค่าเท่าใด? (ความเร็วขณะหนึ่งคือ
นิยามของอนพุนัธ ์ซึ่งหาไดจ้ากลิมิตของอตัราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย) 

แนวคิด ความเรว็ขณะหนึ่ง 𝑣(𝑡) คือลิมิตของความเรว็เฉลี่ย 
𝛥𝑠

𝛥𝑡
 เมื่อช่วงเวลา 𝛥𝑡 เขา้ใกลศ้นูย:์  

 

𝑣(𝑡) =
𝑠(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑠(𝑡)

𝛥𝑡
 

การค านวณที่ 𝑡 = 3  วินาที: 

 1. หา 𝑠(3) = 5(3)2 + 20(3) = 5(9) + 60 = 45 + 60 = 105  

 2. หา 𝑠(3 + 𝛥𝑡) = 5(3 + 𝛥𝑡)2 + 20(3 + 𝛥𝑡) 

   = 5(9 + 6𝛥𝑡 + (𝛥𝑡)2) + 60 + 20𝛥𝑡 

   = 45 + 30𝛥𝑡 + 5(𝛥𝑡)2 + 60 + 20𝛥𝑡 

   = 105 + 50𝛥𝑡 + 5(𝛥𝑡)2 

 3. หาลิมิต 

  

   𝑣(3) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑡→0

(
105+50𝛥𝑡+5(𝛥𝑡)2−105

𝛥𝑡
) 

   𝑣(3) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑡→0

(
50𝛥𝑡+5(𝛥𝑡)2

𝛥𝑡
) 

   𝑣(3) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑡→0

(50 + 5𝛥𝑡) = 50 + 5(0) = 50 

ค าตอบ: ความเรว็ขณะหนึ่งของโดรนที่เวลา 𝑡 = 3 วินาที คือ 50 เมตรต่อวินาที (𝑚/𝑠) 
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2. สถานการณ:์ การวิเคราะหอ์ุณหภูมิของสารเมื่อเกิดปฏิกิริยา  
สถานการณปั์ญหา ในหอ้งปฏิบติัการ ฟังกช์นัอณุหภมูิ (T) ของสารเคมีที่ก าลงัเกิดปฏิกิรยิา ขึน้อยู่
กบัเวลา (t) (หน่วยเป็นนาที) ก าหนดโดยฟังกช์นัหลายช่วง: 
 

𝑇(𝑡) = {
20 + 3𝑡2, 0 ≤ 𝑡 < 5

65 + 5𝑡, 𝑡 ≥ 5
 

ค าถาม: ปฏิกิรยิาเคมีมีการเปลี่ยนแปลงอณุหภมูิที่ ต่อเนื่อง ที่เวลา t=5 นาทีหรือไม่ หากไม่
ต่อเนื่อง การเปลี่ยนแปลงที่จุดนีอ้าจก่อใหเ้กิดความเสียหายต่ออปุกรณไ์ด ้
แนวคิด ฟังกช์นั 𝑇(𝑡) จะต่อเนื่องที่จดุ 𝑡 = 𝑐 ก็ต่อเมื่อเขา้เงื่อนไข 3 ขอ้ คือ: 
 1. 𝑇(𝑐) หาค่าได ้
 2. 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑐
𝑇(𝑡) หาค่าได ้(ลิมิตซา้ย = ลิมิตขวา) 

    3. 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑐

𝑇(𝑡) = 𝑇(𝑐) 
ตรวจสอบความต่อเนื่องที่ 𝑡 = 5 
 1. หา 𝑇(5): ใชฟั้งกช์นัส าหรบั 𝑡 ≥ 5:  

   𝑇(𝑡) = 65 + 5𝑡 
   𝑇(5) = 65 + 5(5) = 65 + 25 = 90 
 2. หา  𝑙𝑖𝑚

𝑡→5
𝑇(𝑡) 

 ลิมิตซา้ย 𝑙𝑖𝑚
𝑡→5−

𝑇(𝑡)ใชฟั้งกช์นัส าหรบั 𝑡 < 5: 𝑇(𝑡) = 20 + 3𝑡2  

𝑙𝑖𝑚
𝑡→5−

(20 + 3𝑡2) = 20 + 3(5)2 = 20 + (75) = 95 

 ลิมิตขวา 𝑙𝑖𝑚
𝑡→5+

𝑇(𝑡)ใชฟั้งกช์นัส าหรบั 𝑡 < 5: 𝑇(𝑡) = 65 + 5𝑡  

𝑙𝑖𝑚
𝑡→5+

(65 + 5𝑡 ) = 65 + 5(5) = 65 + (25) = 90 

 เนื่องจากลิมิตซา้ย ไม่เท่ากบั ลิมิตขวา (95 ≠ 90) ดงันัน้ 𝑙𝑖𝑚
𝑡→5

𝑇(𝑡) หาค่าไม่ได ้

 3. สรุป: เงื่อนไขความต่อเนื่องขอ้ที่ 2 ไม่ผ่าน 

ค าตอบ: ฟังกช์นัอณุหภมูิ 𝑇(𝑡) ไม่ต่อเนื่อง ที่เวลา 𝑡 = 5 นาที นั่นหมายความว่าอณุหภมูิมีการ 

"เพิ่มขึน้" อย่างทนัทีจาก 95 ∘ 𝐶 (ค่าลิมิตซา้ย) ไปที่ 90 ∘ 𝐶 (ค่าฟังกช์นั) ณ จดุเปลี่ยนเวลา ซึ่ง

อาจบ่งชีถ้ึงปัญหาในการควบคมุปฏิกิรยิาหรือการวดัที่ผิดพลาด 
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3. สถานการณ:์ การเจือจางสารเคมีในน ้า  
สถานการณปั์ญหา : นกัเคมีตอ้งการตรวจสอบปรมิาณสารพิษในน า้ที่ถกูปลอ่ยสู่แหล่งน า้
ธรรมชาติ โดยมีการก าหนดใหป้รมิาณสารพิษเป็นฟังกช์นัขึน้อยู่กบัระยะทาง (𝑥) จากจุดปล่อย 
(หน่วยเป็นกิโลเมตร) ก าหนดโดย: 

𝐶(𝑥) =
500𝑥

𝑥2+1
  (หน่วยเป็น มิลลิกรมั/ลิตร) 

 ปรมิาณสารพิษในระยะทางที่ไกลมาก ๆ จากจดุปลอ่ย (คือเมื่อ 𝑥 มีค่าเขา้ใกลอ้นนัต)์ จะ
มีแนวโนม้เขา้ใกลเ้ท่าใด การตรวจสอบปรมิาณสารพิษในระยะไกลมีความส าคญัต่อการ
ก าหนดค่าปลอดภยัในแหลง่น า้ 
แนวคิด การหาพฤติกรรมของฟังกช์นัเมื่อตวัแปรมีค่ามาก ๆ สอดคลอ้งกบัการหาลิมิตที่อนนัต์ 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) 

𝐿 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝐶(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
500𝑥

𝑥2 + 1
) 

1. ใชว้ิธีหารทัง้เศษและสว่นดว้ยพจนท์ี่มีก าลงัสงูสดุของตวัสว่น ซึ่งคือ 𝑥2 

𝐿 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(

500𝑥
𝑥2

𝑥2

𝑥2 +
1

𝑥2

) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(

500𝑥
𝑥2

1 +
1

𝑥2

) 

ใชท้ฤษฎีลิมิตที่ว่า 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
𝑘

𝑥𝑛) = 0 เมื่อ 𝑘 เป็นค่าคงที่และ 𝑛 > 0: 

𝐿 =
𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
500𝑥

𝑥2 )

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(1) + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
1

𝑥2)
=

0

1 + 0
= 0 

ค าตอบ: ปรมิาณสารพิษในระยะทางที่ไกลมาก ๆ จากจุดปล่อยจะเขา้ใกล ้0 มิลลิกรมั/ลิตร 

(mg/L) ซึ่งหมายความว่าสารพิษจะถกูเจือจางจนแทบไม่มีผลกระทบในระยะทางที่ไกลพอ 

 

 

 

 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 7 ลิมิตและความต่อเนื่องของฟังกช์นั 

243 
 

แบบฝึกหัดท้ายบทที ่7  

1. จงหาค่าของลิมิตต่อไปนี ้

1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

4 2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥 

3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑥3 4) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

4𝑥3 

5) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

(3𝑥2 + 5𝑥) 6) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(4𝑥3 − 6𝑥2 − 9𝑥 + 1) 

7) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

((𝑥3 + 2𝑥 − 5)(𝑥2 − 3𝑥)) 8) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(
3𝑥2−3𝑥+1

2𝑥−1
) 

9) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(
4𝑥3−3𝑥+3

𝑥2+2𝑥+1
) 10) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→4
(

𝑥2−16

𝑥−4
) 

11) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

(
𝑥2−4

𝑥2+𝑥−6
) 12) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3
(

𝑥3−27

𝑥2−9
) 

13) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
√𝑥+16−4

𝑥
) 14) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2
(

4−𝑥2

3−√𝑥2+5
) 

15) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(3𝑥2 + 7𝑥 − 2)4 16) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

√𝑥2 + 5 

17) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−

1

2

(4𝑥2 + 4𝑥 + 9)
2

3 18) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

(√
𝑥2−2𝑥−8

𝑥+2

3
) 

 19. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
√𝑥+1−1

√𝑥+1
3

−1
)    20) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+
(

√𝑥2−4𝑥+4

𝑥−2
) 

 21) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

(
√𝑥2−4𝑥+4

𝑥−2
)    22) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2
(

√𝑥2−4𝑥+4

𝑥−2
) 

2. จงหาลิมิตอนนัตข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้โดยระบวุ่าเป็น ∞หรือ −∞ 

1)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

4

𝑥3     2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

4

𝑥3 

3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

−1

𝑥2
     4) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

−1

𝑥2
 

5) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

3

𝑥−2
     6) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+

3

𝑥−2
 

7) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

1

𝑥−1
     8) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

1

𝑥−1
 

9) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

−5

√−𝑥
     10) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+
(

𝑥2−3𝑥+2

𝑥2−2𝑥+1
) 

11) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→5−

(
𝑥2−3

(𝑥−5)2)    12) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

(
−1

√3−𝑥
) 
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3. จงหาลิมิตที่อนนัตข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้(ถา้มีลิมิตจรงิ) 

1)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

40     2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

40 

3)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

8𝑥+3

2𝑥−1
     4) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
(

4𝑥2−6𝑥+1

2𝑥3−𝑥+3
) 

5) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
2𝑥2+1

4𝑥2−1
)     6) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
(

4𝑥3−2

4𝑥+1
) 

7) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(
6𝑥3−𝑥

2𝑥10+5𝑥+8
)    8) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
(

𝑥4+1066𝑥2−1492

3𝑥4−2001
) 

9) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
3𝑥−3−𝑥

3𝑥+3−𝑥)    10) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(
3𝑥−3−𝑥

3𝑥+3−𝑥) 

11) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑥 − √𝑥2 − 1)   12) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(√𝑥 + 1 − √𝑥) 

13) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(√𝑥2 − 5𝑥 + 6 − 𝑥)   14) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑥)(√𝑥2 + 1 − 𝑥) 

15) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(
√9𝑥2+𝑥+3

6𝑥
)    16) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
(

√4𝑥2+𝑥

√9𝑥2−3
) 

 

4. ก าหนดฟังกช์นัต่อไปนี ้ฟังกช์นัไม่มีความต่อเนื่องที่ใดบา้ง พรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ 

 1) 𝑓(𝑥) = {
3𝑥 − 1 , 𝑥 < 2

4 − 𝑥2 , 𝑥 ≥ 2
 

 2)  𝑓(𝑥) = {

1

𝑥+1
, 𝑥 < 4

√𝑥 − 4 , 𝑥 ≥ 4
 

 3) 𝑓(𝑥) = {
|𝑥 + 2| , 𝑥 ≠ −2

3 , 𝑥 = −2
 

 4) 𝑓(𝑥) = {
𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑥 <

𝜋

2

𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑥 ≥
𝜋

2

 

5)  𝑓(𝑥) = {
|𝑥 − 3| , 𝑥 ≠ 3

2 , 𝑥 = 3
    

6) 𝑓(𝑥) = {
|𝑥|

𝑥
, 𝑥 ≠ 0

1 , 𝑥 = 0
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5. จงหาช่วงที่ฟังกช์นัมีความต่อเนื่อง 

1) 𝑓(𝑥) =
𝑥+2

𝑥2−𝑥−2
    

2) 𝑓(𝑥) = {

−𝑥 , 𝑥 ≤ −1

4 − 𝑥2 , −1 < 𝑥 ≤ 2
𝑥

2
− 1 , 𝑥 > 2

 

3) 𝑓(𝑥) = {
1 − 𝑥 , 𝑥 ≤ 2
𝑥 − 1 , 𝑥 > 2

    

4) 𝑓(𝑥) = {
𝑥+1

|𝑥−2|
, 𝑥 ≠ 2

10 , 𝑥 = 2
 

6. ก าหนด 𝑓(𝑥) =
2

𝑥+5
  จงพิจารณาว่า 𝑓 มีความต่อเนื่องบนช่วงต่อไปนีห้รือไม่ 

[−6,4], (−5, ∞), [−5, ∞), [−10, −5) 

7. ก าหนด 𝑔(𝑥) = {
2𝑥 − 3 , 𝑥 < −2
𝑥 − 5 , −2 ≤ 𝑥 ≤ 1
3 − 𝑥 , 𝑥 > 1

  จงพิจารณาว่า 𝑔 มีความต่อเนื่อง 

บนช่วงต่อไปนีห้รือไม่ (−∞, 1), (−2, ∞), (−2,1), [−2, 1), [−2,1] 

8. วิศวกรการบินตอ้งการหาความเรว็ทนัทีของจรวดขณะทะยานขึน้สูช่ัน้บรรยากาศ สตูรแสดง
ต าแหน่งของจรวด (s) ในหน่วยกิโลเมตร ที่เวลา (𝑡) ในหน่วยวินาที ถกูก าหนดโดยฟังกช์นั 

𝑠(𝑡) = 0.5𝑡2 + 10𝑡  
จงหา ความเรว็ขณะหนึ่ง (Instantaneous Velocity) ของจรวดที่เวลา 𝑡 = 10 วินาที 

 
9. นกัฟิสิกสต์อ้งตรวจสอบความต่อเนื่องของอณุหภมูิในเครื่องปฏิกรณน์ิวเคลียร ์อณุหภมูิ (𝑇) ใน
หน่วยองศาเซลเซียส เปลี่ยนแปลงตามปรมิาณเชือ้เพลิง (𝑥) ในหน่วยกิโลกรมั ถูกก าหนดโดย
ฟังกช์นัหลายช่วง:  

𝑇(𝑥) = {
𝑘𝑥2 + 15 , 𝑥 < 2

5𝑥 + 3 , 𝑥 ≥ 2
 

 
จงหาค่าของ 𝑘 ที่ท าใหอ้ณุหภมูิของเครื่องปฏิกรณน์ิวเคลียรเ์ป็น ฟังกช์นัต่อเนื่อง ที่จุดเปลี่ยน
ปรมิาณเชือ้เพลิง 𝑥 = 2 กิโลกรมั เพื่อปอ้งกนัความเสียหาย 
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10. นกัอตุนุิยมวิทยาก าลงัสรา้งแบบจ าลองการเจือจางของมลพิษทางอากาศที่ถกูปล่อยออกจาก
ปลอ่งโรงงาน ความเขม้ขน้ของมลพิษ (𝑃) ในหน่วยไมโครกรมั/ลกูบาศกเ์มตร ขึน้อยู่กบัเวลา (t) ใน
หน่วยชั่วโมง หลงัจากการปลอ่ย ถูกก าหนดโดยฟังกช์นั: 

𝑃(𝑡) =
1000𝑡2 + 500

2𝑡2 + 5𝑡 + 100
 

 ความเขม้ขน้ของมลพิษในบรรยากาศจะมีแนวโนม้เขา้ใกลค่้าคงที่ใดใน ระยะยาว (Long 
Run) เมื่อเวลาผ่านไปนานมาก ๆ (𝑡 → ∞) ค่านีคื้อระดบัมลพิษคงที่ที่ชมุชนโดยรอบจะตอ้งเผชิญ 
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บทที ่8 
แคลคูลัสเบือ้งต้น(อนุพันธ)์ 

1.อัตราการเปล่ียนแปลง (Rate of Change) 
บทนิยาม 1  ถา้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัใดๆ เมื่อค่าของ 𝑥 เปลี่ยนเป็น 𝑥 + ℎ โดยที่ ℎ ≠ 0 ค่า
ของ 𝑦 เปลี่ยนจาก 𝑓(𝑥) เป็น 𝑓(𝑥 + ℎ) แลว้ 

 อตัราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ 𝑦 เทียบกบั 𝑥 ในช่วง 𝑥 ถึง 𝑥 + ℎ คือ  
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 อตัราการเปลี่ยนแปลงของ 𝑦 เทียบกบั 𝑥  ขณะ 𝑥 มีค่าใดๆ คือ lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 ส าหรบัการเคลื่อนที่ในแนวตรง ถา้วตัถมุีสมการการเคลื่อนที่คือ 𝑆 = 𝑓(𝑡) แลว้ ความเรว็ 

(velocity) ขณะเวลา 𝑡 ใดๆ เท่ากบั lim
ℎ→0

𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
  ความเรว็ขณะเวลา 𝑡 ใดๆ เขียนแทนดว้ย 𝑣 

หมายเหต ุ
 1. ส าหรบัฟังกช์นั 𝑦 = 𝑓(𝑥) เมื่ออตัราการเปลี่ยนแปลงเป็นจ านวนบวก แสดงว่า เมื่อค่า 
𝑥 เพิ่มขึน้ ค่าของ 𝑦 จะเพิ่มขึน้ และเมื่ออตัราการเปลี่ยนแปลงเป็นจ านวนลบ แสดงว่า เมื่อค่า 𝑥 
เพิ่มขึน้ ค่าของ 𝑦 จะลดลง 
 2. ส าหรบัความเร็วขณะเวลา 𝑡 ใดๆ ซึ่งเขียนแทนดว้ย 𝑣 
  ถา้ 𝑣 เป็นจ านวนบวก แสดงว่า เมื่อค่า 𝑡 เพิ่มขึน้ ค่าของ 𝑆 จะเพิ่มขึน้ 
  ถา้ 𝑣 เป็นจ านวนลบ แสดงว่า เมื่อค่า 𝑡 เพิ่มขึน้ ค่าของ 𝑆 จะลดลง 
 

ตัวอย่างที ่8.1 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = −
1

𝑥
 จงหาอตัราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ 𝑓 ในช่วง 

 𝑥 ถึง 𝑥 + ℎ 
แนวคิด  อตัราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยในช่วง 𝑥 ถึง 𝑥 + ℎ 

     =
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

     =
(−

1

𝑥+ℎ
)−(−

1

𝑥
)

ℎ
 

     =
−𝑥+𝑥+ℎ

𝑥(𝑥+ℎ)∙ℎ
 

     =
1

𝑥(𝑥+ℎ)
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2. บทนิยามของอนุพันธ ์

บทนิยามที ่2 ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั และ 𝑦 = 𝑓(𝑥) จะเรียก 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑥

𝛥𝑦
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0
(

𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
) เมื่อ

ลิมิตมีค่าว่า อนุพันธ ์ของ 𝑓 เทียบกบั 𝑥  และจะกลา่วว่า 𝑓 มีอนพุนัธท์ี่ 𝑥 เขียนแทนดว้ย

สญัลกัษณ ์𝑓′(𝑥) หรือ 𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) หรือ𝐷𝑥𝑓(𝑥)  หรือ 𝑦′  หรือ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
   

นั่นคือ 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

(
𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
) เมื่อลิมิตมีค่า 

 ถา้ให ้𝛥𝑥 = ℎ จะได ้ 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

(
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
) เมื่อลิมิตมีค่า 

ถา้ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0−

(
𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
) มีค่า จะเรียกลิมิตนีว้่า อนพุนัธท์างซา้ยของ 𝑓 ที่ 𝑥 และ  

ถา้ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0+

(
𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
) มีค่า จะเรียกลิมิตนีว้่า อนพุนัธท์างขวาของ 𝑓 ที่ 𝑥 

ใชส้ญัลกัษณ ์𝑓′(𝑥−) และ𝑓′(𝑥+) แทนอนุพนัธข์องทางซา้ยและอนพุนัธท์างขวาตามล าดบั 

 𝑓′(𝑥) จะหาค่าไดก้็ต่อเมื่อ 𝑓′(𝑥−) =𝑓/(𝑥+) และได ้𝑓′(𝑥) = 𝑓′(𝑥−) =𝑓′(𝑥+) 

อนพุนัธข์อง f ที่ 𝑥 =  𝑎 เขียนแทนดว้ย 𝑓′(𝑎) โดยที่ 𝑓′(𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

(
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
) เมื่อลิมิตมีค่า 

สูตรของอนุพันธ ์
 ก าหนด 𝑢 = 𝑓(𝑥)  และ 𝑣 = 𝑔(𝑥)   และ 𝑐 เป็นค่าคงตวัใดๆ และ  𝑛 เป็นจ านวนจรงิ 
ถา้ 𝑢 และ 𝑣 มีอนพุนัธท์ี่ 𝑥 แลว้จะไดส้ตูรของอนพุนัธต่์อไปนี ้

1.
𝑑𝑐

𝑑𝑥
= 0 

2.
𝑑𝑥

𝑑𝑥
= 1 

3.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑢) = 𝑐 (

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) 

4.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢 ± 𝑣) =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
±

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

5.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢 ∙ 𝑣) = 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6.
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑢

𝑣
) =

𝑣
𝑑𝑢
𝑑𝑥

− 𝑢
𝑑𝑣
𝑑𝑥

𝑣2
, 𝑣 ≠ 0 

7.
𝑑𝑣𝑛

𝑑𝑥
= 𝑛𝑣𝑛−1 (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 
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ตัวอย่างที ่8.2 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) =
3𝑥

7
3−12𝑥

5
3−24𝑥

4
3

𝑥2   ค่าของ lim
ℎ→0

{
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
} เมื่อ 𝑥 = 8 มีค่า

เท่าใด 

แนวคิด  เพราะว่า 𝑓(𝑥) =
3𝑥

7
3−12𝑥

5
3−24𝑥

4
3

𝑥2  

             = 3𝑥
7

3
−2 − 12𝑥

5

3
−2 − 24𝑥

4

3
−2

 

             = 3𝑥
1

3 − 12𝑥−
1

3 − 24𝑥−
2

3 

  และ  𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

{
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
} 

หาอนพุนัธโ์ดยใชส้ตูร จะได ้𝑓′(𝑥) = 3 (
1

3
) 𝑥

1

3
−1 − 12 (−

1

3
) 𝑥−

1

3
−1 − 24 (−

2

3
) 𝑥−

2

3
−1

 

      = 𝑥−
2

3 + 4𝑥−
4

3 + 16𝑥−
5

3 

      =
1

(𝑥
1
3)

2 +
4

(𝑥
1
3)

4 +
16

(𝑥
1
3)

5 

 เมื่อ 𝑥 = 8 จะได ้𝑓′(8) =
1

4
+

4

16
+

16

32
 

    = 1 

ตัวอย่างที ่8.3 ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = (3𝑥 − 2)2 +
4

√𝑥
 จงหาค่าของ 𝑓′(𝑥2) − 𝑓′(1) 

แนวคิด  เพราะว่า 𝑓(𝑥) = (3𝑥 − 2)2 +
4

√𝑥
 

              = 9𝑥2 − 12𝑥 + 4 + 4𝑥−
1

2 

   𝑓′(𝑥) = 18𝑥 + 12 + 0 + 4 (−
1

2
) 𝑥−

1

2
−1

 

              = 18𝑥 − 12 −
2

𝑥√𝑥
 

            𝑓′(𝑥2) = 18𝑥2 − 12 −
2

𝑥3   …………………. (1) 

             𝑓′(1)  = 18 − 12 − 2 = 4   …………………. (2) 

  (1)-(2) จะได ้∴ 𝑓′(𝑥2) − 𝑓′(1) = 18𝑥2 − 16 −
2

𝑥3 
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3. ความชันของเส้นโค้ง (ความหมายของอนพุนัธใ์นเชิงเรขาคณิต) 
 ก าหนด 𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัที่มีความต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]  
 ให ้𝑃(𝑥, 𝑦) และ 𝑄(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) เป็นจดุสองจดุบนเสน้โคง้ ดงัภาพ 8.1 

 
รูป 8.1 

เมื่อเคลื่อน Q ไปตามเสน้โคง้ใหเ้ขา้ใกล ้P จะไดว้่าเสน้ตรง PQ จะเคลื่อนเขา้สู่ต  าแหน่ง
ของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ ณ จดุ P นั่นเอง 

 นั่นคือ เมื่อ 𝛥𝑥 เขา้ใกล ้0 ความชนัของเสน้ตรง PQ จะเขา้ใกลค้วามชนัของเสน้สมัผสั
เสน้โคง้ ณ จุด P นั่นเอง 

 เนื่องจากความชนัของเสน้ตรง 𝑃𝑄 =
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=

𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
  

 
ดงันัน้ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ ณ จดุ P คือ  

 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑥

𝛥𝑦
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0
(

𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
) เมื่อลิมิตมีค่า 

 

บางครัง้เรียกความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ ณ จดุ P ว่าความชนัของเสน้โคง้ ณ จุด P 

สรุปเก่ียวกบัความชนัของเสน้โคง้ 

 ก าหนดให ้𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นสมการของเสน้โคง้ และถา้ 𝑓 มีอนพุนัธท์ี่ 𝑥 = 𝑎 แลว้ จะไดว้่า 

1) ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ที่จุด (𝑎, 𝑏) = 𝑓′(𝑎) 

2) ความชนัของเสน้โคง้ที่จดุ (𝑎, 𝑏) = 𝑓′(𝑎) 

สมการของเสน้ตรงสมัผสัเสน้โคง้ที่จุด (𝑎, 𝑏) คือ 𝑦 − 𝑏 = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

 



คณิตศาสตรส์ าหรบัการสอนวิทยาศาสตร ์  บทที่ 8 แคลคลูสัเบือ้งตน้ 
 

251 
 

ตัวอย่างที ่8.4 ให ้𝐿 เป็นเสน้ตรงซึ่งสมัผสัเสน้โคง้ 𝑦 =
2𝑥3−3

𝑥2  , 𝑥 > 0 ที่จดุ (1, −1) เสน้ตรงที่ตัง้

ฉากกบั 𝐿 ณ จดุสมัผสัจะตดักบัพาราโบลา 𝑥 = 𝑦2 ที่จดุใด 

แนวคิด   โจทยก์ าหนดสมการเสน้โคง้ 𝑦 =
2𝑥3−3

𝑥2
 

    จดัรูปใหม่  𝑦 = 2𝑥 − 3𝑥−2 

           จะได ้𝑦′ = 2 +
6

𝑥3
 

  ดงันัน้ ความชนัของ 𝐿 ณ จดุ (1, −1) = 2 +
6

(1)3 = 8 

 ให ้𝐿1 ตัง้ฉากกบั 𝐿 ที่จดุ (1, −1) 

  จะได ้ความชนัของ 𝐿1 = −
1

8
 

  (เพราะว่า ผลคณูของความชนัของเสน้ตรงที่ตัง้ฉากกนัจะมีค่าเท่ากบั −1) 

  ดงันัน้ สมการของ 𝐿1 คือ 𝑦 − (−1) = −
1

8
(𝑥 − 1) 

    หรือ        8𝑦 + 8 = −𝑥 + 1 

         𝑥 + 8𝑦 = −7  …………………. (1) 

   สมการพาราโบลาคือ       𝑥 = 𝑦2   .....……………. (2) 

  แทนค่า 𝑥 = 𝑦2 ใน (1) จะได ้

         𝑦2 + 8𝑦 + 7 = 0 

    (𝑦 + 1)(𝑦 + 7) = 0 

                 𝑦 = −1 , −7 
  แทนค่าใน (2) จะได ้            𝑥 = 1 , 49 

  ดงันัน้ จุดตดัของ 𝐿1 กบัพาราโบลา 𝑥 = 𝑦2 คือ (1, −1) และ (49, −7) 

 

4. ความเร็ว  
 ถา้ให ้𝑠 เป็นระยะทางที่วตัถอุยู่ห่างจากจุดตัง้ตน้ ณ เวลา 𝑡 ใดๆ จะได ้𝑠 เป็นฟังกช์นัของ 
𝑡 คือ 𝑠 = 𝑓(𝑡)   
 ณ เวลา 𝑡 + 𝛥𝑡 วตัถอุยู่ห่างจากจุดตัง้ตน้ 𝑠 + 𝛥𝑠 โดยที่ 

𝑠 + 𝛥𝑠 = 𝑓(𝑡 + 𝛥𝑡) 
 จะไดร้ะยะทางที่วตัถเุคลื่อนที่ไดใ้นช่วงเวลา 𝛥𝑡 เป็น 

𝛥𝑠 = 𝑓(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑓(𝑡) 
 ความเรว็เฉลี่ยของการเคลื่อนที่จากเวลา 𝑡 ถึง 𝑡 + 𝛥𝑡 คือ 
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𝛥𝑠

𝛥𝑡
=

𝑓(𝑡+𝛥𝑡)−𝑓(𝑡)

𝛥𝑡
 

 ดงันัน้ความเรว็ชั่วขณะ ณ เวลา t ใดๆ คือ 

   𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑡→0

𝛥𝑠

𝛥𝑡
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑡→0
(

𝑓(𝑡+𝛥𝑡)−𝑓(𝑡)

𝛥𝑡
) เมื่อลิมิตมีค่า 

 นั่นคือ  𝑉(𝑡) =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑡→0
(

𝑓(𝑡+𝛥𝑡)−𝑓(𝑡)

𝛥𝑡
) เมื่อลิมิตมีค่า 

 การหาความเร็วและความชนัของเสน้โคง้ ก็คือการหาอนุพนัธอ์นัดบัที่หนึ่งของสมการการ

เคลื่อนที่หรือสมการเสน้โคง้นั่นเอง 

 
5. กฎลูกโซ ่(Chain Rule) 
 ก าหนด 𝑦 = 𝑓(𝑢) เป็นฟังกช์นัที่มีอนพุนัธท์ี่ 𝑢 และ 𝑢 = 𝑔(𝑥) เป็นฟังกช์นัที่มีอนุพนัธท์ี่ 
𝑥 จะไดว้่า 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 ในกรณีที่มีฟังกช์นัหลายฟังกช์นัซึ่งสามารถหาฟังกช์นัประกอบได ้เช่น 𝑦 = 𝑓(𝑢), 

𝑢 = 𝑔(𝑣) และ 𝑣 = ℎ(𝑥) จะได ้
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙

𝑑𝑢

𝑑𝑣
∙

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

    

6. ฟังกช์ันทีห่าอนุพันธไ์ด้ 

 อนพุนัธข์องฟังกช์นั 𝑓 จะนิยามที่จดุ ซึ่งลิมิตจากนิยาม 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑓(𝑥+𝛥𝑥)−𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
 หาค่าไดถ้า้จดุ

นัน้คือ 𝑥0 เรากลา่วว่า 𝑓 สามารถหาอนพุนัธไ์ดท้ี่  𝑥0 หรือ 𝑓 มีอนุพนัธท์ี่ 𝑥0 หรืออาจกลา่วอีก
อย่างหนึ่งไดว้่าโดเมนของ 𝑓′ ประกอบดว้ย จดุที่ 𝑓 หาอนพุนัธไ์ด ้
 และกลา่วว่า 𝑓 หาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วงเปิด (𝑎, 𝑏) ถา้ 𝑓 หาอนพุนัธไ์ดท้ี่แต่ละจดุใน (𝑎, 𝑏)

และกลา่วว่า 𝑓 เป็นฟังกช์นัที่หาอนพุนัธไ์ดถ้า้ 𝑓 หาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (−∞, +∞) 
 แต่ถา้ 𝑓 ไม่สามารถหาอนพุนัธไ์ดท้ี่จดุต่างๆ ได ้จะกลา่วว่า อนพุนัธข์อง 𝑓 ไม่มีที่จดุนัน้ ซึ่ง
เราอาจแบ่งกลุม่ของจุดที่ท าใหไ้ม่สามารถหาอนพุนัธข์อง 𝑓 ได ้3 กลุม่ดงันี ้
  1. จดุที่ท าใหก้ราฟหกัจนเกิดมมุหรือเป็นเหลี่ยม 
  2. จดุที่เสน้สมัผสักราฟตัง้ฉากกบัแกน 𝑥 
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  3. จดุที่กราฟของ 𝑓 ไม่ต่อเนื่องหรือเป็นจุดขาดตอน 

 

 
 

รูป 8.2 

7. ความสัมพันธร์ะหว่างการมีอนุพันธก์ับความต่อเน่ือง 
ทฤษฎีบท ถา้ 𝑓 หาอนพุนัธไ์ดท้ี่จดุ 𝑥0 แลว้ 𝑓 จะมีความต่อเนื่องที่จดุ 𝑥0 ดว้ย 
หมายเหต ุ จากทฤษฎีจะไดว้่า ถา้ 𝑓 ไม่ความต่อเนื่องที่จุด 𝑥0 แลว้ 𝑓 จะหาอนพุนัธไ์ม่ไดท้ี่จุด 𝑥0 
แต่ฟังกช์นัที่ต่อเนื่องที่จดุ 𝑥0 อาจจะหาอนพุนัธไ์ม่ไดท้ี่จุด 𝑥0 
 
 
8. อนุพันธอ์ันดับสูง 

ถา้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัที่มีอนพุนัธท์ี่ 𝑥 จะไดอ้นพุนัธคื์อ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 เมื่อลิมิตมีค่า เราเรียก 𝑓′(𝑥) ว่า อนพุนัธอ์นัดบัที่หนึ่งของ 

𝑓(𝑥) 
 ถา้ 𝑓′(𝑥) มีอนพุนัธท์ี่ 𝑥 จะเรียกอนุพนัธข์อง 𝑓′(𝑥) ว่า อนพุนัธอ์นัดบัที่สองของ 𝑓(𝑥) 

และเขียนแทนดว้ย 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑓′′(𝑥) หรือ 𝑦′′ 

 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑓′′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓′(𝑥+ℎ)−𝑓/(𝑥)

ℎ
 เมื่อลิมิตมีค่า โดยทั่วไป 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 ก็คืออนพุนัธข์อง 
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1โดย  
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 = 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑛−1)(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑛−1)(𝑥)

ℎ
 เมื่อลิมิตมีค่า และ n เป็นจ านวน

เต็มบวก 
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นั่นคือ ถา้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
 อนพุนัธอ์นัดบัที่หนึ่ง 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
  เมื่อลิมิตมีค่า 

 อนพุนัธอ์นัดบัที่สอง 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑓′′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑓′(𝑥))  

 อนพุนัธอ์นัดบัที่สาม 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝑓′′′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑓′′(𝑥)) 

  . 
  . 
  . 

 อนพุนัธอ์นัดบัที่ n 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑓(𝑛)(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑛−1)(𝑥)) 

 
9. ความเร่ง (Acceleration) 
 ความเรง่ (𝑎) ของวตัถขุณะเวลา 𝑡 ใด คืออตัราการเปลียนแปลงของความเรว็ (𝑣) เทียบ
กบัเวลา 𝑡 ใดๆ 
ถา้วตัถเุคลื่อนที่ตามสมการการเคลื่อนที่ คือ 𝑆 =  𝑓(𝑡) เมื่อ S คือระยะทางที่วตัถเุคลื่อนที่ไดใ้น
เวลา 𝑡 จะได ้

 𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 และ 𝑣 =

𝑑𝑆

𝑑𝑡
   ดงันัน้  𝑎 =

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑆

𝑑𝑡
) =

𝑑2𝑆

𝑑𝑡2 
**ถา้ความเรง่เป็นจ านวนบวก แสดงว่าเมื่อเวลาเพิ่มขึน้ ความเรว็จะเพิ่มขึน้ และถา้ความเรง่เป็น
จ านวนลบ แสดงว่าเมื่อเวลาเพิ่มขึน้ ความเรว็จะลดลง 
 

10. อนุพันธข์องฟังกช์ันตรีโกณมิติ 
สรุปสตูรอนพุนัธข์องฟังกช์นัตรีโกณมิติไดด้งันี ้
 1. 𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 2.  𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠 𝑥) = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

 3. 𝑑

𝑑𝑥
(𝑡𝑎𝑛 𝑥) = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥  

 4. 𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑡 𝑥) = − 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥  

 5. 𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑒𝑐 𝑥) = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥  

 6. 𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥) = − 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 
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11. การประยุกตข์องอนุพันธ ์
11.1 อัตราสัมพัทธ ์(Relate rated) 
 อตัราสมัพทัธ ์(Related Rates) คือ การประยกุตใ์ชอ้นพุนัธเ์พื่อหาอตัราการเปลี่ยนแปลง
ของปรมิาณหนึ่ง ซึ่งมีความสมัพนัธก์บัปรมิาณอ่ืนที่ก าลงัเปลี่ยนแปลงอยู่ตามเวลา กล่าวคือ เมื่อมี
ปรมิาณ A และปรมิาณ B ที่ทัง้คู่ขึน้อยู่กบัเวลา t และมีความสมัพนัธก์นัตามสมการใดสมการหนึ่ง 
หากเราทราบอตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาณหนึ่ง (เช่น 𝑑𝐴

𝑑𝑡
), เราสามารถหาอตัราการ

เปลี่ยนแปลงของอีกปรมิาณหนึ่ง (𝑑𝐵

𝑑𝑡
) ได ้

 แนวคิดหลกัของอตัราสมัพทัธ ์
 1) ความสมัพนัธต์ามเวลา: ทกุปรมิาณที่เก่ียวขอ้งถือว่าเป็นฟังกช์นัของเวลา (t) โดย
ปรยิาย 
 2) สมการความสมัพนัธ:์ ปริมาณเหลา่นีถ้กูเชื่อมโยงดว้ยสมการทางเรขาคณิตหรือฟิสิกส ์
(เช่น สตูรปรมิาตร, ทฤษฎีบทพีทาโกรสั, สตูรพืน้ที่) 
 3) การหาอนพุนัธโ์ดยปรยิาย (Implicit Differentiation): เราหาอนพุนัธข์องสมการ
ความสมัพนัธเ์ทียบกบัตวัแปรเวลา (t) ตลอดทัง้สมการ ซึ่งจะท าใหเ้กิดอตัราการเปลี่ยนแปลง 
(อนพุนัธเ์ทียบกบัเวลา) ของแต่ละตวัแปรขึน้มาในสมการใหม่ 
ตวัอย่าง เป่าลมใสล่กูโป่งทรงกลม  

 ปรมิาณที่ 1: รศัมี (r) ของลกูโป่ง 
 ปรมิาณที่ 2: ปรมิาตร (V) ของลกูโป่ง 
 สมการความสมัพนัธ:์ 𝑉 =

4

3
𝜋𝑟3 

 ถา้เราตอ้งการทราบว่าอตัราที่รศัมีก าลงัเพิ่มขึน้ (
𝑑𝑟

𝑑𝑡
) เป็นเท่าใด ในขณะที่เราทราบ อตัรา

ที่ปรมิาตรก าลงัเพิ่มขึน้ (
𝑑𝑉

𝑑𝑡
) (คืออตัราการเป่าลมเขา้) ใชเ้ทคนิคอตัราสมัพทัธ:์ 

1. หาอนพุนัธเ์ทียบกบั t:  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑(
4

3
𝜋𝑟3)

𝑑𝑡
 

2. ใชก้ฎลกูโซ่ (Chain Rule):   

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑(
4
3 𝜋𝑟3)

𝑑𝑡
= (

4

3
𝜋)(3𝑟2)(

𝑑𝑟

𝑑𝑡
) 

 ในสมการสดุทา้ยนี ้𝑑𝑉

𝑑𝑡
 และ 𝑑𝑟

𝑑𝑡
 คือ อตัราสมัพทัธ ์ที่เราใชใ้นการแกปั้ญหาทางฟิสิกสห์รือ

วิศวกรรมต่อไป 
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11.2 ค่าสูงสุดและค่าต ่าสุดสัมพัทธ ์(Relative Maximum and Relative Minimum) 
บทนิยาม 1 ให ้f เป็นฟังกช์นัที่มีค่าบนเซต S และ c∈S เราจะกลา่วว่า  

1. 𝑓(𝑐) เป็นค่าสูงสดุสมัพทัธ์ของ f บน S ก็ต่อเมื่อมี 𝛿 > 0ที่ท าให ้𝑓(𝑐) ≥ 𝑓(𝑥) 
ส  าหรบัทุก 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿) ในกรณีนีเ้รากลา่วว่า f มีค่าสงูสดุสมัพทัธบ์น S ที่ c 

2. 𝑓(𝑐) เป็นค่าต ่าสดุสมัพทัธข์อง f บน S ก็ต่อเมื่อมี 𝛿 > 0ที่ท าให ้𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥) 
ส  าหรบัทุก 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿) ในกรณีนีเ้รากลา่วว่า f มีค่าต ่าสดุสมัพทัธบ์น S ที่ c 

3. 𝑓(𝑐) เป็นค่าสดุขีดสมัพทัธ์ (Relative Extreme) ของ f บน S ก็ต่อเมื่อ 𝑓(𝑐) เป็น
ค่าสงูสดุสมัพทัธข์อง f บน S หรือ 𝑓(𝑐) เป็นค่าต ่าสดุสมัพทัธข์อง f บน S  

 

รูป 8.3 
ทฤษฎีบท 2 ให ้f เป็นฟังกช์นัที่มีค่าบนช่วง (𝑎, 𝑏)ถา้ f มีค่าสดุขีดสมัพทัธท์ี่ c เมื่อ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)

และ𝑓 ′(𝑐) มีค่าแลว้𝑓 ′(𝑐) = 0 
ทฤษฎีบท 3 ให ้f เป็นฟังกช์นัที่มีค่าบนช่วง (𝑎, 𝑏)ถา้ f มีค่าสดุขีดสมัพทัธท์ี่ c เมื่อ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)

แลว้𝑓 ′(𝑐) = 0 หรือ 𝑓′(𝑐) ไม่มีค่า 
 
จุดวิกฤต (Critical Points) 
 จดุที่ท าใหเ้กิดค่าสงูสดุสมัพทัธห์รือค่าต ่าสดุสมัพทัธ ์เป็นจดุที่แบ่งบรเิวณที่กราฟมีค่าเพิ่ม
ขึน้กบับรเิวณที่กราฟมีค่าลดลง ดงัรูป 8.4 ซึ่งจะเห็นว่า ค่าสงูสดุสมัพทัธห์รือค่าต ่าสดุสมัพทัธ ์ของ
𝑓 เกิดที่จุดซึ่งกราฟ มีเสน้สมัผสัในแนวนอน หรือจุดที่ 𝑓 ไม่สามารถหาอนพุนัธไ์ด ้

 รูป 8.4 
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ทฤษฎีบท 4 ให ้f เป็นฟังกช์นัและ (𝑎, 𝑏) ⊆ 𝐷𝑓และ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)เราเรียก c ว่าจุดวิกฤต ของ

ฟังกช์นั f ก็ต่อเมื่อ 𝑓 ′(𝑐) = 0หรือ𝑓 ′(𝑐) ไม่มค่ีา 

 

 

รูป 8.5 

การพิจารณาว่า 𝑦 =  𝑓(𝑥) มีค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพัทธท์ี่ใด 

การทดสอบโดยใช้อนุพันธอ์ันดับหน่ึง 
ทฤษฎีบท 5 

1. จาก 𝑓′(𝑥) = 0หาค่า c ที่ท าให ้𝑓 ′(𝑐) = 0 เรียกค่า c ว่า ค่าวิกฤต 
 2. ถา้ 𝑓′(𝑥) > 0เมื่อ x นอ้ยกว่า c เล็กนอ้ย แต่ 𝑓′(𝑥) < 0เมื่อ x มากกว่า c เล็กนอ้ย 
แลว้ 𝑓(𝑐) เป็นค่าสงูสดุสมัพทัธ ์
 3. ถา้ 𝑓′(𝑥) < 0เมื่อ x นอ้ยกว่า c เล็กนอ้ย แต่ 𝑓 ′(𝑥) > 0เมื่อ x มากกว่า c เล็กนอ้ย 
แลว้ 𝑓(𝑐) เป็นค่าต ่าสดุสมัพทัธ์ 
 
การทดสอบโดยใช้อนุพันธอ์ันดับสอง 
ทฤษฎีบท 6 ก าหนดให ้f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง S ใดๆ และ c เป็นค่าวิกฤตของ f ซึ่ง 
𝑓 ′(𝑐) = 0 
 1. ถา้ 𝑓′′(𝑐) > 0แลว้ 𝑓(𝑐) เป็นค่าต ่าสดุสมัพทัธ ์ 
 2. ถา้ 𝑓′′(𝑐) < 0แลว้ 𝑓(𝑐) เป็นค่าสงูสดุสมัพทัธ ์
หมายเหตุ กรณี 𝑓′′(𝑐) = 0เราไม่สามารถสรุปไดว้่า 𝑓(𝑐) จะเป็นค่าสงูสดุหรือต ่าสดุสมัพทัธ ์ถา้
ตอ้งการตรวจสอบใหใ้ชว้ิธีการทดสอบโดยใชอ้นพุนัธอ์นัดบัหน่ึง  
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11.3 ค่าสูงสุดสัมบูรณแ์ละค่าต ่าสุดสัมบูรณ ์(Absolute Maximum and Absolute Minimum) 
บทนิยาม ให ้f เป็นฟังกช์นัที่มีค่าบนเซต S และ c∈S ราจะกลา่วว่า 
 1. f(c) เป็น ค่าสูงสดุสมับูรณ์ ของ f บน S ก็ต่อเมื่อ f (c)≥ f (x) ส าหรบัทุก x∈S 
   ในกรณีนีเ้รากลา่วว่า f มีค่าสงูสดุบน S ที่ c 
 2. f(c) เป็น ค่าต ่าสดุสมับูรณ ์ของ f บน S ก็ต่อเมื่อ f (c)≤ f (x) ส าหรบัทุก x∈S 
   ในกรณีนีเ้รากลา่วว่า f มีค่าต ่าสดุบน S ที่ c 
 3. f(c) เป็น ค่าสดุขีดสมับูรณ์ ของ f บน S ก็ต่อเมื่อ f (c) เป็นค่าสงูสดุของ f บน S   
 

12. การประยุกตค์วามรู้เร่ืองอนุพันธใ์นการสอนวิทยาศาสตร ์
สถานการณ ์1.นกัวิทยาศาสตรก์ารบินตอ้งการวิเคราะหก์ารเคลื่อนที่ของจรวดทดลองขนาดเล็กที่
ปลอ่ยขึน้ในแนวด่ิง โดยทราบว่า ฟังกช์นัแสดงต าแหน่ง (Position function) ของจรวดจากพืน้ดิน
ในหน่วยเมตร (s) ณ เวลาใด ๆ ในหน่วยวินาที (t) สามารถประมาณไดด้ว้ยสมการ: 

𝑠(𝑡) = −4.9𝑡2 + 100𝑡 
นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการทราบขอ้มลูส าคญั 2 ประการ เก่ียวกบัการเคลื่อนที่ของจรวด: 

1. อตัราเรว็ (Velocity) ของจรวด ณ วินาทีที่ 5 (t=5) 
2. อตัราเรง่ (Acceleration) ของจรวด ณ วินาทีที่ 5 (t=5) 

 
แนวคิด  
1. การหาอัตราเร็ว (Velocity) ในทางฟิสิกส ์อตัราเรว็ชั่วขณะ คือ อตัราการเปลี่ยนแปลงต าแหน่ง
ต่อเวลา ซึ่งสามารถหาไดจ้ากการ หาอนพุนัธอ์นัดบัหนึ่ง (First Derivative) ของฟังกช์นัต าแหน่ง
เทียบกบัเวลา (t) 

ฟังกช์นัต าแหน่ง: 𝑠(𝑡) = −4.9𝑡2 + 100𝑡 

ฟังกช์นัอตัราเรว็: 𝑣(𝑡) =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 

𝑣(𝑡) =
𝑑(−4.9𝑡2 + 100𝑡)

𝑑𝑡
= −4.9(2𝑡) + 100 = −9.8𝑡 + 100 

เมื่อตอ้งการหาอตัราเรว็ ณ วินาทีที่ 5 (t=5): 
𝑣(5) = −9.8(5) + 100 = −49 + 100 = 51 𝑚/𝑠 

 ผลลพัธ:์ จรวดมีความเรว็ 51 เมตร/วินาที ณ วินาทีที่ 5 (อตัราเรว็เป็นบวก แสดงว่าจรวด
ยงัคงเคลื่อนที่ขึน้) 
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2. การหาอัตราเร่ง (Acceleration) อตัราเรง่ชั่วขณะ คือ อตัราการเปลี่ยนแปลงอตัราเรว็ต่อเวลา 
ซึ่งสามารถหาไดจ้ากการ หาอนพุนัธอ์นัดบัสอง (Second Derivative) ของฟังกช์นัต าแหน่ง หรือ 
หาอนพุนัธอ์นัดบัหน่ึง ของฟังกช์นัอตัราเรว็ เทียบกบัเวลา (t) 

ฟังกช์นัอตัราเรว็: 𝑣(𝑡) = −9.8𝑡 + 100 

ฟังกช์นัอตัราเรง่: 𝑎(𝑡) =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

  𝑎(𝑡) =
𝑑(−9.8𝑡+100)

𝑑𝑡
= −9.8 𝑚/𝑠2 

เมื่อตอ้งการหาอตัราเรง่ ณ วินาทีที่ 5 (t=5): 
  𝑎(5) = −9.8 𝑚/𝑠2 

ผลลพัธ:์ จรวดมีอตัราเรง่ −9.8 𝑚/𝑠2 ณ วินาทีที่ 5 (อตัราเรง่เป็นลบและมีค่าคงที่ ซึ่งสอดคลอ้ง
กบัค่าความเรง่เนื่องจากแรงโนม้ถ่วงโลก 𝑔 ≈ 9.8 𝑚/𝑠2ที่ดงึจรวดลงมา) 
 
สถานการณท์ี ่2 นกัชีววิทยาการเกษตรตอ้งการเพิ่มผลผลิตของพืชชนิดหนึ่ง โดยพบว่า ผลผลิต
ต่อตน้ (P) ในหน่วยกิโลกรมั สมัพนัธก์บั จ านวนตน้ต่อพืน้ที่ (𝑥) ในหน่วยตน้/ตารางเมตร  
ตามฟังกช์นั: 𝑃(𝑥) = 20 + 40𝑥 − 2𝑥2 นกัชีววิทยาตอ้งการทราบว่า ควรปลกูพืชก่ีตน้ต่อตาราง
เมตร จึงจะท าให ้ผลผลิตต่อตน้มีค่าสงูสดุ (ไม่ใช่มวลรวม) 
 
แนวคิด การแกปั้ญหาโดยใชค่้าสงูสดุ (Optimization) การหาค่าสงูสดุของฟังกช์นัท าไดโ้ดยการ

หาอนพุนัธอ์นัดบัหน่ึงแลว้ก าหนดใหเ้ท่ากบัศนูย ์(𝑑𝑃

𝑑𝑥
= 0) เพื่อหาจดุวิกฤต (Critical Point) 

หาอนพุนัธอ์นัดบัหน่ึงของฟังกช์นัผลผลิต: 
𝑑𝑃

𝑑𝑥
=

𝑑(20 + 40𝑥 − 2𝑥2)

𝑑𝑥
= 40 − 4𝑥 

 

ก าหนดให ้𝑑𝑃

𝑑𝑥
= 0เพื่อหาจ านวนตน้ที่ใหผ้ลผลิตสงูสดุ:  

  0 = 40 − 4𝑥  
  𝑥 = 10 
ตรวจสอบว่าเป็นค่าสงูสดุจริงหรือไม่ (โดยใชอ้นพุนัธอ์นัดบัสอง):  

𝑑(𝑃′)

𝑑𝑥
=

𝑑(40 − 4𝑥 )

𝑑𝑥
= −4 

เนื่องจากอนพุนัธอ์นัดบัสองเป็นค่า ลบ (−4<0) แสดงว่า ณ 𝑥 = 10 ฟังกช์นัมีค่า สงูสดุ 
สรุป: ควรปลกูพืช 10 ตน้ต่อตารางเมตร จึงจะท าใหผ้ลผลิตต่อตน้มีค่าสงูสดุ  
ผลผลิตต่อตน้มีค่าสงูสดุ 𝑃(10)   = 20 + 40(10) − 2(10)2 

    = 20 + 400 − 200 = 220 กิโลกรมั/ตน้) 
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สถานการณท์ี ่3 ชายคนหนึงกรรเชียงเรือในทะเล ห่างจากจดุ 𝐴 บนฝ่ัง เป็นระยะทางที่สัน้ที่สดุ
เท่ากบั 5 ไมล ์เขาจะตอ้งขึน้ฝ่ังห่างจาก 𝐴 ก่ีไมลแ์ลว้เดินไปยงั 𝐵 จึงใชเ้วลานอ้ยที่สดุ ถา้เขา
กรรเชียงไดเ้รว็ชั่วโมงละ 2 ไมล ์เดินไดเ้รว็ชั่วโมงละ 4 ไมล ์และ 𝐵 อยู่ห่างจาก 𝐴 เป็นระยะทาง 6 
ไมล ์ 
 1. 2.5 ไมล ์    2. 2.7 ไมล ์
 3. 2.89 ไมล ์    4. 2.96 ไมล ์
แนวตอบ ขอ้ 3 

 

 สมมติใหก้รรเชียงเรือไปขึน้ฝ่ังที่จดุ 𝐷 ซึ่งระยะทาง 𝐴𝐷 = 𝑥 ไมล ์
 ให ้𝑦 แทนเวลาที่เขาใหเ้ดินทางจาก 𝐶 ไปยงั 𝐵 (ผ่าน 𝐷) 

  ∴ 𝑦 = เวลาที่ใชใ้นช่วง 𝐶𝐷 + เวลาที่ใชใ้นช่วง 𝐷𝐵 

      = √𝑥2+25

2
+

6−𝑥

4
 

                𝑦′ =
2𝑥

4(√𝑥2+25)
−

1

4
 

  ∵ ใชเ้วลานอ้ยที่สดุ ∴ 𝑦′ = 0 จะได ้

    2𝑥

4(√𝑥2+25)
−

1

4
= 0 

            𝑥 =
5√3

3
 

     = 2.886 ไมล ์

     𝑥 ≈ 2.89 ไมล ์

  เขาตอ้งขึน้ฝ่ังห่างจากจุด 𝐴 ประมาณ 2.89 ไมล ์จึงจะใชเ้วลานอ้ยที่สดุ 
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สถานการณท์ี ่4  จะตอ้งลอ้มรัว้รูปสี่เหลี่ยมผืนผา้รอบแปลงทดลองที่เป็นสวนผกัรมิแม่น า้ใหม้ี
ขนาดเท่าใด ซึ่งจะท าใหส้วนผกัมีพืน้ที่มากที่สดุ โดยใชแ้นวแม่น า้เป็นดา้นๆหนึ่งของรัว้ (ถือว่าแนว
แม่น า้ตรง ที่จะลอ้มรัว้เป็นเสน้ตรง) 

 
 1. 

𝑎2

2
 ตร.ม    2. 

𝑎2

4
 ตร.ม 

 3. 
𝑎2

8
 ตร.ม    4. 

𝑎2

16
 ตร.ม 

 
แนวตอบ ขอ้ 3 
 ใหค้วามยาวทัง้สามดา้นที่ตอ้งการบอ้มรัว้ยาว  𝑎 เมตร 
 ดา้นกวา้ง กวา้งดา้นละ 𝑥 เมตร 
 ดงันัน้ ดา้นยาวยาวดา้นละ 𝑎 − 2𝑥 เมตร 
 และ ให ้   𝑦 แทน พืน้ที่ของสวนผกั 

    𝑦 = ความกวา้ง × ความยาว 
    𝑦 = 𝑥(𝑎 − 2𝑥) 
    𝑦 = 𝑎𝑥 − 2𝑥2 
    𝑦′ = 𝑎 − 4𝑥 
  
 เนื่องจาก 𝑦 มีค่ามากที่สดุ ดงันัน้ 𝑦′ = 0 
     0 = 𝑎 − 4𝑥 
     𝑥 =

𝑎

4
 

   ดา้นกวา้ง    =
𝑎

4
 เมตร 

   ดา้นยาว    = 𝑎 − 2 ∙
𝑎

4
    =

𝑎

2
 เมตร 

 ดงันัน้ ตอ้งลอ้มรัว้ใหร้ัว้มีขนาดกวา้ง 
𝑎

4
 และยาว 

𝑎

2
 เมตร หรือ  

ตอ้งลอ้มรัว้ใหม้ีขนาด 𝑎
4

∙
𝑎

2
 =

𝑎2

8
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่8 

1. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัต่อไปนี ้

 1) 𝑓(𝑥) =
1

3
𝑥12 + 3𝑥5 − 8𝑥2 + 5 

 2) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
+

3

𝑥2
+

2

𝑥3
 

 3) 𝑓(𝑥) = 4√𝑥 + 6√𝑥
3

+
1

√𝑥
 

 4) 𝑓(𝑥) = 5𝑥√𝑥 + 𝑥(3𝑥2 + 4) −
1

√𝑥
4  

 5) 𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥4 + 3) 

 6) 𝑓(𝑥) =
3−2𝑥

3+2𝑥
 

 7) 𝑓(𝑥) =
𝑥2−1

𝑥4+1
 

 8) 𝑦 = (𝑥5 + 1)(4𝑥2 + 7𝑥 − 9) 

 9) 𝑦 =
𝑥3

1+√𝑥
 

 10) 𝑦 = √𝑥2 + 6𝑥 + 3 

 11) 𝑦 = (𝑡3 + √𝑡2 + 1)
10 

 12) ถา้ 𝑦 =  𝑢3 และ 𝑢 =  𝑥2 − 3𝑥 + 1 แลว้ จงหา 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

 13) ถา้ 𝑦 =  𝑥2 − 2𝑥 และ 𝑥 = 2𝑡2 + 1 จงหา 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 เมื่อ 𝑡 = √2 

 14) ก าหนดให ้𝑥 = 𝑦 + 4 จงหา 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 15) ก าหนดให ้𝑥 = 𝑦√1 − 𝑦2 จงหา 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 16) จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ 𝑥 = 𝑦2 − 4𝑦 ที่จดุตดับนแกน y 

2. จงหา 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ของฟังกช์นั 

1) 𝑥3 + 𝑦3 = 1    2) 2𝑥𝑦 − 𝑦2 = 3 

3) 𝑥2 + 3𝑦2 = 12    4) 𝑥3 − 3𝑥𝑦 + 𝑦3 = 1 
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3. จงหาอนพุนัธต์ามที่ระบใุนแต่ละขอ้ 

1) 𝑦 = 3𝑥4 − 2𝑥2 + 𝑥 + 5; 𝑦′′    
2)  𝑓(𝑥) =

1

√𝑥
; 𝑓(4)(𝑥)  

3) 𝑦 = √2 − 3𝑥2; 𝑦′′     

4) 𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥−1
; 𝑓′′(𝑥) 

5) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
; 𝑓(3)(𝑥)     

6) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2 ; 𝑓(4)(𝑥) 

 7) 𝑓(𝑥) =
1

3𝑥+2
; 𝑓(5)(𝑥)     

4. จงหา𝑑𝑦

𝑑𝑥
  เมื่อก าหนดฟังกช์นัต่อไปนี ้

 1) 8𝑥2 + 𝑦2 = 20    2) 1
𝑥

+
1

𝑦
= 1 

3) 1

𝑥2 +
1

𝑦2 = 1     4) √𝑥 + √𝑦 = 8 

5) 𝑥 = 𝑦 + 𝑦5     6) 2𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 𝑦3 = 1 

 7) 𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦3 − 𝑥 = 3    8) 6𝑥 + √𝑥𝑦 − 3𝑦 = 4 

 9) 3𝑥2 + √𝑥𝑦3 = 2𝑦2 + 20   10) (𝑦2 − 9)4 = (4𝑥2 + 3𝑥 − 1)2 

5.วิศวกรดา้นพลงังานก าลงัออกแบบกงัหนัลมขนาดเล็กส าหรบัใชใ้นฟารม์ โดยตอ้งการหา รศัมี
ใบพดัที่เหมาะสมที่สดุ เพื่อใหก้งัหนัผลิตก าลงัไฟฟ้าไดส้งูสดุ จากการทดลองจ าลองพบว่า 
ก าลงัไฟฟ้าที่ผลิตได ้(P) ในหน่วยวตัต ์(Watts) มีความสมัพนัธก์บั รศัมีใบพดั (r) ในหน่วยเมตร 
ตามสมการทางคณิตศาสตรอ์ย่างง่าย ดงันี:้ 

𝑃(𝑟) = 100𝑟 − 10𝑟2 
วิศวกรตอ้งหาว่า รศัมีใบพดัควรเป็นก่ีเมตร จึงจะท าใหก้งัหนัลมนีผ้ลิตก าลงัไฟฟ้าได ้สงูสดุ 
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6. นกัชีวเคมีตอ้งการเพิ่มปริมาณการผลิตสารตัง้ตน้ของยาปฏิชีวนะชนิดหนึ่งในเครื่องปฏิกรณ์
ชีวภาพ (Bioreactor) โดยพบว่า ปรมิาณยาปฏิชีวนะที่ผลิตไดต่้อเซลล ์(ความเขม้ขน้, P) ขึน้อยู่กบั 
ความเขม้ขน้ของสารอาหารเริ่มตน้ (x) ซึ่งตอ้งใชใ้นการเลีย้งเซลล ์
ก าหนดให:้  
 1) การผลิตจะเริ่มขึน้เมื่อความเขม้ขน้สารอาหารขัน้ต ่าคือ 12 หน่วย (mg/L). 
 2) ถา้ความเขม้ขน้ของสารอาหารไม่เกิน 12 หน่วย จะไดผ้ลผลิตต่อเซลลค์งที่ 1,200 
หน่วย (หน่วยผลผลิต/เซลล)์. 
 3) ถา้ความเขม้ขน้ของสารอาหาร มากกว่า 12 หน่วย ทกุๆ 1 หน่วย ที่เพิ่มขึน้จาก 12 
หน่วย จะท าใหผ้ลผลิตต่อเซลล ์ลดลง 20 หน่วย เนื่องจากผลกระทบจากความเป็นพิษของ
สารอาหารสว่นเกิน (Substrate Inhibition). 
 4) ความเขม้ขน้ของสารอาหารที่ใชไ้ดส้งูสดุคือ 36 หน่วย (mg/L). 
จงหาว่า ความเขม้ขน้ของสารอาหารเริ่มตน้ควรเป็นก่ีหน่วย บริษัทจึงจะได ้ปรมิาณยาปฏิชีวนะ
รวมต่อรอบการผลิต (Total Yield) สงูที่สดุ (สมมติใหป้ริมาณเซลลท์ัง้หมดเป็น 1,000,000 เซลล)์ 
 

7. บ่อน า้มนันอกชายฝ่ังตัง้อยู่ที่จดุ A ในมหาสมทุร ซึ่งอยู่ห่างจากจดุ P บนชายฝ่ังที่อยู่ใกลท้ี่สดุ
เป็นระยะทาง 5 กิโลเมตร ดงัรูป น า้มนัถกูสง่มาตามท่อไปยงัจดุ R บนฝ่ังซึ่งอยู่ห่างจาก P เป็น
ระยะทาง 8 กิโลเมตร การสง่น า้มนัตามท่อจะสง่จากจุด A ตามท่อใตน้ า้ในแนวเสน้ตรงมายงัจดุ Q 
ที่อยู่ระหว่างจดุ P กบัจดุ R แลว้สง่ไปยงัจดุ R ตามท่อบนชายบนฝ่ัง ถา้ค่าใชจ้่ายในการวางท่อใต้
น า้เป็นเงิน 400,000 บาทต่อกิโลเมตร และวางท่อเหนือพืน้ดินเป็นเงิน 200,000 บาทต่อกิโลเมตร 
ควรจะตัง้จุด Q อยู่ห่างจากจุด A เป็นระยะทางก่ีกิโลเมตร จึงจะเสียค่าใชจ้่ายในการวางท่อนอ้ย

ที่สดุ (ควรตัง้จดุ Q อยู่ห่างจากจดุ A เป็นระยะทาง
5

√3
≈ 2.89 กิโลเมตร จะเสียค่าใชจ้่าย

ประมาณ 3,332,000 บาท) 
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บทที ่9 
แคลคูลัสเบือ้งต้น(ปฏิยานุพนัธ)์ 

    

1. ปฏิยานุพันธ ์(Antiderivative) 
จากแนวคิดของนิวตนัและไลบน์ิตซท์ี่อาศยัความรูเ้รื่องอนุพนัธข์องฟังกช์นัหาพืน้ที่ของ

อาณาบรเิวณ ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) แกน 𝑥 เสน้ตรง 𝑥 = 𝑎 และเสน้ตรง 𝑥 = 𝑏 โดยที่ 
𝑓 เป็นฟังกช์นัที่มี ความต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]และ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ทกุ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]ซึ่งจะเรียกพืน้ที่นีว้่า 
พืน้ที่ระหว่างเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) กบัแกน 𝑥 บนช่วง[𝑎, 𝑏] สมมติว่า 𝑓 มีกราฟดงัรูปที่ 8.1 

 

รูปที่ 8.1 

 พิจารณาพืน้ที่ระหว่างเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) กบัแกน 𝑥 บนช่วง [𝑎, 𝑥] จดุปลายทางขวา

ของช่วงเป็นตวัแปร 𝑥 ซึ่งท าใหไ้ดว้่า พืน้ที่ดงักลา่วเป็นฟังกช์นัของ 𝑥 โดยที่ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]ดงัรูปที่ 8.2 

 

รูปที่ 8.2 

 ให ้𝐴(𝑥) เป็นพืน้ที่ระหว่างเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) กบัแกน 𝑥 บนช่วง [𝑎, 𝑥] เมื่อ 𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏] ในการหา 𝐴(𝑥)  นีเ้ราจะอาศยัความหมายของอนพุนัธข์อง 𝐴(𝑥)  กลา่วคือ 𝐴′(𝑥) =

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝐴(𝑥+ℎ)−𝐴(𝑥)

ℎ
 เมื่อลิมิตมีค่า 
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 เมื่อ ℎ > 0 จะเห็นว่า 𝐴(𝑥 + ℎ) –  𝐴(𝑥) คือพืน้ที่ของสว่นที่แรเงาในรูปที่ 8.3 ซึ่งมีค่า
เท่ากบัรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ในรูปที่ 8.4 โดยมีฐานยาว ℎ และสงู 𝑓(𝑐ℎ) ส าหรบั𝑐ℎ ∈ [𝑥, 𝑥 + ℎ] 

 เพราะฉะนัน้  𝐴(𝑥+ℎ)−𝐴(𝑥)

ℎ
=

𝑓(𝑐ℎ)∙ℎ

ℎ
= 𝑓(𝑐ℎ) 

 

รูปที่ 8.3 

 

รูปที่ 8.4 

 และในลกัษณะคลา้ยกนั เราจะแสดงไดว้่า 𝐴(𝑥+ℎ)−𝐴(𝑥)

ℎ
= 𝑓(𝑐ℎ) เมื่อ h<0  เพราะฉะนัน้ 

𝐴′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑐ℎ) เมื่อลิมิตมีค่า 
 เพราะว่า 𝑥 ≤ 𝑐ℎ ≤ 𝑥 + ℎ เพราะฉะนัน้ 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0
𝑐ℎ = 𝑥  

 เพราะว่า f มีความต่อเนื่องที่ x เราจึงไดว้่า 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑐ℎ) = 𝑓(𝑥) 
 เพราะฉะนัน้ 𝐴′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
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จะเห็นว่า สตูรนีแ้สดงวิธีหาพืน้ที่ที่ตอ้งการโดยจะตอ้งหาสตูรของฟังกช์นั (คือฟังกช์นั A ) 
ที่มีอนพุนัธเ์ป็นฟังกช์นั f การหาฟังกช์นั A โดยก าหนดอนุพนัธข์อง A (คือฟังกช์นั f ) เป็นการ
ด าเนินการทีย้่อนกลับกับการหาอนุพันธ ์จึงเรียกการหา A ว่า การหาปฏิยานุพันธ ์
(antidifferentiation) หรือ การอินทเิกรต (integration) 
 นอกจากการหาพืน้ที่ที่กล่าวมาขา้งตน้ การหาปฏิยานพุนัธย์งัเป็นวิธีใชห้าสิ่งอื่นไดอี้กเช่น 
หาสมการของเสน้โคง้เมื่อทราบความชนัของเสน้โคง้ และหาต าแหน่งของวตัถเุมื่อทราบความเรว็ 
เป็นตน้ 
 
บทนิยาม 8.1 ฟังกช์นั 𝑓(𝑥) ที่มีความต่อเนื่อง จะมีปฏิยานพุนัธข์อง f เมื่อ 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
ส  าหรบัทุกค่าของ x ที่อยู่ในโดเมนของ f  
 ดงันัน้รูปทั่วไปของการหาปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) คือ 𝐹(𝑥) + 𝑐 เมื่อ c เป็นค่าคงตวัใดๆ 
นัน้คือ  
                                                   𝑓(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐 
สมบติัของปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) 
 1. ทุกๆฟังกช์นั𝑓(𝑥) ที่มีความต่อเนื่อง จะมีปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) เป็นจ านวนไม่จ ากดั 
 2. ถา้ 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥) ต่างเป็นปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) ความแตกต่างของ 𝐹1(𝑥) และ
𝐹2(𝑥) คือค่าคงตวั นั่นคือ 𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥) = 𝑐 
 3. ถา้ 𝐹(𝑥) เป็นปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) จะไดว้่า𝐹(𝑥) + 𝑐 เมื่อ c เป็นค่าคงตวั จะเป็นปฏิ
ยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) ดว้ย จึงเขียนปฏิยานพุนัธท์ัง้หมดของ 𝑓(𝑥) เป็น𝐹(𝑥) + 𝑐 
 
2. อินทกิรัลไม่จ ากัดเขต (Indefinite Integral)  
รูปทั่วไปของการหาปฏิยานพุนัธข์อง𝑓(𝑥) สามารถเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 สญัลกัษณ ์ ∫ ⬚ เรียกว่า เครื่องหมายอินทิกรลั (Integral sign) 
   𝑓(𝑥) เรียกว่า ตวัถกูอินทิเกรต (Integrand) 
   𝑥  เรียกว่า ตวัแปรของการอินทิเกรต (Variable of integration) 
   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥เรียกว่า อินทิกรลัไม่จ ากดัเขตของฟังกช์นั 𝑓(𝑥) เทียบกบัตวั
แปร 𝑥 

ดงันัน้ ถา้ 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) แลว้ จะไดว้่า ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 เมื่อ c เป็นค่าคงตวั 
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บทนิยาม 8.2  เมื่อ f เป็นฟังกช์นัที่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ และ𝐹′(𝑥) =

𝑓(𝑥) ส  าหรบัทกุ x ที่อยู่ในโดเมนของ f อินทิกรลัไม่จ ากดัเขตของฟังกช์นั f เขียนแทนดว้ย

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  โดยที่ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 เมื่อ c เป็นค่าคงตวัใดๆ 

สูตรการหาอินทกิรัลไม่จ ากัดเขต 

 1. ∫ 𝑘𝑑𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑐 เมื่อ k และ c เป็นค่าคงตวั 

 2. ∫ 𝑢𝑛𝑑𝑥 =
𝑢𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐 เมื่อ 𝑛 ≠ −1 และ c เป็นค่าคงตวั 

 3. ∫ 𝑘𝑢𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑢𝑑 𝑥 เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 

 4. ∫[𝑢 + 𝑣]𝑑𝑥 = ∫ 𝑢𝑑 𝑥 + ∫ 𝑣𝑑 𝑥 

 5. ∫[𝑢 − 𝑣]𝑑𝑥 = ∫ 𝑢𝑑 𝑥 − ∫ 𝑣𝑑 𝑥 

 6. ∫ 𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛|𝑢| + 𝑐 เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 

 
ตัวอย่างที ่1 ก าหนด 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4𝑥 + 1  และ 𝑓(1) = 8 จงหา 𝑓(2) 

แนวคิด    ∫(𝑓′(𝑥)) = ∫(3𝑥2 − 4𝑥 + 1) 𝑑𝑥 

           𝑓(𝑥) =
3𝑥3

3
−

4𝑥2

2
+ 𝑥 + 𝑐 

           = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 𝑐 

จะได ้           𝑓(1) = (1)3 − 2(1)2 + 1 + 𝑐    

   8 = 1 − 2 + 1 + 𝑐 

   𝑐 = 8 

ดงันัน้   𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 8 

           𝑓(2) = (2)3 − 2(2)2 + 2 + 8 
 
           𝑓(2) = 8 − 8 + 2 + 8 = 10 
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ตัวอย่างที ่2 ก าหนด 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥 + 1  และกราฟของฟังกช์นั 𝑓 นีผ้่านจดุ (1, −3) 
จงหา 𝑓(𝑥) 

แนวคิด    ∫(𝑓′(𝑥)) = ∫(3𝑥2 − 2𝑥 + 1  ) 𝑑𝑥 

                  𝑓(𝑥) =
3𝑥3

3
−

2𝑥2

2
+ 𝑥 + 𝑐 

  𝑓(𝑥) = 𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 + 𝑐 ...................................(1) 

กราฟของฟังกช์นั 𝑓 นีผ้่านจดุ (1, −3) แทนค่า 𝑥 = 1 และ 𝑦 = −3 ในสมการ (1) 
จะได ้           −3 = (1)3 − (1)2 + 1 + 𝑐 
               𝑐 = 2 
ดงันัน้ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 + 2 
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3. อินทกิรัลจ ากัดเขต 
3.1 การหาพืน้ทีภ่ายใต้เส้นโค้ง 
 ให ้R เป็นบรเิวณที่ปิดดา้นล่างโดยแกน X  ดา้นขา้งปิดดว้ยเสน้ตรง 𝑥 = 𝑎 และ 𝑥 = 𝑏 
และดา้นบนปิดดว้ยเสน้โคง้ y =f(x) เมื่อ f ต่อเนื่องบนช่วง[𝑎, 𝑏] และ f(x)>0 ส าหรบัทุก x ใน 
[𝑎, 𝑏]ดงัรูป 8.5 

 

รูปที่ 8.5 

 แบ่งช่วง [𝑎, 𝑏]ออกเป็น n ช่วงย่อย โดยที่แต่ละช่วงย่อยกวา้งเท่ากบั 𝑏−𝑎

𝑛
  เท่ากนัหมด ซึ่ง

ใหม้ีจดุแบ่งอยู่ที่จุด 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1 ที่อยู่ห่างกนัเป็นระยะเท่ากนั แลว้ลากเสน้ด่ิงผ่านจุด 

𝑎, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑏 ซึ่งเรียกว่าพารติ์ชนั (Partition) เพื่อแบ่งบรเิวณ R ออกเป็น n แท่งที่มี

ความกวา้งเท่ากนั ได ้2 แบบ ดงัรูปที่ 8.6 

 

รูปที่ 8.6 
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 ถา้ใชรู้ปสี่เหลี่ยมผืนผา้แนบใน จะไดค้วามสงูของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้จะเป็นค่าต ่าสดุของ 
f(x) ในแต่ละช่วงย่อย สมมติใหเ้กิดขึน้ที่จดุ 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, . . . , 𝑐𝑛 และความสงูของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้
แนบในจะเป็น 𝑓(𝑐1), 𝑓(𝑐2), 𝑓(𝑐3), . . . , 𝑓(𝑐𝑛) ดงัรูปที่ 8.7 

 
รูปที่ 8.7 

 ถา้แทนความกวา้งของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้แต่ละช่วงที่เท่ากนัดว้ย △ 𝑥 ซึ่ง 
 △ 𝑥 =

𝑏−𝑎

𝑛
= 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 แลว้ผลรวมของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้จะสรา้ง 𝑅𝑛 (พืน้ที่บรเิวณ R) ขึน้มา 

นั่นคือ พืน้ที่บรเิวณ R หาไดจ้าก 
พืน้ที่ (𝑅𝑛) = 𝑓(𝑐1) △ 𝑥 + 𝑓(𝑐2) △ 𝑥 + 𝑓(𝑐3) △ 𝑥+. . . +𝑓(𝑐𝑛) △ 𝑥 
  = ∑ 𝑓(𝑐𝑘) △ 𝑥𝑛

𝑘=1  

 ถา้ให ้n มีค่าเพิ่มมากขึน้ จะท าใหค้วามกวา้งของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้เล็กลงหรือ△ 𝑥 เล็ก
ลงจะท าใหแ้บ่งรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ไดม้ากขึน้ ท าใหก้ารประมาณพืน้ที่ใกลเ้คียงพืน้ที่จรงิที่สดุ ซึ่ง
เขียนพืน้ที่ A ของ R ในรูปลิมิตไดด้งันี ้ 
        A  = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
พืน้ที่ (𝑅𝑛) 

   = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑐𝑘) △ 𝑥𝑛
𝑘=1  

ถา้ใชรู้ปสี่เหลี่ยมผืนผา้แนบนอก จะไดค้วามสงูของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้จะเป็นค่าสงูสดุของ 
f(x) ในแต่ละช่วงย่อย สมมติใหเ้กิดขึน้ที่จดุ 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, . . . , 𝑑𝑛 และความสงูของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้
แนบในจะเป็น 𝑓(𝑑1), 𝑓(𝑑2), 𝑓(𝑑3), . . . , 𝑓(𝑑𝑛) ดงัรูปที่ 8.8 

 
รูปที่ 8.8 
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 ในท านองเดียวกนักบัผลรวมของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้แนบใน เราจะไดพ้ืน้ที่จาก 
พืน้ที่ (𝑅𝑛) =𝑓(𝑑1) △ 𝑥 + 𝑓(𝑑2) △ 𝑥 + 𝑓(𝑑3) △ 𝑥+. . . +𝑓(𝑑𝑛) △ 𝑥 
  = ∑ 𝑓(𝑑𝑘) △ 𝑥𝑛

𝑘=1  
และไดพ้ืน้ที่ A ของ R ในรูปลิมิตดงันี ้

        A  = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

พืน้ที่ (𝑅𝑛) 
   = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
∑ 𝑓(𝑑𝑘) △ 𝑥𝑛

𝑘=1  
เราอาจสรา้งรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ที่มีความสงูระหว่างความสงูของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้แนบใน

และรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้แนบนอกได ้โดยสมมติในแต่ละช่วงย่อย โดยเลือกความสงุอยู่ที่จดุ 
𝑥1

∗, 𝑥2
∗, 𝑥3

∗, . . . , 𝑥𝑛
∗  

เนื่องจาก 𝑓(𝑐𝑘)และ 𝑓(𝑑𝑘)เป็นค่านอ้ยสดุและค่าสงูสดุของ 𝑓(𝑥) บนช่วงย่อยที่ k ดงันัน้
จะได ้ 𝑓(𝑐𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘

∗) ≤ 𝑓(𝑑𝑘) 
แลว้  𝑓(𝑐𝑘) △ 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥𝑘

∗) △ 𝑥 ≤ 𝑓(𝑑𝑘) △ 𝑥 
  𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
∑ 𝑓(𝑐𝑘) △ 𝑥𝑛

𝑘=1 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑥𝑘
∗) △ 𝑥𝑛

𝑘=1 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑑𝑘) △ 𝑥𝑛
𝑘=1  

 นั่นคือเมื่อ 𝑛 → ∞ ผลบวกดา้นนอกของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ของอสมการนีม้ีค่าเขา้ใกล ้A 
และผลบวกดา้นในของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้ของอสมการนีม้ีค่าเขา้ใกล ้A ดว้ย นั่นคือ 

𝐴 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑥𝑘
∗) △ 𝑥

𝑛

𝑘=1

≤ 𝐴 

 และ 𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑥𝑘
∗) △ 𝑥𝑛

𝑘=1  
 
นิยาม 8.2 ถา้ฟังกช์นั f ต่อเนื่องและหาค่าไดบ้นช่วง [𝑎, 𝑏]และถา้ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ส  าหรบัทุก x 
ในช่วง[𝑎, 𝑏]แลว้ พืน้ที่ใตเ้สน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) บนช่วง [𝑎, 𝑏] นิยามโดย 

𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
max (𝑥𝑘)→0

∑ 𝑓(𝑥𝑘
∗)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 

        
สญัลกัษณคื์อ  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

max(𝑥𝑘)→0
∑ 𝑓(𝑥𝑘

∗)𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1  

 

 และจะไดว้่าพืน้ที่ A ภายใตเ้สน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) เหนือแกน X และอยู่ระหว่าง เสน้ตรง 𝑥 =

𝑎 และ 𝑥 = 𝑏 สามารถเขียนในรูปสญัลกัษณอิ์นทิกรลัจ ากดัเขตไดเ้ป็น   𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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ดงัรูปที่ 8.9 

 

รูปที่ 8.9 
 เรียกผลบวก ∑ 𝑓(𝑥𝑘

∗) △ 𝑥𝑛
𝑘=1  ว่า ผลบวกรีมันน ์(Riemann sum) เพื่อเป็นเกียรติใหแ้ก่ 

เบอรน์ารด์ รีมนัน ์(Bernhard Riemann) ซึ่งเป็นนกัคณิตศาสตรช์าวเยอรมนัที่เป็นบุคคลแรก ที่ได้
สรา้งแนวคิดเก่ียวกบัอินทิกรลัจ ากดัเขต 
 
3.2 อินทกิรัลจ ากัดเขต  
 พิจารณาไดจ้ากผลบวกรีมนัน ์ดงัรูปที่ 8.10  

 
รูปที่ 8.10 

 จากรูปผลบวกรีมนัน ์จะมีค่าเป็น 
 ∑ 𝑓(𝑥𝑘

∗) △ 𝑥𝑘
5
𝑘=1 =𝑓(𝑥1

∗) △ 𝑥1 + 𝑓(𝑥2
∗) △ 𝑥2 + 𝑓(𝑥3

∗) △ 𝑥3+. . . +𝑓(𝑥6
∗) △ 𝑥6 

   =𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3 − 𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6 
   = (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴5 + 𝐴6) − (𝐴3 + 𝐴4) 
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ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส (The Fundamental Theorem of Calculus) 
 ถา้ f เป็นฟังกช์นั f ต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]และ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f บนช่วง[𝑎, 𝑏]โดย
ที่ 𝐹/(𝑥) = 𝑓(𝑥) แลว้  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

         ใชส้ญัลกัษณ ์ ( )
b

a
F x  แทน 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 
ขัน้ตอนหา ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

            1. หา F(x) ซึ่งเป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) 
            2. 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 
 
สมบติับางประการของอินทิกรลัจ ากดัเขต 
 1. ถา้ f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]และถา้ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ส  าหรบัทุก x ในช่วง[𝑎, 𝑏] 
แลว้∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
≥ 0 

 2. ถา้ f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]และถา้ 𝑓(𝑥) ≤ 0 ส  าหรบัทุก x ในช่วง[𝑎, 𝑏]

แลว้∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 0 

 3. ถา้ f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏] แลว้ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 

 4. ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 เมื่อ k คือค่าคงตวั 

 5. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0 

 6. ถา้ f เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑎, 𝑏]และ 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] แลว้ 
     ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
 

 
3.4 การอินทเิกรตทลีะส่วน (Integration by part) 
 ถา้ 𝑢 = 𝑓(𝑥) และ 𝑣 = 𝑔(𝑥) เป็นฟังกช์นัสองฟังกช์นัใดๆ ที่สามารถหาอนพุนัธไ์ดแ้ลว้ 
จากหลกัการดิฟเฟอเรนเชียลของผลคณู 𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢 เมื่อท าการอินทิเกรตทัง้สองขา้ง
จะได ้
   ∫ 𝑑(𝑢𝑣) = ∫ 𝑣𝑑𝑢 + ∫ 𝑢𝑑𝑣 
   𝑢𝑣 + 𝑐 = ∫ 𝑣𝑑𝑢 + ∫ 𝑢𝑑𝑣 
 หรือ  ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 + 𝑐 
 หรือ  ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 
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 ตัวอย่างที ่3 จงหาค่าของ ∫ (3𝑥2)𝑑𝑥
4

1
 

แนวคิด   ∫ (3𝑥2)𝑑𝑥   =
3𝑥3

3
|
1

4
4

1
= 𝑥3|1

4 

    =(43 + 𝑐) − (13 + 𝑐) = 64 − 1 = 63 

ตัวอย่างที ่4 จงหาค่าของ ∫ (3 − 2𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥
3

0
 

แนวคิด   ∫ (3 − 2𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥   = (3𝑥 − 𝑥2  +
𝑥3

3
|

0

3
3

0
 

        =(3(3) − (3)2 +
33

3
) − (0) 

         = 9 − 9 +
27

3
= 9 

ตัวอย่างที ่5 จงหาพืน้ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2 กบัแกน 𝑋  

แนวคิด กราฟ 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2 เป็นกราฟพาราโบลาคว ่า หาจุดตดัแกน  𝑋 (แทน 𝑦 = 0)  
  จะได ้ 0 = 4𝑥 − 𝑥2 
  0 = 𝑥(4 − 𝑥)  
    จะได ้ 𝑥 = 0 และ 𝑥 = 4 

 พืน้ที่ที่โจทยต์อ้งการ คือพืน้ที่ใตโ้คง้ในช่วง 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 4 

 
 

จะได ้𝐴 = ∫ (4𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥 = (2𝑥2 −
𝑥3

3
)|

0

4
4

0
 

          = (2(4)2 −
(4)3

3
) − 0 

          = 32

3
≈ 10.67 ตารางหน่วย 
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ตัวอย่างที ่6 ให ้𝑓 มีกราฟเป็นรูปพาราโบลาที่มีจดุยอดที่จุด (0,1) และเสน้ตรง 𝑦 =
5

4
 เป็นเสน้

ไดเรกตริกซ ์จงหาพืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) จาก 𝑥 = −1 ถึง 𝑥 = 1 

แนวคิด  

 

 

 

 

 

 

  โจทยก์ าหนด จดุยอด (0,1) ไดเรกตรกิซคื์อ 𝑦 =
5

4
 

   ∴ 𝑐 = −
1

4
  (เพราะว่ากราฟเป็นพาราโบลาคว ่า) 

  สมการคือ (𝑥 − 0)2 = 4 (−
1

4
) (𝑦 − 1) 

   หรือ 𝑥2 = −𝑦 + 1 

   หรือ 𝑦 = 1 − 𝑥2 

 กราฟตดัแกน 𝑥 ที่จดุ (−1,0) กบั (1,0) 

 จะไดพ้ืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ยโคง้ 𝑦 = 1 − 𝑥2จาก 𝑥 = −1 ถึง 𝑥 = 1 และแกน 𝑥 คือ 

    𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
  

       = ∫ (1 − 𝑥2)𝑑𝑥
1

−1
 

      = (𝑥 −
𝑥3

3
)| 1

−1
 

      = (1 −
1

3
) − (−1 − (

(−1)3

3
)) 

      =
2

3
+

2

3
 

      =
4

3
≈ 1.33 ตารางหน่วย 
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ตัวอย่างที ่7 ถา้อตัราการเปลี่ยนแปลงของความชนัเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ณ จดุใดๆ มีค่าเป็น 𝑥 −

1 และ เสน้โคง้มีความชนั 1 ณ จดุ (−1,0) จงหาสมการของเสน้โคง้นี ้

แนวคิด  ให ้𝑚 = ความชนัของเสน้โคง้ 

  โจทยก์ าหนด 𝑑𝑚

𝑑𝑥
= 𝑥 − 1 

  ∴ ∫ 𝑑𝑚 = ∫(𝑥 − 1)𝑑𝑥 

           𝑚 =
𝑥2

2
− 𝑥 + 𝑐1 

  โจทยก์ าหนด 𝑚 = 1 ณ จดุ (−1,0) 

  แทนค่า 1 =
(−1)2

2
− (−1) + 𝑐1 

             𝑐1 = −
1

2
 

  แต่ 𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2

2
− 𝑥 −

1

2
 

               ∫ 𝑑𝑦 = ∫ (
𝑥2

2
− 𝑥 −

1

2
) 𝑑𝑥 

   𝑦 =
𝑥3

6
−

𝑥2

2
−

1

2
𝑥 + 𝑐2 

  โจทยก์ าหนดเสน้โคง้ผ่านจดุ (−1,0) 

  จะได ้  0 =
(−1)3

6
−

(−1)2

2
−

1

2
(−1) + 𝑐2 

   𝑐2 =
1

6
 

  นั่นคือ สมการของเสน้โคง้ คือ 

   𝑦 =
𝑥3

6
−

𝑥2

2
−

𝑥

2
+

1

6
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3.5 ปริมาตรของรูปทรงตันทีเ่กิดจากการหมุนรอบ (Volume of a Solid of Revolution) 

3.5.1 ปริมาตรของรูปทรงตันซึ่งหาพืน้ทีภ่าคตัดได้ 

 ให ้S เป็นรูปทรงตนัใน 𝑅3 ซึ่งมีภาพฉายบนแกน X คือช่วง [𝑎, 𝑏]และ 𝐴(𝑥) เป็นพืน้ที่ภาค
ตดัของ S ที่เกิดจากการตดั S ดว้ยระนาบที่ตัง้ฉากกบัแกน X ที่ x ใดๆ โดยที่ A เป็นฟังกช์นัต่อเนื่อง
บนช่วง [𝑎, 𝑏]จะไดว้่า 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 ในท านองเดียวกนั ถา้ S เป็นรูปทรงตนัที่มีภาพฉายบนแกน Y คือช่วง [𝑐, 𝑑] และ 𝐴(𝑦) 
เป็นพืน้ที่ภาคตดัของ S ที่เกิดจากการตดั S ดว้ยระนาบที่ตัง้ฉากกบัแกน Y ที่ y ใดๆ โดยที่ A เป็น
ฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วง [𝑐, 𝑑] จะไดว้่า 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

 
3.5.2 ปริมาตรของรูปทรงตันทีเ่กิดจากการหมุน 
 รูปทรงตนัที่เกิดจากการหมนุ คือ รูปทรงตนัที่ไดจ้ากการหมนุอาณาบรเิวณในระนาบรอบ
เสน้ตรงเสน้หนึ่ง ซึ่งอยู่ในระนาบเดียวกนั โดยจะเรียกเสน้ตรงดงักล่าวว่าแกนหมนุ ดงัรูปที่ 8.11 

 
รูปที่ 8.11 

การหาปริมาตรของรูปทรงตันแบบจาน (Plane Slicing) 
 ให ้𝑉 แทนปรมิาตรของรูปทรงตนัที่เกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณที่อยู่ภายใตเ้สน้โคง้ 𝑦 =

𝑓(𝑥) เสน้ตรง 𝑥 = 𝑎 , 𝑥 = 𝑏 และแกน X รอบแกน X ดงัรูปที่ 8.12 

 

รูปที่ 8.12 
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 ภาคตดัที่ตัง้ฉากกบัแกนหมนุที่ x ใดๆ เป็นรูปวงกลมซึ่งมีรศัมีเท่ากบั y หรือ f(x) ดงันัน้
พืน้ที่ภาคตดัมีค่าเท่ากบั 𝜋𝑦2หรือ 𝜋[𝑓(𝑥)]2 
 นั่นคือ ถา้ 𝐴(𝑥) แทนพืน้ที่ภาคตดัที่ตัง้ฉากกบัแกน X ที่ x ใดๆ จะไดว้่า  

𝐴(𝑥) = 𝜋𝑦2 หรือ 𝐴(𝑥) = 𝜋[𝑓(𝑥)]2 

จะไดว้่า   𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

หรือ 𝑉 = 𝜋 ∫ [𝑓(𝑥)]2𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

 ในท านองเดียวกนั ถา้ให ้V แทนปรมิาตรของรูปทรงตนัที่เกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณที่
อยู่ภายใตเ้สน้โคง้ 𝑥 = 𝐹(𝑦) เสน้ตรง 𝑦 = 𝑐 , 𝑦 = 𝑑 และแกน Y รอบแกน X 

 จะได ้  𝑉 = ∫ 𝐴(𝑦)
𝑑

𝑐
𝑑𝑦 

โดยที่ 𝐴(𝑦) แทนพืน้ที่ภาคตดัที่ตัง้ฉากกบัแกน Y ที่ y ใดๆ นั่นคือ  
    𝐴(𝑦) = 𝜋𝑥2 = 𝜋[𝐹(𝑦)]2 

  หรือ      𝑉 = 𝜋 ∫ [𝐹(𝑦)]2𝑑

𝑐
𝑑𝑦 

 
การหาปริมาตรของรูปทรงตันแบบเปลือกทรงกระบอก (Shell Method) 

รูปทรงกระบอกกลวง เป็นรูปทรงสามมิติที่ปิดลอ้มดว้ยรูปทรงกระบอกกลวงตรง ที่มีจุด
ศนูยก์ลางรว่มกนั 2 รูป ดงัรูปที่ 8.13 

 

รูปที่ 8.13 

ปรมิาตร 𝑉 ของรูปทรงกระบอกกลวง ที่มีรศัมีภายในเท่ากบั 𝑟1รศัมีภายนอกเท่ากบั 𝑟2

และมีความสงูเท่ากบั ℎ เขียนไดด้งันี ้
𝑉 = พืน้ที่ตดัส่วนขวาง ×ความสงู 
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 จะได ้  𝑉 = (𝜋𝑟2
2 − 𝜋𝑟1

2)(ℎ) 

    = 𝜋(𝑟2
2 − 𝑟1

2)(ℎ)  

    = 𝜋(𝑟2 + 𝑟1)(𝑟2 − 𝑟1)(ℎ) 

    = 2𝜋 (
1

2
(𝑟2 + 𝑟1)) (ℎ)(𝑟2 − 𝑟1) 

โดยที่  1

2
(𝑟2 + 𝑟1)  คือ ค่าเฉลี่ยของรศัมีของรูปทรงกระบอกกลวง 

 (𝑟2 − 𝑟1) คือ ความหนา 
ดงันัน้   𝑉 = 2𝜋 (รัศมีเฉลี่ย)(ความสูง)(ความหนา) 
 

สรุปวิธีการหาปริมาตรโดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 

 1. เขียนรูปทรงตนัที่ตอ้งการหาปรมิาตร เช่นเดียวกบัการหาปรมิาตรโดยวิธีจาน 
 2. เฉือนรูปทรงตนัในลกัษณะที่ขนานกบัแกนหมนุ โดยแสดงรอยตดัเป็นตวัอย่างหนึ่งของ
รูปที่แสดงรศัมี ความสงู และความหนา โดยที่ 
  รศัมี   คือ ระยะจากแกนหมนุไปยงัผิวของรูป 
  ความสงู  คือ ความสงูแถบสี่เหลี่ยมผืนผา้รอยตดั 
  ความหนา  คือ △ 𝑥 ≈ 𝑑𝑥 ในกรณีที่หมนุบรเิวณ R รอบแกน Y 
            หรือ△ 𝑦 ≈ 𝑑𝑦 ในกรณีที่หมนุบรเิวณ R รอบแกน X 
 3. หาลิมิตเช่นเดียวกนักบัการหาปรมิาตรโดยวิธีจาน 
 4. หาปรมิาตรโดยแทนค่าสตูรดงันี ้
  𝑉 = 2𝜋 ∫ 𝑥[𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

  𝑉 = 2𝜋 ∫ 𝑦[𝑢(𝑦)]
𝑑

𝑐
𝑑𝑦 
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ตัวอย่างการหาปริมาตรของวัตถุชิน้เดียวกันโดยใช้ทัง้วิธี จาน/แผ่น (Disk/Washer 
Method) และวิธี เปลือกทรงกระบอก (Cylindrical Shell Method) 
 ตวัอย่างที่ง่ายและคลาสสิกที่สดุคือการหาปรมิาตรของ กรวย (Cone) ที่เกิดจากการหมนุ
พืน้ที่ใตเ้สน้ตรงรอบแกนใดแกนหนึ่ง 
สถานการณ:์ การหาปรมิาตรกรวย พิจารณาพืน้ที่ 𝑅 ที่ถกูลอ้มรอบดว้ยเสน้ตรง 𝑦 = 2𝑥,  
แกน 𝑥 (𝑦 = 0), และเสน้ตรง 𝑥 = 3 ในจตภุาคที่หนึ่ง เมื่อหมนุพืน้ที่ 𝑅 นีร้อบ แกน 𝑥 จะเกิดเป็น
รูปทรงกรวยที่มีรศัมี 𝑅 = 6 และความสงู 𝐻 = 3 
1. การอินทเิกรตแบบจาน/แผ่น (Disk Method) เนื่องจากการหมนุรอบ แกน 𝑥 เราจะใชก้าร
อินทิเกรตเทียบกบั 𝑥 (แนวตัง้ฉากกบัแกนหมนุ) 
องคป์ระกอบ: จานวงกลมที่มีความหนา Δ𝑥  
รศัมี (𝑟): ระยะจากแกนหมนุ (𝑦 = 0) ไปถึงเสน้โคง้ คือ 𝑟(𝑥) = 𝑦 = 2𝑥 

สตูรปรมิาตร (𝑉): 𝑉 = ∫ 𝜋[𝑟(𝑥)]2𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

ขอบเขต (𝑎 ถึง 𝑏): จาก 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 3 
การค านวณ:   𝑉 = ∫ 𝜋(2𝑥)23

0
𝑑𝑥 

       = ∫ 𝜋(4)𝑥23

0
𝑑𝑥 

     = 4𝜋 ∫ (
𝑥3

3

3

0
)𝑑𝑥 

      = 4𝜋 (
(𝑥)3

3
|

0

3

) = 4𝜋(
(3)3

3
− 0) 

      = 4𝜋(9 − 0) = 36𝜋  
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2. การอินทเิกรตแบบเปลือกทรงกระบอก (Cylindrical Shell Method) 
เมื่อหมนุรอบ แกน 𝑥 เราจะใชก้ารอินทิเกรตเทียบกบั 𝑦 (ขนานกบัแกนหมนุ) 
องคป์ระกอบ: เปลือกทรงกระบอกที่มีความหนา Δ𝑥 
รศัมี (𝑟): ระยะจากแกนหมนุ (𝑥 − 𝑎𝑥𝑖𝑠) ไปถึงเปลือก คือ 𝑟(𝑦) = 𝑦 
ความสงู (ℎ): ความยาวของเปลือก (ขนานกบัแกน x) คือ ℎ(𝑦) = 3 − 𝑥 
จาก 𝑦 = 2𝑥 เราจดัรูปไดเ้ป็น 𝑥 =

𝑦

2
 ดงันัน้ ℎ(𝑦) = 3 −

𝑦

2
 

สตูรปรมิาตร (𝑉): 𝑉 = ∫ 2𝜋(𝑟(𝑦))(ℎ(𝑦))
𝑑

𝑐
𝑑𝑦 

ขอบเขต (𝑐 ถึง 𝑑): จาก 𝑦 = 0 ถึง 𝑦 = 6  
(หาค่า 𝑦 สงูสดุจาก 𝑦 = 2𝑥 เมื่อ 𝑥 = 3 คือ 𝑦 = 2(3) = 6 ) 
การค านวณ:  
 𝑉 = ∫ 2𝜋(𝑦)(3 −

𝑦

2
)

6

0
𝑑𝑦 

     = 2𝜋 ∫ (3𝑦 −
𝑦2

2
)

6

0
𝑑𝑦 

     = 2𝜋 (
3𝑦2

2
−

𝑦3

6
|

0

6

) 

     = 2𝜋[(
3(6)2

2
−

(6)3

6
) − 0] 

    = 2𝜋 (
3(36)

2
−

216

6
) 

    = 2𝜋(54 − 36) = 2𝜋(18) = 36𝜋 
 

 
บทสรุป ไม่ว่าจะใชว้ิธี จาน (Disk Method) อินทิเกรตเทียบกบั x หรือวิธี เปลือก (Shell Method) 

อินทิเกรตเทียบกบั y จะไดป้รมิาตรของกรวยเท่ากนัคือ 36π ลกูบาศกห์น่วย ซึ่งสอดคลอ้งกบัสตูร
ปรมิาตรกรวยทั่วไป 𝑉 =

1

3
𝜋𝑅2𝐻 =

1

3
𝜋(6)2(3) =

1

3
𝜋(36)(3) = 36𝜋 
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การประยกตค์วามรู้เร่ืองอินทกิรัลจ ากัดเขตไปใช้ในการสอนวิทยาศาสตร ์
สถานการณ ์1 อนภุาคหนึ่งเคลื่อนที่จากจุดหนึ่ง เมื่อเวลาผ่านไป 𝑡 วินาที อนภุาคมีความเรว็ 
𝑣(𝑡) = 4𝑡3 + 2𝑡 − 1 เมตร/วินาที ขณะที่เริ่มจบัเวลาอนภุาคเคลื่อนที่ไดร้ะยะทาง 4 เมตร จงหา
ระยะทางที่อนภุาคเคลื่อนที่ในวินาทีที่ 3 
แนวคิด  โจทยก์ าหนด 𝑣(𝑡) =

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 4𝑡3 + 2𝑡 − 1  

     ∫ 𝑑𝑠 = ∫(4𝑡3 + 2𝑡 − 1)𝑑𝑡 

  จะได ้  𝑠(𝑡) = 𝑡4 + 𝑡2 − 𝑡 + 𝑐 

  แต่โจทยก์ าหนดว่า 𝑠 = 4 เมื่อ 𝑡 = 0  

  แทนค่า 4 = 0 + 0 − 0 + 𝑐 

  จะไดส้มการเคลื่อนที่ของวตัถคืุอ 𝑠(𝑡) = 𝑡4 + 𝑡2 − 𝑡 + 4 

  เมื่อ 𝑡 = 3 จะได ้ 𝑠(3) = (3)4 + (3)2 − (3) + 4 

                    𝑠(3) = 91 เมตร 

ดงันัน้ วินาทีที่ 3 อนภุาคเคลื่อนที่ไดร้ะยะทาง 91 เมตร 
 
สถานการณ ์2 วิศวกรตอ้งการออกแบบระบบกนัสะเทือนโดยใชส้ปรงิชนิดพิเศษที่มีค่าคงที่สปรงิ 
(𝑘) เท่ากบั 200 𝑁/𝑚 ตามกฎของฮกุ แรงที่ใชด้งึสปรงิจะแปรผนัตามระยะยืด 𝐹(𝑥) = 𝑘𝑥 

วิศวกรตอ้งการทราบว่าตอ้งใชพ้ลงังาน (งาน) เท่าใด ในการดงึสปรงินีจ้ากระยะยืดเริ่มตน้ 
 𝑥1 = 0.05 เมตร ไปจนถึงระยะยืดสดุทา้ย 𝑥2 = 0.15 เมตร  
แนวคิด หลกัการ: งาน (𝑊) ที่ท าโดยแรงแปรผนั 𝐹(𝑥) ในการเคลื่อนวตัถจุากต าแหน่ง 𝑎 ไปยงั 𝑏 
คือ อินทิกรลัจ ากดัเขต:  

𝑊 = ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 ฟังกช์นัแรง: 𝐹(𝑥) = 200𝑥 
 ขอบเขต: 𝑎 = 0.05 𝑚 ไปยงั 𝑏 = 0.15 𝑚 
   𝑊 = ∫ (200𝑥)𝑑𝑥

0.15

0.05
 

   𝑊 = (
200(𝑥)2

2
)| 0.15

0.05
= (100(𝑥)2)| 0.15

0.05
  

   𝑊 = (100 × 0.0225) − (100 × 0.0025) 

   𝑊 = 2.25 − 0.25 = 2.0 
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ดงันัน้ งานที่ตอ้งใชใ้นการดงึสปรงิคือ 2.0 จลู (Joules) 

สถานการณ ์3 เภสชักรก าลงัศกึษาการกระจายตวัของยาปฏิชีวนะในหลอดเลือด ยาจะมีความ
เขม้ขน้ไม่สม ่าเสมอตามความยาวของหลอดเลือด เนื่องจากมีการดดูซมึ 
สมมติใหห้ลอดเลือดมีความยาว 5 เซนติเมตร และฟังกช์นัความหนาแน่นของมวล (Mass 
Density, 𝜌) ของยาตามความยาว 𝑥 (เป็นเซนติเมตร) คือ:  

𝜌(𝑥) = 3𝑥2 + 2 
โดยมีหน่วยเป็น มิลลิกรมั/เซนติเมตร 

เภสชักรอยากทราบว่า มีปริมาณมวลยารวม (Total Mass) ทัง้หมดที่อยู่ในหลอดเลือดเท่าใด 
 

แนวคิด หลกัการ: มวลรวม (M) ของวตัถทุี่มีความหนาแน่นไม่สม ่าเสมอตามความยาว L สามารถ
ค านวณไดจ้ากอินทิกรลัจ ากดัเขตของฟังกช์นัความหนาแน่น:  

𝑀 = ∫ 𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 

ฟังกช์นัความหนาแน่น: 𝜌(𝑥) = 3𝑥2 + 2 
ขอบเขต: 𝐿 = 5 เซนติเมตร  แทนค่าจะได ้
   𝑀 = ∫ (3𝑥2 + 2)𝑑𝑥

5

0
 

   𝑀 = (
3(𝑥)3

3
+ 2𝑥)| 5

0
= ((𝑥)3 + 2𝑥)| 0.15

0.05
  

   𝑀 = ((5)3 + 2(5)) − 0 

   𝑀 = 125 + 10 = 135 

ดงันัน้: ปรมิาณมวลยารวมทัง้หมดที่อยู่ในหลอดเลือดคือ 135 มิลลิกรมั 

สถานการณ ์4 นกัวิทยาศาสตรต์อ้งการประเมินความจุของอ่างเก็บน า้ใหม่ที่ถกูออกแบบใหม้ี
ลกัษณะสมมาตรเหมือนภาชนะหมนุ (Volume of Revolution) โดยมีขอบเขตถกูก าหนดโดย
ฟังกช์นัความลกึ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ถา้อ่างเก็บน า้มีความลึก 10 เมตร และรูปทรงของอ่างเมื่อตดัครึง่
สามารถอธิบายไดด้ว้ยฟังกช์นั:  𝑥 = √10𝑦 เมื่อ 𝑥 คือรศัมี (เมตร) และ 𝑦 คือความลกึ (เมตร) 
จากดา้นบน อยากทราบว่า ปรมิาตรความจรุวมของอ่างเก็บน า้นีเ้ป็นเท่าใด  

 

แนวคิด: หลกัการ: ปรมิาตรของรูปทรงที่เกิดจากการหมนุพืน้ที่ใตก้ราฟรอบแกน y (วิธีจาน/แผ่น
บาง) สามารถค านวณไดจ้ากอินทิกรลั:  

𝑉 = ∫ 𝜋(𝑥(𝑦))2)𝑑𝑦
𝑏

𝑎
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การตัง้สมการ: ฟังกช์นัรศัมี: 𝑥(𝑦) = √10𝑦  
ขอบเขต (ความลึก): 𝑎 = 0 เมตร ถึง 𝑏 = 10 เมตร 

แทนค่า (𝑥(𝑦))2 = (√10𝑦)
2

= 10𝑦 

   𝑉 = ∫ 𝜋(𝑥(𝑦))2)𝑑𝑦
10

0
 

     = ∫ 𝜋(10𝑦)𝑑𝑦
10

0
 

     = 10𝜋 ∫ (𝑦)𝑑𝑦
10

0
 

   = 10𝜋 (
(𝑦)2

2
)| 10

0
= 10𝜋(

(10)2

2
− 0) 

   = 10𝜋(50) = 500𝜋 ≈ 1570.8 

ดงันัน้: ปรมิาตรความจรุวมของอ่างเก็บน า้คือ 500𝜋 ลกูบาศกเ์มตร (หรือประมาณ 1570.8 𝑚3) 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่8-2 
1. ก าหนด 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 −

4

𝑥2 − 2  และ 𝑓(2) = 8 จงหา 𝑓(1) 
ค าตอบคือ 5 
 
 
2. จงหา ∫(2𝑥 + 𝑥−2)𝑑𝑥  ให ้𝑐 เป็นค่าคงตวั  
ค าตอบคือ 𝑥2 + 𝑥−1 + 𝑐 
 
 
3. จงหา ∫ 2𝑥2(4𝑥3 + 3𝑥−4)𝑑𝑥  ให ้𝑐 เป็นค่าคงตวั 

ค าตอบคือ 
4

3
𝑥

6

−
6

𝑥
+ 𝑐 

 
 
4. จงหา ∫(3𝑥 − 1)(𝑥 + 1)𝑑𝑥  ให ้𝑐 เป็นค่าคงตวั 
ค าตอบคือ 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 𝑐 
 
 

5. จงหา ∫(3𝑥 − 1)(3𝑥 + 1)𝑑𝑥  ให ้𝑐 เป็นค่าคงตวั 
ค าตอบคือ 3𝑥3 − 𝑥 + 𝑐 
 
 
6. ถา้ 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2 และ 𝑓(1) = 2 จงหา 𝑦 = 𝑓(𝑥) ให ้𝑐 เป็นค่าคงตวั 
ค าตอบคือ 𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥 + 3 
 
 
7. ∫ (3𝑥2 − 1)𝑑𝑥

2

−1
 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

 ค าตอบคือ 6 
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8. ∫ (
3𝑥5−𝑥

𝑥3
) 𝑑𝑥

1

−1
 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

ค าตอบคือ 4 
 
 
 
9. ∫ √𝑦(1 − 𝑦√𝑦)𝑑𝑦

4

1
 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

ค าตอบคือ − 49

3
 

 
 
 
 
10. ∫ (4𝑥3 + 3𝑥2 − 2)𝑑𝑥

1

0
 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

ค าตอบคือ 0 
 
 
 
 
11. ∫ (𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑑𝑥

10

3
 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

ค าตอบคือ 376
5

6
 

 
 
 
 
12. ก าหนดให ้∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 4 , ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 6

3

0
 

1

0
และ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2 

5

3
ค่าของ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

1

5

0
 เท่ากบัเท่าใด 

 ค าตอบคือ 4 
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13. จงหาพืน้ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑥3 − 4𝑥  กบัแกน 𝑋  
ค าตอบคือ 8 
 
 
 
 
14. พืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ย 𝑦 = 𝑥 และแกน 𝑥 ในช่วง [−1,2] มีค่าก่ีตารางหน่วย 
ค าตอบคือ 2.5 
 
 
 
15. พืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑥2 จาก 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 3 มีค่าก่ีตารางหน่วย 
ค าตอบคือ 9 
 
 
 
 
16. พืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 9 − 𝑥2 จาก 𝑥 = −1 ถึง 𝑥 = 2 มีค่าก่ีตารางหน่วย 
ค าตอบคือ 24 
 
 
 
 
17. พืน้ที่ที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑥2 + 2 แกน 𝑥 , แกน 𝑦 และเสน้ตรง 𝑥 = 3 เท่ากบัก่ีตาราง
หน่วย (ค าตอบคือ 15) 
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