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บทที่ 1
ความรูเบื้ องตน

1.1 ตรรกศาสตรเชงิสัญลักษณ
ขอความที่ตัดสนิใจไดวา ตองเปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยางหนึง่เทาน้ัน จะเปนท้ังสอง

อยางไมได กลาวคอืถาขอความใดไมเปนจรงิแลวขอความน้ันตองเปนเท็จ ในนัยกลับกัน ถา
ขอความใดไมเปนเท็จแลวขอความน้ันตองเปนจรงิ (พัฒนี อดุมกะวานชิ. 2559. หนา 2) เรยีก
ขอความหรอืประโยคเหลาน้ันวา ประพจน (proposition หรอื statement)
บทนยิาม 1.1.1 ประพจน คอืประโยคหรอืขอความทีมี่คาความจรงิ (truth value) เปนจรงิ (true)
หรอืคาความจรงิเปนเท็จ (false) อยางใดอยางหนึง่เพียงอยางเดยีว
ตัวอยาง 1.1.2 จงพิจารณาวาประโยคตอไปนี้ เปนประพจนหรอืไม ถาเปนประพจนใหบอกคา
ความจรงิของประพจนเหลาน้ัน

1. พระอาทติย ข้ึนทางทศิตะวันออก
2. เขาเปนคนอังกฤษ
3. กรณุา เป ดหนาตางใหฉันหนอย

4. คณุมาทำอะไรทีน่ ี้

5. จังหวัดเลยไมอยูในภาคเหนอืของประเทศไทย
6. คณุพระชวย !

7. พีต่องพาฉันไปดหูนังนะ
8. x > 1

บทนยิาม 1.1.3 ประโยคเป ด คอืประโยคบอกเลาหรอืประโยคปฏเิสธทีมี่ตัวแปร (variable) เมือ่
แทนทีตั่วแปรดวยสมาชกิในขอบเขตทีก่ำหนด แลวประโยคน้ันจะเปนประพจน
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2 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

ประพจนทางคณติศาสตรที ่เราพบมักจะเกดิจากหลายประพจนที ่ถกูเชือ่มกันดวยตัวเชือ่ม
ตาง ๆ ทำใหเกดิประพจนใหม ตัวเช ือ่ม (connective) ระหวาง 2 ประพจนในทางตรรกศาสตร
มีอยู 4 ชนดิคอื

1. และ (and) เขียนแทนดวย ∧

2. หรอื (or) เขียนแทนดวย ∨

3. ถา...แลว (if...then) เขียนแทนดวย →

4. ก็ตอเมือ่ (if and only if) เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้ ซึง่เรยีกวา ตารางคาความจรงิ (truth
table) เมือ่ p และ q เปนประพจน และ T แทนคาความจรงิเปนจรงิ F แทนคาความจรงิเปนเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T F F
F T F T T F
F F F F T T

นเิสธของประพจน (Negation of proposition) เขียนแทนดวย ¬p แทนนเิสธของประพจน
p ซึง่จะมีคาความจรงิตรงกันขามกับ p

p ¬p
T F
F T

ตัวอยางเช นนเิสธของประพจน "ประเทศอังกฤษอยูในทวปียุโรป" คอื "ประเทศอังกฤษไมอยูใน
ทวปียุโรป" เปนตน

บทนยิาม 1.1.4 ประพจน P สมมลู (equivalence) กับ Q เขียนแทนดวย P ≡ Q ก็ตอเมือ่
ประพจนท้ังสองมีคาความจรงิตรงกันทกุๆกรณี

จากประพจนทีว่า p ↔ q มีความหมายวา (p → q) ∧ (q → p) ดังน้ัน
p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p)

ตัวอยาง 1.1.5 จงแสดงวาประพจน p → q สมมูลกับ ¬q → ¬p

p q p → q ¬q ¬p ¬q → ¬p
T T T F F T
T F F T F F
F T T F T T
F F T T T T



1.1. ตรรกศาสตร เชงิสัญลักษณ 3

ดังน้ัน p → q ≡ ¬q → ¬p เราเรยีกสมบัตนิี้ วากฎแยงสลับที่ (contrapositive law) ตัวอยาง
เช น "ถาแดงไปโรงเรยีนแลวแดงจะไดกนิขนม" โดยใชกฎแยงสลับที่จะสมมูลกับประพจน "ถา
แดงไมไดกนิขนมแลวแดงไมไปโรงเรยีน" เปนตน

เมือ่กำหนดให p, q และ r เปนประพจนใด ๆ จะไดสมมูลดังตอไปนี้

(E1) p ∧ p ≡ p กฎนจิพล (Idempotent law)
p ∨ p ≡ p

(E2) p ∧ q ≡ q ∧ p กฎการสลับที่ (Commutative law)
p ∨ q ≡ q ∨ p

(E3) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

(E5) p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(E6) ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q กฎเดอมอรแกน (De Morgan's law)
¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q

(E7) ¬(¬p) ≡ p กฎนเิสธซอน (Double negation law)
(E8) p → q ≡ ¬q → ¬p กฎแยงสลับที่ (contrapositive law)
(E9) p → q ≡ ¬p ∨ q

(E10) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

(E11) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (¬p → ¬q)

(E12) p ↔ q ≡ ¬p ↔ ¬q

(E13) p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

(E14) p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

(E15) (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

(E16) (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

บทนยิาม 1.1.6 ประพจนที ่มีรปูแบบที่มีคาความจรงิเปนจรงิเสมอเราจะเรยีกวา สัจนิรันดร
(tautology) และเรยีกนเิสธของสัจนรัินดรวา ขอความขัดแยง (contradiction)
ตัวอยาง 1.1.7 จงแสดงวาประพจน p → (p ∨ q) เปนสัจนรัินดร

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T T T
T F T T
F T T T
F F F T



4 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

ดังน้ัน p → (p ∨ q) เปนสัจนรัินดร เราเรยีกวาการเพิม่ (addition)
ประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดร เมือ่ให p, q และ r เปนประพจนใด ๆ

(T1) p ∧ p ↔ p กฎนจิพล (Idempotent law)
p ∨ q ↔ p

(T2) p ∧ q ↔ q ∧ p กฎการสลับที่ (Commutative law)
p ∨ q ↔ q ∨ p

(T3) p ∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ↔ (p ∨ q) ∨ r

(T4) p ∧ (q ∨ r) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(T5) ¬(p ∨ q) ↔ ¬p ∧ ¬q กฎเดอมอรแกน (De Morgan's law)
¬(p∧) ↔ ¬p ∨ ¬q

(T6) ¬(¬p) ↔ p กฎนเิสธซอน (Double negation law)
(T7) ¬p ∨ p หรอื ¬(¬p ∧ p)

(T8) p → p

(T9) p → p ∨ q Addition
(T10) p ∧ q → p Simplification

p ∧ q → q

(T11) p ∧ (p → q) → q Modus ponens
(T12) ¬q ∧ (p → q) → ¬p Modus tollens
(T13) (p → q) ∧ (q → r) → (p → r) Hypothetical syllogism
(T14) (p ∨ q) ∧ ¬p → q Disjunctive syllogism

(p ∨ q) ∧ ¬q → p

(T15) (¬p → c) → p

ให p แทนประพจน x > 2 เมือ่ x ∈ {1, 2, 3, 4}

x p : x > 2 คาความจรงิ
1 1 > 2 F
2 2 > 2 F
3 3 > 2 T
4 4 > 2 T

จากตารางจะเห็นไดวาคาความจรงิของประพจน p เปลีย่นไปตามคา x นยิมใช p(x) แทนประพจน
p และเรยีก {1, 2, 3, 4} วา เอกภพสัมพัทธ (universe) นยิมเขียนแทนดวย U เมือ่กลาววา
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" มี x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ มีคาความจรงิเปนจรงิเพราะวามี x = 3 ซึง่ทำให p(3) มีคาความจรงิเปนจรงิ เขียน
แทนคำวา "มี" ดวย ∃ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∃x ∈ U , p(x) ในทำนองเดยีวกัน ถา
กลาววา

" ทกุ ๆ x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ จะมีคาความจรงิเปนเท็จเพราะวามี x = 1 ทีท่ำให p(1) มีคาความจรงิเปนเท็จ เขียน
แทนคำวา "ทกุ ๆ " ดวย ∀ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∀x ∈ U , p(x) เรยีก 2 สัญลักษณ
วา ตัวบงปรมิาณ (quantifier) และเรยีกวธิกีารนี้ วา วธิบีงปรมิาณ (quantification) ซึง่มีได
2 แบบ ดังนยิามดังตอไปนี้
บทนยิาม 1.1.8 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ p(x) เปนประพจน

แบบที่ 1 นำหนา p(x) ดวยวลบีงปรมิาณ

ทกุ x ใน U / สำหรับแตละ x ใน U / ไมวา x จะเปนอะไรก็ตามใน U

สำหรับแตละ x ใน U ซึง่มีสมบัติ p(x) เขียนแทนดวย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∀x [ p(x) ] หรอื ∀x ∈ U , p(x)

เรยีก ∀ วา ตัวบงปรมิาณท้ังหมด (universal quantifier)
แบบที่ 2 นำหนา p(x) ดวยวลบีงปรมิาณ

มี x ใน U ซึง่ / บาง x ใน U มีสมบัตวิา

มีบาง x ใน U ซึง่มีสมบัติ p(x) เขียนแทนดวย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∃x [ p(x) ] หรอื ∃x ∈ U , p(x)

เรยีก ∃ วา ตัวบงปรมิาณมีอยางนอยหนึง่ (existential quantifier) เรยีกส้ัน ๆ วา มี

เพือ่ความสะดวกในการเขียนตรรศาสตรสัญลักษณ กำหนดให

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ
Q แทนเซตของจำนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ
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ตัวอยาง 1.1.9 จงเขียนขอความตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณพรอมบอกเอกภพสัมพัทธในแตละขอ

1. มีจำนวนเต็ม x ซึง่ x2 = x

2. ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม จะไดวา x > 0

3. จำนวนจรงิทกุจำนวนมีคาเปนลบเสมอ

4. มีจำนวนตรรกยะทีมี่คาเปนลบ

5. จำนวนเต็มทกุจำนวนเปนจำนวนบวกหรอืจำนวนลบ

ตัวอยาง 1.1.10 จงเปลีย่นสัญลักษณตอไปนี้ ในรปูขอความ
1. ∀n ∈ N, n > 1

2. ∃x ∈ Z, (x ̸= 1) → (x2 > 1)

3. ∀x ∈ R+, (x < 1) ↔ (x2 < x)

บทนยิาม 1.1.11 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ p(x) เปนประพจน

ขอความ ∀x ∈ U , p(x) มีคาความจรงิเปนจรงิก็ตอเมือ่

ไมวา x จะเปนอะไรก็ตามใน U p(x) มีคาความเปนจรงิ นอกน้ันขอความนี้ เปนเทจ็

ขอความ ∃x ∈ U , p(x) มีคาความจรงิเปนจรงิก็ตอเมือ่

มี x อยางนอยหนึง่ตัวใน U ทำให p(x) มีคาความเปนจรงิ นอกน้ันขอความนี้ เปนเทจ็
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ตัวอยาง 1.1.12 ให U = {1, 2, 3, 4} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาคาความจรงิของ

∀x ∈ U , x > 0

x ขอความ x > 0 คาความจรงิ
1

2

3

4

∃x ∈ U , x < 2

x ขอความ x < 2 คาความจรงิ
1

2

3

4

ตัวอยาง 1.1.13 ใหเอกภพสัมพัทธ U = {−2,−1, 0, 1, 2} พิจารณาคาความจรงิของขอความ
ตอไปนี้

1. ∀x ∈ U , (x2 = x) → (x > 0)

x ขอความ (x2 = x) → (x > 0) คาความจรงิ
−2

−1

0

1

2

2. [∀x ∈ U , x2 = x] → [∀x ∈ U , x > 0]

x ขอความ x2 = x คาความจรงิ ขอความ x > 0 คาความจรงิ
−2

−1

0

1

2
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หลายคร้ังมักจะพบประพจนที ่ซับซอนมากข้ึนเช น "มีจำนวนเต็มจำนวนหนึง่ซึง่บวกกับทกุ
จำนวนเต็มแลวเทากับศนูย " เขียนสัญลักษณไดเปน

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนลักษณะนี้กลาวไดวามีตัวบงปรมิาณ 2 ตัว
ตัวอยาง 1.1.14 จงแปลงประพจนตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1. ทกุจำนวนจรงิ x มีจำนวนจรงิ y ซึง่ x+ y = 0

2. สำหรับจำนวนนับ n และ m จะไดวา n+m > 1

3. มีจำนวนเต็ม x ซึง่ x = y + 1 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม y

4. มีจำนวนจรงิ x และ y ถา x > 0 และ y > 0 แลว 1

x
+

1

y
= 1

ตัวอยาง 1.1.15 ให U = {−1, 0, 1} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาขอความ x + y = 0 โดยสราง
แผนภาพตนไมไดดังนี้

x y x+ y = 0 คาความจรงิ

−1

−1 −1 + (−1) = 0 F
0 −1 + 0 = 0 F
1 −1 + 1 = 0 T

0

−1 0 + (−1) = 0 F
0 0 + 0 = 0 T
1 0 + 1 = 0 F

1

−1 1 + (−1) = 0 T
0 1 + 0 = 0 F
1 1 + 1 = 0 F
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ให p(x, y) แทนประพจน x+ y = 0 เขียนตารางไดดังนี้
−1 ◦ ◦ •

0 ◦ • ◦

1 • ◦ ◦

−1 0 1

จะเรยีกตารางนี้ วา ตารางจดุ (Dot table) โดยใหแนวนอนเปนคา x และแนวต้ังเปนคา y จง
ตรวจสอบคาความจรงิของประพจน ∀x ∈ U ∃y ∈ U , x+ y = 0 และ ∃x ∈ U ∀y ∈ U , x+ y = 0

ตัวอยาง 1.1.16 ให U = {−1,−2, 0, 1, 2} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาขอความ
p(x, y) : |x|+ y ≥ x+ |y|

จงตรวจสอบคาความจรงิของประพจน

1. ∀x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y)

2. ∀x ∈ U ∃y ∈ U , p(x, y)

3. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y)

4. ∃x ∈ U ∃y ∈ U , p(x, y)
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ตอมาจะกลาวถงึการหานเิสธของประพจนทีมี่ตัวบงปรมิาณ เชน "ไมมีจำนวนเต็ม x ใดเลยที่
สอดคลอง x2 + x+ 1 = 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื

¬∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจำนวนเต็ม x จะสอดคลอง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรปุไดดังบทนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 1.1.17 ให U เปนเอกภพสัมพัทธของประพจน p(x) นเิสธของตัวบงปรมิาณนยิามโดย
นเิสธของ ∀x ∈ U , p(x) คอื ¬∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ¬p(x)

นเิสธของ ∃x ∈ U , p(x) คอื ¬∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ¬p(x)

ตัวอยาง 1.1.18 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. ∃x, x2 = x

2. ∀x ∈ R , x = x+ 0

3. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

4. ไมวา x เปนจำนวนจรงิใดก็ตาม ถา x ̸= 0 แลว x2 > 0

5. ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม x > 0 ก็ตอเมือ่ x2 > 0
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ตัวอยาง 1.1.19 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. มีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่ xy = 1

2. ผลบวกของจำนวนตรรกยะเปนจำนวนตรรกยะ

ตัวอยาง 1.1.20 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. ∃x ∈ U , p(x) → q(x)

2. ∀x ∈ U , p(x) ∨ q(x)

3. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , ¬p(x, y) → q(x, y)

4. ∀x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y) ↔ q(x, y)

5. ∃x ∈ U , p(x) → ∀x ∈ U , q(x)
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แบบฝ กหัด 1.1
1. พิจารณาประโยคตอไปนี้ วาเปน ประพจน หรอื ประโยคเป ด หรอืไมเปนท้ังสองอยาง

1.1 หามเดนิลัดสนาม
1.2 ป ปจจบัุนเปนป ระกา
1.3 นานเปนจังหวัดในภาคใต
1.4 มีจำนวนนับทีน่อยกวา 1

1.5 5 หาร 11 ลงตัว
1.6 ใครเปนคนนัดพวกเราทีส่ยามพารากอน
1.7 รถไฟมีสองหัว
1.8 ถา 1 > 1 แลวประเทศไทยจะมี 100 จังหวัด

2. จงหาคาความจรงิของประพจนตอไปนี้
2.1 ถา 20 = 02 แลว 2 = 0

2.2 ปูมาไมมีขาก็ตอเมือ่ลงิไมมีหู
2.3 จำนวนนับเปนจำนวนเต็มหรอืตรรกยะ

2.4 ถา 2 ̸= 9 แลว นกขม้ินบินไมได
2.5 ถาชางเปนสัตวป กแลวชางเปนต๊ักแตน
2.6 กระตายไมมีฟน ก็ตอเมือ่ 1 > 2

3. จงสรางตารางคาความจรงิของประพจนตอไปนี้
3.1 (p → ¬q) ∨ (q → p)

3.2 p ∧ (¬q → r) ↔ (r ∨ q)

3.3 ¬[¬p ∧ (q → ¬r)] → (p ∧ ¬r)

3.4 ¬p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

4. ประพจน p, q, r, s มีคาความจรงิเปน T, F, F, T ตามลำดับ จงหาคาความจรงิของประพจน
ตอไปนี้
4.1 p → (q ∨ ¬(p ∧ r))

4.2 ¬[(p ↔ ¬q) ∧ (q → ¬r)] → ¬s

4.3 ¬(r ∧ ¬s) ↔ (p ∨ ¬q)

4.4 [(¬p ∨ (¬p → (q ∧ r) ∨ s) → p) ∧ r] ↔ p

5. กำหนดให p, q, r เปนประพจนใด จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ สมมูลกันหรอืไม โดยใช
ตารางคาความจรงิ
5.1 q และ ¬p ∨ (p ∧ q)

5.2 ¬p → q และ ¬q → p

5.3 (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

5.4 p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

5.5 (p ∨ q) ↔ r และ p ∨ (q ↔ r)

5.6 p → (q → r) และ p ∧ q → r

6. ให p, q, r เปนประพจนใด ๆ จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้สมมูลกันหรอืไม ถาสมมูลกัน
จงแสดงโดยใชทฤษฎบีท ถาไมสมมูลจงยกตัวอยางคาน
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6.1 ¬(p → ¬q) และ p ∧ (p → q)

6.2 p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

6.3 p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

6.4 p ↔ ¬q และ ¬p ↔ q

6.5 p → (q ∨ r) และ ¬(¬r → q) → ¬p

6.6 ¬(p ∧ ¬q) และ ¬q → ¬p

6.7 ¬p → q และ (¬p → q) ∧ (q → ¬p)

6.8 p → (q → r) และ (p → q) → r

7. จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
7.1 รองเทาเปนเครือ่งแตงกายชนดิหนึง่
7.2 ถาแดงไปโรงเรยีน แลวดำจะไมทำการบาน
7.3 2 > 4 และ 3 = 5

7.4 x+ 1 = 3 หรอื π เปนจำนวนตรรกยะ
7.5 ถา 2 เปนจำนวนคี่ แลว 1 เปนจำนวนเฉพาะ
7.6 5 เปนจำนวนเต็มบวก ก็ตอเมือ่ e เปนจำนวนอตรรกยะ
7.7 ab = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

7.8 ถา xy > 0 แลว (x > 0 และ y > 0 ) หรอื (x < 0 และ y < 0 )
7.9 x+ y = 0 ก็ตอเมือ่ x = −y หรอื y = −x

7.10 ถา 2 หาร x ลงตัว หรอื 3 หาร x ลงตัว แลว 6 หาร x ลงตัว
8. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชตารางคาความจรงิ

8.1 (p ∨ q) ∨ ¬(p ∧ q)

8.2 (p → ¬q) → (p ∧ q)

8.3 ¬p → (p ∨ q)

8.4 ¬(p ∧ q) → ¬p ∧ ¬q

8.5 (¬p → ¬q) ∨ (p ↔ q)

8.6 (¬p → q) ↔ ¬(p ∨ q)

9. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชทฤษฎบีท
9.1 (p → q) ↔ ¬(p ∧ q)

9.2 (p ↔ q) ↔ (¬p → q)

9.3 ¬(p → ¬q) ↔ (p ∧ q)

9.4 (p ∨ q) ↔ (p ∧ q)

9.5 (p → ¬q) ↔ ¬(p ∧ q)

9.6 [p → (q → r)] ↔ (p → r)

9.7 (p ↔ q) ↔ [(p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q)]

9.8 [¬p ∨ (r → s)] ↔ [(r ∨ s) → p]

9.9 [p → (r → s)] ↔ [(¬r ∧ s) → p]

9.10 [(p ∧ q) → r] ↔ [¬r → (¬p ∨ ¬q)]

10. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชวธิขัีดแยง
10.1 ¬(p → q) → ¬q
10.2 [p → (q → p)] → p

10.3 ¬p ∧ q → p

10.4 (p ∧ q) → (p ∨ q)

10.5 (p → q) ∧ (p → r) → (p → q ∨ r)

10.6 (p → r) ∨ (q → r) → (p ∨ q → r)

10.7 (p ∧ q) ∨ ¬(p ∨ q)

10.8 ((p → q) → r) → (p → (q → r))

10.9 ¬(p → q) → (¬p ↔ q)

10.10 ¬[p ∨ (¬p ∧ q)] → (¬p ∧ ¬q)
10.11 (p → q) → (q → p)

10.12 (p → r) → [(p → q) ∧ (q → r)]



14 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

11. จงเขียนขอความตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณพรอมบอกเอกภพสัมพัทธในแตละขอ
11.1 มีจำนวนเต็ม x ซึง่ |x| = x

11.2 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามจะได x2 > 0

11.3 จำนวนนับทกุจำนวนมีคามากกวา 1

11.4 ไมมีจำนวนตรรกยะใดเลยทีเ่ปนจำนวนบวก
11.5 มีจำนวนจรงิ x และ y ซึง่ x+ y > 0

11.6 มีจำนวนเต็ม m ซึง่ m > n ทกุ ๆ จำนวนเต็ม n

12. ให A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคาความจรงิของ
ขอความตอไปนี้
12.1 ∀x ∈ A [ x+ 1 ≥ x ]

12.2 ∃x ∈ C [ x(x+ 1) = x ]

12.3 ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

12.4 ∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ̸= y → x > y ]

12.5 ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

12.6 ∃x ∈ C ∃y ∈ C [x+ y < xy ]

13. ใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหานเิสธของขอความตอไปนี้
13.1 ∀x [

√
x ≥ 0 ]

13.2 ∀x [x = 1 → |x| > 2 ]

13.3 ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

13.4 ∀x∀y [ xy > 0 → x
y
> 0 ]

13.5 ∃x∀y [ x = y ↔ x2 = y2 ]

13.6 ∃x∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

14. ใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหานเิสธของขอความตอไปนี้
14.1 ไมมีจำนวนจรงิใดเลยทีม่ากกวาศนูย
14.2 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x+ y = y สำหรับทกุ ๆ จำนวนจรงิ y

14.3 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม m,n ถา m+ n = mn แลว nm = 1
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1.2 วธิกีารพสิจูน
ผูเขียนจะมีการนำเสนอวธิกีารพิสจูนไวท้ังหมด 6 วธิี ประกอบไปดวย

1. การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
2. การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
3. การพิสจูนขอความแบบผันกลับได
4. การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5. การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว
6. การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1. การพสิจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนขอความที่อยู ในรปูแบบ p → q เรยีกวา การพสิจูน ขอความแบบมีเงือ่นไข

(proof of conditional statements) ตองการแสดงวา p → q เปนจรงิ ตองแสดงใหไดวา
เมือ่ไรก็ตามที่ p เปนจรงิ ตองแสดงใหไดวา q เปนจรงิดวย เขียนเปนโครงพิสจูนไดดังนี้

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) �

จะเรยีกวธิีนี้ วาการพสิจูน โดยวธิีตรง (direct proof) นยิมใชเครือ่งหมาย � วางไวบรรทัด
สดุทายเพือ่บอกวาจบการพิสจูน ในสวนทีเ่วนวางไวน้ันคอืสวนทีจ่ะเตมิรายละเอยีดใหสมบูรณ
อาจจะไดจากนยิาม ทฤษฎบีททีพิ่สจูนมากอนหนา หรอืสัจพจน เพือ่ใหนำไปสูขอสรปุอยางเปน
เหตเุปนผลกัน เพือ่ใชในการพิสจูนในตัวอยางตอไปจากนี้ จะนยิาม

บทนยิาม 1.2.1 เรยีกจำนวนเต็ม a ทีไ่มใช ศนูยวาหารจำนวนเต็ม b ลงตัว เขียนแทนดวย a | b

ถามีจำนวนเต็ม k ซึง่ b = ak

และเรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอืตัวประกอบ (factor) ของ b ถา a หาร b ไมลงตัวเขียน
แทนดวย a - b

บทนยิาม 1.2.2 จำนวนคู (even number) คอืจำนวนเต็มทีห่ารดวย 2 ลงตัว หรอืกลาวไดวา

ถา a เปนจำนวนคู แลว 2 | a หรอืมีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k

และจำนวนเต็ม a ทีมี่จำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1 เรยีกวา จำนวนคี่ (odd number)
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ตัวอยาง 1.2.3 จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "

ตัวอยาง 1.2.4 จงพิสจูนวา " ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว m+ n เปนจำนวนคู "

ตัวอยาง 1.2.5 จงพิสจูนวา "สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ซึง่ a ̸= 0 ถา a | b และ a | c แลว
a | (2b+ 3c)"
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ตัวอยาง 1.2.6 จงพิสจูนวา "ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู"
แนวคดิ มีโครงพิสจูนดังนี้

สมมติ n2 เปนจำนวนคู
...

ดังน้ัน n เปนจำนวนคู �

จะเห็นไดวาการพิสจูนโดยวธิีตรงนี้ ทำไมได แตสามารถทำไดโดยใชกฎแยงสลับทีซ่ ึง่มีความ
หมายเดยีวกับขอความทีต่องการจะพิสจูนคอื p → q ≡ ¬q → ¬p ดังน้ันจะทำการพิสจูน

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่
n = 2k + 1 แลว

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให p = 2k2 + 2k เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่
ทำให n2 = 2p+ 1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคี่

การพิสจูน p → q ในตัวอยาง 1.2.6 เรยีกวา การพสิจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive
proof) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ¬q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน ¬p เปนจรงิ �

อนึง่ในกรณทีีพ่ยายามใชท้ัง 2 วธิแีลวแตยังไมสามารถพิสจูนไดยังมีอกีหนึง่วธิคีอื วธิขัีดแยง
(contradiction) ซึง่จะกลาวในวธิทีี ่ 4 ดังน้ันการพิสจูนขอความในรปูแบบ p → q ได 3 วธิคีอื

1. พิสจูนโดยวธิตีรง (direct proof)

2. พิสจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive proof)
3. พิสจูนโดยวธิขัีดแยง (proof by contradiction)
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ตัวอยาง 1.2.7 จงพิสจูนวา "ถา n3 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู"

การพิสจูนขอความ p → (q ∨ r) เนือ่งจาก p → (q ∨ r) ≡ p → (¬q → r) ดังน้ัน

สมมติ p และ ¬q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.2.8 จงพิสจูนวา " ถา m+ n เปนจำนวนคี่ แลว m หรอื n เปนจำนวนคี่ "

ตัวอยาง 1.2.9 จงพิสจูนวา " ถา mn เปนจำนวนคู แลว m หรอื n เปนจำนวนคู "
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การพิสจูนขอความ p → (q ∧ r) เนือ่งจาก p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) ดังน้ัน ตอง
พิสจูนวาท้ัง 2 ขอความเปนจรงิ

1. p → q

2. p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ
ตัวอยาง 1.2.10 จงพิสจูนวา " ถา a เปนจำนวนคู แลว 4|a2 และ a2 + 1 เปนจำนวนคี่ "

ตัวอยาง 1.2.11 จงพิสจูนวา " ถา m เปนจำนวนคี่ แลว 4|(m2 + 3) และ 4|(m2 − 1) "

ตัวอยาง 1.2.12 ขอความ "ถา m + n เปนจำนวนคู แลว m และ n เปนจำนวนคู" เปนจรงิหรอื
เท็จ
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2. การพสิจูนโดยการแจกแจงกรณี
จะกลาวถงึการพิสจูนขอความในรปูแบบ (p∨q) → r เนือ่งจาก (p∨q) → r ≡ (p → r)∧(q → r)

ดังน้ันตองพิสจูนท้ัง 2 กรณคีอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ �

เรยีกวาการพสิจูนโดยแจกแจงกรณี (proof by cases) ดังจะยกตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 1.2.13 จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"
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ตัวอยาง 1.2.14 จงพิสจูนวา "ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู"

สำหรับจำนวนเต็มแลวไมจำเปนตองแบงเปน 2 กรณคีอืจำนวนคูและจำนวนคี่ บางคร้ังอาจ
จะแบงมากกวา 2 กรณี เช นกรณจีำนวนเต็มบวก จำนวนเต็มลบ และจำนวนเต็มศนูย แบงเปน 3
กรณี หรอืจะแบงเปนหลาย ๆ กรณข้ึีนอยูกับขอความทีต่องการพิสจูนโดยมีหลักวาตองพิจารณา
ใหครบทกุกรณี ในกรณอีืน่ ๆ ทีไ่มใช จำนวนเต็ม ยอมสามารถพิจารณาโดยใชหลักเดยีวกัน

สำหรับกรณทัีว่ไป (p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn) → r ตองพิสจูนวาท้ัง n กรณเีปนจรงิ

กรณทีี ่ 1 p1 → r

กรณทีี ่ 2 p2 → r

...
กรณทีี ่ n pn → r
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3. การพสิจูนขอความแบบผันกลับได
การพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1. p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)

2. q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

เหตผุลทีต่องพิสจูนท้ัง 2 ข้ันตอนเพราะวา p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) และเรยีกวา การพสิจูน
ขอความแบบผันกลับได (proof of biconditional statements)
ตัวอยาง 1.2.15 จงพิสจูนวา "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"

ตัวอยาง 1.2.16 จงพิสจูนวา

"สำหรับจำนวนเต็ม a และ b ใด ๆ ab เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a และ b เปนจำนวนคี"่
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การพิสจูนขอความ p ↔ q โดยการสรางขอความทีส่มมูลตอเนือ่งกันจากขอความ p ไปยัง
ขอความ q

p ↔ p1 เขียนแทนดวย p ↔ q1

q1 ↔ q2 ↔ q2

q2 ↔ q3 ↔ q3
... ...

qn ↔ q ↔ q

เรยีกวธิกีารพิสจูนนี้ วา iff-string
ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนขอความทีส่มมูลกันเปนคู เช น

(p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1)

สามารถพิสจูนไดจาก
(p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ (p3 → p1)

ตัวอยาง 1.2.17 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : a เปนจำนวนคู
p2 : a2 หารดวย 4 ลงตัว
p3 : a2 เปนจำนวนคู
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4. การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
ถาการพิสจูนขอความโดยวธิตีาง ๆ ทีผ่านมาแลวไมสามารถทำได ในหัวขอนี้ จะนำเสนอทาง

เลอืกอกีวธิหีนึง่ ถาตองการพิสจูน p เปนจรงิโดยการสมมตวิา ¬p เปนจรงิ แลวนำไปสูขอความ
ขัดแยง c หรอืเกดิประพจน r ∧ ¬r การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (T15) (¬p → c) → p

เรยีกวธินีี้ วา การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง (proof by contradiction) มีโครงการพิสจูนดังนี้
สมมติ ¬p เปนจรงิ

...
ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง �

ตัวอยาง 1.2.18 จงพิสจูนวา "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸= 0"

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ¬p เปนจรงิ นัน่คอื
∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1 แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา
1 = x(x−1) = x(0) = 0

เกดิขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ
ตัวอยาง 1.2.19 จงพิสจูนวา "ไมมีจำนวนเต็ม x ซึง่ x2 + x = 1"

ตัวอยาง 1.2.20 จงพิสจูนวา "ถา x, y เปนจำนวนเต็ม แลว x2 − 4y ̸= 2"
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ตัวอยาง 1.2.21 จงพิสจูน ∀a ∈ R, (∀ϵ > 0, a < ϵ) → (a = 0)

ตัวอยาง 1.2.22 จงพิสจูน ∀a, b ∈ R, (∀ϵ > 0, a ≤ b+ ϵ) → (a ≤ b)

บทนยิาม 1.2.23 จะเรยีกจำนวนเต็มบวก p ทีม่ากกวา 1 วาเปนจำนวนเฉพาะ (prime number)
ก็ตอเมือ่ ตัวหารของ p มีแค 1 กับ p เทาน้ัน
ตัวอยาง 1.2.24 จงพิสจูนวา " มีจำนวนเฉพาะเปนจำนวนอนันต "
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5. การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว
ขอความทีเ่ปนไปไดอยางเดยีวเทาน้ันเขียนแทนดวย ∃!x ∈ U , p(x) ขอความนี้สมมูลกับ

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื
1. ∃x ∈ U , p(x) แสดงวามี x ∈ U อยางนอยหนึง่ตัว (existence)
2. ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y แสดงวามี x ∈ U เพียงหนึง่ตัวเทาน้ัน (uniqueness)

ตัวอยาง 1.2.25 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"
แนวคดิ เขียนในรปูสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพิสจูน . ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา
2x = 20 = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว
2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

ตัวอยาง 1.2.26 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวทีท่ำให x3 + 1 = 0"

ตัวอยาง 1.2.27 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่
x+ y = 1"
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ตัวอยาง 1.2.28 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่
x+ y = 1"

ตัวอยาง 1.2.29 จงพิสจูนวา

"มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให x+ y = y สำหรับทกุจำนวนจรงิ y"

ตัวอยาง 1.2.30 พิจารณาคาความจรงิของ ∃!x ∈ R, x2 = 1

ตัวอยาง 1.2.31 จงพิสจูนวา ∃x ∈ R, x2 + 1 = 0 เปนเท็จ



28 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

6. การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
หลักโดมโิน (domino principle) มีวธิกีารก็คอืตองผลักชิ้นแรกใหลมเสยีกอน เรยีกข้ัน

นี้ วาข้ันฐาน (basic step) จากน้ันตองตรวจสอบวาแตละชิ้นจะลมไปไมมีทีส่ ิ้นสดุจรงิหรอืไม
ดวยการตรวจสอบข้ันที่ 2 คอืตรวจสอบโดมิโนทกุ ๆ คู โดยที่ช ิ้นที ่ k ตองลมไปทับชิ้นที ่ k+1
เสมอเรยีกข้ันนี้ วาข้ันอปุนัย (inductive step) ดังรปู

1 2 3 4 5 6 k k + 1

การเปรยีบเทยีบหลักโดมิโนกับหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

การพิสจูนประพจน ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิทำได 2 ข้ันตอน ดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 1.2.32 ให P (n) เปนประโยคเป ด ถา

1. ข้ันฐาน : P (1) เปนจรงิ และ

2. ข้ันอปุนัย : ∀k ∈ N, P (k) → P (k + 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.2.33 จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n
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ตัวอยาง 1.2.34 จงแสดงวา 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
= 2− 1

2n
สำหรับทกุจำนวนนับ n

ตัวอยาง 1.2.35 จงพิสจูนวา ∀n ∈ N, 4 | (5n − 1) สำหรับจำนวนนับ n

ตัวอยาง 1.2.36 จงแสดงวา ∀n ∈ N, 2n < 2n+1
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ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนแบบอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีเ่ริม่ข้ันฐานดวย n0

ทฤษฎบีท 1.2.37 ให n0 ∈ N และ P (n) เปนประโยคเป ด ถา

1. ข้ันฐาน : P (n0) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ∀k ∈ N, k ≥ n0, P (k) → P (k + 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, n ≥ n0, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ n0

ตัวอยาง 1.2.38 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

ตัวอยาง 1.2.39 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≤ n!
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แบบฝ กหัด 1.2
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยเลอืกวธิพิิสจูนทีเ่หมาะสม

1.1 ถา n เปนจำนวนคู แลว n4 เปนจำนวนคู
1.2 ถา x เปนจำนวนคู แลว 3x เปนจำนวนคู
1.3 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว 3n+ 5m เปนจำนวนคู
1.4 ถา m เปนจำนวนคู และ n เปนจำนวนคี่ แลว nm เปนจำนวนคู
1.5 ถา 3mn เปนจำนวนคู แลว m เปนจำนวนคู หรอื n เปนจำนวนคู
1.6 ถา m3 เปนจำนวนคี่ แลว m เปนจำนวนคี่
1.7 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b และ b | c แลว a | c

1.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

1.9 สำหรับจำนวนจรงิ x และ y ถา xy = 0 และ x ̸= 0 แลว y = 0

1.10 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว 7n2 + n+ 2 เปนจำนวนคู
1.11 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + n+ 1 เปนจำนวนคี่
1.12 ไมวา m จะเปนจำนวนเต็มใดก็ตาม m3 −m+ 3 + 1 เปนจำนวนคี่
1.13 ไมวา m จะเปนจำนวนเต็มใดก็ตาม m2 −m เปนจำนวนคู

2. จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืไม ถาจรงิจงพิสจูน ถาไมจรงิจงยกตัวอยาง
คาน
2.1 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n3 − n เปนจำนวนคู
2.2 ถา m เปนจำนวนเต็ม และ 4m เปนจำนวนคู แลว 3m เปนจำนวนคู
2.3 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว n−m เปนจำนวนคู
2.4 ถา m เปนจำนวนเต็ม และ 4m เปนจำนวนคู แลว 3m เปนจำนวนคู
2.5 ถา n เปนจำนวนเต็ม และ n5 − n เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู
2.6 สำหรับจำนวนเต็ม m,n ถา m2 + n2 เปนจำนวนคู แลว m เปนจำนวนคู หรอื n เปน

จำนวนคู
2.7 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n3 − n เปนจำนวนคี่
2.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b2 แลว a | b

2.9 ∀x, y ∈ R, x < y → x2 < y2

2.10 ∀x, y ∈ R, x < y → x3 < y3

2.11 ∀a, b ∈ R, [ (a ̸= 0 ∧ b ̸= 0) → a+ b ̸= 0 ]
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3. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยเลอืกวธิพิิสจูนทีเ่หมาะสม

3.1 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคู
3.2 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a2 เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคู
3.3 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a2 + 1 เปนจำนวนคี่
3.4 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a2 + 3 เปนจำนวนคู
3.5 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a+ 1 เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคี่
3.6 สำหรับจำนวนเต็ม x, y ใด ๆ xy = 1 ก็ตอเมือ่ x = 1 และ y = 1

3.7 มีจำนวนจรงิ x และ y ใด ๆ x < y ก็ตอเมือ่ x3 < y3

3.8 ∀x ∈ R [x3 = 1 ↔ x = 1 ]

3.9 ∀x ∈ R [x < 0 ↔ 1
x
< 0 ]

3.10 ∀x, y ∈ R [x2 + y2 = 0 ↔ (x = 0 ∧ y = 0) ]

3.11 ∀x, y ∈ R, [x3 = y3 ↔ x = y ]

4. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : n เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 1
p2 : n3 เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 1
p3 : n3 + 4 เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 2

5. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : a เปนจำนวนคี่
p2 : a+ 3 เปนจำนวนคู
p3 : a4 เปนจำนวนคี่

6. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

6.1 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ ถา a2 + 2a+ 5 เปนจำนวนคู แลว a เปนจำนวนคี่
6.2 ถา a เปนจำนวนเต็ม แลว a2 ̸= 4a+ 3

6.3 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม ถา x < 0 แลว x−1 < 0

6.4 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิบวกใดก็ตาม จะไดวา √
x <

√
x+ 1

6.5 สำหรับจำนวนจรงิ x ≥ 0 ถา ทกุ ๆ จำนวนจรงิบวก ε ซึง่ x < ε แลว x = 0

6.6 ∀a, b ∈ R [ (∀ε > 0, a ≤ b+ ε) → a ≤ b ]

6.7 ∀x, y ∈ R, x2 + xy + y2 ≥ 0



1.2. วิธีการพิสจูน 33

6.8 ∀x, y ∈ R+, x+ y > 2
√
xy

7. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

7.1 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 5

7.2 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 0

7.3 มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให xy = x สำหรับทกุจำนวนจรงิ y

7.4 มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให xy = y สำหรับทกุจำนวนจรงิ y

7.5 มีจำนวนตรรกยะ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันซึง่ทำให xy เปนจำนวนตรรกยะ สำหรับ
ทกุจำนวนอตรรกยะ y

7.6 ∃!x ∈ R, x ∈ [0, π
2
] → sin x = cos x

8. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้ เปนเท็จ

8.1 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x = x+ 1

8.2 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x2 + x+ 1 = 0

8.3 ∃x ∈ Z, −1 < x < 0

8.4 ∃x ∈ Z, 4x2 = 1

8.5 ∃n ∈ N, 3 | 2n

9. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

9.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.3 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.4 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n2 + n สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.5 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.6 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.7 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.8 (1− 1
2
)(1− 1

3
) · · · (1− 1

n
) = 1

n
สำหรับทกุจำนวนนับ n

10. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
10.1 ∀n ∈ N, 2n > n

10.2 ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

10.3 ∀n ∈ N, 1 + 2−1 + 2−2 + · · ·+ 2−n ≤ 2
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10.4 ∀n ∈ N, n ≥ 10, 2n−10(1000) < 2n − 2n−6

10.5 ให x ∈ R ซึง่ x > −1 จงพิสจูนวา ∀n ∈ N, (1 + x)n ≥ 1 + nx

11. จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน
11.1 2n−1 ≤ n!

11.2 4n > n4

11.3 (2n)! < 22n(n!)2

11.4 n2 < (3
2
)n
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1.3 ปฏทิรรศน
ปฏทิรรศน (paradox) คอืประโยคหรอืขอความทีเ่กดิขัดแยงในตัวเอง หรอืความขัดแยงกันแต
จรงิ หรอืขอความทีมี่ลักษณะยอนแยงในตัวเอง หมายถงึเหตกุารณของประโยคทีเ่ปนจรงิชัดเจน
แตสดุทายนำไปสูความขัดแยงในตัวเอง หรอืสถานการณที ่อยูนอกความคดิทัว่ไป หรอืปฏิทร
รศนใชกันในความหมายของขอความที่ตรงกันขาม หรอืขัดแยงกับความเชือ่ที ่คนทัว่ไปมีหรอื
ยอมรับวาเปน “สามัญสำนกึ (common sense)”

ตัวอยางรปูภาพทีเ่กดิปฏทิรรศน

ตอไปจะกลาวถงึปฏิทรรศนทีมี่ช ือ่เสยีงในเรือ่งทฤษฎีเซต นำเสนอโดยนักคณติศาสตรชาว
อังกฤษชือ่วา เบอรตแรนด รัสเซลล (Bertrand Russull) ในป  ค.ศ. 1901 ในเวลาตอมาเรยีกวา
ปฏทิรรศนรัสเซลล (Russull's paradox) เขาไดยกตัวอยางสถานการณในหมูบานเล็ก ๆ แหง
หนึง่ทีมี่ช างตัดผมเพียงคนเดยีว ช างตัดผมคนน้ันกลาวข้ึนมาวา

“ผูชายทกุคนในหมูบานถาไมตัดผมเอง ก็ตองถกูช างตัดผมเปนคนตัดให”

คำถามคอื ใครเป นคนตัดผมชางตัดผม พิจารณา 2 กรณตีอไปนี้
• ถาเขาตัดผมของตนเอง แสดงวาเขาเปนคนทีไ่มไดตัดผมของตนเอง
• ถาเขาไมไดตัดผมของตนเอง แสดงวาเขาถกูตนเองตัดผมให

จะเห็นวาเกดิขอความขัดแยงเพราะเขาเปนท้ังช างตัดผมขณะเดยีวกันก็เปนผูชายในหมูบาน การ
พูดประโยคดังกลาวจงึเกดิปฏทิรรศนข้ึน บางคร้ังจะเรยีกวา ปฏทิรรศนช างตัดผม (the baber
paradox)

การนำเสนอปฏทิรรศนของรัสเซลลทำใหนักคณติศาสตรตองระมัดระวังมากข้ึน เมือ่จะนยิาม
หรอืสรางระบบสัจพจนใหม ๆ ในทางคณติศาสตร เพือ่ไมใหขัดแยงกันเองอันจะนำไปสูการไม
ยอมรับทางคณติศาสตร

ในป  1905 นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสชือ่ จลูส รชิารด (Jules Richard) ไดนำเสนอปฏทิรรศน
ในดานประโยคทางตรรกศาสตร ตัวอยางเช น มีนักศกึษาผูหนึง่พูดข้ึนวา

" นักศกึษาทกุคนพูดโกหก "
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ประโยคนี้สรปุไดวานักศกึษาคนนี้พดูจรงิหรอืพดูโกหก พิจารณา 2 กรณตีอไปนี้

• ถานักศกึษาคนนี้ พูดจรงิ แสดงวานักศกึษาคนนี้ พูดโกหก

• ถานักศกึษาคนนี้ พูดโกหก แสดงวานักศกึษาคนนี้ พูดจรงิ

จะเห็นวาเกดิขอขัดแยงเพราะนักศกึษาคนทีพู่ดประโยคนี้ กลาวถงึนักศกึษาทกุคนอันหมายรวม
ตัวเขาเองเขาไปดวย เรยีกปฏทิรรศนนี้ วา ปฏทิรรศนของรชิารด (Richard's paradox)

ปฏทิรรศนมีอกีหลายรปูแบบซึง่พบเจอในสาขาวชิาอืน่ ๆ เช น

1. กรณทีีมี่การยอนกลับไปแกไขเหตกุารณในอดตี ทีจ่ะสงผลใหเกดิเหตกุารณในปจจบัุน เช น
การยอนกลับไปฆาพอแมของตนเองกอนทีต่นจะเกดิ ก็จะเกดิขอขัดแยงทางเวลาวา ตัว
ของเราเกดิมาไดอยางไร เมือ่พอแมถกูฆาไปแลว เรยีกวา ปฏทิรรศนเวลา (time paradox)
หรอืปฏทิรรศนคณุปู  (grandfather paradox)

2. ปฏิทรรศนฝาแฝด (twin paradox) ซึง่เปนผลลัพธอันนาฉงนทีส่ดุอันหนึง่ในทฤษฎีสัมพัทธ
ภาพของไอนสไตน ในสาขาวทิยาศาสตร

3. ในวชิาเศรษฐศาสตร กลาวถงึกรณีที ่วาทำไมน้ำจงึถกูกวาเพชร ท้ัง ๆ ที่คนตองการน้ำ
มากกวา เรยีกวา diamond-water paradox

4. ปฏทิรรศนซโีน (Zeno's paradox) ในวชิาปรัชญา กลาวถงึขอสรปุทีฟ่งดแูลวขัดกันของซโีน
จากตัวอยางอันมีชือ่เสยีงทีส่ดุของเขาก็คอื อาคลีสิแขงกับเตา กลาวคอื " เตาแขงกับอา
คีลสิ โดยเตาบอกใหอาคีลสิตอใหสบิเมตร ซึง่อาคีลิสก็ตกลง แตกอนจะเริม่แขงกัน เตาก็
บอกกับอาคลีสิวา
ถาอาคีลสิจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหไดซะกอน อาคีลิสก็เห็นดวยกับทีเ่ตา
บอก "
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แบบฝ กหัด 1.3
จงอธบิายปฏทิรรศนของแตละเหตกุารณตอไปนี้
1. ยักษกนิคนจับเหยือ่ได และเลนกับเหยือ่วาถาเหยือ่สามารถทายใจของตนได เหยือ่จะถกู

ปลอยไป เหยือ่ผูหนาสงสารก็เลยทายวา "ทานคดิวาทานจะกนิขา" สรปุวาเหยือถกูปลอย
หรอืถกูกนิกันแน

2. ชายคนหนึง่สอบถามนาย A และ B นาย A พูดวา "นาย B พูดแตเรือ่งโกหก" สวนนาย B ก็
พูดวา "นาย A พูดแตความจรงิ" แลวใครพูดความจรงิ ใครพูดโกหกกันแน

3. เผากนิคน จับเหยือ่ไดและเสีย่งทายกับเหยือ่วาใหเลาเรือ่งมาเรือ่งหนึง่ ถาหัวหนาเผาคดิ
วาเรือ่งน้ันเปนเรือ่งจรงิ ใหจับไปตม แตถาเปนเรือ่งโกหกใหจับไปยาง เหยือ่จงึเลาวา "เขา
จะถกูจับไปยาง" หัวหนาเผาคดิอยูนานก็คดิไมออกวาจะตมหรอื ยางดี จนในทีส่ดุก็เอา
เหยือ่ผูน้ันไปขังไวรอวันคดิเสร็จ และเหยือ่ผูน้ันก็ถกูขังอยูต้ังแตวันน้ันจนถงึปจจบัุน เกดิไร
ข้ึนกับเหตกุารณนี้

4. (Crocodile Dilemma) จระเขขโมยลกูของชายผูหนึง่ไป แตมันใหคำสัญญาวา มันจะคนืลกู
ใหหากชายผูน้ันทายใจมันไดถกูตองวามันจะทำอะไร ชายผูน้ันเดาใจมันวา "เขาจะไมไดลกู
กลับคนืมา"

5. เตาแขงกับอาคลีสิ โดยเตาบอกใหอาคลีสิตอใหสบิเมตร ซึง่อาคลีสิก็ตกลง แตกอนจะเริม่
แขงกัน เตาก็บอกกับอาคีลิสวา ถาอาคีลสิจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหไดซะ
กอน อาคลีสิก็เห็นดวยกับทีเ่ตาบอก อาคลีสิจะชนะเตาไดหรอืไม
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บทที่ 2
สัจพจนของทฤษฎเีซต

2.1 ประวัตแิละการเขียนเซต
ในทางคณติศาสตรถอืวา “เซต (set)” เปนมูลฐาน เพราะวาทฤษฎบีทตาง ๆ ลวนมีเซตเขา

มาเกีย่วของเปนพ้ืนฐานเกอืบท้ังหมด (กรรณกิา กวักเพฑรูย . 2542. หนา 79) ผูที ่เริม่ใชคำ
วาเซตเปนคนแรกคอื เกอรก คันทอร (Georg Cantor: 1845-1918) ซึง่เปนนักคณติศาสตรชาว
เยอรมัน ซึง่ขณะน้ันเขากำลังสนใจศกึษาเกีย่วกับกับลูเขาของอนกุรมฟูเรยีร (Fourier series)

a1sinx+ a2sin2x+ a3sin3x+ · · ·

และอนกุรมของจำนวนจรงิตาง ๆ ทำใหเขาเห็นความสำคัญของการเปรยีบเทยีบขนาดของเซต
อนันตในระบบจำนวนจรงิ คันทอรไดแนะนำการเปรยีบเทยีบขนาดทีเ่ทากันไววา

" เซตสองเซตมีขนาดเทากัน ถาสมาชกิของเซตหนึง่จับคูกับแตละสมาชกิของเซตหนึง่ได "

ในกรณีเซตจำกัดสองเซตจะเทากันก็ตอเมือ่ท้ังสองมีจำนวนสมาชกิเทากัน จงึจะสามารถจับ
คูกันแบบตัวตอตัวไดพอดี แนวคดินี้ เปนรากฐานทำใหเกดิการนับจำนวนไดอยางไมสิ้นสดุ จน
กระทัง่ไดจำนวนทีเ่รยีกวา จำนวนเชงิอนันต (tranfinite number) ตอมาในป 1873 ไดตพิีมพ
ผลงานทีไ่ดแสดงวา เราไมสามารถจับคูแบบตัวตอตัวระหวางจำนวนจรงิกับจำนวนเต็มได ทำให
นักคณติศาสตรตืน่ตัวเรือ่งราวเกีย่วเซต

คันทอรไดอธบิายเซตอยางงาย ๆ เพือ่ความเขาใจเบ้ืองตนวา "เซตคอืการรวมกันอยูของสิง่
ซึง่มีสมบัติซึง่มีสมบัติเดยีวกัน" การพิสจูนทฤษฎีของเขาเกอืบท้ังหมด เขาพิสจูนจากสัจพจน 3
ขอ คอื

1. The Axiom of Extensionality
เซตสองเซตเหมือนกัน (เซตทีเ่ทากัน) เมือ่มันมีสมาชกิเปนอันเดยีวกัน

2. The Axiom of Abstraction
เมือ่กำหนดคณุสมบัตใิดยอมมีเซตประกอบดวยคณุสมบัตน้ัิน ๆ เสมอ

3. The Axiom of Choice
สำหรับเซต A ใด ๆ มีฟงกชัน f ซึง่สับเซต B ̸= ∅ ใด ๆ ของ A แลว f(B) ∈ B

39
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นักคณติศาสตรไดนำทฤษฎีเซตของคันทอร เปนรากฐานในคณติศาสตรสาขาตางๆ และถกู
ใชอยางแพรหลายในเวลาตอมา และมีการถกเถยีงกันเกีย่วกับขอขัดแยงกันเอง (paradox) มีอยู
2 ลักษณะ

1. ความเป นอนันต การสรางระบบจำนวนในรปูเซต สามารถนยิามจำนวนข้ึนไดเรือ่ย ๆ จน
ไดจำนวนเชงิอนันต โดยเฉพาะการศกึษาการลูเขาของอนกุรมของจำนวนจรงิซึง่มีจำนวน
ขนาดใหญมากจนไมสามารถแทนดวยจำนวนจำกัดใด ๆ ได แตเมือ่พิจารณาปญหาทีมี่ชือ่
เสยีงของ ซโีน (Zeno of Elea : 490-430 กอนครสิตกาล) ทีก่ลาวถงึการแขงขันการวิง่ของ
อาคลีสิแขงกับเตาทีว่า
" เตาแขงกับอาคลีสิ โดยเตาบอกใหอาคลีสิตอใหสบิเมตร ซึง่อาคลีสิก็ตกลง แตกอนจะ
เริม่แขงกัน เตาก็บอกกับอาคลีสิวา ถาอาคลีสิจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหได

ซะกอน อาคลีสิก็เห็นดวยกับทีเ่ตาบอก "
อปุมาเหมือนกับการแบงช วง (0, 1) ออกเปนจดุ
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ทำใหช วงมีขนาดเล็กลงเรือ่ย ๆ ถงึแมวาแตละชวงจะถกูแบงเล็กเทาใดก็ตาม ขนาดชวง
เล็ก ๆ เหลาน้ันสามารถวัดขนาดไดและไมเปนศนูย ซึง่ทำใหซโีนสรปุเปนขอแยงกันเองแต
จรงิทีเ่รยีกวา ปฏทิรรศนซโีน (Zeno's paradox) ทีก่ลาววา

" ผลรวมของชวงทีมี่ความยาวจำกัดเปนอนันตช วง จะยังคงไดช วงทีมี่ความยาวจำกัด "
การแกปญหาลักษณะนี้ ไดมีการตกลงกันวา เมือ่กลาวถงึอนันต ในทางคณติศาสตรจะมี
อยู 2 ลักษณะ คอื การเปนอนันต ในลักษณะไมมีที ่ส ิ้นสดุ (actual infinite) และการเปน
อนันตในลักษณะทีมี่คามากเกนิกวาจำนวนจำกัดทกุ ๆ ตัว (virtual infinite)

2. การกำหนดนยิามเซตทีไ่มแจมชัด จากทีคั่นทอรกลาวไววา เซตคอืการรวมกันอยูของ
สิง่ซึง่มีสมบัตซิึง่มีสมบัตเิดยีวกัน เช นเมือ่สมมตวิา p เปนสมบัตหินึง่ ซึง่ถา x มีสมบัติ p(x)
นี้ แลว

{x : p(x)} เปนเซต

แตคันทอรก็พบปญหาความขัดแยงในตัวเอง (Cantor's paradox) เมือ่เขากำหนด
A = {x : x = x}

จะไดวา A คอืเซตของทกุ ๆ เซต ถา P(A) คอืเซตกำลัง (power set) ของ A จะไดวา
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X ∈ P(A) −→ X ∈ A

ทำใหไดขอสรปุวา จำนวนสมาชกิของ P(A) นอยกวาหรอืเทากับจำนวนสมาชกิของ A ซึง่
ขัดแยงกับทฤษฎบีทในทฤษฎีเซต และ ในป 1902 รัสเซลลไดอธบิายวาเกดิปฏิทรรศน ซึง่
ขัดแยงกับสัจพจนขอที ่ 2 ของคันทอร เมือ่กำหนด p เปนสมบัตขิองการไมเปนสมาชกิของ
ตัวมันเอง หรอืกลาววาเซต ๆ หนึง่นยิามโดยเซตทกุเซตทีไ่มไดมีตัวเองเปนสมาชกิ จะพบ
ปญหาคอืเซตน้ันมีตนเองเปนสมาชกิหรอืไม นัน่คอืสามารถสรางเซต

B = {x : x /∈ x}

ลักษณะนี้ ไดหรอืไม มีคำถามตามมาวา B เปนสมาชกิของ B หรอืไม การตอบคำถามนี้
ทำใหเกดิ

B ∈ B → B /∈ B และ B /∈ B → B ∈ B

ทำใหเกดิขอขัดแยงแตสมมูลกัน ซึง่รูจักกันในชือ่ ปฏทิรรศนรัสเซลล (Russull's paradox)
ดังน้ันไมสามารถสรางเซตของเซตทีมี่สมาชกิเปนตัวเองไดน้ันเอง

จากขอขัดแยงลักษณะที่ 2 ทำใหนักคณติศาสตรตืน่ตัวทีจ่ะหาวธิแีกไข ในทีส่ดุไดมีผูพยายาม
นำการศกึษาระบบสัจพจนมาใชแทนทฤษฎีเซตทำใหขจัดปญหาดังกลาวไปได เรยีกการศกึษา
ทฤษฎเีซตในลักษณะนี้ วา ระบบสัจพจนของทฤษฎเีซต (axiomatic set theory) ทีใ่ชกันแพร
หลายมี 2 ระบบคอื

1. ระบบของแซรมโิล
แซรมิโล (Ernst Zermelo : 1871–1953) นักคณติศาสตรชาวเยอรมัน ไดต้ังระบบสัจพจน
ของทฤษฎีเซตข้ึน โดยไมอนญุาตใหการรวมกันอยูของเซตท้ังหมดอยู ในระบบโดยการ
กำหนดวา " การรวมของสิง่จะเปนเซตก็ตอเมือ่ สืง่ตางๆของการรวมกันอยู น้ันเปนสิง่
ที ่ถกูเลอืก หรอืถกูแบงมาจากการรวมกันอยูหรอืเซตที่มีอยูกอนแลวในระบบ เฉพาะ
สิง่ที ่สอดคลองกับสมบัติที ่กำหนดข้ึนมาใหมสมบัติหนึง่ " นัน่คอืจะกลาวถงึเซตที่เปน
สับเซตของอกีเซตหนึง่เสมอ ซึง่เรยีกวาการกำหนด เอกภพสัมพัทธ (universe) ระบบ
แซร มิโลเปนทีน่ยิมอยางกวางขวาง อยางไรก็ตามระบบนี้ เกดิกอนระบบตรรกศาสตร เชงิ
สัญลักษณ ทำใหยากตอการเขาใจในเวลาตอมา เฟอรนเคล (Fraenkel) และสโคเลน (Skolen)
ไดเพิม่เตมิและดัดแปลงระบบแซรมิโลในรปูภาษาตรรกศาสตร และไดรับความนยิมสงูสดุ
ชือ่ " ระบบสัจพจนของแซรมิโลและเฟอรนเคล"

2. ระบบของนอยมันน
จอหน ฟอน นอยมันน (John von Neumann : 1903-1957) เปนนักคณติศาสตรชาวอเมรกัิน
เชื้อสายฮังการี เปนอกีคนทีพ่ยายามกำหนดระบบสัจพจนของทฤษฎีเซตข้ึน สวนใหญใน
ระบบนอยมันนสอดคลองกับระบบของแซรมิโล นอกจากสวนทีก่ลาววา " สิง่ทีมี่ลักษณะ
เดยีวกับเซตแตมีขนาดมหาศาล จะถกูเรยีกในชือ่ทีต่างกันวา พวก หมู หรอื กลุม (class
or family) เปนตน " นัน่คอืนอยมันนแกไขความขัดแยงทีเ่กดิข้ึนในทฤษฎีเซตของคันทอร
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ดวยการกำหนดใหมีบาง "พวก" หรอืบาง "หมู" ซึง่มีขนาดใหญเกดิกวาจะเปนเซตได ดัง
น้ันการรวมกันของทกุ ๆ เซตจไึมเปนเซต แตหากเปน "พวกของทกุ ๆ เซต" เปนตน ระบบ
นอยมันนเปนทีน่ยิมในกลุมคนทีส่นใจศกึษาเกีย่วกับเซตทีข่นาดใหญมหาศาล เช น หมูของ
จำนวนเชงิอันดับที่ เปนตน

เนือ่งจากขดแยงตาง ๆ เกดิข้ึนเฉพาะกรณเีซตทีข่นาดใหญมหาศาลเทาน้ัน ดังน้ันในสาขาใด
ทีไ่มเกีย่วของกับจำนวนขนาดใหญ จงึยังคงยอมรับและศกึษาทฤษฎีเซตของคันทอรในรปูแบบ
เดมิ หรอืรปูแบบทีไ่มเกีย่วกับระบบสัจพจน ซึง่เรยีกวา ทฤษฎีเซตไรรปูสัจพจน (Naive set
theory) แตในวชิานี้ เราจะศกึษาระบบของแซร มิโล เนือ่งจากตองศกึษาเซตที่มีขนาดใหญโต
มหาศาล

คันทอรไดใหคำจำกัดความของเซตวา คอืกลุมของสิง่ซึง่มีสมบัติบางประการคลายกัน และ
สิง่ของดังกลาวน้ันเรยีกวา สมาชกิ (element) ดังน้ันระบบสัจพจนของทฤษฎีเซตจงึกำหนดให
"สมาชกิ" และ "เปนสมาชกิ" เปนอนยิาม และเปนความสัมพันธอนยิาม ตามลำดับ

เมือ่กำหนดเซตใด ๆ ก็ตามมาให เราตองบอกไดวา อะไรเปนสมาชกิหรอืไมเปนสมาชกิของ
เซตไดเสมอ นัน่คอื ประพจน

............ เปนสมาชกิ ............

เปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยางหนึง่ เมือ่เตมิสมาชกิ และเซตในชองวางตามลำดับ ถาประพจน
ดังกลาวเปนจรงิ

สำหรับสมาชกิ x และเซต A เขียนแทนดวย x ∈ A

ในทำนองเดยีวกันเขียน ¬(x ∈ A) เขียนแทนดวย x /∈ A หมายถงึ x ไมเปนสมาชกิของ A

ตัวอยาง 2.1.1 จงตรวจสอบวา 1, {1} และ {1, {1}} เปนสมาชกิของเซตตอไปนี้หรอืไม
1. A = {1} 2. B = {1, {1}} 3. C = {{1}}

เซตที่มีแนวคดิของการนำสิง่ตาง ๆ ที ่มีลักษณะเดยีวกัน การเขียนเซตจงึนยิมเขียนในรปู
สมบัติทีก่ำหนดให ถา p เปนสัญลักษณแทนสมบัติดังกลาว แลว p(x) หมายถงึขอความซึง่ x

สอดคลองกับ p โดยที่ x เปนตัวแปรแทนสมาชกิของเซต ดังน้ันจะไดประโยคเป ด
p(x) : x มีสมบัติ p

เราสามารถเขียนสัญลักษณแทนเซตของสมาชกิทีส่อดคลองสมบัติ p ไดดวยสัญลักษณดังนี้

{x : p(x)}
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ตัวอยาง 2.1.2 จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1. เซตของจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10 และ 3 หารลงตัว

2. เซตของเลขฐานสบิสามหลักทีส่รางจากเลขโดด 1, 2 และ 3 โดยแตละหลักไมซ้ำกัน

3. เซตประเทศสมาชกิประชาคมอาเซยีน (AEC)

4. เซตของคูอันดับทีเ่กดิจาก 1, 2 และ 3

5. เซตเลขฐานสองทีมี่ 3 หลัก

บางคร้ังเราทราบสมาชกิท้ังหมดของเซตอาจเขียนดวยการแจกแจงสมาชกิไดตัวอยาง
{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}

นัน่คอื {x : x เปนจำนวนคีบ่วกทีไ่มเกนิ 14} สรปุไดวาการเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื
1. วธิแีจกแจงสมาชกิ (Tabular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียนเซต

โดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บป กกา และใชเครือ่งหมายจลุภาค คัน่ระหวาง
สมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน มีขอตกลงในการ
เขียนดังนี้
(ก) ถาสมาชกิในเซตซ้ำกันจะเขียนสมาชกิตัวน้ันเพียงคร้ังเดยีว เช น {1, 1, 2, 3} เขียนแทน

ดวย {1, 2, 3}

(ข) สมาชกิในเซตเดยีวกันสามารถเขียนลำดับแบบใดก็ไดซึง่ความหมายของเซตน้ันไม
เปลีย่นแปลง เช น {1, 2, 3} เขียนเปน {3, 1, 2} หรอื {2, 1, 3} ก็ได ถอืวาท้ัง 3 เซตเปน
เซตเดยีวกัน
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(ค) สำหรับเซตที่มีสมาชกิจำนวนมากและบอกสมาชกิที ่ตามมาไดแนชัด เขียน ... แทน
ดวยสมาชกิลำดับถัดไปจนถงึตัวสดุทาย ตัวอยางเช น

{1, 2, 3, ..., 10} หมายถงึ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

ทำนองเดยีวกับสำหรับเซตที่มีสมาชกิไมมีที ่ส ิ้นสดุ เช น {1, 2, 3, ...} หมายถงึเซตที่
ประกอบดวยสมาชกิ 1, 2, 3 และลำดับถัดไปไมมีทีส่ ิ้นสดุ

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
: คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} และเขียนแจกแจงสมาชกิได
เปน A = {1, 2, 3, 4, 5}

ขอสังเกต 2.1.3 การเขียนเซตแตละชนดิมีขอสังเกตดังนี้
1. เซตทีเ่ขียนโดยวธิแีจกแจงสมาชกิจะสามารถเขียนโดยวธิบีอกเงือ่นไขสมาชกิได แตในบาง

เซตทีเ่ขียนโดยวธิบีอกมีเงือ่นไขสมาชกิไมสามารถเขียนโดยวธิแีจกแจงสมาชกิได เช น
{x : x เปนจำนวนอตรรกยะทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 1}

2. การเขียนเซตแบบมีเงือ่นไขเขียนไดหลายรปูแบบข้ึนอยูกับผูเขียน ตัวอยางเช น
{x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หรอื {x : x เปนจำนวนเต็มทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 6}
หมายถงึเซตเดยีวกันคอื {1, 2, 3, 4, 5}

ตัวอยาง 2.1.4 จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
1. A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10 ที่ 3 หารไมลงตัว }

2. B = {x : x เปนจำนวนเต็มซึง่ x2 = 4}

3. C = {(x, y) : x, y เปนจำนวนนับซึง่ x+ y = 5}

4. D = {x : x เปนจำนวนนับทีห่ารดวย 2 ลงตัว }

5. E = { จังหวัด : จังหวัดในประเทศไทยทีมี่พยางคเดยีว }
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ตัวอยาง 2.1.5 จงเขียนเซตตอไปนี้ แบบมีเงือ่นไข
1. A = {2, 3, 4, 5, 6, 7}

2. B = {10, 20, 30, 40}

3. C = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49}

4. D = {ทศิเหนอื,ทศิใต,ทศิตะวันออก,ทศิตะวันตก}

ตัวอยาง 2.1.6 จงเขียนเซตตอไปนี้ แบบมีเงือ่นไข

1. A =

{
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, ...

} 2. B = {1, 11, 111, 1111, ...}
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แบบฝ กหัด 2.1
1. จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1.1 เซตของจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10
1.2 เซตของจำนวนจรงิทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 1
1.3 เซตของจำนวนตรรกยะทีม่ากกวา 5
1.4 เซตของจำนวนคูทีห่ารดวย 3 ลงตัว
1.5 เซตของสธีงชาตไิทย
1.6 เซตของอักษรภาษาอังกฤษทีเ่ปนสระ
1.7 เซตของจังหวัดในประเทศไทยทีต่ดิชายแดน

2. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
2.1 {x : x เปนจำนวนนับทีน่อยกวา 7 }

2.2 {x : x เปนจำนวนคูทีห่ารดวย 3 ลงตัว }

2.3 {x2 : x เปนจำนวนนับทีน่อยกวา 3}

2.4 {(x, y) : x, y เปนจำนวนเต็มซึง่ |x|+ |y| = 1 }

2.5 {(x, y, z) : x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x+ y + z < 5 }

2.6 {x+ y : x, y เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ xy = 12}

2.7 {(x, y) : x, y เปนจำนวนเต็มซึง่ xy = 36 + x}

3. จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูแบบมีเงือ่นไข
3.1 {1, 3, 5, 7, 9}

3.2 {−2, 0, 2, 4, 6, 8}

3.3 {1, 8, 27, 64}

3.4 {14, 41, 23, 32}

3.5 {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}

3.6 {HH,HT, TH, TT}

3.7 {ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA}

3.8 {0.1, 0.01, 0.001, ...}

3.9
{
1

2
,
3

4
,
5

8
,
7

16
, ...

}
3.10 {0.1, 0.12, 0.123, 0.1234, ...}

3.11 {1, 2, 6, 24, 120, ...}
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2.2 สัจพจนการเทากัน
สัจพจน 2.2.1 The Existential Axiom
มีเซตอยางนอยหนึง่เซต
สัจพจน 2.2.2 The Axiom of Extensionality
เซตสองเซตเทากันก็ตอเมือ่เซตท้ังสองตางมีสมาชกิเหมือนกัน หรอืมีสมาชกิชดุเดยีวกัน

∀x ∀y [∀z (z ∈ x ↔ z ∈ y) → (x = y)]

จะกลาวไดวาเซต A และ B มีสมาชกิชดุเดยีวกัน หมายความวาทกุ ๆ สมาชกิของ A เปน
สมาชกิของ B และในทางกลับกันทกุ ๆ สมาชกิของ B เปนสมาชกิของ A เขียนแทนดวย A = B

จะไดวา
A = B ↔ ∀x (x ∈ A ↔ x ∈ B)

A = B ↔ ∀x [(x ∈ A → x ∈ B) ∧ (x ∈ B → x ∈ A)]

A ̸= B ↔ ∃x [(x /∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B)]

ตัวอยาง 2.2.3 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เทากันหรอืไม
1. {0, 1} และ {1, 0}

2. {0, {1}} และ {1, 0}

3. {0, {1}, {2}} และ {1, {2}, 0}

4. {0, 1, {0, 1}} และ {{1, 0}, 1, 0}

ตัวอยาง 2.2.4 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เทากันหรอืไม
1. {x ∈ N : x < 3} และ {|x| : x ∈ Z, x2 + 3x+ 2 = 0}

2. {x ∈ R : |x| = x3} และ {x ∈ R : x3 = x}
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ทฤษฎบีท 2.2.5 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A = A กฎสะทอน (Reflexive law)
2. ถา A = B แลว B = A กฎสมมาตร (Symmetric law)
3. ถา A = B และ B = C แลว A = C กฎการถายทอด (Transitive law)

ทฤษฎบีท 2.2.6 ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จะไดวา
ถา (A1 = A2) ∧ (A2 = A3) ∧ ... ∧ (An−1 = An) แลว A1 = An
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สัจพจน 2.2.7 The Axiom of Specification
สำหรับแตละเซต A และคณุสมบัติ p จะมีเซต B ซึง่ประกอบดวยสมาชกิของเซต A ทีส่อดคลอง
สมบัติ p

∀A ∃B [x ∈ B ↔ x ∈ A ∧ p(x)]

ตัวอยาง 2.2.8 ให A = {1, 2, 3, ..., 10} จงสรางเซต B โดยใชสัจพจน 2.2.7 เมือ่กำหนดสมบัติ
ดังตอไปนี้

1. p(x) : x เปนจำนวนคู

2. p(x) : x เปนจำนวนคี่

3. p(x) : x2 = x

ทฤษฎบีท 2.2.9 ไมมีเซต A ใด ๆ ทีส่อดคลอง

ทกุ ๆ เซต x ซึง่ x ∈ A
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ทฤษฎบีท 2.2.10 มีเซตทีไ่มมีสมาชกิเพียงเซตเดยีวเทาน้ัน

บทนยิาม 2.2.11 เซตในทฤษฎบีท 2.2.10 เรยีกวา เซตวาง (empty set หรอื null set) เขียน
แทนดวย ∅ หรอื {}

บทนยิาม 2.2.12 ให A และ B เปนเซต แลว A เปน สับเซต (subset) ของ B เขียนแทนดวย
A ⊆ B หรอืเรยีกวา B เปนซเูปอรเซต (super set) ของ A เขียนแทนดวย B ⊇ A ถาสมาชกิ
ทกุ ๆ ตัวใน A เปนสมาชกิใน B ถา A ⊆ B แต A ̸= B ใชสัญลักษณแทนดวย A ⊂ B เรยีกวา
A เปน สับเซตแท (proper subset) ของ B

A ⊆ B ↔ ∀x [x ∈ A → x ∈ B]

A * B ↔ ∃x [x ∈ A ∧ x /∈ B]

A ⊂ B ↔ A ⊆ B ∧ A ̸= B

A

B

เขียน A ⊆ B แทนดวยแผนภาพดังนี้

ตัวอยาง 2.2.13 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เปนสับเซตของ A = {0, 1, {1}, {0, 1}}

1. {0, 1} 2. {1, {1}} 3. {{1}} 4. {{0}}

ตัวอยาง 2.2.14 ให A = {1, 2, 3, 4, 5} จงหาสับเซตของ A ท้ังหมด ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
1. มีสมาชกิตัวเดยีว

2. มีสมาชกิ 2 ตัว

3. มีสมาชกิ 2 ตัวซึง่ผลคณูนอยกวา 6

4. มีสมาชกิ 3 ตัวซึง่ผลบวกเทากับ 9
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ตัวอยาง 2.2.15 จงเตมิความสัมพันธ ∈, /∈, ⊆, *, ⊂, ⊂/ ในชองวางตอไปนี้ ใหสมบูรณ

{1, 2} ........................ {1, 2, 3}
{{1}} ........................ {1, 2}
{1} ........................ {1, {1}, 2}
{1, 3} ........................ {3, 1}
{1, {2}} ........................ {1, 2}

ทฤษฎบีท 2.2.16 เซตวางเปนสับเซตของทกุ ๆ เซต

ทฤษฎบีท 2.2.17 ให A,B และ C เปนเซต จะไดวา
1. A ⊆ A กฎการสะทอน (Reflexive law)
2. ถา A ⊆ B และ B ⊆ C แลวA ⊆ C กฎการถายทอด (Transitive law)

ทฤษฎบีท 2.2.18 ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จะไดวา
ถา (A1 ⊆ A2) ∧ (A2 ⊆ A3) ∧ ... ∧ (An−1 ⊆ An) แลว A1 ⊆ An
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ทฤษฎบีท 2.2.19 ให Aและ B เปนเซต จะไดวา

A = B ก็ตอเมือ่ A ⊆ B และ B ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.2.20 สำหรับแตละเซต A ใด ๆ จะไดวา A = ∅ ก็ตอเมือ่ A ⊆ ∅

ตัวอยาง 2.2.21 ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา
ถา A ⊆ B และ B ⊆ C และ C ⊆ A แลว A = B = C

ตัวอยาง 2.2.22 จงยกตัวอยางเซต A,B และ C ซึง่สอดคลอง A ⊆ B และ A ⊆ C และ C ⊆ B
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ตัวอยาง 2.2.23 ให A เปนเซตของจำนวนคูท้ังหมด และ B เปนเซตของจำนวนเต็มทีเ่กดิจาก
ผลบวกของจำนวนคีส่องจำนวน จงแสดงวา A = B

สัจพจน 2.2.24 The Axiom of Pairing for Sets
สำหรับเซต x และ y ใด ๆ จะมีเซตซึง่ประกอบไปดวยสมาชกิทีเ่ปน x และ y เทาน้ัน

∀x∀y ∃z ∀w (w ∈ z ↔ w = x ∨ w = y)

โดยสัจพน 2.2.7 จะเขียนเซตไดเปน {x, y} เนือ่งจากอันดับการเขียนสมาชกิเซตไมเกดิความ
แตกตางกัน และเซตดังกลาวมีสมาชกิ 2 ตัว บางคร้ังจงึเรยีกวา เซตไมเปนคูอันดับ (unordered
pair) หรอืเซตคู ในกรณทีี ่ x = y จะไดวาเซตน้ันมีสมาชกิเพียงตัวเดยีวคอื

{y} = {x : x = y}

เรยีกเซตทีมี่สมาชกิเพียงตัวเดยีววา เซตเดีย่ว (singleton set) หรอื เซตหนวย (unit set)
ทฤษฎบีท 2.2.25 {x, y} และ {x} เปนเซต
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แบบฝ กหัด 2.2
1. ให A = {x ∈ Z : 0 < |x| < 4}.จงหาสับเซตของ A ท้ังหมด ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

1.1 เปนเซตเดีย่ว
1.2 มีสมาชกิ 2 ตัว
1.3 มีสมาชกิ 3 ตัว และผลบวกเทากับ 0
1.4 มีสมาชกิ 2 ตัว ซึง่ผลคณูเปนจำนวนบวก
1.5 กำลังสองของสมาชกิมากกวา 2

2. ให A และ B เปนเซต จงแสดงวามีเซต P ซึง่ P = {A,B}

3. ให A = {x : p(x)} และ B = {x : q(x)} จงแสดงวา A ⊆ B ↔ ∀x (p(x) → q(x))

4. ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จงพิสจูนวา

ถา (A1 ⊆ A2) ∧ (A2 ⊆ A3) ∧ ... ∧ (An−1 ⊆ An) ∧ (An ⊆ A1) แลว A1 = A2 = ... = An

5. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา
5.1 ถา A = B และ B ⊆ C แลว A ⊆ C

5.2 ถา A ⊆ B และ B = C แลว A ⊆ C

5.3 ถา A ⊂ B และ B ⊆ C แลว A ⊂ C

5.4 ถา A ⊆ B และ B ⊂ C แลว A ⊂ C

6. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา ถา A ⊆ B และ B ⊆ ∅ แลว A = ∅

7. จงแสดงวาเซตวางไมมีสับเซตแท
8. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงตรวจสอบประพจนตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จพรอมพิสจูน

8.1 ถา A ⊆ B และ A ⊆ C แลว B ⊆ C

8.2 ถา A ⊆ B และ B * C แลว A * C

9. จงแสดงวา ถา A ∈ B แลว{A} ⊆ B

10. ให A = {n : n = 2k + 2, k ∈ Z} และ B = {m : m = 2p+ 4, p ∈ Z} จงแสดงวา A = B

11. ให A = {2n+ 1 : n ∈ Z} และ B = {2n+ 3 : n ∈ Z} จงแสดงวา A = B

12. จงแสดงวา {3n+ 1 : n ∈ Z} = {3n+ 4 : n ∈ Z}

13. ให A เปนเซตของจำนวนคีท้ั่งหมด และ B เปนเซตของจำนวนเต็มทีเ่กดิจากผลบวกของ
จำนวนคีแ่ละจำนวนคู จงแสดงวา A = B
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2.3 สัจพจนเกีย่วกับการดำเนนิการ
ทฤษฎบีท 2.3.1 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข

x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)

บทนยิาม 2.3.2 เซต C ในทฤษฎบีท 2.3.1 เรยีกวา อนิเตอร เซกชัน (intersection) ของ A

และ B เขียนแทนดวย A ∩B นัน่คอื
A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} หรอื x ∈ A ∩B ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.3 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} ∩ {1, 2} 2. {1} ∩ {1, {1}} 3. {0, 1} ∩ {0, 1, {0, 1}}

ทฤษฎบีท 2.3.4 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∩∅ = ∅

2. A ∩ A = A กฎนจิพล (Idempotent law)

3. A ∩B = B ∩ A กฎการสลับที่ (Commutative law)

4. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C กาฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
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ทฤษฎบีท 2.3.5 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∩B ⊆ A และ A ∩B ⊆ B

2. A ∩B = A ก็ตอเมือ่ A ⊆ B

ทฤษฎบีท 2.3.6 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ⊆ B ∩ C ก็ตอเมือ่ A ⊆ B และ A ⊆ C

2. ถา A ⊆ B แลว (A ∩ C) ⊆ (B ∩ C)
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ทฤษฎบีท 2.3.7 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. ถา A ⊆ B และ C ⊆ D แลว A ∩ C ⊆ B ∩D

2. ถา A = B และ C = D แลว A ∩ C = B ∩D

ตัวอยาง 2.3.8 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.3.7

ทฤษฎบีท 2.3.9 ให A1, A2, ..., An, B1, B2, ..., Bn เปนเซต สำหรับ n ∈ N จะไดวา
1. ถา A1 ⊆ B1 ∧A2 ⊆ B2 ∧ ...∧An ⊆ Bn แลว (A1 ∩A2 ∩ ...∩An) ⊆ (B1 ∩B2 ∩ ...∩Bn)

2. ถา A1 = B1 ∧A2 = B2 ∧ ... ∧An = Bn แลว (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An) = (B1 ∩B2 ∩ ... ∩Bn)
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สัจพจน 2.3.10 The Axiom of Union
ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะมีเซต C ทีส่อดคลองสมบัตเิงือ่นไข

x ∈ C ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

ทฤษฎบีท 2.3.11 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

บทนยิาม 2.3.12 เซต C ในทฤษฎบีท2.3.11 เรยีกวา ยเูนยีน (union) ของ A และ B เขียนแทน
ดวย A ∪B นัน่คอื

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} หรอื x ∈ A ∪B ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.13 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} ∪ {1, 2} 2. {1} ∪ {{1}} 3. {0, 1} ∪ {0, {1}}

ทฤษฎบีท 2.3.14 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∪∅ = A

2. A ∪ A = A กฎนจิพล (Idempotent law)

3. A ∪B = B ∪ A กฎการสลับที่ (Commutative law)

4. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
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ทฤษฎบีท 2.3.15 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ⊆ A ∪B และ B ⊆ A ∪B

2. A ∪B = B ก็ตอเมือ่ A ⊆ B

ทฤษฎบีท 2.3.16 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. ถา A ⊆ B และ C ⊆ D แลว A ∪ C ⊆ B ∪D

2. ถา A = B และ C = D แลว A ∪ C = B ∪D
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ทฤษฎบีท 2.3.17 กฎการแจกแจง (Distributive law)
ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

2. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

ทฤษฎบีท 2.3.18 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเตยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

บทนยิาม 2.3.19 เซต C ในทฤษฎบีท 2.3.18 เรยีกวา ผลตาง (different) ของ A และ B เขียน
แทนดวย A−B นัน่คอื

A−B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B} หรอื x ∈ A−B ↔ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.20 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} − {1, 2} 2. {1, {1}} − {1} 3. {1, 0} − {{1}, 0}
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ทฤษฎบีท 2.3.21 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A− A = ∅ 2. A−∅ = A 3. ∅− A = ∅ 4. A−B ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.3.22 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ A−B = ∅

2. ถา A ⊆ B แลว (A− C) ⊆ (B − C)

3. ถา A = B แลว (A− C) = (B − C)

ทฤษฎบีท 2.3.23 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A− (A ∩B) = (A−B) ∪ (A− C)

2. A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C)
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บทนยิาม 2.3.24 เอกภพสัมพัทธ (Universe) คอืเซตที่ถกูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวาจะ
กลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ
บทนยิาม 2.3.25 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ A เปนเซต แลว สวนเตมิเตม็ (complement)
ของ A เขียนแทนดวย Ac นยิามโดย

Ac = U − A = {x : x ∈ U ∧ x /∈ A}

นัน่คอื x ∈ Ac ↔ (x ∈ U ∧ x /∈ A)

A

U

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.26 กำหนดให U = {1, 2, {1}, {2}, {1, 2}} จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1, 2}c 2. {1, {1}}c ∩ {2} 3. {{1}}c − {1, {2}}c

ทฤษฎบีท 2.3.27 ให A เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา
1. (Ac)c = A

2. ∅c = U

3. U c = ∅

4. A ∩ Ac = ∅

5. A ∪ Ac = U
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ทฤษฎบีท 2.3.28 ให A และ B เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา
1. A−B = A ∩Bc

2. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ Bc ⊆ Ac

ทฤษฎบีท 2.3.29 กฎเดอมอรแกน (De Morgan's Law)
ให A และ B เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา

1. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

2. (A ∪B)c = Ac ∩Bc
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แบบฝ กหัด 2.3
1. กำหนดให U = {0,∅, {∅}, {0}, {0,∅}} จงหาผลลัพธของเซต

1.1 ∅ ∩ {∅}

1.2 {0}c ∪ {∅}c
1.3 {{∅}} − {∅}

1.4 {0,∅} ∩ {{0,∅}}

1.5 ∅c ∩ {0}

1.6 ({0}c − {∅})c

2. ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา

2.1 (A ∩B) ⊆ (A ∪B)

2.2 A ∩ (A ∪B) = A

2.3 A ∪ (A ∩B) = A

2.4 (A−B) ∪ A = A

2.5 (A−B) ∪ (A ∩B) = A

2.6 (A−B) ∪B = A ∪B

2.7 A− (A−B) = A ∩B

2.8 A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)

2.9 A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

2.10 (A−B)∪(C−D) = (A−D)∩(C−B)

2.11 Ac −Bc = B − A

2.12 (A ∪Bc)c = B − A

2.13 Ac − (C ∪Bc) = B − (A ∪ C)

2.14 A ∩ (B ∩ C)c = (A−B) ∪ (A− C)

3. ให A,B และ C เปนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย 6, 9 และ 15 ลงตัวตามลำดับ จงเขียน
สมบัตขิองเซต

3.1 A ∩B ∩ C 3.2 A ∩ (B ∪ C) 3.3 A ∪ (B ∩ C)

4. ให A และ B เปนเซต โดยที่ A ⊆ A ∩B จงแสดงวา

4.1 A ⊆ B 4.2 A ∩B = A

5. ให A และ B เปนเซต โดยที่ A ∪B ⊆ A จงแสดงวา

5.1 B ⊆ A 5.2 A ∪B = A

6. ให A,B และ C เปนเซต โดยที่ A = B จงพิสจูนวา

6.1 A ∩B = A 6.2 A ∪B = A 6.3 C ∩A = C ∩B 6.4 C ∪A = C ∪B

7. ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา
7.1 A ⊆ (B ∩ C) ↔ (A ⊆ B ∧ A ⊆ C)

7.2 A ⊆ B → (A ∩ C) ⊆ (B ∩ C)

7.3 A = B → A ∩ C = B ∩ C

7.4 A ∩B = ∅ → A−B = A

7.5 A ⊆ B → (A−B) ∩ C = ∅
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8. ให A1, A2, ..., An, B1, B2, ..., Bn เปนเซต จงพิสจูนวา สำหรับ n ∈ N จะไดวา
8.1 ถา A1 ⊆ B1∧A2 ⊆ B2∧ ...∧An ⊆ Bn แลว (A1∪A2∪ ...∪An) ⊆ (B1∪B2∪ ...∪Bn)

8.2 ถา A1 = B1∧A2 = B2∧ ...∧An = Bn แลว (A1∪A2∪ ...∪An) = (B1∪B2∪ ...∪Bn)

9. ถาสับเซตแทท้ังหมดของ X คอื ∅, {{1}} และ {2} และ Y = {1, {2}} จงหา X ∩ Y

10. กำหนดให A = {a, {a}, {b}, {b, c}} จงหาเซต
10.1 (A− {b, c}) ∪ {b} 10.2 (A− {a, {b}})− {a}

11. กำหนดให A = {x : x เปนจำนวนนับทีห่ารดวย 3 ลงตัว }
B = {x : x เปนจำนวนับทีห่ารดวย 4 ลงตัว }
C = {x : x เปนจำนวนเต็ม และ −100 ≤ x ≤ 100}

แลว A ∩B ∩ C มีจำนวนสมาชกิเทาใด
12. ให X และ Y เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ Z นยิาม

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y } และ XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y }

ถา A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 4} จงหาเซตตอไปนี้

12.1 A+B

12.2 A+ A

12.3 B +B

12.4 A+ (A+B)

12.5 AB

12.6 AA

12.7 AB +BA

12.8 A(A+B)
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2.4 สัจพจนของเซตกำลัง
สัจพจน 2.4.1 The Axiom of Power set
ให A เปนเซต แลวจะมีเซต C ทีส่อดคลอง

x ∈ C ↔ x ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.4.2 ให A เปนเซต แลวจะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ x ⊆ A

บทนยิาม 2.4.3 เซต C ในทฤษฎบีท 2.4.2 เรยีกวา เซตกำลัง (power set) ของ A เขียนแทน
ดวย P(A) นัน่คอื

P(A) = {x : x ⊆ A} หรอื x ∈ P(A) ↔ x ⊆ A

ตัวอยาง 2.4.4 จงหาเซตกำลังของ
1. A = {1, 2} 2. B = {∅} 3. C = {∅, {∅}}

ทฤษฎบีท 2.4.5 ให A เปนเซต จะไดวา
1. A ∈ P(A) 2. ∅ ∈ P(A) 3. P(∅) = {∅}
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ตัวอยาง 2.4.6 จงเขียน แผนภาพเฮสเซ (Hasse diagram) แสดงความสัมพันธของสมาชกิ
ในเซตกำลังของ A = {x, y, z}

ทฤษฎบีท 2.4.7 จำนวนสมาชกิของเซตกำลังของเซตทีมี่สมาชกิ n ตัว เทากับ 2n ตัว

ตัวอยาง 2.4.8 จงหาจำนวนสมาชกิของ P(A) เมือ่กำหนดให

1. A = {x ∈ N : x < 100 และ 3 | x}

2. A = {x2 : x ∈ Z, |x| < 100 และ 5 | x}
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ทฤษฎบีท 2.4.9 ให A และ B เปนเซต จะไดวา

1. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ P(A) ⊆ P(B)

2. A = B ก็ตอเมือ่ P(A) = P(B)

3. ถา P(A) ∈ P(B) แลว A ∈ B

ตัวอยาง 2.4.10 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.4.9 ขอ 3
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ทฤษฎบีท 2.4.11 ให A และ B เปนเซต จะไดวา
1. P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

2. P(A ∪B) ⊇ P(A) ∪ P(B)

ตัวอยาง 2.4.12 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.4.11 ขอ 2
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สัจพจน 2.4.13 The Axiom of Regularity
ทกุ ๆ เซต x ทีไ่มใช เซตวาง แลวจะมีเซต y ทีเ่ปนสมาชกิของ x โดยที่ x ∩ y = ∅ นัน่คอื

∀x [∃a (a ∈ x) → ∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y))]

ทฤษฎบีท 2.4.14 สำหรับเซต A ใด ๆ จะไดวา A /∈ A

ทฤษฎบีท 2.4.15 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา A /∈ B หรอื B /∈ A
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แบบฝ กหัด 2.3
1. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงพิสจูนวา

1.1 P(A ∩B) ⊆ P(A)

1.2 P(A) ⊆ P(A ∪B)

1.3 ถา A ⊆ B แลว P(Bc) ⊆ P(Ac)

2. จงแจกแจงสมาชกิของ P(P(∅))

3. จงแจกแจงสมาชกิของ P(A) เมือ่กำหนดให
3.1 A = {a, b} 3.2 A = {4, 5, 6} 3.3 A = {0,∅, {∅}}

4. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงตรวจสอบขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิ
หรอืเปนเท็จ พรอมท้ังพิสจูน
4.1 P(Ac) = P(U)−P(A)

4.2 P(A−B) = P(A)−P(B)

4.3 P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B)

4.4 A−B = ∅ ↔ P(A)− P(B) = ∅

4.5 P(A) ⊆ P(B) → P(A−B) = ∅

4.6 P(A) ⊂ P(A ∪B)

4.7 P({∅}) ∩∅ = P(∅)

4.8 P(A ∩B)− P(A ∪B) = ∅

4.9 ถา A−B = A แลว P(A ∩B) = {∅}

4.10 ถา A−B = B แลว P(A) = P(B)

4.11 ถา A ∩B = ∅ แลว P(A)− P(B) = P(A)

5. ถาสับเซตแทท้ังหมดของ A คอื ∅, {{∅}} และ {1} จงหาเซตของ P(A)− A

6. ถา A = {∅, {∅}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} แลวจำนวนสมาชกิของ (P(A) − A) ∪ (A − P(A))

เทากับเทาใด
7. ให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} กำหนดให

X = {xy : xy เปนเลขสองหลัก x, y ∈ A และ x+ y = 4}

จงหาจำนวนสับเซตท้ังหมดของ X
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2.5 สัจพจนของเซตอนันต
จากสัจพจน 2.2.2 (การเทากัน) สัจพจน 2.2.24 (เซตคู) และสัจพจน 2.3.10 (ยูเนยีน) ทำใหเกดิ
การสรางเซตไดอยางไมมีทีส่ ิ้นสดุ เช นเราทราบวามีเซตวาง ∅ ดังน้ันจะเกดิเซต

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, ...

ดวยสัจพจน 2.4.1 (เซตกำลัง) เราก็อาจสรางเซตไดไมมีทีส่ ิ้นสดุเช นกัน
∅, P(∅), P(P(∅)), P(P(P(∅))), ...

ในหัวขอกอนหนานี้ ยังไมไดกลาวถงึการนำเซตเหลาน้ันมารวมกันยังเปนเซตหรอืไม ดังน้ัน
สำหรับหัวขอนี้ จะกลาวถงึสัจพจนทีท่ำใหการรวมกันของเซตเหลาน้ันยังคงเปนเซตอยู
บทนยิาม 2.5.1 สำหรับเซต x ใด ๆ จะเรยีก x∪{x} วา ตัวตามหลัง (successor) ของ x เขียน
แทนดวย x+ นัน่คอื

x+ = x ∪ {x}

และเรยีก x วา ตัวนำหนา (presuccessor) ของ x+

ตัวอยาง 2.5.2 จงหาตัวตามหลังตอไปนี้

1. ∅+ 2. ∅++ 3. P(∅)+

บทนยิาม 2.5.3 ถา A เปนเซตทีส่อดคลองเงือ่นไข 2 ขอคอื
1. ∅ ∈ A

2. สำหรับเซต x ใด ๆ ถา x ∈ A แลว x+ ∈ A

จะเรยีก A วา เซตของตัวตามหลัง (successor set) หรอื เซตอปุนัย (inductive set)

หรอืเขียนไดวา A เปนเซตอปุนัย ก็ตอเมือ่ ∅ ∈ A ∧ ∀x[x ∈ A → x+ ∈ A]

ขอสังเกต 2.5.4 จะเห็นไดวาเซตอปุนัยเปนเซตทีมี่สมาชกิอยูเปนจำนวนนับไมถวน
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สัจพจน 2.5.5 มีเซตอปุนัย

ทฤษฎบีท 2.5.6 มีเซตอนันตทีเ่ล็กทีส่ดุ
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แบบฝ กหัด 2.5
1. จงหาเซตตอไปนี้

1.1 ∅+++

1.2 (∅+ ∪∅++)+

1.3 P(∅)++

1.4 (P(∅) ∪ P(∅)+)+

2. สำหรับเซต A และ B ใด ๆ พิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมพิสจูน

2.1 (A ∪B)+ = A+ ∪B+

2.2 (A ∩B)+ = A+ ∩B+

2.3 (A−B)+ = A+ −B+

2.4 (A+)+ = A

3. ขอความทีก่ลาววา " ถา A เปนเซตอปุนัย แลว A ∪ {A} เปนเซตอปุนัย " เปนจรงิหรอืไม
เพราะเหตใุด

4. กำหนดให A = {x ∪ {x} : x เปนเซต } แลว A ∪ {∅} เปนเซตอปุนัยหรอืไม จงพิสจูน



บทที่ 3
ความสัมพันธ

3.1 เซตของคูอันดับ
จากสัจพจน 2.2.24 (เซตคู) คอืเซตไมมีอันดับนัน่คอื {x, y} ไมแตกตางกับ {y, x} แตการกลาว
ถงึ x และ y บางคร้ังอาจจะใหความหมายทีต่างกัน นักคณติศาสตรจงึพยายามใหคำจำกัดความ
ของ "คูอันดับ (ordered pair)" ในป  1914 วีเนอร (Wiener) นักคณติศาสตรชาวอเมรกัินไดใหคำ
จำกัดความของคูอันดับเปนคนแรก โดยใช

(x, y) แทนคูอันดับ หมายถงึ {{{x},∅}, {{y}}}

และตอมาในป 1921 กรูาตอฟสกี (Kuratowski) ชาวโปแลนด ไดพัฒนาสัญลักษณ (x, y) ใหงาย
ข้ึน โดยนยิามเปน

(x, y) แทนคูอันดับ หมายถงึ {{x}, {x, y}}

สัจพจน 3.1.1 The Axiom of Pairing for Elements
สำหรับ a และ b ใด ๆ จะมีเซตซึง่ประกอบไปดวยสมาชกิทีเ่ปน x และ y เทาน้ัน

∀a ∀b ∃y ∀x [x ∈ y ↔ (x = a ∨ x = b)]

ทฤษฎบีท 3.1.2 สำหรับ a, b, c และ d ใด ๆ จะไดวา
{a, b} = {c, d} ↔ (a = b ∧ b = d) ∨ (a = d ∧ b = c)

75
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บทแทรก 3.1.3 สำหรับ a ใด ๆ จะไดวา {a, a} = {a}

บทแทรก 3.1.4 สำหรับ a และ b ใด ๆ จะไดวา {a} = {b} ↔ a = b

บทนยิาม 3.1.5 เรยีกเซต {{a}, {a, b}} วา คูอันดับ (ordered pair) ของ a และ b เขียนแทน
ดวย (a, b) นัน่คอื

(a, b) = {{a}, {a, b}}

ทฤษฎบีท 3.1.6 สำหรับ a, b, c และ d ใด ๆ จะไดวา
(a, b) = (c, d) ↔ a = c ∧ b = d
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ทฤษฎบีท 3.1.7 ให a ∈ A และ b ∈ B จะไดวา (a, b) ∈ P(P(A ∪B))

ทฤษฎบีท 3.1.8 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ ∃a∃b [a ∈ A ∧ b ∈ B ∧ x = (a, b)]

บทนยิาม 3.1.9 เซต C ในทฤษฎบีท 3.1.8 เรยีกวา ผลคณูคารทเีซยีน (Cartesian product)
ของ A และ B เขียนแทนดวย A×B นัน่คอื

A×B = {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}

หรอืกลาวไดวา
x ∈ A×B ↔ ∃a ∈ A∃b ∈ B[x = (a, b)]

(a, b) ∈ A×B ↔ a ∈ A ∧ b ∈ B

ตัวอยาง 3.1.10 ให A = {1, 2} และ B = {3, 4} จงหา
1. A×B

2. B × A

3. A× A

4. B ×B
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ตัวอยาง 3.1.11 ให A = {1, 2, 3, ..., 15} และ B = {5, 6, 7, ..., 20}
จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1. {(x, y) ∈ A×B : y = 2x+ 1}

2. {(x, y) ∈ A× A : y + x = 6}

3.
{
(x, y) ∈ B × A : y =

x

2
− 1
}

4. {(x, y) ∈ B ×B : yx = x+ 15}

ตัวอยาง 3.1.12 จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1. {(x, y) ∈ N× N : x+ y = xy}

2. {(x, y) ∈ N× N : xy = x+ 6}

3. {(x, y) ∈ Z× Z : yx+ y = x+ 11}

4. {(x, y) ∈ R×R : y2+x2+2 = 2x−2y}
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ทฤษฎบีท 3.1.13 สำหรับเซต A และ B ใดๆ จะไดวา
A×B = ∅ ↔ A = ∅ ∨B = ∅

ทฤษฎบีท 3.1.14 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ สมมตวิา A ⊆ B แลว
1. (A× C) ⊆ (B × C) 2. (C × A) ⊆ (C ×B) 3. (A× A) ⊆ (B ×B)

ทฤษฎบีท 3.1.15 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ สมมตวิา A ⊆ B แลว
1. (A× C) = (B × C) 2. (C × A) = (C ×B) 3. (A× A) = (B ×B)
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ทฤษฎบีท 3.1.16 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ เมือ่ C ̸= ∅ จะไดวา
1. (A× C) ⊆ (B × C) → A ⊆ B

2. (C × A) ⊆ (C ×B) → A ⊆ B

3. (A× C) = (B × C) → A = B

4. (C × A) = (C ×B) → A = B
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ทฤษฎบีท 3.1.17 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A = B → A×B = B × A

2. A ⊆ B ∧ C ⊆ D → (A× C) ⊆ (B ×D)

3. A = B ∧ C = D → (A× C) = (B ×D)
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ทฤษฎบีท 3.1.18 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ ทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา
1. A×B = B × A → A = B

2. (A× C) ⊆ (B ×D) → A ⊆ B ∧ C ⊆ D

3. (A× C) = (B ×D) → A = B ∧ C = D
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ทฤษฎบีท 3.1.19 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

2. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

บทแทรก 3.1.20 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ ซึง่ B ∩ C = ∅ แลว (A×B) ∩ (A× C) = ∅
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แบบฝ กหัด 3.1
1. ให A = {1, 2, 3, ..., 20} และ B = {2, 4, 6, 8, ..., 40} จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1.1 {(x, y) ∈ A×B : y = 2x+ 1}

1.2 {(x, y) ∈ A× A : y + x = 7}

1.3
{
(x, y) ∈ B × A : y =

x

2
+ 1
}

1.4 {(x, y) ∈ B ×B : yx = x+ 36}

2. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
2.1 {(x, y) ∈ N× N : x+ y < 5}

2.2 {(x, y) ∈ N× N : xy = 3x+ 12}

2.3 {(x, y) ∈ Z× Z : yx+ y = x+ 13}

2.4 {(x, y) ∈ R× R : y2 + x2 − 2x+ 4y + 5 = 0}

3. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา
3.1 A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

3.2 (B − C)× A = (B × A)− (C × A)

3.3 (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

3.4 (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

4. สมมตวิา a = b จงพิสจูนวา (a, b) = {{a}}

5. จงพิสจูนวา {a} × {a} = {{{a}}}

6. จงพิสจูนวา ถา a /∈ A แลว (a, b) /∈ A×B

7. ให A และ B เปนเซตใด ๆ ซึง่ A ⊆ B จงพิสจูนวา
7.1 A×B ⊆ B ×B

7.2 B × A ⊆ B ×B

7.3 A× A ⊆ B × A

7.4 A× A ⊆ B ×B

8. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงแสดงวา
(A×B)c = (Ac ×Bc) ∪ (Ac ×B) ∪ (A×Bc)

9. ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา
9.1 A ⊆ B ∧ C ⊆ D → C × A ⊆ D ×B

9.2 A = B ∧ C = D → C × A = D ×B

10. ให A,B และ C เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงตรวจสอบวาขอความตอไปนี้ วาเปน
จรงิหรอืเปนเท็จพรอมพิสจูน
10.1 (Ac ×Bc)c = (A×B)

10.2 A×B = B × A → A = B

10.3 A× C = B × C → A = B

10.4 A× C = B × C → A = B
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3.2 ความสัมพันธ
บทนยิาม 3.2.1 เรยีกเซต r วา ความสัมพันธ (relation) ก็ตอเมือ่

∀z[z ∈ r → ∃x∃y[z = (x, y)]]

ทฤษฎบีท 3.2.2 เซตวางเปนความสัมพันธ

ขอสังเกต 3.2.3 ในกรณทีี ่ r ̸= ∅ เรากลาวไดวา
r วาความสัมพันธ ก็ตอเมือ่ r เปนเซตของคูอันดับ

ทฤษฎบีท 3.2.4 ผลคณูคารทเีซยีน A×B เปนความสัมพันธ

ทฤษฎบีท 3.2.5 สับเซตของความสัมพันธเปนความสัมพันธ

ทฤษฎบีท 3.2.6 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา

1. r ∩ s เปนความสัมพันธ 2. r ∪ s เปนความสัมพันธ 3. r − s เปนความสัมพันธ
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บทนยิาม 3.2.7 ให r เปนความสัมพันธ แลว โดเมน (domain) ของ r เขียนแทนดวย Dom(r)

นยิามโดย
Dom(r) = {x : (x, y) ∈ r}

และ เรจน (range) ของ r เขียนแทนดวย Ran(r) นยิามโดย
Ran(r) = {y : (x, y) ∈ r}

ขอสังเกต 3.2.8 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
1. Dom(∅) = ∅ และ Ran(∅) = ∅

2. Dom(A×B) = A และ Ran(A×B) = B

ตัวอยาง 3.2.9 จงหาโดเมนและเรจน ของความสัมพันธตอไปนี้

1. r = {(1, 2), (3, 4), (2, 3)} 2. s = {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

ทฤษฎบีท 3.2.10 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r) และ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r)
2. Dom(r) ⊆ Dom(r ∪ s) และ Ran(r) ⊆ Ran(r ∪ s)

3. Dom(r − s) ⊆ Dom(r) และ Ran(r − s) ⊆ Ran(r)
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ทฤษฎบีท 3.2.11 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r) ∩ Dom(s) และ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r) ∩ Ran(s)
2. Dom(r)− Dom(s) ⊆ Dom(r − s) และ Ran(r)− Ran(s) ⊆ Ran(r − s)

ทฤษฎบีท 3.2.12 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∪ s) = Dom(r) ∪ Dom(s)

2. Ran(r ∪ s) = Ran(r) ∪ Ran(s)
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บทนยิาม 3.2.13 ให r เปนความสัมพันธ แลว ความสัมพันธผกผัน (inverse relation) ของ
r เขียนแทนดวย r−1 นยิามโดย

r−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ r}

ขอสังเกต 3.2.14 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
1. ∅−1 = ∅

2. (A×B)−1 = B × A

3. (A× A)−1 = A× A

ตัวอยาง 3.2.15 จงหาความสัมพันธผกผันของ
1. r = {(1, 0), (0, 1), (1, 3)} 2. s = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

ทฤษฎบีท 3.2.16 สำหรับความสัมพันธ r ใด ๆ จะไดวา (r−1)−1 = r

ทฤษฎบีท 3.2.17 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. (r ∪ s)−1 = r−1 ∪ s−1 2. (r ∩ s)−1 = r−1 ∩ s−1 3. (r − s)−1 = r−1 − s−1
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ทฤษฎบีท 3.2.18 สำหรับความสัมพันธ r ใด ๆ จะไดวา
1. Dom(r−1) = Ran(r) 2. Ran(r−1) = Dom(r)

บทนยิาม 3.2.19 ให A และ B เปนเซตใด ๆ เรยีก r วาความสัมพันธจาก A ไป B ถา
r ⊆ A×B

ในกรณทีี ่ r เปนความสัมพันธจาก A ไป A จะเรยีกวาความสัมพันธบน A

บทนยิาม 3.2.20 ให r เปนความสัมพันธ ถา (x, y) ∈ r เขียนแทนไดดวย x r y

บทนยิาม 3.2.21 ให iA เปนความสัมพันธบนเซต A และนยิามโดย
iA = {(a, a) : a ∈ A}

เรยีก iA วา ความสัมพันธเอกลักษณ (identity relation)
ตัวอยาง 3.2.22 จงหาความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมด
เมือ่กำหนดให A = {1, 2} และ B = {3, 4}

ตัวอยาง 3.2.23 ให A = {1, 2, 3, 4} จงแจกแจงสมาชกิของความสัมพันธบน A

1. ความสัมพันธ "เทากับ"
2. ความสัมพันธ "นอยกวา"
3. ความสัมพันธ "หารลงตัว"
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บทนยิาม 3.2.24 ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B และ s เปนความสัมพันธจาก B ไป C

ความสัมพันธ r ประกอบกับ s ( r composed with s) จะเขียนแทนดวย s◦r คอืความสัมพันธ
จาก A ไป C กำหนดโดย

s ◦ r = {(x, z) ∈ A× C : ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s}

sr

x

A

y

B

z

C

s ◦ r

ตัวอยาง 3.2.25 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 5, 6, 7} และ C = {2, 4, 6, 8, 9}
ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B และ s เปนความสัมพันธจาก B ไป C ดังนี้

r = {(1, 3), (3, 3), (3, 5), (4, 7)} และ s = {(3, 2), (5, 4), (6, 6), (7, 9)}

จงหา s ◦ r

ตัวอยาง 3.2.26 ให A = {1, 2, 3, 4, 5} โดย r และ s เปนความสัมพันธบนเซต A ดังนี้
r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)} และ s = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 1), (5, 3)}

จงหาความสัมพันธตอไปนี้

1. r ◦ s

2. s ◦ r

3. r ◦ r

4. (s ◦ r)−1

5. s−1 ◦ r−1

6. r−1 ◦ s−1
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ทฤษฎบีท 3.2.27 ให r, s และ t เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. (r ◦ s)−1 = s−1 ◦ r−1 2. (r ◦ s) ◦ t = r ◦ (s ◦ t)

บทนยิาม 3.2.28 ให A เปนเซตใดๆ และ r เปนความสัมพันธบน A จะกลาววา r มีสมบัติ

1. สะทอน (reflexive) ก็ตอเมือ่ ∀a ∈ A, a r a

2. สมมาตร (symmetric) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, a r b → b r a

3. ปฏสิมมาตร (antisymmetric) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, (a r b ∧ b r a) → a = b

4. ถายทอด (transitive) ก็ตอเมือ่ ∀a, b, c ∈ A, (a r b ∧ b r c) → a r c

5. เปรยีบเทยีบได (comparable) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, a r b ∨ b r a

a

สมบัตสิะทอน

a b

สมบัตสิมมาตร

a ba = b

สมบัตปิฏสิมมาตร

a
b

c

สมบัตถิายทอด

ตัวอยาง 3.2.29 ให A = {1, 2, 3, 4} จงตรวจสอบวาความสัมพันธตอไปนี้ มีสมบัตใิดบาง

1. ความสัมพันธ "เทากับ"
2. ความสัมพันธ "นอยกวา"
3. ความสัมพันธ "นอยกวาหรอืเทากับ"
4. ความสัมพันธ "หารลงตัว"
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ทฤษฎบีท 3.2.30 ความสัมพันธเอกลักษณ iA มีสมบัตสิะทอน

ทฤษฎบีท 3.2.31 ทกุ ๆ x และ y จะไดวา (x, y) ∈ iA ก็ตอเมือ่ x = y

ทฤษฎบีท 3.2.32 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตสิะทอน ก็ตอเมือ่ iA ⊆ r

ทฤษฎบีท 3.2.33 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r−1 มีสมบัตสิมมาตร ก็ตอเมือ่ r−1 = r
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ทฤษฎบีท 3.2.34 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตปิฏสิมมาตร ก็ตอเมือ่ r ∩ r−1 ⊆ iA

ทฤษฎบีท 3.2.35 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตเิปรยีบเทยีบได ก็ตอเมือ่ r ∪ r−1 ⊆ A× A

ทฤษฎบีท 3.2.36 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา
ถา r มีสมบัตเิปรยีบเทยีบได แลว r มีสมบัตสิะทอน
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงหาโดเมนและเรจนของความสัมพันธตอไปนี้

1.1 r = {(x, y) ∈ N× N : y = 5− |x|}
1.2 r = {(x, y) ∈ N× Z : xy + 3x = 12}
1.3 r = {(x, y) ∈ Z× Z : x+ y = xy + 1}
1.4 r = {(x, y) ∈ Z× R : y = sinπx}
1.5 r = {(x, y) ∈ R× R : y =

√
1− sinx}

1.6 r = {(x, y) ∈ R× R : y =
√
1− x2}

1.7 r = {(x, y) ∈ R× R : y = sinx+ cosx}
1.8 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y = 1 +

x

1− x2

}
1.9 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

x− 3

x+ 3

}
1.10 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

ℓn(3− x)√
x2 − 4

}
2. ให r, s และ t เปนความสัมพันธ จงพิสจูนวา r ∩ (s ∪ t) เปนความสัมพันธ
3. จงพิสจูนวา Dom((A× A)−1) = A ทกุ ๆ เซต A

4. ให A ไมใช เซตวาง และ B เปนเซต จงแสดงวา Dom((A×B)−1) = A

5. ให r, s, t และ u เปนความสัมพันธ จงพิสจูนวา
5.1 (r ⊆ s ∧ t ⊆ u) → t ◦ r ⊆ u ◦ s
5.2 (r ∪ s) ◦ t = (r ∪ t) ◦ (s ∪ t)

5.3 (r ∩ s) ◦ t ⊆ (r ∩ t) ◦ (s ∩ t)

6. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา
6.1 ถา A ∩B ̸= ∅ แลว (A×B) ◦ (A×B) = A×B

6.2 ถา A ∩B = ∅ แลว (A×B) ◦ (A×B) = ∅

6.3 ถา B ̸= ∅ แลว (B × C) ◦ (A×B) = A× C

7. ให r และ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B จงพิสจูนวา
7.1 r ∩ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

7.2 r ∪ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

7.3 r − s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

8. ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B จงพิสจูนวา r−1 เปนความสัมพันธจาก B ไป A

9. จงแจงกแจงความสัมพันธบน A = {0,±1,±2} ทีก่ำหนดใหตอไปนี้ พรอมท้ังตรวจสอบ
สมบัตท้ัิง 5 ชนดิ
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9.1 r = {(x, y) : y = x2}

9.2 s = {(x, y) : y ≤ x}

9.3 t = {(x, y) : y =
√
|x|}

9.4 u = {(x, y) : x < 1 และ x2 > 1}

10. ให r และ s เปนความสัมพันธบน A และ r ⊆ s จงพิสจูนวา ถา r มีสมบัตสิะทอน แลว s

จะมีสมบัตสิะทอนดวย
11. จงตรวจสอบวาความสัมพันธบน N ตอไปนี้ มีสมบัตใิดบางใน 5 ชนดิ

11.1 r = {(x, y) : 2 | (x+ y)}

11.2 r = {(x, y) : 2 | (x− y)}

11.3 r = {(x, y) : 2 | (x2 − y2)}

11.4 r = {(x, y) : 2 | (x2 + y2)}
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3.3 ความสัมพันธสมมลู
บทนยิาม 3.3.1 ความสัมพันธ r บนเซต A จะเรยีกวา ความสัมพันธ สมมลู (equivalent
relation) ก็ตอเมือ่ r มีสมบัตสิะทอน สมมาตร และถายทอด
ตัวอยาง 3.3.2 ให A = {1, 2, 3} ขอใดตอไปนี้ เปนความสัมพันธสมมูลบน A

1. r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}

2. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

3. r = {(1, 1)}

4. r = A× A

5. r = ∅

ตัวอยาง 3.3.3 ความสัมพันธ r ทีน่ยิามโดย
x r y ก็ตอเมือ่ 3 | (y − x) สำหรับ x, y ∈ Z

จงแสดงวา r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z

ตัวอยาง 3.3.4 ให n ∈ Z ซึง่ n > 1 และความสัมพันธ r บน Z นยิามโดย
x r y ก็ตอเมือ่ n | (y − x)

จงแสดงวา r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z
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บทนยิาม 3.3.5 ให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซตA ̸= ∅ และ a ∈ A ช้ันสมมลู (equivalence
class) ของ a มอดโุล r เขียนแทนดวย [a]r หรอื [a] หรอื ā หมายถงึเซตของสมาชกิใน A ที่
สัมพันธกับ a นัน่คอื

[a]r = {x ∈ A : x r a}

และเซตของช้ันสมมูลเรยีกวา เซต A มอดโุล r (A mudulo r) เขียนแทนดวย A/r ดังน้ัน
A/r = {[a]r : a ∈ A}

ตัวอยาง 3.3.6 จงหาเซต Z/r ของความสัมพันธ r บน Z นยิามโดย x r y ก็ตอเมือ่ 3|(x− y)

ขอสังเกต 3.3.7 สังเกตไดวาเซต Z ถกูแบงออกเปนเซตยอยได 3 เซตเทาน้ันคอื [0], [1] และ [2]

จะเห็นวาแตละเซตยอยไมมีสมาชกิซ้ำกัน และเมือ่รวมสมาชกิท้ังหมดของเซตยอยเหลาน้ันยอม
เทากับ Z ในทำนองเดยีวกันจากตัวอยาง 3.3.4 เมือ่

[k] = {nq + k : q ∈ Z} ทกุ k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}

จะไดวา
Z/r = {[0], [1], [3], ..., [n− 1]}

เรยีกเซตนี้ วา เซตของจำนวนเตม็มอดโุล n เขียนแทนดวย Zn
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซต A ̸= ∅ แลว
1. ∀a ∈ A, [a]r ̸= ∅

2. ∀a, b ∈ A, [a]r ∩ [b]r ̸= ∅ ↔ a r b

3. ∀a, b ∈ A, [a]r = [b]r ↔ a r b

4. ∀a, b ∈ A, [a]r ̸= [b]r ↔ [a]r ∩ [b]r = ∅

บทนยิาม 3.3.9 ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง และ Λ เปนเซตรรชนี จะกลาววา
Π = {Aα : ∅ ̸= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เปน ผลแบงกัน (partition) ของ A ถา
(1) ∪

α∈Λ

Aα = A

(2) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรอื Aα ∩ Aβ = ∅

ตัวอยาง 3.3.10 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} จงยกตัวอยางผลแบงก้ันของ A มาอยาง
นอย 2 เซต
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ทฤษฎบีท 3.3.11 ให A เปนเซตไมใช เซตวาง และ r เปนความสัมพันธสมมูลบน A แลว A/r

เปนผลแบงก้ันหนึง่ของ A

บทนยิาม 3.3.12 ให Π เปนผลแบงก้ันของเซต A นยิามความสัมพันธ A/Π บน A เรยีกวา A

มอดโูล Π โดย

(x, y) ∈ A/Π ก็ตอเมือ่ มี B ∈ Π ซึง่ {x, y} ⊆ B

ตัวอยาง 3.3.13 ให A = {a, b, c, d} และ Π = {{a, b}, {c}, {c, d}} จงหา A/Π

ตัวอยาง 3.3.14 กำหนดให A = N และ Π = {{1, 3, 5, 7, ...}, {2, 4, 6, 8, ...}} จงหา A/Π

ทฤษฎบีท 3.3.15 ถา Π เปนผลแบงก้ันของเซต A ̸= ∅ แลว

A/Π เปนความสัมพันธสมมูลบน A



100 บทท่ี 3. ความสัมพันธ

แบบฝ กหัด 3.3
1. ให A ̸= ∅ และ r เปนความสัมพันธบนเซต A จงแสดงวา

r เปนความสัมพันธสมมูล ก็ตอเมือ่ r−1 เปนความสัมพันธสมมูล

2. ให A ̸= ∅ เปนเซตใด ๆ ให r และ s เปนความสัมพันธบน A จงพิจารณาขอความตอไปนี้
ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถาไมจรงิจงยกตัวอยางคาน

2.1 ถา r ∪ s เปนความสัมพันธสมมูล แลว s ◦ r = r ◦ s

2.2 ถา r ∪ s = r ◦ s แลว r ∪ s เปนความสัมพันธสมมูล

3. กำหนดให A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวาความสัมพันธบน A ตอไปนี้ มีขอใดเปนความ
สัมพันธสมมูล
3.1 r = {(a, b), (b, a)}

3.2 r = {(c, d), (c, c)}

3.3 r = {(a, a), (b, b)}

3.4 r = {(d, c)}

4. จงพิจารณาความสัมพันธตอไปนี้ เปนความสัมพันธสมมูล
4.1 r = {(x, y) ∈ R× R : y > x}

4.2 r = {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 2}

4.3 r = {(x, y) ∈ Z× Z : 4|(x− y)}

4.4 r = {(x, y) ∈ N× N | 5 : (2x− 2y)}

4.5 ให S เปนเซต และ A,B ∈ P(S) กำหนดให ArB มีความหมายวา A ⊆ B

5. ให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Π = {{1, 2, 4}, {3, 5, 6}, {7, 8}}
และ r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (1, 2), (2, 1)}
จงหาสมาชกิของ
5.1 A/r

5.2 [3]r

5.3 A/Π

5.4 [3]A/Π

5.5 A/(A/r)

5.6 A/(A/Π)

6. ให n ∈ N และ rn = {(x, y) ∈ Z× Z : n | (y − x)} นยิาม [x]n = [x]rn และ Zn = N/rn
จงหา
6.1 [2]3

6.2 [3]4

6.3 [5]4

6.4 Z3

6.5 Z4

6.6 Z7

6.7 [2]N/Z3

6.8 [3]N/Z5

7. ให Π เปนผลแบงก้ันของเซตหนึง่ ให A,B และ C เปนสมาชกิใน Π

จงแสดงวา ถา B ∩ C ̸= ∅ แลว B = C



บทที่ 4
ฟงกชัน

4.1 ฟงกชัน
บทนยิาม 4.1.1 ความสัมพันธ f จะเรยีกวา ฟงกชัน (function) ก็ตอเมือ่

∀x∀y∀z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z]

ขอสังเกต 4.1.2
f เปนฟงกชัน ↔ ∀x∀y∀z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z]

f ไมเปนฟงกชัน ↔ ∃x∃y∃z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f ∧ y ̸= z]

ตัวอยาง 4.1.3 จงตรวจสอบความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม เพราะเหตใุด
1. r1 = {(1, 2), (2, 1), (3, 5)}

2. r2 = {(1, 2), (1, 1)}

3. r3 = {(x, y) ∈ R× R : x < y}

4. r4 = {(x, y) ∈ Z× Z : xy = x+ y}

5. r5 = {(x, y) ∈ Q×Q : y = |y|+ |x|}

6. r6 = {(x, y) ∈ Z×Z : 2x+y2 = x2+2y}

101
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ตัวอยาง 4.1.4 จงตรวจสอบวาความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม พรอมพิสจูน

1. f = {(x, y) ∈ R× R : 3x+ 2y = 6}

2. g = {(x, y) ∈ R× R : y = x2 + 1}

3. h = {(x, y) ∈ R× R : xy2 = x+ 1}

ทฤษฎบีท 4.1.5 เซตวางเปนฟงกชัน
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บทนยิาม 4.1.6 ให f เปนฟงกชัน ถา (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x) นัน่คอื
(x, y) ∈ f ↔ y = f(x)

ตัวอยาง 4.1.7 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} จงหา
1. f(1) + f(2)

2. g(3)− g(4)

3. f(4) · g(2)

4. f(g(3))− g(f(3))

บทนยิาม 4.1.8 ให f และ g เปนฟงกชัน
1. ผลบวก (sum) ของ f และ g เขียนแทนดวย f + g นยิามโดย

f + g = {(x, y) : y = f(x) + g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

2. ผลคณู (difference) ของ f และ g เขียนแทนดวย f − g นยิามโดย
f − g = {(x, y) : y = f(x)− g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

3. ผลคณู (product) ของ f และ g เขียนแทนดวย fg นยิามโดย
fg = {(x, y) : y = f(x)g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

4. ผลหาร (quotient) ของ f และ g เขียนแทนดวย f

g
นยิามโดย

f

g
=

{
(x, y) : y =

f(x)

g(x)
, x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) และ g(x) ̸= 0

}

ตัวอยาง 4.1.9 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)} และ g = {(1, 3), (3, 5), (4, 1), (6, 0)} จงหา
1. f + g

2. f − g

3. g − f

4. fg

5. f

g

6. g

f
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ทฤษฎบีท 4.1.10 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา f + g, f − g, fg และ f

g
เปนฟงกชัน

จากบทนยิาม 4.1.8 จะไดวา
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
เมือ่ g(x) ̸= 0

ตัวอยาง 4.1.11 กำหนดให
f(x) =

x

1− x2
และ g(x) =

1− x

2x2

จงหา
1. (f + g)(x)

2. (f − g)(x)

3. (fg)(x)

4.
(
f

g

)
(x)
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ตัวอยาง 4.1.12 ให

f(x) = x+ 1 และ g(x) =
1

1 + 1
x

และ h(x) =
x

x+ 1

จงหา
1. (fg)(x)

2. (fh)(x)

3.
(g
h

)
(x)

4.
(
h

g

)
(x)

จากบทนยิาม 4.1.8 จะไดวา
Dom(f + g) = Dom(f − g) = Dom(fg) = Dom(f) ∩ Dom(g)

Dom
(
f

g

)
= Dom(f) ∩ Dom(g)− {x : g(x) = 0}

ตัวอยาง 4.1.13 ให

f(x) =
√
9− x2 และ g(x) =

1√
x2 − 4

จงหา
1. Dom(f + g)

2. Dom(f − g)

3. Dom(fg)

4. Dom
(
f

g

)
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เนือ่งจาก f และ g เปนเซตจะไดวา f = g ก็ตอเมือ่ ∀x∀y [(x, y) ∈ f ↔ (x, y) ∈ g]

ทฤษฎบีท 4.1.14 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

f = g ก็ตอเมือ่ Dom(f) = Dom(g) และ f(x) = g(x) ทกุ ๆ x ∈ Dom(f)

ตัวอยาง 4.1.15 ให f(x) = x และ g(x) =
x2

x
จงแสดงวา f ̸= g

ตัวอยาง 4.1.16 ให f(x) = x

|x|
และ g(x) =

|x|
x

แลว f = g หรอืไมเพราะเหตใุด



4.1. ฟงก ชัน 107

บทนยิาม 4.1.17 ฟงกชัน f จะเรยีกวา ฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ (injective หรอื one-to-one)
ก็ตอเมือ่

∀x1∀x2[f(x1) = f(x2) → x1 = x2]

ขอสังเกต 4.1.18
f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ ↔ ∀x1∀x2[f(x1) = f(x2) → x1 = x2]

↔ ∀x1∀x2[x1 ̸= x2 → f(x1) ̸= f(x2)]

f ไมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ ↔ ∃x1∃x2[f(x1) = f(x2) ∧ x1 ̸= x2]

ตัวอยาง 4.1.19 จงตรวจสอบวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไมพรอมพิสจูน เมือ่ f ⊆ R× R
กำหนดโดย

1. f(x) = 2x+ 1

2. f(x) = x2

3. f(x) = x3 + 3x2 + 3x

4. f(x) = x|x|
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บทนยิาม 4.1.20 ให f เปนความสัมพันธจาก A ไป B เรยีก f วาฟงกชันจาก A ไป B ถา

1. f เปนฟงกชัน 2. Dom(f) = A 3. Ran(f) ⊆ B

ตัวอยาง 4.1.21 ให A = {1, 2, 3} และ B = {4, 5, 6} ฟงกชันในขอใดเปนฟงกชันจาก A ไป B

1. f1 = {(1, 4), (2, 5), (3, 6)}

2. f2 = {(1, 2), (2, 5), (3, 6)}

3. f3 = {(1, 4), (1, 5), (3, 6)}

4. f4 = {(1, 4), (2, 5)}

ตัวอยาง 4.1.22 จงเขียนฟงกชันจาก A ไป B ท้ังหมด เมือ่ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2}

ตัวอยาง 4.1.23 ให f =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

1

x2 + 1

}
จงแสดงวา f ฟงกชันจาก R ไป R
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บทนยิาม 4.1.24 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B ถา Ran(f) = B จะเรยีก f วา ฟงกชันทัว่ถงึ
(surjective) หรอื ฟงกชันจาก A ไปทัว่ถงึ B

บทนยิาม 4.1.25 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B ถา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่และฟงกชันทัว่ถงึ
จะเรยีกวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ (bijective) หรอืเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก
A ไปทัว่ถงึ B

ตัวอยาง 4.1.26 จงเขียนฟงกชันจาก A ไปทัว่ถงึ B ท้ังหมด เมือ่ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2}

ตัวอยาง 4.1.27 กำหนดให

f = {(x, y) : x+
√
x = y +

√
y}

จงแสดงวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก R+ ไปทัว่ถงึ R+
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ทฤษฎบีท 4.1.28 เซตวาเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก ∅ ไปทัว่ถงึ ∅

ทฤษฎบีท 4.1.29 ให A เปนเซตใด ๆ แลวความสัมพันธเอกลักษณ iA เปนฟงกชันจาก A ไป A

บทนยิาม 4.1.30 สำหรับเซต A ใด ๆ เรยีก
iA = {(x, x) : x ∈ A}

วา ฟงกชันเอกลักษณ (identity function)
ทฤษฎบีท 4.1.31 ให A เปนเซต แลวฟงกชันเอกลักษณ iA เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงตรวจสอบความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม พรอมพิสจูน

1.1 f1 = {(x, y) ∈ R× R : y = 3x− 1}

1.2 f2 = {(x, y) ∈ R× R : y = 2x2 − 3}

1.3 f3 = {(x, y) ∈ Z× Z : xy = y2}

1.4 f4 = {(x, y) ∈ Z× Z : y|x| = x|y|}

1.5 f5 = {(x, y) ∈ Z× N : yx− y = 35 + x}

1.6 f6 = {(x, y) ∈ R× R : x2 + y2 + 2 = 2x+ 2y}

2. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไม พรอมพิสจูน
2.1 f1 = {(x, y) ∈ R× R : yx+ y = x− 1}

2.2 f2 = {(x, y) ∈ R× R : 3x = xy − 2y}

2.3 f3 = {(x, y) ∈ R× R : y = x3 − 3x2 + 3x+ 1}

2.4 f4 = {(x, y) ∈ Z× Z : x2y + y = 1}

3. กำหนดให
f(x) =

x เมือ่ x ≥ 0

−x2 เมือ่ x < 0

จงพิสจูนวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก R ไปทัว่ถงึ R

4. จงแสดงวา ∅ เปนฟงกชันจาก A ไป B ก็ตอเมือ่ A = ∅

5. จงเขียนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก A ไปทัว่ถงึ B ท้ังหมด เมือ่ A = {4, 5, 6} และ
B = {1, 2, 3, 4}

6. จงแสดงวาสับเซตของฟงกชันหนึง่ตอหนึง่เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
7. ให f(x) = 1

1 + 1
x

และ g(x) =
x

1 + x
แลว f = g หรอืไม พรอมใหเหตผุล

8. ให f : N → N กำหนดโดย f(x) =

x
2
+ 1 เมือ่ x เปนจำนวนคู

x+1
2

เมือ่ x เปนจำนวนคี่
จงพิจารณาวา f พรอมท้ังใหเหตผุล

8.1 f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไม
8.2 f เปนฟงกชันทัว่ถงึหรอืไม

9. ให f, g : A → B จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาจรงิหรอืไม พรอมท้ังพิสจูน
9.1 f ∪ g : A → B
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9.2 f ∩ g : A → B

9.3 ถา f ∪ g : A → B แลว f = g

9.4 ถา f ∩ g : A → B แลว f = g

9.5 ถา f และ g เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ∪ g : A → B เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
9.6 ถา f และ g เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ∩ g : A → B เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
9.7 ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว f ∪ g : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ
9.8 ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว f ∩ g : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ

10. ให f = {(1, 0), (2, 2), (3, 5), (4, 6)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (4, 3), (5, 0)} จงหา
10.1 f + g

10.2 f − g

10.3 f + f

10.4 g − f

10.5 fg

10.6 gg

10.7 f

g

10.8 g

f

11. จงหา Dom(f + g), Dom(f − g), Dom(fg) และ Dom(f
g
) เมือ่กำหนดให

11.1 f(x) =
√
x และ g(x) = x+ 1

11.2 f(x) =
√
1− x2 และ g(x) =

x

x+ 2

11.3 f(x) =
√
x3 + 1 และ g(x) =

x√
x2 − 1

12. ให f และ g เปนฟงกชัน จงแสดงวา f + g = g + f และ fg = gf

13. ให

f(x) = x, g(x) = elnx, h(x) =
x− 1

x+ 1
และ k(x) =

1− 1
x

1 + 1
x

จงหา
13.1 (f + g)(x)

13.2 (fg)(x)

13.3 (h− k)(x)

13.4 (hk)(x)

13.5
(

f
g

)
(x)

13.6 (h
k

)
(x)

14. ให

f(x) =

x เมือ่ x > 0

−x เมือ่ x ≤ 0
และ g(x) =

x− 1 เมือ่ x > 1

1− x เมือ่ x ≤ 1

จงหา
14.1 (f + g)(x) 14.2 (f − g)(x) 14.3 (fg)(x) 14.4

(
f

g

)
(x)



4.2. ฟงก ชันผกผันและฟงก ชันประกอบ 113

4.2 ฟงกชันผกผันและฟงกชันประกอบ
บทนยิาม 4.2.1 ให f : A → B จะกลาววา f เปนฟงกชันผกผันได (invertible) ก็ตอเมือ่

f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เปนฟงกชัน
และเรยีก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function) ของ f

ตัวอยาง 4.2.2 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} และ g = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)} จงตรวจสอบวา f

และ g เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม

ทฤษฎบีท 4.2.3 ให f : A → B แลวจะไดวา

f เปนฟงกชันผกผันได ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1

ทฤษฎบีท 4.2.4 f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ f−1 : B → A เปนฟงกชัน
1-1 แบบทัว่ถงึ
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ตัวอยาง 4.2.5 จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม พรอมใหเหตผุล
1. f : R → R นยิามโดย f(x) = x2

2. f : R → R นยิามโดย f(x) = 2x+ 1

ตัวอยาง 4.2.6 จงหา f−1(x) เมือ่กำหนดให

1. f(x) = 3x− 2

2. f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 2

3. f(x) =
x+ 1

x− 1

4. f(x) =
1− x

1 + x
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ตัวอยาง 4.2.7 ให f : R → R กำหนดโดย
f(x) = x|x|

จงแสดงวา f−1 เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ และหา f−1(x)



116 บทท่ี 4. ฟงก ชัน

ถาเปรยีบเทยีบฟงกชันคอืเครือ่งจักรชิ้นหนึง่เรยีกวา f เมือ่ใส  x หรอื input เขาไปในเครือ่ง
จะได f(x) ออกมาตามหนาที ่ของเครือ่งจักรชนดิน้ัน จากแนวคดินี้ เมือ่ประกอบเครือ่งจักรอกี
เครือ่งทีเ่รยีกวา g อกีชิ้น โดยนำ f(x) หรอื output จากเครือ่งจักร f ใส เขาไปในเครือ่งจักร g

แลวไดผลเปน g(f(x)) เรยีกเครือ่งจักรประกอบจากสองชิ้นนี้ วา h ดังภาพ

g(f(x))x f gf(x)

h

จะเรยีกฟงกชัน h ทีไ่ดจากแนวคดินี้ วา ฟงกชันประกอบ (composite function) ซึง่มีนยิามดัง
ตอไปนี้
ทฤษฎบีท 4.2.8 ให f และ g เปนฟงกชัน

h = {(x, z) : (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g} เปนฟงกชัน

บทนยิาม 4.2.9 ให f และ g เปนฟงกชัน ฟงกชัน h ในทฤษฎบีท 4.2.8 เรยีกวาฟงกชันประกอบ
(composite function) ของ f และ g เขียนแทนดวย g ◦ f นัน่คอื

(x, z) ∈ g ◦ f ↔ (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g

ตัวอยาง 4.2.10 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (5, 4)} และ g = {(1, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 1)} จงหา
1. f ◦ g

2. g ◦ f

3. f ◦ f

4. (f ◦ g) + f
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ตัวอยาง 4.2.11 ให
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 4)}
g = {(1, 4), (2, 2), (3, 1), (4, 3)}
h = {(1, 3), (2, 1), (3, 4), (4, 2)}

จงหา (f ◦ g) ◦ h และ f ◦ (g ◦ h)

โดยบทนยิาม 4.2.9
(x, z) ∈ g ◦ f ↔ (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g

z = (g ◦ f)(x) ↔ f(x) = y ∧ g(y) = z

↔ g(f(x)) = z

ดังน้ัน

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ตัวอยาง 4.2.12 ให f(x) = x− 1

x+ 1
และ g(x) =

x+ 1

x+ 3
จงหา (f ◦ g)(x) และ (g ◦ f)(x)
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ทฤษฎบีท 4.2.13 ให f, g และ h เปนฟงกชัน แลว
f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

ทฤษฎบีท 4.2.14 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

1. ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 แลว g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1
2. ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว g ◦ f เปนฟงกชันทัว่ถงึ
3. ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ แลว g ◦ f เปนฟงก 1-1 แบบทัว่ถงึ
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ทฤษฎบีท 4.2.15 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

1. ถา g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f เปนฟงกชัน 1-1
2. ถา g ◦ f เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว g เปนฟงกชันทัว่ถงึ
3. ถา g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ แลว f เปนฟงก 1-1 และ g เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ

ทฤษฎบีท 4.2.16 ให f : A → B แลว
1. f ◦ iA = f

2. iB ◦ f = f

ทฤษฎบีท 4.2.17 ให f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ จะไดวา
1. f ◦ f−1 = iB

2. f−1 ◦ f = iA
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ทฤษฎบีท 4.2.18 ให f, g และ h เปนฟงกชัน
1. ถา f = g แลว h ◦ f = h ◦ g

2. ถา f = g แลว f ◦ h = g ◦ h

ทฤษฎบีท 4.2.19 ให f เปนฟงกชัน 1-1 และ Dom(f) = A และ Ran(f) = B

1. g ◦ f = f ก็ตอเมือ่ g = iB

2. f ◦ g = f ก็ตอเมือ่ g = iA
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ตัวอยาง 4.2.20 กำหนดให f(x) =
1− x

1 + x
และ A = Dom(f) จงแสดงวา f = f−1 และ

f ◦ f = iA

ทฤษฎบีท 4.2.21 ให f เปนฟงกชันผกผันได แลว

f−1 เปนฟงกชันผกผันได และ (f−1)−1 = f

ทฤษฎบีท 4.2.22 กำหนดให f และ g เปนฟงกชัน 1-1 จะไดวา
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม เมือ่โดเมนเปนสับเซตของจำนวนจรงิ

1.1 f(x) = 5 + 7x

1.2 f(x) =
√
x+ 1

1.3 f(x) = x3 − 3x2 + 3x− 3

1.4 f(x) = x3|x|

1.5 f(x) = |x|+ |x+ 1|

1.6 f(x) = tanx

1.7 f(x) =
1 + 2x

2 + x

1.8 f(x) =
1

1 + 2x

1.9 f(x) =
1

1 + 1
x

1.10 f(x) = xsinx

2. จงหาฟงกชันผกผัน f−1(x) ของฟงกชันตอไปนี้
2.1 f(x) = 11x+ 22

2.2 f(x) =
√
x

2.3 f(x) = x3 + 12x2 + 6x

2.4 f(x) = tanx
2.5 f(x) = ex

2.6 f(x) =
3 + x

2− x

3. ให f = {(0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 2)} และ g = {(0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 1)} จงหา
3.1 f ◦ g 3.2 g ◦ f 3.3 (f + g) ◦ (f − g)

4. ให f(x) =
3x เมือ่ x > 0

2x เมือ่ x ≤ 0
และ g(x) =

x2 − 1 เมือ่ x > 1

1− x2 เมือ่ x ≤ 1
จงหา

4.1 (f ◦ g)(x) 4.2 (g ◦ f)(x) 4.3 (f ◦ g) ◦ f(1) 4.4 (f − g) ◦ g(1)

5. ให f(2x+ 1) = 4x2 + 4x+ 5 และ g

(
1 + x

1− x

)
= x จงหา f(x), g(x) และ (f ◦ g)(x)

6. จงยกตัวอยางฟงกชัน 1-1 f ทีส่อดคลอง f(x+ y) = f(x) + f(y) ทกุ ๆ x และ y

7. ให f และ g เปนฟงกชัน จงพิสจูนวา
7.1 Dom(g ◦ f) ⊆ Dom(f) 7.2 Ran(g ◦ f) ⊆ Ran(g)

8. ให f : A → B และ g : B → C จงพิสจูนวา g ◦ f : A → C

9. ให f : A → B และ g : B → C ถา f และ g เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ จงพิสจูนวา
g ◦ f : A → C เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ

10. ให f : A → B และ g : B → C ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 จงพิสจูนวา g ◦ f : A → C

เปนฟงกชัน 1-1
11. ให f : A → B และ g : B → C ถา f เปนฟงกชัน 1-1 และ g เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ

จงพิสจูนวา (g ◦ f)−1 เปนฟงกชัน 1-1 C ไปทัว่ถงึ A
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4.3 ภาพและภาพผกผัน
ทฤษฎบีท 4.3.1 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A ถา

g(x) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

แลว g เปนฟงกชันจาก S ไป B

บทนยิาม 4.3.2 ฟงกชัน g จากทฤษฎบีท 4.3.1 เรยีกวา ฟงกชันกำกัด (restriction function)
ของ f บน S เขียนแทนดวย f |S และ f เรยีกวา ฟงกชันภาคขยาย (extension function) ของ
f |S นัน่คอื

f |S = {(x, y) : (x, y) ∈ f และ x ∈ S}

f |S เปนฟงกชันกำกัดของ f บน S ↔ f |S(x) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

ตัวอยาง 4.3.3 ให f เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ จงหา f |S

1. f(x) = 2x+ 1 และ S = {−1, 0, 1}

2. f(x) = x2 และ S = N

3. f(x) =
√
x2 และ S = R+

4. f(x) = cosx และ S = [0, π]
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ทฤษฎบีท 4.3.4 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A แลว
f |S ∪ f |A−S = f

ทฤษฎบีท 4.3.5 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A

ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f |S เปนฟงกชัน 1-1 จาก S ไป B
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บทนยิาม 4.3.6 ให f : A → B และ U ⊆ A นยิาม ภาพ (image) ของ U ภายใต f เขียนแทน
ดวย f(U) กำหนดโดย

f(U) = {y ∈ B : ∃x ∈ A และ f(x) = y}

และ V ⊆ B นยิาม ภาพผกผัน (inverse image) ของ V ภายใต f เขียนแทนดวย f−1(V )

กำหนดโดย
f−1(V ) = {x ∈ A : f(x) ∈ V }

จะไดวา

y ∈ f [U ] ก็ตอเมือ่ ∃x ∈ U, y = f(x) x ∈ f−1[V ] ก็ตอเมือ่ f(x) ∈ V

f
A

U

B

f(U)

f
A

f−1(V )

B

V

ตัวอยาง 4.3.7 ให f เปนฟงกชันบน R นยิามโดย f(x) = 2x+ 1 จงหา f(U) และ f−1(V )

1. U = {1, 2, 3, 4, 5}

2. V = {1, 2, 3, 4, 5}

3. U = [−3, 7]

4. V = (−6,∞)

5. U = {x ∈ R : x2 > 1}

6. V = {x ∈ R : 1 < |x| < 3}
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ทฤษฎบีท 4.3.8 ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B แลว

1. f(∅) = ∅ และ f−1[∅] = ∅

2. f(U) ⊆ Ran(f) และ f(A) = Ran(f)
3. f(U) ⊆ f(A) ⊆ B

4. f−1(V ) ⊆ Dom(f) และ f−1(B) = Dom(f)

ทฤษฎบีท 4.3.9 ให f : A → B และ X,Y ⊆ A และ U, V ⊆ B แลว
1. ถา X ⊆ Y แลว f(X) ⊆ f(Y )

2. ถา X = Y แลว f(X) = f(Y )

3. ถา U ⊆ V แลว f−1(U) ⊆ f−1(V )

4. ถา U = V แลว f−1(U) = f−1(V )
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ทฤษฎบีท 4.3.10 ให f : A → B และ X,Y ⊆ A และ U, V ⊆ B แลว
1. f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

2. f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )

3. f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V )

4. f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V )

ทฤษฎบีท 4.3.11 ให f : A → B

f เปนฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่ f(U ∩W ) = f(U) ∩ f(W ) ทกุ ๆ U,W ⊆ A

ทฤษฎบีท 4.3.12 ให f : A → B และ V ⊆ B แลว f−1(B − V ) = f−1(B)− f−1(V )
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ทฤษฎบีท 4.3.13 ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B แลว

1. U ⊆ f−1(f(U)) 2. f(f−1(V )) ⊆ V

ทฤษฎบีท 4.3.14 ให f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 และ U ⊆ A แลว
f−1(f(U)) = U

ทฤษฎบีท 4.3.15 ให f : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ และ V ⊆ B แลว
f(f−1(V )) = V
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แบบฝ กหัด 4.3
1. ให f(x) = x2 + 1 จงหา

1.1 f({1, 2, 3})

1.2 f([−3, 3])

1.3 f−1({−1, 0, 1, 2})

1.4 f−1((−1, 5])

2. ให f(x) =
2x เมือ่ x > 1

x+ 1 เมือ่ x ≤ 1
จงหา f |S

2.1 S = {0, 1, 2} 2.2 S = [−2, 5] 2.3 S = (7,∞) 2.4 S = (−∞, 2)

3. ให f : R → R โดย f(x) = |x| จงหาภาพและภาพผกผันตอไปนี้ พรอมท้ังพิสจูน

3.1 f([0, 1])

3.2 f((−1, 1))

3.3 f−1((−1, 1))

3.4 f−1([1, 3))

4. ให f : R → R โดย f(x) = 1− x2 จงหาภาพและภาพผกผันตอไปนี้ พรอมท้ังพิสจูน

4.1 f([0, 2])

4.2 f([−2, 1))

4.3 f−1((−1, 2])

4.4 f−1((−2, 2))

5. ให f : A → B และ g : B → C และ D ⊆ C จงแสดงวา (g ◦ f)−1(D) = f−1(g−1(D))

6. ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B จงพิสจูนวา
f(U) ⊆ V ↔ U ⊆ f−1(V )

7. ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B จงพิสจูนวา
(f |U)−1(V ) = A ∩ f−1(V )

8. ให f : A → B และ U,W ⊆ A จงพิสจูนวา

8.1 f เปนฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่ f(A− U) ⊆ B − f(U)

8.2 f เปนฟงกชันทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ B − f(U) ⊆ f(A− U)

8.3 f เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ B − f(U) = f(A− U)
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4.4 เซตดรรชนี
พิจารณาตัวอยาง {A1, A2, A3, A4} เมือ่

A1 = [0, 1]

A2 = {0.5, 1, 2}

A3 = {x ∈ Z : x > 1}

A4 = {x ∈ Q : 0 < x < 4}

เรยีก {1, 2, 3, 4} วา เซตดรรชนี (index set) หรอืเขียนไดวา Aα เมือ่ α ∈ {1, 2, 3, 4} ของ
{Aα : α ∈ Λ}

ในกรณทีี ่ Λ = N เรยีก {Aα : α ∈ N} วาอันดับของเซต
ตัวอยาง 4.4.1 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนนับ ให Λ เปนเซตดรรชนี และ

Aα = {1, 2, 3, ..., α}

สำหรับแตละ α ∈ Λ จงหา Aα ท้ังหมด เมือ่
1. Λ = {1, 3, 5} 2. Λ = {1, 2, 3, 4}

ตัวอยาง 4.4.2 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนจรงิ ให Λ เปนเซตดรรชนี และ
Ax = (x− 1, x+ 1)

สำหรับแตละ x ∈ Λ จงหา Aα ท้ังหมด เมือ่
1. Λ = {1, 2, 3, 4}

2. Λ = {−1, 0, 1}

3. Λ = {0.5, 1.2, 4}

4. Λ = (1, 5)
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บทนยิาม 4.4.3 ให Λ เปนเซตดรรชนี นยิามยูเนยีนและอนิเตอรเซกชันใด ๆ ดังนี้

1. ∪
α∈Λ

Aα = {x : ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα}

2. ∩
α∈Λ

Aα = {x : ∀α ∈ Λ, x ∈ Aα}

กรณี Λ = {1, 2, 3, ..., n} เขียนเปน
n∪

i=1

Ai และ
n∩

i=1

Ai

และกรณี Λ = N เขียนเปน
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai

ตัวอยางเช น
3∪

i=1

Ai = A1 ∪ A2 ∪ A3 และ
4∩

i=1

Ai = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4

ตัวอยาง 4.4.4 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนนับ ให Ai = {1, 2, 3, ..., i} จงหา

1.
10∪
i=1

Ai และ
10∩
i=1

Ai

2.
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai
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ตัวอยาง 4.4.5 จงหาเซตตอไปนี้

1.
∞∪
n=1

An และ
∞∩
n=1

An เมือ่ An = (n− 1, n+ 1)

2. ∪
x∈(0,1)

Ax และ ∩
x∈(0,1)

Ax เมือ่ Ax = [1− x, 1 + x]

ตัวอยาง 4.4.6 กำหนดให An = (1− n, 1 + n) จงหาเซตตอไปนี้

1. ∪
n∈N

An 2. ∩
n∈N

An
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ตัวอยาง 4.4.7 จงหา

1. ∪
n∈N

(
1− 1

n
, 1 +

1

n

)
2. ∩

n∈N

(
1− 1

n
, 1 +

1

n

)

ทฤษฎบีท 4.4.8 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ แลว

1.
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c 2.

(∪
α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c



134 บทท่ี 4. ฟงก ชัน

ทฤษฎบีท 4.4.9 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ และ B เปนเซตใด ๆ

1. B ∩

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∩ Aα)

2.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∩
α∈Λ

(Aα ∩B)

3. B ∪

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∪ Aα)

4.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∩
α∈Λ

(Aα ∪B)
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ทฤษฎบีท 4.4.10 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ และ B เปนเซตใด ๆ

1. B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)

2.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∪
α∈Λ

(Aα ∪B)

3. B ∩

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∩ Aα)

4.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∪
α∈Λ

(Aα ∩B)
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ทฤษฎบีท 4.4.11 ให I และ J เปนเซตดรรชนี และ Ai เปนเซตซึง่ i ∈ I และ Bj เปนเซตซึง่
j ∈ J เปนเซตใด ๆ

1.
(∪

i∈I

Ai

)
×

(∪
j∈J

Bj

)
=

∪
(i,j)∈I×J

(Ai ×Bj)

2.
(∩

i∈I

Ai

)
×

(∩
j∈J

Bj

)
=

∩
(i,j)∈I×J

(Ai ×Bj)
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พิจารณาเซต Ā ของฟงกชันท้ังหลายที่มีโดเมนคอืเซตดรรชนี Λ และแตละ α ∈ Λ จะได
f(α) ∈ Aα หรอืนัน่คอื

Ā = {f : f : Λ → Aα}

หรอืกลาวไดวาจำนวนสมาชกิท้ังหลายใน Ā เปนฟงกชันจาก Λ ไปยัง ∪
α∈Λ

Aα ดังน้ัน

Ā =

{
f : Λ →

∪
α∈Λ

Aα : ∀α ∈ Λ, f(α) ∈ Aα

}

ตัวอยาง 4.4.12 พิจารณา {Aα : α ∈ Λ} ให Aα = {1, 2, ..., α} และ α ∈ Λ จงหา Ā เมือ่
1. Λ = {1}

2. Λ = {1, 2}

3. Λ = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท 4.4.13 ให Λ = {1, 2} ฟงกชัน
g : Ā → A1 × A2 นยิามโดย g(f) = (f(1), f(2))

เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ
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แบบฝ กหัด 4.4
1. กำหนดใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหาเซตตอไปนี้

1.1 ∪
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

1.2 ∪
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

1.3 ∪
n∈N

(1− 1

n
, 2 +

1

n
]

1.4 ∪
n∈N

[−1,
1

n
)

1.5 ∪
n∈N

(1− 1

n
, 1)

1.6 ∪
x∈R+

(−x, x)

1.7 ∪
x∈R+

(1− x, 1 + x)

1.8 ∪
y∈R+

(−y

2
,
y

2
)

1.9 ∩
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

1.10 ∩
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

1.11 ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1)

1.12 ∩
x∈R+

(−x, x)

2. กำหนดให {Ai : i ∈ I} และ {Bi : i ∈ I} เปนการรวมกันอยูของเซตในรปูดรรชนแีละมี
สมบัติ Ai ⊆ Bi ทกุ ๆ i ∈ I จงพิสจูนวา

2.1 ∪
i∈I

Ai ⊆
∪
i∈I

Bi 2.2 ∩
i∈I

Ai ⊆
∩
i∈I

Bi

3. กำหนดให {Ai : i ∈ I} และ {Bj : j ∈ J} เปนการรวมกันอยูของเซตในรปูดรรชนี
จงพิสจูนวา

3.1 ∪
i∈I

Ai −
∪
j∈J

Bj =
∪
i∈I

(∩
j∈J

(Ai −Bj)

)

3.2 ∩
i∈I

Ai −
∪
j∈J

Bj =
∩
i∈I

(∪
j∈J

(Ai −Bj)

)

3.3 ถาแตละ i ∈ I มี j ∈ J ซึง่ Bj ⊆ Ai แลว
∩
j∈J

Bj ⊆
∩
i∈I

Ai



บทที่ 5
การเรยีงอันดับบางส วน

5.1 เซตซึง่เรยีงอันดับบางส วนได
บทนยิาม 5.1.1 เรยีกความสัมพันธ r บนเซต P วา การเรยีงอันดับบางส วน (partial ordering)
ก็ตอเมือ่ r มีสมบัติสะทอน ปฏิสมมาตร และถายทอด โดยทัว่ไปนยิามเขียน - แทนอันดับทีล่ะ
สวน และเรยีกคูอันดับ (P,-) วาเซตซึง่เรยีงอันดับบางส วนได (partially ordered set) หรอื
โพเซต (poset)

สำหรับโพเซต (P,-) นยิามความสัมพันธ ≺ บน P โดยสำหรับ a, b ∈ P

a ≺ b ก็ตอเมือ่ a - b และ a ̸= b

ตัวอยาง 5.1.2 กำหนดให P = {1, 2, 3} จงพิจารณาวาขอใดเปนการเรยีงอันดับบางสวนบน P

1. ความสัมพันธเอกลักษณ
2. ความสัมพันธเซตวาง
3. ความสัมพันธ "นอยกวา"
4. ความสัมพันธ "นอยกวาหรอืเทากับ"
5. ความสัมพันธ "หารลงตัว"

ตัวอยางโพเซตอืน่ๆ เช น (R,≤), (N, |) และ (P(A),⊆) เมือ่ A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง
ในกรณทีีเ่ซต P เปนเซตจำกัดทีไ่มเซตวาง นยิมแทน (P,-) ดวยแผนภาพเฮสเซ (Hasse

diagram) ซึง่ประกอบไปดวยจดุหรอืวงกลมเล็กๆแทนสมาชกิใน P และสวนของเสนตรงเชือ่ม
ระหวางจดุ a และจดุ b เมือ่ a ≺ b และไมมี c ∈ P ซึง่ a ≺ c ≺ b โดยจดุ b จะถกูเขียนไวเหนอื
จดุ a ดังตัวอยางตอไปนี้

1. (N,≤) 2. (Z,≤) 3. (R,≤)

139



140 บทท่ี 5. การเรียงอันดับบางสวน

ตัวอยาง 5.1.3 ให P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซตตอไปนี้

1. (P, |)

1

52 3

4 6

2. (P,≤)

1

2

3

4

5

6

ตัวอยาง 5.1.4 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P, |) เมือ่กำหนดให
1. P = {2, 3, 4, 6, 8, 12}

2. P = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}

3. P = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}

4. P = {1, 2, 3, ..., 20}
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ตัวอยาง 5.1.5 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P(A),⊆) เมือ่ A = {x, y, z}

∅

{y} {z}{x}

{x, z} {y, z}{x, y}

{x, y, z}

ตัวอยาง 5.1.6 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P,⊆) เมือ่กำหนดให

1. P = P({1, 2})

2. P = {∅, {∅}, {1}, {3}, {1, 2}}

3. P = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}}

4. P = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {2, 3}, {1, 3}}
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ตัวอยาง 5.1.7 จากแผนภาพเฮสเซของโพเซต จงหาโพเซตและอันดับบางสวน

a
b

c

d

e

บทนยิาม 5.1.8 ให (P,-) เปนโพเซต m และ n เปนสมาชกิใน P จะกลาววา

1. m เปนสมาชกิตัวใหญเฉพาะกลุม (maximal element) ของ P

ก็ตอเมือ่ ไมมี x ∈ P ซึง่ m ≺ x นัน่คอื ∀x ∈ P, m - x → m = x

M เปนสมาชกิตัวใหญสดุ (the greatest element) ก็ตอเมือ่ x - M ทกุ ๆ x ∈ P

2. n เปนสมาชกิตัวเลก็เฉพาะกลุม (minimal element) ของ P

ก็ตอเมือ่ ไมมี x ∈ P ซึง่ x ≺ n นัน่คอื ∀x ∈ P, x - n → n = x

N เปนสมาชกิตัวเลก็สดุ (the least element) ก็ตอเมือ่ N - x ทกุ ๆ x ∈ P

ตัวอยาง 5.1.9 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซต (P, |) เมือ่

1. P = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

2. P = {2, 4, 6, 8, 9, 10}

3. P = {1, 3, 5, 7, 9, 11}

4. P = {2, 3, ..., 20}
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ตัวอยาง 5.1.10 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซต (P,⊆) เมือ่

1. P = {∅, {∅}, {1}, {2}}

2. P = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}}

3. P = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

4. P = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}}
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ตัวอยาง 5.1.11 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตตอไปนี้

1. (N,≤)

2. (Z,≤)

3. (R,≤)

4. (N, |)

ทฤษฎบีท 5.1.12 ถาโพเซตมีสมาชกิตัวใหญสดุจะไดมีไดเพียงตัวเดยีว และถาโพเซตมีสมาชกิ
ตัวเล็กสดุจะไดมีไดเพียงตัวเดยีว

ทฤษฎบีท 5.1.13 กำหนดให (P,-) เปนโพเซต จะไดวา

1. ถา (P,-) มีสมาชกิตัวใหญสดุเปน M แลว M จะเปนสมาชกิใหญเฉพาะกลุม

2. ถา (P,-) มีสมาชกิตัวเล็กสดุเปน N แลว N จะเปนสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม
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บทนยิาม 5.1.14 ให (P,-) เปนโพเซต และ B ⊆ P

1. เรยีกสมาชกิ a ∈ P ทีส่อดคลองเงือ่นไข a - x ทกุ ๆ x ∈ B

วา ขอบเขตลาง (lower bound) ของ B

และให L(B) แทนเซตของขอบเขตลางท้ังหมดของ B นัน่คอื
L(B) = {a ∈ P : a - x ทกุ ๆ x ∈ B}

2. เรยีกสมาชกิ b ∈ P ทีส่อดคลองเงือ่นไข x - b ทกุ ๆ x ∈ B

วา ขอบเขตบน (upper bound) ของ B

และให U(B) แทนเซตของขอบเขตบนท้ังหมดของ B นัน่คอื
B(U) = {b ∈ P : x - b ทกุ ๆ x ∈ B}

ตัวอยาง 5.1.15 พิจารณา (N, |) จงหา L(B) และ U(B) เมือ่กำหนดให
1. B = {1, 2}

2. B = {2, 3, 6, 12}

3. B = {3, 5, 9, 15}

4. B = {3, 9, 12, 18}

5. B = {30, 45, 75}

6. B = {50, 125, 325}
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ตัวอยาง 5.1.16 พิจารณา (R,≤) จงหา L(B) และ U(B) เมือ่กำหนดให

1. B = (0, 1)

2. B = [0, 1]

3. B = [−2, 5] ∪ (6, 9)

4. B = {1, 2, 3}

ตัวอยาง 5.1.17 พิจารณา (P(A),⊆) โดยที่ A = {1, 2, 3, 4} จงหา L(B) และ U(B) เมือ่
1. B = {∅, {1}, {2}, {3}}

2. B = {{1}, {2}, {3}, {4}}

3. B = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

4. B = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}}
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ทฤษฎบีท 5.1.18 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา -B เปนความสัมพันธบน B ซึง่
สอดคลอง

∀x, y ∈ B , x -B y ↔ x - y

แลว (B,-B) เปนโพเซต เรยีกวาสับโพเซต (subposet) ของ (P,-) เขียนแทนดวย (B,-)

บทนยิาม 5.1.19 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา L(B) และ U(B) ไมใช เซตวาง

1. ถา a เปนสมาชกิตัวใหญสดุของ (L(B),-) เรยีก a วาขอบเขตลางมากสดุ (greatest
lower bound หรอื infimum) ของ B เขียนแทนดวย infB

2. ถา b เปนสมาชกิตัวเล็กสดุของ (U(B),-) เรยีก b วาขอบเขตบนนอยสดุ (least upper
bound หรอื supremum) ของ B เขียนแทนดวย supB

ตัวอยาง 5.1.20 จงหา infB และ supB ของตัวอยาง 5.1.15-5.1.17
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ทฤษฎบีท 5.1.21 ให (P,-) เปนโพเซต และ B ⊆ P ถา B มีขอบเขตลางมากสดุ แลวมีขอบเขต
ลางมากสดุเพียงตัวเดยีว และถา B มีขอบเขตบนนอยสดุ แลวมีขอบเขตบนนอยสดุเพียงตัวเดยีว

บทนยิาม 5.1.22 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา - มีสมบัติเปรยีบเทยีบได
(comparable) บน B จะเรยีก (B,-) เปน เซตอันดับแบบเชงิเสน (linearly ordered set)
หรอื เซตทีเ่ป นอันดับโดยส ิ้ นเชงิ (totally ordered set) หรอื โซ  (chain) หรอื สับเซตเชงิ
เสน (linear subset)
ตัวอยาง 5.1.23 จงตรวจสอบวาโพเซตใดตอไปนี้ เปนโซ 

1. (P(A),⊆) เมือ่ A = {1, 2}

2. (C,⊆) เมือ่ C = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}}

3. (A, |) เมือ่ A = {1, 2, 3, 6}

4. (A, |) เมือ่ A = {1, 2, 4, 8}

5. (N, |)

6. (N,≤) และ (R,≤)
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บทนยิาม 5.1.24 จะกลาววาความสัมพันธ r บนเซต A สอดคลอง กฎไตรวภิาค (trichotomy
law) ถาทกุ ๆ x, y ∈ A เปนจรงิเพียงอยางเดยีวใน 3 ขอตอไปนี้

1. x r y 2. x = y 3. y r x

ทฤษฎบีท 5.1.25 ให (P,-) เปนโพเซต จะไดวา

(P,-) เปนโซ  ก็ตอเมือ่ - สอดคลองไตรวภิาค
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แบบฝ กหัด 5.1
1. กำหนดให A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวาความสัมพันธบน A ตอไปนี้ มีขอใดเปนโพเซต

1.1 r = {(a, b), (b, a)}

1.2 r = {(c, d), (c, c)}

1.3 r = {(a, a), (b, b)}

1.4 r = {(d, c)}

2. จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P, |) พรอมท้ังหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญ
เฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตเหลาน้ัน
2.1 P = {1, 2, 4, 8}

2.2 P = {2, 8, 12, 15}

2.3 P = {3, 6, 9, 12, 15}

2.4 P = {2, 4, 8, 24, 60}

2.5 P = {3, 5, 6, 15, 18, 48}

2.6 P = {2, 3, 4, .., 30}

3. จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P,⊆) พรอมท้ังหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญ
เฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตเหลาน้ัน
3.1 P = {∅, {2}, {2, 3}

3.2 P = {∅, {∅}, {2}}

3.3 P = {{1}, {3}, {1, 3}, {2, 3}}

3.4 P = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}}

4. พิจารณา (N, |) จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
4.1 B = {4, 5, 10}

4.2 B = {6, 8, 12, 18}

4.3 B = {5, 10, 25, 45, 50}

4.4 B = {100, 150, 450}

5. พิจารณา (P(A),⊆) เมือ่ A = {1, 2, 3, 4} จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
5.1 B = {∅}

5.2 B = {{1}, {3}}

5.3 B = {{1, 3}, {2, 4}, {2, 3}}

5.4 B = {{1, 2, 3, 4}}

6. พิจารณา (R,≤) จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
6.1 B = (−1, 3)

6.2 B = (−3, 0]

6.3 B = (1, 2) ∪ (3, 4)

6.4 B = (1, 3) ∪ {5}

6.5 B = {2, 4, 6, 8, ...}

6.6 B = {3n : n ∈ Z}

7. จงตรวจสอบวาโพเซตใดตอไปนี้ เปนโซ 

7.1 (P(A),⊆) เมือ่ A = {∅}

7.2 (C,⊆) เมือ่ C = {{1}, {2}, {1, 3}}

7.3 (E, |) เมือ่ E = เซตของจำนวนคูบวก
7.4 (A, |) เมือ่ A = {2n : n ∈ N}

8. ให A และ B เปนสับเซตโพเซตของ (R,≤) ซึง่มีขอบเขตบนนอยสดุและขอบเขตลางมาก
สดุ ถา A ⊆ B จงพิสจูน inf(B) ≤ inf(A) ≤ sup(A) ≤ sup(B)

9. ใน (R,≤) กำหนดให Aα = {x ∈ R : x < α} เมือ่ α ∈ R จงแสดงวา sup(Aα) = α
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5.2 เซตทีเ่ป นอันดับดแีลว
บทนยิาม 5.2.1 เรยีกโพเซต (P,-) วา เซตทีเ่ป นอันดับดแีลว (well-ordering set) ก็ตอเมือ่
ทกุสับโพเซตทีไ่มใช เซตวางมีสมาชกิตัวเล็กสดุ

ตัวอยาง 5.2.2 จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. ({1, 2, 3},≤)

2. ({−3,−1, 1, 5, 9},≤)

3. (N,≤)

4. (R,≤)

ตัวอยาง 5.2.3 จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. ({1, 2, 3}, |)

2. ({1, 2, 4, 8}, |)

3. ({3, 9, 27}, |)

4. (N, |)

ตัวอยาง 5.2.4 จงตรวจสอบโพเซต (P,⊆) วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. P = {∅}

2. P = {∅, {1}, {1, 2}}

3. P = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}

4. P = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}}
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บทนยิาม 5.2.5 ให (P,-) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว และ a, b ∈ P ถา
a - b และ a ̸= b

เรยีก b วาตัวตามหลัง (successor) ของ a หรอืเรยีก a วาตัวนำหนา (predecessor) ของ b

ตัวอยางเช น ({1, 2, 3, 4, 5, 6},≤) แสดงดังแผนภาพ

1 2 3 4 5 6

สรปุไดดังตาราง
สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก

1 ไมมี 2, 3, 4, 5, 6 ไมมี 2
2 1 3, 4, 5, 6 1 3
3 1, 2 4, 5 2 4
4 1, 2, 3 5, 6 3 5
5 1, 2, 3, 4 6 4 6
6 1, 2, 3, 4, 5 ไมมี 5 ไมมี

ตัวอยาง 5.2.6 พิจารณาเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว ({1, 2, 4, 8, 16}, |) จงเตมิตารางตอไปนี้ ใหสมบูรณ

สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก
1
2
4
8
16

ตัวอยาง 5.2.7 พิจารณาเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว ({∅, {1}, {2}, {1, 2}},⊆) จงเตมิตารางตอไปนี้
ใหสมบูรณ

สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก
∅
{1}
{2}
{1, 2}
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กำหนดให ω แทนเซตของจำนวนธรรมชาติ หมายถงึ

ω = {0, 1, 2, 3, ...}

ให (P,-) เปนโพเซต จงตอบคำถามตอไปนี้
1. ให P = ω และนยิาม

x - y ก็ตอเมือ่ ( x เปนจำนวนคู ∧ y เปนจำนวนคี่ )
∨ ( x เปนจำนวนคู ∧ y เปนจำนวนคู ∧ x < y )
∨ ( x เปนจำนวนคี่ ∧ y เปนจำนวนคี่ ∧ x < y )

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0 และ 1

2. ให P = ω ∪ {ω} และนยิาม

x - y ก็ตอเมือ่ (x ∈ ω ∧ y ∈ ω ∧ x < y) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω)

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0 และ ω
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ทฤษฎบีท 5.2.8 หลักการอปุนัยเชงิอนันต (Principle of Transfinite induction)
กำหนดให (W,-) เปนเซตทีอั่นดับดแีลว และ P (x) แทนขอความซึง่มีคาความจรงิเปนจรงิหรอื
เท็จสำหรับแตละสมาชกิ x ∈ W ถาขอความ

ถา P (y) เปนจรงิสำหรับทกุ ๆ ตัวนำหนา y ของ x แลว P (x) เปนจรงิ

เปนจรงิ แลว P (x) เปนจรงิสำหรับทกุ ๆ x ∈ W
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ประยุกตหลักการอปุนัยเชงิอนันตกับเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวของจำนวนธรรมชาติ (ω,≤)

จะไดขอความตอไปนี้
[∀n ∈ ω, [∀y ∈ ω, y < n → P (y) เปนจรงิ] → P (n) เปนจรงิ] → ∀n ∈ ω, P (n) เปนจรงิ... (ก)

ทฤษฎบีท 5.2.9 ขอความ (ก) สมมูลกับขอความตอไปนี้

[(P (0) เปนจรงิ ) ∧ ∀n ∈ ω, [P (n) เปนจรงิ → P (n+ 1) เปนจรงิ] → ∀n ∈ ω, P (n) เปนจรงิ
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม

1.1 ({2, 3, 5, 7, 11, 13, ...},≤)

1.2 ({...,−5,−4,−3,−1, 0},≤)

1.3 ({−x : x ∈ N},≤)

1.4 (Q,≤)

1.5 ({1, 3, 6, 12, 24}, |)

1.6 ({−1, 2, 4, 6, 12}, |)

1.7 ({∅, {∅}, {1}},⊆)

1.8 ({∅, {1,∅}, {1}},⊆)

2. โพเซต (P, |) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
2.1 P = {2n+1 : n ∈ N}

2.2 P = {2n + 1 : n ∈ N}

2.3 P = {3n : n ∈ N}

2.4 P = {n3 : n ∈ N}

3. พิจารณาโพเซต (ω,-) เมือ่นยิาม

m - n ก็ตอเมือ่ ∃c ∈ ω, n = cm

วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
4. ให P = ω+ ∪ {ω+} เมือ่ ω+ = ω ∪ {ω} และนยิาม x - y ก็ตอเมือ่

(x ∈ ω ∧ y ∈ ω ∧ x < y) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω+) ∨ (x = ω ∧ y = ω+)

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0, ω และ ω+

5. ให (A, r) และ (B, s) เปนโพเซต ถา (A×B, t) สอดคลองเงือ่นไข
((x1, y1), (x2, y2)) ∈ t ↔ [(x1, y1) ∈ s ∨ (y1 = y2 ∧ (x1, x2) ∈ r)]

จงแสดงวา (A×B, t) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว

6. ให (Y,-Y ) เปนโพเซต และกำหนดให f : X → Y เปนฟงกชันแบบหนึง่ตอหนึง่ ถานยิาม

x -X y ก็ตอเมือ่ f(x) -Y f(y)

จงแสดงวาถา -Y เปนอันดับดแีลวบน Y แลว -X จะเปนอันดับดแีลวบน X
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5.3 สัจพจนของการเลอืก
ในกรณีที ่ A ̸= ∅ เราสามารถเลอืกสามาชิกตัวหนึง่จากเซต A ไดเสมอ แตเมือ่เราหยิบ

สมาชกิจาก A มากกวาหนึง่คร้ังโดยเฉพาะกรณหียิบเปนจำนวนอนันตคร้ัง เมือ่ A เปนเซตอนันต
ในประสบการณของมนษุย ยังไมอาจยอมรับวาทำไดหรอืไม แมวาเราจะหยิบไดคร้ังแลวคร้ังเลา
อยางไมรูจบก็ตาม

ในกรณทีี ่ A เปนเซตอนันตทีเ่ปนอันดับดแีลว ทกุสับเซตทีไ่มใชเซตวาง เราเลอืกสมาชกิตัว
เล็กสดุไดเสมอ และสับเซตมีไดเปนจำนวนอนันตเซตในกรณนีี้ทำใหเชือ่มัน่ไดวาสามารถทำได

กำหนดให A ̸= ∅ เปนโพเซต ถา A ไมมีสมาชกิตัวใหญสดุเฉพาะกลุมแลวจะไดวามีอันดับ
แบบอนันตทีเ่พิม่ข้ึน

x1 < x2 < x3 < ...

ของสมาชกิใน A พิสจูนไดคอื เนือ่งจาก A ไมใช เซตวางจงึสามารถเลอืกสมาชกิมาหนึง่ตัว เรยีก
วา x1 ตอไปสมมตโิดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรจะไดวามีอันดับสมาชกิใน A ดังนี้

x1 < x2 < ... < xn

และนยิามเซต
An = {x ∈ A : x > xn}

เห็นไดชัดวา An ̸= ∅ และไมมีสมาชกิตัวใหญสดุเฉพาะกลุม เราจงึเลอืกหยิบสมาชกิใน An มา
ไดอยางนอยหนึง่ตัว เรยีกวา xn+1 ซึง่

x1 < x2 < ... < xn < xn+1

โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรสามารถนยิามเซตไดดังนี้

Sn = {x1, x2, x3, ..., xn}

ทำใหไดวา
S =

∪
n∈N

Sn

แลว S เปนเซตของสมาชกิทีเ่ปนอันดับอนันตแบบเพิม่ข้ึนตามตองการ
วธิีการเลอืกทีผ่านมาถอืไดรับการยอมรับ แตเปนการเลอืกทีไ่มแจมชัด ในป 1904 แซรมิโล

ไดใหความสำคัญกับการเลอืกดังกลาวจงึไดกำหนดเปนหนึง่สัจพจนในทฤษฎีเซต ซึง่เรยีกวา
สัจพจนของการเลอืก (Axiom of choice)
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บทนยิาม 5.3.1 กำหนดให A เปนเซต เรยีกฟงกชัน
F : P(A)− {∅} → A

วา ฟงกชันเลอืก (Choice function) ถาสำหรับแตละ B ∈ P(A) − {∅} จะไดวา F (B) ∈ B

และเรยีก F (B) วา ตัวแทน (representative) ของ B

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาฟงกชันการเลอืกท้ังหมดของเซตตอไปนี้

1. A = {1}

2. A = {1, 2}

3. A = {1, 2, 3}
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สัจพจน 5.3.3 สัจพจนของการเลอืก (Axiom of Choice)
มีฟงกชันเลอืกสำหรับทกุเซต

ทฤษฎบีท 5.3.4 สัจพจนของการเลอืกสมมูลกับขอความตอไปนี้
ถา A เปนเซตทีป่ระกอบดวยสมาชกิทีต่างกันทีไ่มใช เซตวาง และเปนเซตตางสมาชกิกัน แลวจะ
ไดวามีเซต C ซึง่ประกอบดวยสมาชกิตัวหนึง่และตัวเดยีวเทาน้ันจากแตละเซตใน A โดยเรยีก
เซต C นี้ วา เซตของการเลอืก (choice set)
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ทฤษฎบีททีมี่ชือ่เสยีงเกีย่วกับการเลอืกคอื

1. ทฤษฎบีทการเรยีงเป นอันดับอยางดี (Well Ordering Theorem) ทีก่ลาวไววา
มีความสัมพันธการเปนอันดับดแีลวสำหรับเซตทกุเซต

2. บทต้ังของซอรน (Zorn's Lemma) ทีก่ลาวไววา
ถาแตละสับเซตเชงิเสนของเซตของโพเซต P มีขอบเขตบนใน P แลว P จะมีสมาชกิตัว
ใหญสดุเฉพาะกลุม

สดุทายเราพิสจูนไดวา ทฤษฎบีทท้ัง 2 สมมูลกับสัจพจนของการเลอืก หรอืกลาวไดอกีนัยไดวา
ท้ัง 3 สิง่ทีไ่ดมีความเดยีวกันในทางทฤษฎเีซต

แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาฟงกชันการเลอืกท้ังหมดของเซตตอไปนี้

1.1 A = {a, b, c} 1.2 A = {1, 2, 3, 4}

2. เซตวางมีฟงกชันเลอืกหรอืไม ถามีคอืฟงกชันใด
3. ให A มีสมาชกิมากกวาหนึง่ตัว จงแสดงวามีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ f : A → A ซึง่

f(x) ̸= x สำหรับแตละ x ∈ A

4. กำหนดให A เปนเซตที่ไมวาง แตละคูสมาชกิของ A เปนเซตตางสมาชกิ จงแสดงวามี
ฟงกชัน f ซึง่ Dom(f) = Aและแตละ A ∈ A จะไดวา f(A) ∈ A

5. จงแสดงวาบทต้ังของซอรนสมมูลกับขอความ

ถา A เปนเซตอปุนัย และ a ∈ A แลว A จะประกอบไปดวยสมาชกิใหญสดุเฉพาะกลุม
ทีม่ากกวาหรอืเทากับ a



บทที่ 6
จำนวนธรรมชาติ

จำนวนคอือะไร ไมเคยมีใครเห็นจำนวนมากอนสิง่ที ่รูจักเช น 2 และ 3 เปนสัญลักษณที ่
มนษุยกำหนดข้ึนเพือ่ใชแทนจำนวนเทาน้ัน เปนเพียงสิง่ทีเ่ราจนิตนาการข้ึนมา เพือ่ใหเราเขาใจ
ตรงกันเมือ่นกึถงึสิง่เหลาน้ัน

มนษุย รูจักการนับหรอืใชระบบจำนวนมานานแลว และวชิาการตาง ๆ ก็ถกูพัฒนาในทกุวัน
บนรากฐานของจำนวนท้ังสิ้น (ฉววีรรณ รัตนประเสรฐิ : 2536)

6.1 สัจพจนเปอาโน
เราเริม่ตนมองหาเซตทีเ่หมาะสมเพือ่นยิาม จำนวนธรรมชาติ คำวา เซตทีเ่หมาะสม หมาย

ถงึเซตทีส่ามารถเปน จำนวน ไดอยางสมบูรณ ในป 1908 แซรมิโล ไดเสนอเซต
∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, ...

แทนจำนวนธรรมชาติ 0, 1, 2, 3, ... ตามลำดับ แตนอยมันนไดเสนอกลุมเซตอกีลักษณะหนึง่ ที ่
มีสมบัติพิเศษสามารถประยุกตในการพัฒนาระบบจำนวนไดทกุรปูแบบ จนกลายเปนมาตรฐาน
ของการแสดงสัญลักษณของจำนวนธรรมชาติ โดยเริม่ตนจากเซตทีไ่มมีอะไรเลยคอื ∅ เปนที ่
ยอมรับกันวาสัญลักษณ 0 และเซต {∅} แทนนามธรรมของการมีอยูหนึง่ ดวยแนวคดิในทำนอง
เดยีวกันจงึนยิามเซตแทนจำนวนธรรมชาตสิีจ่ำนวนแรกไดดังนี้

0 := ∅

1 := {∅}
2 := {∅, {∅}}
3 := {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

จากการนยิามจะไดสมบัตดัิงนี้
0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ 3 ∈ ...

และ
0 ⊆ 1 ⊆ 2 ⊆ 3 ⊆ ...
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เมือ่พิจารณานยิามของจำนวนธรรมชาติ

0 := ∅

1 := {∅} = ∅+ = 0+

2 := {∅, {∅}} = ∅++ = 1+

3 := {∅, {∅}, {∅, {∅}}} = ∅+++ = 2+

ซึง่สอดคลองกับความหมายเชงินามธรรมของจำนวนธรรมชาตแิตละจำนวน
0, 1, 2, 3, ...

เปนตัวตามหลังของกันและกันสบืเนือ่งกันไปโดยมีตนกำเนดิจาก 0 เมือ่พิจารณาบทนยิามของ
ตัวตามหลัง และสัจพจนของเซตอปุนัย จะเห็นไดวาจำนวนธรรมชาติแตละจำนวนเปนสมาชกิ
ของเซตอปุนัยทกุ ๆ เซต

บทนยิาม 6.1.1 เรยีกเซตอนันตที ่เล็กทีส่ดุในทฤษฎบีท 2.5.6 วา เซตของจำนวนธรรมชาติ
(The set of natural numbers) เขียนแทนดวย ω

จากบทนยิามจะไดวา
x ∈ ω ↔ x เปนจำนวนธรรมชาติ

↔ x เปนสมาชกิของเซตอปุนัยทกุ ๆ เซต

และทำใหสรปุไดวา ω เปนเซตอปุนัยทีเ่ล็กทีส่ดุ (เห็นไดชัดจากพิสจูนในทฤษฎบีท 2.5.6) หรอื
กลาวอกีนัยหนึง่เรยีกวา หลักอปุนัย ของ ω กลาวคอื

เซตอปุนัยทีเ่ปนสับเซตของ ω จะมีเพียง ω เทาน้ัน
โดยการนำไปใชพิสจูนโดยการเขียนเซต

S = {n ∈ ω : P (n)}

ถาพิสจูนไดวา T เปนเซตอปุนัยแลวเราจะสรปุจากหลักอปุนัยของ ω ไดวา S คอื ω หลักการนี้
เรยีกวา การพสิจูนโดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร (Mathematical induction)

มี นักคณติศาสตร หลายทานพยายามสรางระบบสัจพจนของระบบจำนวนข้ึน โดยกำหนด
สัจพจนดวยสมบัติเบ้ืองตนของจำนวนธรรมชาติ ระบบสัจพจนทีมี่ช ือ่เสยีงและเปนทีย่อมรับคอื
สัจพจน เปอาโน (Peano's postulates) ซึง่กำหนดโดยนักคณติศาสตรชาวอติาลีที ่ช ือ่วา จู
เซปเป เปอาโน (Giuseppe Peano: 1858-1932) กลาวถงึสิง่ที ่กำหนดการมีจรงิของจำนวน
ธรรมชาติ (natural number) ไว 5 ขอดังนี้
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(P1) มีจำนวนธรรมชาตทิีเ่รยีกวา ศนูย (zero) เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ัน
0 ∈ ω

(P2) จำนวนธรรมชาตทิกุจำนวนตองมี ตัวตามหลัง (successor) ทีเ่ปนจำนวนธรรมชาตเิพียง
ตัวเดยีวเทาน้ัน
∀n ∈ ω, n+ ∈ ω

(P3) ศนูยไมเปนตัวตามหลังของจำนวนธรรมชาตใิด
∀n ∈ ω, n+ ̸= 0

(P4) ถาจำนวนธรรมชาตสิองจำนวนมีตัวตามหลังตัวเดยีวกัน แลวจำนวนธรรมชาตท้ัิงสองยอม
เปนจำนวนเดยีวกัน
∀n,m ∈ ω, n+ = m+ → n = m

(P5) ถาเซต S เปนสับเซตของจำนวนธรรมชาตทิีส่อดคลอง 2 เงือ่นไขตอไปนี้
(1) 0 เปนสมาชกิของ S
(2) ถา n เปนสมาชกิของ S แลวตัวตามหลังของ n เปนสมาชกิของ S
เราจะไดวาเซต S เปนเซตของจำนวนธรรมชาตท้ัิงหมด
∀S ⊆ ω, [(0 ∈ S) ∧ (∀n ∈ S, n ∈ S → n+ ∈ S)] → (S = ω)

ในทีน่ ี้ ศนูย เปนจำนวนเริม่ตนของจำนวนธรรมชาติ และ ตัวตามหลัง คอืจำนวนทีถั่ดจากตัวที ่
สนใจ เช น 1 เปนตัวตามหลังของ 0 ซึง่เราจะเขียนเปนแผนภาพไดดังนี้

0 −→ 1 −→ 2 −→ 3 −→ · · ·

ตัวอยาง 6.1.2 ให S = {a, b, c, d} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้ สอดคลองสัจพจนเปอาโน
หรอืไมเพราะเหตใุด

1. a b c d

2.
a b c d

3. a b c

d

4. a b

cd
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ตัวอยาง 6.1.3 ให S = {a, a′, a′′, a′′′, ...} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้ สอดคลองสัจพจนเป
อาโน หรอืไมเพราะเหตใุด

1. a a′ a′′ a′′′ ...

2. a a′ a′′

a′′′

a′′′′ ...

ตัวอยาง 6.1.4 ให S = {a, a′, a′′, a′′′, ...} ∪ {b, b′, b′′, b′′′, ...} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้
สอดคลองสัจพจนเปอาโน หรอืไมเพราะเหตใุด

a a′ a′′ a′′′ ...
b b′ b′′ b′′′ ...
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เราพิสจูนวาสมบัตเิบ้ืองตนของจำนวนธรรมชาติ ทีก่ลาวไวในสัจพจนเปอาโน สามารถพิสจูน
ไดในระบบทฤษฎเีซต นัน่คอื ω ในสัจพจนเปอาโนเปนเซตอปุนัยทีเ่ล็กทีส่ดุ

ในสัจพจนเปอาโน (P5) จะถกูนำไปใชพิสจูนขอความตาง ๆ เกีย่วกับประพจนของจำนวน
ธรรมชาตซิึง่เรยีกวา อปุนัยเชงิคณติศาสตร (Mathematical induction) กลาวคอื
ให S ⊆ ω ซึง่สอดคลองสมบัตติอไปนี้

1. 0 ∈ S และ
2. ถา n ∈ S แลว n+ ∈ S

แลว S = ω

ทฤษฎบีท 6.1.5 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n /∈ n

ทฤษฎบีท 6.1.6 ถา m เปนจำนวนธรรมชาติ แลว m = 0 หรอืมีจำนวนธรรมชาติ p เพียงตัว
เดยีวเทาน้ันซึง่ m = p+
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(ก) ∀x, x ∈ a ∈ A → x ∈ A

(ข) a ∈ A → a ⊆ A

2. จงพิสจูนวา ∀x, x ∈ a ∈ ω → x ∈ ω

3. ให A และ B เปนเซตใด ๆ จงแสดงวาถา A = B แลว A+ = B+

4. จงแสดงวา A ∈ ω แลว A+ ∈ ω

5. จงแสดงวาไมมีจำนวนธรรมชาตใิดทีเ่ปนเซตของตัวตามหลัง
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6.2 การดำเนนิการบนจำนวนธรรมชาติ
บทนยิาม 6.2.1 ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ แลวนยิาม m + k คอื ผลบวก (Sum) ซึง่
สอดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
(A1) m+ 0 = m และ
(A2) m+ k+ = (m+ k)+

ตัวดำเนนิการ + เรยีกวา การบวก (Addition) บน ω

ทฤษฎบีท 6.2.2 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n+ = 1 + n โดยที่ 0+ = 1

ตัวอยาง 6.2.3 จงหาคาตอไปนี้

1. 2 + 2

2. 2 + 3

3. 4 + 3

4. 5 + 4
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ทฤษฎบีท 6.2.4 สมบัตกิารสลับที่
กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m+ n = n+m

ทฤษฎบีท 6.2.5 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m+ (n+ k) = (m+ n) + k

ทฤษฎบีท 6.2.6 การมีเอกลักษณการบวก
สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n+ 0 = n = 0 + n
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ทฤษฎบีท 6.2.7 สมบัตกิารตัดออกสำหรับการบวก
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

m = n ก็ตอเมือ่ m+ k = n+ k

ตัวอยาง 6.2.8 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
ถา m+ n = m แลว n = 0
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ทฤษฎบีท 6.2.9 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m ≤ n แลวจะไดวาไมมีจำนวน
ธรรมชาติ k เพียวตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ n = m+ k

บทนยิาม 6.2.10 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาตซิึง่ m ≤ n

เรยีก k ในทฤษฎบีท 6.2.9 วา ผลตาง (difference) ของ m และ n เขียนแทนดวย n−m ดังน้ัน

k = n−m ก็ตอเมือ่ n = m+ k

ทฤษฎบีท 6.2.11 กำหนดให m,n, r และ s เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m ≤ n และ r ≤ s แลว

n−m = r − s ก็ตอเมือ่ m+ s = n+ r
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บทนยิาม 6.2.12 ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ แลวนยิาม m · k คอื ผลคณู (Product)
ซึง่สอดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
(M1) m · 0 = 0 และ
(M2) m · k+ = (m · k) +m

ตัวดำเนนิการ · เรยีกวา การคณู (Multiplication) บน ω

ทฤษฎบีท 6.2.13 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n · 0 = 0 = n · 0

ตัวอยาง 6.2.14 จงหาคาตอไปนี้

1. 1 · 2

2. 2 · 3

3. 3 · 5

4. 8 · 6
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ทฤษฎบีท 6.2.15 สมบัตกิารสลับที่
กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · n = n ·m

ทฤษฎบีท 6.2.16 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · (n · k) = (m · n) · k

ทฤษฎบีท 6.2.17 การมีเอกลักษณการบวก
สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n · 1 = n = 1 · n
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ทฤษฎบีท 6.2.18 สมบัตกิารแจกแจง
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · (n+ k) = (m · n) + (m · k)

ทฤษฎบีท 6.2.19 สมบัตกิารตัดออกสำหรับการคณู
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. ถา m = n แลว m · k = n · k

2. ถา m · k = n · k และ k ̸= 0 แลว m = n
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ทฤษฎบีท 6.2.20 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา m · n = 0 แลว m = 0 หรอื n = 0

ตัวอยาง 6.2.21 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
ถา m · n = n และ m ̸= 0 แลว n = 1
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แบบฝ กหัด 6.2
1. ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงพิสจูนวา

1.1 0 +m = m 1.2 k+ +m = (k +m)+

2. ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงพิสจูนวา
2.1 0 ·m = 0 และ 2.2 k+ ·m = (k ·m) +m

3. จงหาคาตอไปนี้ โดยใชนยิาม
3.1 3 + 4 3.2 5 + 7 3.3 10 + 15 3.4 11 + 13

4. จงหาคาตอไปนี้ โดยใชนยิาม
4.1 2 · 6 4.2 3 · 7 4.3 5 · 9 4.4 10 · 3

5. ให ⊗ เปนตัวดำเนนิการบน ω นยิามโดย
(ก) m⊗ 0 = m++ และ (ข) m⊗ k+ = m+ (m⊗ k)

จงหาคาตอไปนี้

5.1 1⊗ 3 5.2 3⊗ 5 5.3 4⊗ 7 5.4 7⊗ 9

6. ให ⊗ เปนตัวดำเนนิการบน ω นยิามโดย
20 = 1 และ 2k

+

= 2k · 2

จงแสดงวา 2m+n = 2m · 2n

7. กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวาถา m = n แลวจะไดวาไมมีจำนวน
ธรรมชาติ k ซึง่ m = n+ k

8. กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวาถา m = n + k แลวจะไดวาไมมี
จำนวนธรรมชาติ k ซึง่ n = m+ k

9. กำหนดให m,n, p, q และ r เปนจำนวนธรรมชาติซึง่ m = p + q และ p = n + r จงแสดง
วามีจำนวนธรรมชาติ t ทีท่ำให m = n+ t

10. กำหนดให m, p, y, q และ z เปนจำนวนธรรมชาติซึง่ x = py และ y = qz จงแสดงวามี
จำนวนธรรมชาติ r ทีท่ำให x = rq
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6.3 การเป นอันดับของจำนวนธรรมชาติ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความสัมพันธ นอยกวาหรอืเทากับ ≤ บนจำนวนธรรมชาติ ω ซึง่เปน

เรยีงอันดับบางสวน (โพเซต) และศกึษาสมบัตทิีเ่กดิข้ึนของความสัมพันธนี้
บทนยิาม 6.3.1 ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ เรยีก m วา นอยกวา (less than) n เขียน
แทนดวย m < n หรอื n > m ก็ตอเมือ่ มีจำนวนธรรมชาติ k ทีไ่มใช ศนูย ทีท่ำให n = m+ k

สัญลักษณ m ≤ n เรยีกวานอยกวาหรอืเทากับ หมายถงึ m < n หรอื m = n

ตัวอยาง 6.3.2 จงแสดงวา
1. 3 < 5 2. 10 > 8

ทฤษฎบีท 6.3.3 ถา n เปนจำนวนธรรมชาติ แลว 0 ≤ n

ทฤษฎบีท 6.3.4 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. ถา m < n แลว m+ ≤ n

2. m < n ก็ตอเมือ่ m+ < n+
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ทฤษฎบีท 6.3.5 กฎไตรวภิาค (Trichonomy Law)
ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

m < n หรอื m > n หรอื m = n

ทฤษฎบีท 6.3.6 ความสัมพันธ ≤ เปนอันดับดแีลวบน ω

ทฤษฎบีท 6.3.7 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไมมีจำนวนธรรมชาติ m ซึง่ n < m < n+
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ทฤษฎบีท 6.3.8 ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ

ถา m < n แลวจะมีจำนวนธรรมชาติ p ซึง่ n = m+ p+

ทฤษฎบีท 6.3.9 ให m,n, p และ q เปนจำนวนธรรมชาติ
ถา m < n และ q < p แลว mq + np < mp+ nq
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ทฤษฎบีท 6.3.10 ให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. m < n ก็ตอเมือ่ m+ k < n+ k

2. m < n ก็ตอเมือ่ m · k < n · k เมือ่ k ̸= 0

3. m = n ก็ตอเมือ่ m · k = n · k เมือ่ k ̸= 0

ทฤษฎบีท 6.3.11 หลักอารคมีีดสี (Archimedean Principle)
ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ ถา n ̸= 0 แลวจะมีจำนวนธรรมชาติ k ซึง่ m < k · n
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แบบฝ กหัด 6.3
1. ให m เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา ถา m < 1 แลว m = 0

2. จงแสดงวา ถา m เปนจำนวนธรรมชาติ และ n เปนจำนวนธรรมชาตทิีไ่มใช ศนูย แลวจะได
วามีจำนวนธรรมชาติ q, r ทีท่ำให m = nq + r โดยที่ r < n

3. ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
3.1 ถา m < n+ 1 แลว m ≤ n

3.2 ถา m < 1 แลว m = 0

3.3 ถา m+ n = 1 แลว m = 1 หรอื n = 1

3.4 ถา m · n = 1 แลว m = 1 และ n = 1

4. ให m,n, p และ q เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m < p และ n < q จงพิสจูนวา
4.1 m+ n < p+ q

4.2 m · n < p · q

4.3 mp+ nq < mn+ pq

5. ให m และ nเปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา ถา m > 1 และ n > 1 แลว m+ n ≤ mn



บทที่ 7
ระบบจำนวน

7.1 จำนวนเตม็
เมือ่นำจำนวนธรรมชาติสองจำนวนอาจเปนจำนวนลบเช น 1 − 2 จงึกลาวไดวาจำนวนเต็ม

เกดิจากผลลบของสองจำนวนธรรมชาติ และเขียนแทนดวยคูอันดับ (1, 2) แตจะเห็นไดวาผลลบ
อาจเกดิจากหลาย ๆ เช น (3, 4) และ (7, 8) เปนตน ดังน้ันคาของ 1− 2 = −1 อาจรวมอยูในเซต

{(a, b) ∈ ω × ω : a− b = −1}

เขียนแทนดวย −1Z ซึง่เปนช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ ใน ω × ω ซึง่นยิามดังนี้

(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ a− b = c− d

หรอื
(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

ทฤษฎบีท 7.1.1 ความสัมพันธ ∼ ใน ω × ω ทีน่ยิามขางตน เปนความสัมพันธสมมูล

181
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บทนยิาม 7.1.2 เรยีกแตละช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ วา จำนวนเตม็ (integer) และเรยีก
เซตของช้ันสมมูล ω × ω/ ∼ วา เซตของจำนวนเตม็ (the set of integers) เขียนแทนดวย Z

ดังน้ัน
Z := ω × ω/ ∼

ตัวอยางเช น จำนวนเต็ม −1Z คอืช้ันสมมูล
−1Z = [(1, 2)] = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), ...}

และ จำนวนเต็ม 3Z คอืช้ันสมมูล
3Z = [(3, 0)] = {(3, 0), (4, 1), (5, 2), ...}

เปนตน ทำใหไดวาเซตของจำนวนเต็มคอื
Z = {...,−2Z,−1Z, 0Z, 1Z, 2Z, ...}

ทฤษฎบีท 7.1.3 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (m+ p, n+ q) ∼ (m′ + p′, n′ + q′)

บทนยิาม 7.1.4 จะเรยีกฟงกชัน +Z : Z× Z → Z สำหรับแตละคูจำนวนเต็ม a, b ∈ Z ดวยเซต
a +Z b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (m+ p, n+ q)}

วา การบวก (addition) บน Z และเรยีก a +Z b วา ผลบวก (sum) ของ a และ b

ตัวอยางเช น
1Z +Z 2Z = [(2, 1)] +Z [(2, 0)]

= [(2 + 2, 1 + 0)]

= [(4, 1)]

= 3Z
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ทฤษฎบีท 7.1.5 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a +Z b = b +Z a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a +Z (b +Z c) = (a +Z b) +Z c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.1.6 ให a เปนจำนวนเต็ม และ 0Z = [(0, 0)] จะไดวา
1. a +Z 0Z = a = 0Z +Z a การมีเอกลักษณสำหรับการบวก (identity)

2. มี b ∈ Z ซึง่ a +Z b = 0Z = b +Z a การมีตัวผกผันสำหรับการบวก (additive inverse)

ตัวอยาง 7.1.7 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนเต็มใด ๆ ตัวผกผันสำหรับการบวกของจำนวนเต็ม
ตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน (ตอไปจะเขียนตัวผกผันการบวกของ a ดวย −a)
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ทำใหนยิาม การลบ (substraction) บนจำนวนเต็มไดดังนี้
a− b := a +Z (−b)

ทฤษฎบีท 7.1.8 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mp+ nq,mq+ np) ∼ (m′p′ + n′q′,m′q′ + n′p′)

บทนยิาม 7.1.9 จะเรยีกฟงกชัน ·Z : Z× Z → Z สำหรับแตละคูจำนวนเต็ม a, b ∈ Z ดวยเซต
a ·Z b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mp+ nq,mq + np)}

วา การคณู (multiplication) บน Z และเรยีก a ·Z b วา ผลคณู (product) ของ a และ b

ตัวอยางเช น
2Z ·Z −3Z = [(2, 0)] ·Z [(1, 4)]

= [(2 · 1 + 0 · 4, 0 · 1 + 2 · 4)]
= [(2 + 0, 0 + 8)]

= [(2, 8)]

= −6Z
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ทฤษฎบีท 7.1.10 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a ·Z b = b ·Z a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a ·Z (b ·Z c) = (a ·Z b) ·Z c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.1.11 ให a เปนจำนวนเต็ม และ 1Z = [(1, 0)] จะไดวา
1. a ·Z 1Z = a = 1Z ·Z a การมีเอกลักษณสำหรับการคณู (identity)
2. a ·Z 0Z = 0Z

3. −a = (−1Z) ·Z a
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ทฤษฎบีท 7.1.12 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว m+ q < p+ n และ m′ + q′ < p′ + n′

ทฤษฎบีท 7.1.13 ความสัมพันธ

≤Z := {(a, b) ∈ Z× Z : (m,n) ∈ a ∧ (p, q) ∈ b → m+ q ≤ p+ n}

เปนอันดับเชงิเสนบน Z

บทนยิาม 7.1.14 เรยีกอันดับ<Z วา นอยกวา (less than) บน Z และกลาวไดวาเปนจำนวนเต็ม
b เปน จำนวนเตม็บวก (positive integer) ถา 0Z <Z b

ขอสังเกต b <Z 0Z ก็ตอเมือ่ 0Z <Z −b

ทำใหไดกฎไตรวภิาคสำหรับจำนวนเต็ม กลาวคอื สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ จะไดวาขอความ
ตอไปนี้ เปนจรงิเพียงขอเดยีวเทาน้ัน

1. a เปนจำนวนเต็มบวก 2. a = 0Z 3. −a เปนจำนวนเต็มบวก
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ทฤษฎบีท 7.1.15 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a ≤Z b ก็ตอเมือ่ a +Z c ≤Z b +Z c

2. สำหรับ 0Z <Z b จะไดวา a ≤Z b ก็ตอเมือ่ a ·Z c ≤Z b ·Z c

ทฤษฎบีท 7.1.16 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a +Z c = b +Z c ก็ตอเมือ่ a = b

2. a ·Z c = b ·Z c และ c ̸= 0Z ก็ตอเมือ่ a = b
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แบบฝ กหัด 7.1
1. จงพิสจูนวา 0Z ̸= 1Z

2. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา
2.1 −(−a) = a

2.2 −(a ·Z b) = (−a) ·Z b = a ·Z (−b)

2.3 −(a +Z b) = (−a) +Z (−b)

2.4 (a− b) +Z (b− c)) = a− c

2.5 (−a) ·Z (−b) = a ·Z b

3. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงแสดงวา a ·Z (b +Z c) = (a ·Z b) +Z (a ·Z c)

4. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a ·Z b = 1 ก็ตอเมือ่ (a = 1 และ b = 1 ) หรอื (a = −1 และ b = −1 )

5. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a ·Z b = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0
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7.2 จำนวนตรรกยะ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการขยายจำนวนเต็มโดยสรางเซตที่มี ตัวผกผันสำหรับการคณูของ

จำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย ท้ังหมด สำหรับการบวก +Z และการคณู ·Z บนจำนวนเต็ม จะเขียนโดย
ยอคอื + และ · ตามลำดับ ในกรณี a · b เขียนแทนดวย ab เมือ่พิจารณา

ax = 1 เมือ่ a ̸= 0

จำนวน x ทีไ่ดจะอยูในรปูเศษสวนเช น
1

2
,−1

3
,−4

1
,
6

2
, ...

เปนตน เราพบวาเศษสวนของจำนวนเต็มทีแ่ตกตางกันอาจจะเขียนแทนจำนวนเดยีวกันไดเช น
1

2
=

2

4
=

3

6
=

4

8
= ...

เมือ่พิจารณากรณทัีว่ไป จะไดวา
a

b
=

c

d
ก็ตอเมือ่ ad = bc

เมือ่ b ̸= 0 และ d ̸= 0 ทำใหเรานยิามความสัมพันธบน Z× Z∗ เมือ่ Z∗ เปนเซตของจำนวนเต็มที่
ไมใช ศนูย ท้ังหมด หรอื Z∗ = Z− {0}

ทฤษฎบีท 7.2.1 ความสัมพันธ ∼ ใน Z× Z∗ นยิามโดย

(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ ad = bc

เปนความสัมพันธสมมูล
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บทนยิาม 7.2.2 เรยีกแตละช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ วา จำนวนตรรกยะ (rational number)
และเรยีกเซตของช้ันสมมูล Z × Z∗/ ∼ วา เซตของจำนวนตรรกยะ (the set of rational
numbers) เขียนแทนดวย Q ดังน้ัน

Q := Z× Z∗/ ∼

ตัวอยางเช น จำนวนตรรกยะ 1Q = [(1, 1)], −1
2Q = [(−1, 2)] และ 0Q = [(0, 1)] เปนตน

ทฤษฎบีท 7.2.3 ให m,m′, p, p′ ∈ Z และ n, n′, q, q′ ∈ Z∗ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mq + np, nq) ∼ (m′q′ + n′p′, n′q′)

บทนยิาม 7.2.4 จะเรยีกฟงกชัน +Q : Q×Q → Q สำหรับแตละคูจำนวนตรรกยะ a, b ∈ Q ดวย
เซต

a +Q b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mq + np, nq)}

วา การบวก (addition) บน Q และเรยีก a +Q b วา ผลบวก (sum) ของ a และ b

ตัวอยาง 7.2.5 จงหาผลบวกตอไปนี้

1. 1Q +Q 2Q 2. −1Q +Q
1
2Q
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ทฤษฎบีท 7.2.6 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a +Q b = b +Q a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)

2. a +Q (b +Q c) = (a +Q b) +Q c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.2.7 ให a เปนจำนวนตรรกยะ และ 0Q = [(0, 1)] จะไดวา
1. a +Q 0Q = a = 0Q +Q a การมีเอกลักษณสำหรับการบวก (identity)

2. มี b ∈ Z ซึง่ a +Q b = 0Q = b +Q a การมีตัวผกผันสำหรับการบวก (additive inverse)

ตัวอยาง 7.2.8 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนตรรกยะใด ๆ ตัวผกผันสำหรับการบวกของ
จำนวนตรรกยะตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน (ตอไปจะเขียนตัวผกผันการบวกของ a ดวย −a)
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ทำใหนยิาม การลบ (substraction) บนจำนวนตรรกยะไดดังนี้
a− b := a +Q (−b)

ทฤษฎบีท 7.2.9 ให m,m′, p, p′ ∈ Z และ n, n′, q, q′ ∈ Z∗ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mp, nq) ∼ (m′p′, n′q′)

บทนยิาม 7.2.10 จะเรยีกฟงกชัน ·Q : Q×Q → Q สำหรับแตละคูจำนวนตรรกยะ a, b ∈ Q ดวย
เซต

a ·Q b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mp, nq)}

วา การคณู (multiplication) บน Q และเรยีก a ·Z b วา ผลคณู (product) ของ a และ b

ตัวอยาง 7.2.11 จงหาผลบวกตอไปนี้
1. 1Q ·Q −2Q 2. 1

3Q ·Q 3
5Q
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ทฤษฎบีท 7.2.12 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a ·Q b = b ·Q a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)

2. a ·Q (b ·Q c) = (a ·Q b) ·Q c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.2.13 ให a เปนจำนวนตรรกยะ และ 1Q = [(1, 1)] จะไดวา
1. a ·Q 1Z = a = 1Q ·Q a การมีเอกลักษณสำหรับการคณู (identity)

2. ถา a ̸= 0 จะมี b ∈ Q ซึง่ a ·Q b = 1Z = b ·Q a

3. a ·Q 0Z = 0Z

4. −a = (−1Q) ·Q a
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ตัวอยาง 7.2.14 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนตรรกยะทีไ่มใช ศนูย ตัวผกผันสำหรับการคณู
ของจำนวนตรรกยะตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

ตอไปจะเขียนตัวผกผันการคณูของ r ดวย r−1 ดังน้ัน
r−1 = [(a, b)]−1 = [(b, a)]

สามารถนยิามการหารบน Q∗ ไดดังนี้

s÷ r := s ·Q r−1

หรอื
[(a, b)]÷ [(c, d)] = [(a, b)] ·Q [(c, d)]−1

= [(a, b)] ·Q [(d, c)]

= [(ad, bc)]

ทฤษฎบีท 7.2.15 ถา (a, b) ∼ (a′, b′) และ (c, d) ∼ (c′, d′)

โดยที่ b, b′, d และ d′ เปนจำนวนเต็มบวก แลว
ad < cb ก็ตอเมือ่ a′d′ < c′b′
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ทฤษฎบีท 7.2.16 ความสัมพันธ

≤Q := {(r, s) ∈ Q×Q : (a, b) ∈ r ∧ (c, d) ∈ s → ad ≤ cb}

เปนอันดับเชงิเสนบน Q

บทนยิาม 7.2.17 เรยีกอันดับ<Q วา นอยกวา (less than) บนQ และกลาวไดวาเปนจำนวนตรรกยะ
b เปน จำนวนบวก (positive) ถา 0Q <Q b

ขอสังเกต b <Q 0Q ก็ตอเมือ่ 0Q <Q −b

ทำใหไดกฎไตรวภิาคสำหรับจำนวนตรรกยะ กลาวคอื สำหรับจำนวนตรรกยะ r ใด ๆ จะได
วาขอความตอไปนี้ เปนจรงิเพียงขอเดยีวเทาน้ัน

1. r เปนจำนวนบวก 2. r = 0Q 3. −r เปนจำนวนบวก
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ทฤษฎบีท 7.2.18 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a ≤Q b ก็ตอเมือ่ a +Q c ≤Q b +Q c

2. สำหรับ 0Z <Q b จะไดวา a ≤Q b ก็ตอเมือ่ a ·Q c ≤Q b ·Q c

ทฤษฎบีท 7.2.19 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a +Q c = b +Q c ก็ตอเมือ่ a = b

2. a ·Q c = b ·Q c และ c ̸= 0Q ก็ตอเมือ่ a = b
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงพิสจูนวา 0Q ̸= 1Q

2. จงแสดงวาผลคณูของจำนวนตรรกยะทีไ่มใช ศนูย ท้ังคูยอมไมใช ศนูย

3. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา
3.1 ถา rs > 0 และ r > 0 แลว s > 0

3.2 ถา rs > 0 และ r < 0 แลว s < 0

3.3 ถา r > 0 แลว r−1 > 0

3.4 ถา r < 0 แลว r−1 < 0

3.5 ถา 0 < r < s แลว 0 < s−1 < r−1

4. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา ถา rs = r และ r ̸= 0 แลว s = 1

5. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงพิสจูนวา

r ·Q s = 0 ก็ตอเมือ่ r = 0 หรอื s = 0

6. จงแสดงวาไมมีจำนวนตรรกยะ r ซึง่ r2 = 2 เมือ่ r2 = r ·Q r
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7.3 จำนวนจรงิ
ในสตูรของปทาโกรัส a2 + b2 = c2 เราไดพบวาความยาวดานมุมฉากไมสามารถแทนดวย

จำนวนตรรกยะได เช นเมือ่ดานประกอบมีความยาวดานละ 1 หนวย นัน่คอื
c2 = 12 + 12 = 2

เราไดพิสจูนไวในแบบฝกหัด 7.2 ขอ 6 วาไมมีจำนวนตรรกยะใดทีมี่สมบัตเิช นนี้ ทำใหเราจำเปน
ตองมีระบบจำนวนทีค่รอบคลมุถงึกรณีนี้ ดวย นัน่คอืรวมจำนวนอตรรกยะเขาไปดวยนัน่เองจะ
เรยีกวาจำนวนจรงิ

วธิกีารสรางจำนวนจรงิมีหลายรปูแบบ เช น

1. การแทนจำนวนจรงิแตละจำนวนในรปูทศนยิม นัน่คอืใหแตละจำนวนจรงิเปนลำดับ หรอื
ฟงกชันจาก ω ไปยัง {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

2. ใหเซตจำนวนจรงิคอืเซตปนสวน C/ ∼ โดย C เปนเซตของลำดับโคชี (Cauchy sequence)
ของจำนวนตรรกยะทีมี่คาลมิิต นัน่คอื

{xn} ∈ C ↔ ∀0 < ε ∈ Q∃k ∈ ω ∀m > k∀n > k, , |xm − xn| < ε

และ ∼ เปนความสัมพันธสมมูลใน C ซึง่กำหนดโดย

{xn} ∼ {yn} ก็ตอเมือ่ {xn} และ {yn} มีคาลมิิตเดยีวกัน

3. ในแตละจำนวนจรงิเปนสวนตัดเดเดคนิด (Dedekind cut) เราจะกลาวถงึการสรางใน
หัวขอนี้

บทนยิาม 7.3.1 ให x เปนสับเซตของ Q ซึง่มีสมบัตติอไปนี้

1. x ไมเปนเซตวาง และ x ไมใช  Q นัน่คอื
∅ ̸= x ̸= Q

2. x มี สมบัตปิ ดสมาชกิขางนอย (closed downward) นัน่คอื
∀q, r ∈ Q, q ∈ x ∧ r < q → r ∈ x

3. x ไมมีสมาชกิตัวมากสดุ นัน่คอื
∀r ∈ x∃q ∈ x, r < q

แลวจะเรยีก x วา สวนตัดเดเดคนิด (Dedekind cut) หรอืเรยีกส้ัน ๆ วา สวนตัด (cut)
บทนยิาม 7.3.2 เรยีกแตละสวนตัดวา จำนวนจรงิ (real number) และ R แทน เซตของ
จำนวนจรงิ (the set of real numbers)



7.3. จำนวนจริง 199

ทฤษฎบีท 7.3.3 ความสัมพันธ

≤R := {(x, y) ∈ R× R : x ⊂ y หรอื x = y}

เปนอันดับเชงิเสนบน R

บทแทรก 7.3.4 กฎไตรวภิาคเปนจรงิบน R

ทฤษฎบีท 7.3.5 สำหรับแตละจำนวนตรรกยะ r จะไดวา {q ∈ Q : q < r} เปนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 7.3.6 สำหรับแตละจำนวนตรรกยะ r จะเรยีกจำนวนจรงิ {q ∈ Q : q < r} วา
จำนวนจรงิตรรกยะ เขียนแทนดวย rR ดังน้ัน

rR := {q ∈ Q : q < r}

สำหรับจำนวนจรงิทีไ่มใช จำนวนตรรกยะเรยีกวา จำนวนอตรรกยะ (irrational number)
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ทฤษฎบีท 7.3.7 ให x และ y เปนจำนวนจรงิ แลว

{q + r : q ∈ x และ r ∈ y} เปนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 7.3.8 จะเรยีกฟงกชัน +R : R×R → R สำหรับแตละคูจำนวนจรงิ a, b ∈ R ดวยเซต
x +R y := {q + r : q ∈ x และ r ∈ y}

วา การบวก (addition) บน R และเรยีก a +R b วา ผลบวก (sum) ของ x และ y

ทฤษฎบีท 7.3.9 ให a, b และ c เปนจำนวนจรงิ จะไดวา

1. a +R b = b +R a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a +R (b +R c) = (a +R b) +R c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)
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ทฤษฎบีท 7.3.10 จำนวนจรงิศนูย 0Q = {r ∈ Q : r < 0} เรยีกส้ัน ๆ วา ศนูย (zero) เปน
เอกลักษณสำหรับการบวก +R

∀x ∈ R, x +R 0R = x = 0R +R x

บทนยิาม 7.3.11 เรยีกจำนวนจรงิ x วาจำนวนบวก (positive) ถา 0R <R x แตถา x <R 0R

เรยีก x วาจำนวนลบ (negative)
ทฤษฎบีท 7.3.12 ให x เปนจำนวนจรงิ และ p เปนจำนวนตรรกยะทีเ่ปนจำนวนบวก แลวจะมี
q ∈ x ซึง่ p+ q /∈ x
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ทฤษฎบีท 7.3.13 ให x เปนจำนวนจรงิ แลว
{r ∈ Q : ∃s > r, −s /∈ x}

เปนจำนวนจรงิทีเ่ปนตัวผกผันสำหรับการบวกของ x และจะเขียนแทนดวย −x นัน่คอื
∀x ∈ R ∃ − x ∈ R, x +R −x = 0R = −x +R x

บทแทรก 7.3.14 ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จะไดวา
x +R z = y +R z ก็ตอเมือ่ x = z
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บทนยิาม 7.3.15 ให x เปนจำนวนจรงิ นยิาม
|x| := x ∪ −x

และเรยีกวา คาสัมบูรณ (absolute value) ของ x

ทฤษฎบีท 7.3.16 ให x เปนจำนวนจรงิ และ y เปนจำนวนจรงิทีไ่มเปนจำนวนลบ แลวเซต
0R ∪ {rs : 0 ≤ r ∈ x และ 0 ≤ s ∈ y}

เปนจำนวนจรงิ
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บทนยิาม 7.3.17 สำหรับแตละคูจำนวนจรงิ x และ y จะนยิาม ผลคณู (product) x ·R y

ดังตอไปนี้
1. ถา x และ y ตางไมเปนจำนวนลบ จะนยิาม

x ·R y := 0R ∪ {rs : 0 ≤ r ∈ x และ 0 ≤ s ∈ y}

2. ถา x และ y ตางเปนจำนวนลบ จะนยิาม
x ·R y := |x| ·R |y|

3. ในกรณทีีเ่หลอื จะนยิาม
x ·R y := −(|x| ·R |y|)

เรยีกการดำเนนิการ ·R : R× R → R วา การคณู(multiplication) บน R

จะไดวาการคณู ·R สอดคลองสมบัตกิารสลับที่ เปลีย่นกลุม และการแจกแจงเหนอื +R

ทฤษฎบีท 7.3.18 ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จะไดวา
1. x ·R 0R = 0R

2. ถา 0R ≤R x และ 0R ≤R y แลว 0R ≤R x ·R y
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ทฤษฎบีท 7.3.19 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ แลวจำนวนจรงิ 1R = {r ∈ Q : r < 1} เปน
เอกลักษณสำหรับการคณู ·R นัน่คอื

∀x ∈ R, x ·R 1R = x = 1R ·R x

ทฤษฎบีท 7.3.20 สำหรับจำนวนจรงิ x ทีไ่มใช ศนูย จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ัน ซึง่
x ·R y = 1R เรยีก y วาตัวผกผันสำหรับการคณูของ x เขียนแทนดวย x−1 หรอืกลาวคอื

∀x ∈ R∗ ∃x−1 ∈ R, x ·R x−1 = 1R = x−1 ·R y



206 บทท่ี 7. ระบบจำนวน

แบบฝ กหัด 7.3
1. กำหนดให r เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา {t ∈ Q : t > r} ไมเปนสวนตัดเดเดคนิด

2. กำหนดให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ x เปนจำนวนจรงิ จงแสดงวา

2.1 ถา r ∈ x และ s /∈ x แลว s > r

2.2 ถา s /∈ x และ r > s แลว r /∈ x

3. จงพิสจูนวา การคณู ·R สอดคลองสมบัตกิารสลับที่ เปลีย่นกลุม และการแจกแจงหนอื +R

4. จงแสดงวา 0R ̸= 1R

5. ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา
5.1 −(−x) = x

5.2 −(x ·R y) = (−x) ·R y = x ·R (−y)

5.3 −(x +R y) = (−x) +R (−y)

5.4 ถา x +R y = x แลว y = 0R

5.5 x <R y ก็ตอเมือ่ −y <R −x

5.6 ถา x ̸= 0R แลว (x−1)−1 = x

5.7 ถา x ̸= 0R และ x ̸= 0R แลว (x ·R y)−1 = y−1 ·R x−1

6. สำหรับแตละจำนวนจรงิ x จงแสดงวา |x| เปนจำนวนจรงิ
7. สำหรับแตละจำนวนจรงิ x จงแสดงวา 0R ≤R |x|

8. ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา

x ·R y = 0R ก็ตอเมือ่ x = 0R หรอื y = 0R

9. ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา

x ·R y = x ·R z และ x ̸= 0R ก็ตอเมือ่ y = z
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8.1 การเทยีบเทาของเซต
บทนยิาม 8.1.1 ให A และ B เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง จะกลาววา A เทยีบเทา (equivalent)
กับ B เขียนแทนดวย A ∼ B ถามีฟงกชัน f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ หรอื

A ∼ B ก็ตอเมือ่ ∃ f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ
ตัวอยางเช น {1, 2, 3} ∼ {a, b, c} โดยเลอืกฟงกชัน f ดังแผนภาพ

1

2

3

f

a

b

c

ตัวอยาง 8.1.2 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1. A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 5}

2. A = {−3,−2,−1, 0} และ B = {2, 4, 6, 8}

207
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ตัวอยาง 8.1.3 จงแสดงวา A ∼ B ในแตละขอตอไปนี้ เมือ่ f : A → B

1. A = {1, 2, 3, ...} และ B = {2, 4, 6, ...} กำหนดให f(x) = 2x

2. A = {1, 2, 3, ...} และ B = {1, 3, 5, ...} กำหนดให f(x) = 2x− 1

3. A = {2, 4, 6, ...} และ B = {1, 3, 5, ...} กำหนดให f(x) = x− 1
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ทฤษฎบีท 8.1.4 N ∼ Z

ตัวอยาง 8.1.5 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1. N และ {2n : n ∈ Z}

2. Z และ {2n : n ∈ N}
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ตัวอยาง 8.1.6 จงแสดงวา [1, 4] ∼ [1, 5]

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f

ตัวอยาง 8.1.7 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน
1. A = [0, 1] และ B = [1, 2]

2. A = (0, 1) และ B = (−1, 1)
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ทฤษฎบีท 8.1.8 (0, 1) ∼ R

ทฤษฎบีท 8.1.9 ให A,B และ C เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง แลว
1. A ∼ A

2. ถา A ∼ B แลว B ∼ A

3. ถา A ∼ B และ B ∼ C แลว A ∼ C

บทแทรก 8.1.10 สำหรับแตละเซต A ถา A = B แลว A ∼ B
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ทฤษฎบีท 8.1.11 ให A,B และ C เปนเซต จะไดวา
1. A ∼ A สมบัตสิะทอน (Reflexive)
2. ถา A ∼ B แลว B ∼ A สมบัตสิมมาตร (Symmetric)
3. ถา A ∼ B และ B ∼ C แลว A ∼ C สมบัตถิายทอด (Transitive)

ทฤษฎบีท 8.1.12 ให a และ b เปนจำนวนจรงิซึง่ a < b จะไดวา
1. (a, b) ∼ (0, 1)

2. (a, b) ∼ R
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ทฤษฎบีท 8.1.13 ให A,B,C และ D เปนเซต จะไดวา
1. A×B ∼ B × A

2. ถา A×B แลว A× C ∼ B × C

3. ถา A ∼ B และ C ∼ D แลว A× C ∼ B ×D

ตัวอยาง 8.1.14 สำหรับเซต A ทีไ่มใช เซตวาง จงแสดงวา A× {a} ∼ A
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แบบฝ กหัด 8.1
1. จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1.1 {1, 2, 3, ..., 100} และ {10, 20, 30, ..., 1000}

1.2 {1, 2, 3, ...} และ {a1, a3, a5, ...}

1.3 {2, 4, 6, ...} และ {2, 23, 25, ...}

1.4 N และ {3n− 1 : n ∈ Z}

1.5 Z และ {n2n : n ∈ N}

2. ให A,B และ C เปนเซต จงแสดงวา
2.1 ถา A ∼ B และ A ∩ C = B ∩ C = ∅ แลว A ∪ C ∼ B ∪ C

2.2 ถา A = B แลว A ∼ B

2.3 ถา A ∼ B และ B = C แลว A ∼ C

2.4 A = ∅ ก็ตอเมือ่ A ∼ ∅

3. จงแสดงวา
3.1 [0, 1] ∼ [1, 3]

3.2 [−1, 1] ∼ [2, 3]

3.3 [0, 1] ∼ (0, 1)

3.4 [0, 1] ∼ [2, 1)

4. ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา A× (B × C) ∼ (A×B)× C

5. ให A เปนเซตใด ๆ และ B = {b} จงพิสจูนวา B × A ∼ A
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8.2 เซตจำกัด
บทนยิาม 8.2.1 จะกลาววา A เปนเซตจำกัด (finite set) ก็ตอเมือ่

A เปนเซตวาง หรอื A ∼ {1, 2, ..., k} สำหรับบางจำนวนนับ k

บทนยิาม 8.2.2 ให A เปนเซตจำกัด และ k เปนจำนวนนับ
A = ∅ จะกลาววา A มีสมาชกิ 0 ตัว เขียนแทนดวย n(A) = 0

A ∼ {1, 2, 3, ..., k} จะกลาววา A มีสมาชกิ k ตัว เขียนแทนดวย n(A) = k

สำหรับ k ∈ N ถา A เปนเซตจำกัดที่ไมใช เซตวาง และ n(A) = k อาจจะเขียนแทนเซต A

ดวย {a1, a2, ..., ak} ในกรณทีี ่ A = {1, 2, 3, ..., k} เห็นไดชัดวา {1, 2, ..., k} ∼ {1, 2, ..., k} (โดย
เลอืกฟงกชันเอกลักษณบน A) ดังน้ัน A เปนเซตจำกัดทีส่มาชกิ k ตัว จะเรยีกเซตนี้ วา สวนตัด
(section) ของจำนวนนับ เขียนสัญลักษณแทนดวย Nk หรอื

Nk = {1, 2, 3, ..., k}

ทำใหไดวา A ∼ Nk เมือ่ A เปนเซตทีไ่มใช เซตวางและ n(A) = k

ตัวอยาง 8.2.3 กำหนดให A = {2, 4, 6, 8, 10}
พิจารณาแผนภาพ

N5

1

2

3

4

5

f
A

2

4

6

8

10
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ทฤษฎบีท 8.2.4 ให k ∈ N และ A เปนเซตใด ๆ โดยที่ a ∈ A แลวจะไดวา

A มีสมาชกิ k + 1 ตัว ก็ตอเมือ่ A− {a} มีสมาชกิ k ตัว
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ทฤษฎบีท 8.2.5 ถา A ∼ Nn สำหรับบางจำนวนนับ n แลวจะไมมีฟงกชัน 1-1 จากสับเซตแท B
ของ A ใดๆไปทัว่ถงึ Nn ยังไดอกีวา B เปนเซตจำกัด และจำนวนสมาชกิของ B นอยกวา n ตัว

ขอสังเกต โดยทฤษฎบีทนี้สรปุไดวาสับเซตของเซตจำกัดยอมเปนเซตจำกัดเสมอ

บทแทรก 8.2.6 ถา A เปนเซตจำกัดทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา
ไมมีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึสับเซตแทใด ๆ ของ A

บทแทรก 8.2.7 จำนวนสมาชกิของเซตจำกัด A มีเพียงจำนวนเดยีวเทาน้ัน



218 บทท่ี 8. เซตจำกัดและเซตอนันต

ทฤษฎบีท 8.2.8 ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง และ n ∈ N จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันจาก {1, 2, ..., n} ไปทัว่ถงึ A

2. มีฟงกชัน 1-1 จาก A ไป {1, 2, ..., n}

3. A เปนเซตจำกัด และมีสมาชกิอยางมาก n ตัว

บทแทรก 8.2.9 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A ∩B และ A−B เปนเซตจำกัด



8.2. เซตจำกัด 219

ทฤษฎบีท 8.2.10 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A ∪B เปนเซตจำกัด
โดยเฉพาะอยางยิง่ถา A ∩B = ∅ แลว

n(A ∪B) = n(A) + n(B)

บทแทรก 8.2.11 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา n(A) = n(A−B) + n(A ∩B)

บทแทรก 8.2.12 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)
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บทแทรก 8.2.13 ให A,B และ C เปนเซตจำกัด จะไดวา
n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(A ∩ C)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)

ทฤษฎบีท 8.2.14 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A×B เปนเซตจำกัด

บทพิสจูน . ให A และ B เปนเซตจำกัด ให A = {a1, a2, ..., an} และ B = {b1, b2, ..., bm}

พิจารณากราฟตอไปนี้

•

•

•

...
•

•

•

•

...
•

•

•

•

...
•

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

•

•

•

...
•

a1 a2 a3 · · · an

b1

b2

b3

...
bm

กำหนดให f : A×B → Nnm โดย
f((ai, bj)) = (i− 1)m+ j ทกุ (ai, bj) ∈ A×B

แสดงไดโดยงายวา f เปนไปไดอยางแจมชัด ตอไปจะแสดงวา f เปนฟงกชัน 1-1 ให (ai, bj), (ak, bt) ∈
A × B สมมติวา f((ai, bj)) = f((ak, bt)) นัน่คอื (i − 1)m + j = (k − 1)m + t สมมติวา i ̸= k

โดยไมเสยีนัยทัว่ไป i < k นัน่คอื i ≤ k − 1 ทำใหสรปุไดวา
(i− 1)m+ j ≤ (i− 1)m+m = im ≤ (k − 1)m < (k − 1)m+ t

ทำใหไดวา f((ai, bj)) ̸= f((ak, bt)) ซึง่ขัดแยงกับสมมตฐิาน ทำใหไดวา i = k แลว
(i− 1)m+ j = (k − 1)m+ t = (i− 1)m+ t

จะไดวา j = t นัน่คอื (ai, bj) = (ak, bt) ดังน้ัน f เปนฟงกชัน 1-1 โดยทฤษฎบีท 8.2.8 จะไดวา
A×B เปนเซตจำกัด
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แบบฝ กหัด 8.2
1. จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เปนเซตจำกัดหรอืไม

1.1 {2, 4, 6, ..., 100}

1.2 N ∩ {n
3
: n ∈ N}

1.3 {1, 5, 9, 13, 17}

1.4 {n ∈ Z : |n| ≤ 10}

1.5 {x : x = 2n+ 3, n = 0, 1, 2, ..., 10}

1.6 P({1, 2, 3})

2. ถา A เปนเซตจำกัด จงแสดงวา A× {a} เปนเซตจำกัด

3. จงแสดงวา A ∪B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A และ B เปนเซตจำกัด
4. ให A และ B เปนเซตจำกัด จงแสดงวา n(A ∪B) = n(A−B) + n(B)

5. ให A และ B เปนเซต จงแสดงวา
5.1 ถา A ∪B เปนเซตจำกัด แลว A และ B เปนเซตจำกัด
5.2 ถา A−B เปนเซตจำกัด แลว A เปนเซตจำกัด

6. ให A และ B เปนเซต และ F = {f | f : A → B} จงแสดงวา ถา A และ B เปนเซตจำกัด
แลว F เปนเซตจำกัด

7. ให A,B และ C เปนเซตจำกัด จงพิสจูนวา A× (B × C) เปนเซตจำกัด

8. ให {Aα}α∈Λ เมือ่ Aα เปนเซตจำกัดทกุๆ α ∈ Λ จงพิสจูนวา

8.1 ∪
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

8.2 ∪
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

8.3 ∏
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

9. A = {2, 4, 6, ..., 100} และ B = {3, 9, 12, ..., 99} จงหา
9.1 n(A)

9.2 n(B)

9.3 n(A ∩B)

9.4 n(A ∪B)

9.5 n(A−B)

9.6 n(B − A)
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8.3 เซตอนันต
บทนยิาม 8.3.1 เซตอนันต (infinite set) คอืเซตทีไ่มใช เซตจำกัด
อาศัยกฎแยงสลับทีจ่ากบทแทรก 8.2.6 จะไดวา

ถามีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึ สับเซตแทบางเซตของ A แลว A เปนเซตอนันต
หรอืกลาวอกีนัยหนึง่คอื ถามีสับเซตแท B ของ A ซึง่ B ∼ A แลว A เปนเซตอนันต
ทฤษฎบีท 8.3.2 N เปนเซตอนันต

โดยบทแทรก 8.2.6 ทำใหไดขอสรปุดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 8.3.3 เซตทีมี่สับเซตเปนเซตอนันตยอยเปนเซตอนันต

เนือ่งจาก N เปนเซตอนันต และ N เปนสับเซตของ Z,Q และ R ดังน้ัน Z,Q และ R เปนเซต
อนันต
ทฤษฎบีท 8.3.4 ให A เปนเซต จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ f : N → A

2. มีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึ สับเซตแทบางเซตของ A

3. A เปนเซตอนันต
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ตัวอยาง 8.3.5 จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันต

1. (0, 1)

2. (1, 3)

ทฤษฎบีท 8.3.6 ให A เปนเซตอนันต ถา A ∼ B แลว B เปนเซตอนันต
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แบบฝ กหัด 8.3
1. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันต

1.1 {1, 4, 7, 11, ...}

1.2 {1, 1.5, 2, 2.5, ...}

1.3 (0, 5)

1.4 [−3, 5]

2. จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A หรอื B เปนเซตอนันต
3. ให A และ B เปนเซต จงพิสจูนหรอืยกตัวอยางคานขอความตอไปนี้

3.1 A ∩B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A และ B เปนเซตอนันต
3.2 A ∩B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A หรอื B เปนเซตจำกัด
3.3 A−B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A เปนเซตจำกัด
3.4 A−B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A เปนเซตอนันต

4. ให A เปนเซตอนันต จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันต ทกุ ๆ เซต B

5. จงยกตัวอยางคานขอความ ถา A ∩B เปนเซตอนันต แลว A และ B เปนเซตอนันต
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8.4 เซตนับได
ในหัวขอนี้ จะกลาวในการแยกแยะชนดิของเซตแตละชนดิออกจากกัน โดยดูความสามารถใน
การนับจำนวนสมาชกิของเซตน้ัน ๆ

บทนยิาม 8.4.1 จะกลาววาเซต A เปนเซตอนันตแบบนับได (countably infinite set หรอื
denumerable set) ถา A ∼ N

ขอสังเกต เนือ่งจาก N ∼ N ดังน้ัน N เปนเซตอนันตแบบนับได
ทฤษฎบีท 8.4.2 Z เปนเซตอนันตแบบนับได

864213579

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

ทฤษฎบีท 8.4.3 ให A เปนเซตอนันตแบบนับได และ B ∼ A แลว B เปนเซตอนันตแบบนับได

ตัวอยาง 8.4.4 ให A เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A× {a} เปนเซตอนันตแบบนับได
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ตัวอยาง 8.4.5 จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันตแบบนับได

1. {1, 4, 7, 11, ...}

2. {0, 4, 8, 12, ...}

3.
{
1

3
,
1

5
,
1

7
, ...

}

4. {1, 3, 9, 27, ...}
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บทนยิาม 8.4.6 จะกลาววาเซต A เปนเซตนับได (countable set) ถา A เปนเซตจำกัด หรอื
เปนเซตอนันตแบบนับได
ตัวอยาง 8.4.7 จงแสดงวา E = {2n : n ∈ Z} เปนเซตนับได

ทฤษฎบีท 8.4.8 ให A เปนเซตไมใช เซตวาง จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันทัว่ถงึ f : N → A

2. มีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ g : A → N

3. A เปนเซตนับได

บทแทรก 8.4.9 สับเซตของเซตนับไดยอมเปนเซตนับได
ขอสังเกต ถา A และ B เปนเซตนับได แลว A∩B และ A−B เปนเซตนับได เพราะวา A∩B ⊆ A

และ A−B ⊆ A

บทแทรก 8.4.10 ถา A เปนเซตซึง่มีฟงกชันจากเซตนับไดไปทัว่ถงึ A แลว A เปนเซตนับได
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ตอไปจะพิจารณาการนับสมาชกิของ N× N ดังกราฟตอไปนี้

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

รปูที่ 15 แสดงการนับสมาชกิของเซต N× N

จากกราฟสามารถสรางฟงกชัน f : N×N → N โดย f((x, y)) = 2x−1(2y − 1) ถาพิสจูนไดวา f

เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ จะสรปุไดวา N × N เปนเซตนับได แตการพิสจูนดังกลาวมีความยุง
ยากและตองตรวจสอบท้ัง 2 อยาง ดังน้ันจะใชทฤษฎบีท 8.4.8 ในการพิสจูนดังทฤษฎบีทตอไป
นี้
ทฤษฎบีท 8.4.11 N× N เปนเซตนับได
จากทฤษฎบีททำใหไดขอสรปุวา N × N ∼ N ทำใหเพียงพอในการพิสจูนเซตอนันตแบบนับได
โดยแสดงวาเซตน้ันสมมูลกับสับเซตของ N× N

ทฤษฎบีท 8.4.12 ให A และ B เปนเซตนับได แลว A ∪B เปนเซตนับได
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ทฤษฎบีท 8.4.13 ให A และ B เปนเซตนับไดแลว A×B เปนเซตนับได

จากทฤษฎบีทนี้จะไดวา Z× Z เปนเซตอนันตแบบนับได เนือ่งจาก Z เปนเซตอนันตแบบนับได

ทฤษฎบีท 8.4.14 Z× Z เปนเซตอนันตแบบนับได

ทฤษฎบีท 8.4.15 Q เปนเซตอนันตแบบนับได

จากทฤษฎบีทนี้ทำใหสรปุไดวา Q×Q เปนเซตอนันตแบบนับได
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บทนยิาม 8.4.16 เซตนับไมได (uncountable set) คอืเซตทีไ่มใช เซตนับได
การพิสจูนเซตนับไมไดมีความยุงยากและซับซอนเมือ่ใชบทนยิามดังกลาว จำเปนตองอาศัย

ผลทีไ่ดจากทฤษฎบีทตางๆทีไ่ดมาในหัวขอกอนนี้ ซึง่สรปุไดดังนี้

1. เซตนับไมไดเปนเซตอนันต (โดยนยิามของเซตนับได)
2. ถา A ⊆ B และ A เปนเซตนับไมได แลว B เปนเซตนับไมได (โดยบทแทรก 8.4.9)
3. ถา A ∼ B จะไดวา A เปนเซตนับไมได ก็ตอเมือ่ B เปนเซตนับไมได (โดยทฤษฎบีท 8.4.3)

4. ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา A เปนเซตนับไมได ก็ตอเมือ่ ไมมีฟงกชันจาก N ไป
ทัว่ถงึ A (โดยทฤษฎบีท 8.4.8)

ทฤษฎบีท 8.4.17 เซตของสับเซตท้ังหมดของ N หรอื P(N) เปนเซตนับไมได

ทฤษฎบีท 8.4.18 (0, 1) เปนเซตนับไมได
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ทฤษฎบีท 8.4.19 R เปนเซตนับไมได

ทฤษฎบีท 8.4.20 Qc เปนเซตนับไมได
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แบบฝ กหัด 8.4
1. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันตแบบนับได

1.1 {3, 6, 9, 12, ...}

1.2 {−1,−3,−5, ...}

1.3 {1, 4, 9, 15, ...}

1.4 {2, 7, 12, 17, ...}

2. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตนับไมได

2.1 (0, 1) 2.2 (0, 1) ∩Q 2.3 (1,∞) 2.4 (−1, 1)

3. เซตของจำนวนคีเ่ปนเซตนับได
4. สับเซตของเซตนับไดยอมเปนเซตนับได
5. เซตใดก็ตามมีสับเซตทีเ่ปนเซตนับไมไดยอมเปนเซตนับไมได
6. ถา A เปนเตจำกัด และ B เปนเซตนับได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตนับได
7. ถา A เปนเซตนับไมได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตนับไมได
8. ให A เปนเซตอนันต และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A ∪ B เปนเซตอนันต

แบบนับได
9. ให A และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันตแบบนับได
10. ให A และ B เปนเซต ถา A ∼ B และ A เปนเซตนับได แลว B เปนเซตนับได



บทที่ 9
จำนวนเชงิการนับ

9.1 จำนวนเชงิการนับ
ทฤษฎบีท 9.1.1 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา

n(A) = n(B) ก็ตอเมือ่ A ∼ B

สัจพจน 9.1.2 สัจพจนของจำนวนเชงิการนับ (Axiom of Cardinality)
จะมีหมูของเซต A เพียงหมูเดยีวซึง่สำหรับแตละเซต A จะมีเซต B ใน A เพียงเซตเดยีวเทาน้ัน
ที ่ A ∼ B

บทนยิาม 9.1.3 สำหรับเซต A ใด ๆ เรยีกเซต B ในสัจพจน 9.1.2 วา จำนวนเชงิการนับ
(cardinal number) ของ A เขียนแทนดวย #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.4 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
#(A) = #(B) ก็ตอเมือ่ A ∼ B

233
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ตัวอยาง 9.1.5 จงหาจำนวนเชงิการนับของเซตตอไปนี้

1. A = {1, 2, 3} 2. A = {x ∈ Z : −3 ≤ x < 7}

บทนยิาม 9.1.6 ให A เปนเซต ใด ๆ
1. เรยีก #(A) วา จำนวนเชงิการนับแบบจำกัด (finite cardinal number)

ถา A เปนเซตจำกัด
2. เรยีก #(A) วา จำนวนเชงิการนับแบบอนันต (infinite cardinal number)

ถา A เปนเซตอนันต
ขอสังเกต ในกรณทีี ่ A เปนเซตจำกัด จำนวนเชงิการนับ #(A) คอื n(A)

ตัวอยาง 9.1.7 จงตรวจสอบชนดิของจำนวนเชงิการนับของเซตตอไปนี้

1. {1, 2, 3}

2. {2n : n ∈ N}

3. [0, 1]

4. Z

ทฤษฎบีท 9.1.8 กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จะไดวา
1. a = a สมบัตสิะทอน (reflexive)
2. ถา a = b แลว b = a สมบัตสิมมาตร (symmetric)
3. ถา a = b และ b = c แลว a = c สมบัตถิายทอด (transitive)
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บทนยิาม 9.1.9 ให A และ B เปนเซต แลว
#(A) นอยกวา (less than) #(B) เขียนแทนดวย #(A) < #(B) ก็ตอเมือ่

1. มี B0 ⊆ B ซึง่ A ∼ B0 และ

2. ไมมีเซต A0 ⊆ A ซึง่ A0 ∼ B

และเรยีก #(B) is มากกวา (greater than) #(A) เขียนแทนดวย #(B) > #(A) นัน่คอื

#(B) > #(A) ก็ตอเมือ่ #(A) < #(B)

บทนยิาม 9.1.10 ให A และ B เปนเซต แลว
#(A) ≤ #(B) ก็ตอเมือ่ #(A) < #(B) หรอื #(A) = #(B)

ทฤษฎบีท 9.1.11 กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จะไดวา
1. a ≤ a สมบัตสิะทอน (reflexive)
2. ถา a ≤ b และ b ≤ a แลว a = b สมบัตปิฏสิมมาตร (antisymmetric)
3. ถา a ≤ b และ b ≤ c แลว a ≤ c สมบัตถิายทอด (transitive)

ทฤษฎบีท 9.1.12 สำหรับแตละเซต A จะไดวา #(∅) ≤ #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.13 สำหรับแตละเซต A ถา A เปนเซตอนันตแบบนับได แลว #(A) = #(N)
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บทนยิาม 9.1.14 เรยีก #(N) วา อะเลฟศนูย (aleph null) เขียนแทนดวย ℵ0

ทฤษฎบีท 9.1.15 ให A เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. ถา A เปนเซตจำกัด แลว #(A) < ℵ0

2. ถา A เปนเซตอนันต แลว ℵ0 ≤ #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.16 #(N) < #(R)

บทนยิาม 9.1.17 เรยีก #(R) วา อะเลฟหนึง่ (aleph one) เขียนแทนดวย ℵ1

สมมตฐิานของภาวะความตอเนือ่ง (Continuum Hypothesis)
ไมมีเซต B ซึง่ ℵ0 < #(B) < ℵ1

การวางนัยทัว่ไปของสมมตฐิานของภาวะความตอเนือ่ง (General Continuum Hypothesis)
ถา A เปนเซตอนันต แลวไมมีเซต B ซึง่ #(A) < #(B) < #(P(A))
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แบบฝ กหัด 9.1
1. ให A และ B เปนเซตจำกัด โดยที่ A ⊆ B และ A ∼ B จงแสดงวา n(A) < n(B)

2. จงแสดงวา มีเซต A และ B ซึง่ A ⊆ B แต A ̸= B สอดคลอง #(A) = #(B)

3. ให A และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา #(A) = #(B)

4. ให A เปนเซตจำกัด B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา #(A) < #(B)

5. จงแสดงวา จำนวนเชงิการนับแบบจำกัดนอยกวาจำนวนเชงิการนับแบบอนันต
6. เซตใดตอไปนี้ มีขนาดเปน ℵ0 หรอื ℵ1 พรอมใหเหตผุลประกอบ

6.1 Q

6.2 Z

6.3 Qc

6.4 N× N

6.5 Z× Z

6.6 Q×Q

7. ให A, B และ C เปนเซตใด ๆ จงตรวจสอบขอความตอไปนี้ วาจรงิหรอืเท็จ
7.1 ถา #(A) < #(B) และ #(B) < #(C) แลว #(A) < #(C)

7.2 ถา #(A) ≤ #(B) และ #(A) ≥ #(B) แลว #(A) = #(B)

7.3 ถา #(A) ≤ #(B) และ #(A) = #(C) แลว #(A) < #(C)

7.4 ถา #(A) < #(B) และ #(B) = #(C) แลว #(A) < #(C)

8. จงแสดงวาจำนวนเชงิการนับสอดคลอง กฎไตรวภิาค (Trichonomy Law) นัน่คอื สำหรับ
จำนวนเชงิการนับ a และ b จะสอดคลองขอใดขอหนึง่ใน 3 ขอตอไปนี้

8.1 a < b 8.2 a = b 8.3 a > b
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9.2 การดำเนนิการของจำนวนเชงิการนับ
บทนยิาม 9.2.1 ให A และ B เปนเซตโดยที่ A ∩B = ∅ ถา #(A) = a และ #(B) = b นยิาม

a+ b = #(A ∪B) และ a · b = #(A×B)

ตัวอยาง 9.2.2 จงหา 3 + 4 และ 3 · 4

ทฤษฎบีท 9.2.3 สมบัตกิารสลับที่ (Commutative)
ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a+ b = b+ a 2. a · b = b · a

ทฤษฎบีท 9.2.4 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (Associative)
ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a+ (b+ c) = (a+ b) + c 2. a · (b · c) = (a · b) · c
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ทฤษฎบีท 9.2.5 สมบัตกิารแจกแจง (Distributive)
ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a · (b+ c) = a · b+ a · c

2. (b+ c) · a = b · a+ c · a

ทฤษฎบีท 9.2.6 ให a เปนจำนวนเชงิการนับ แลว
1. a+ 0 = a = 0 + a

2. a · 1 = a = 1 · a

3. a · 0 = 0 = 0 · a
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ทฤษฎบีท 9.2.7 ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

a · b = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

ทฤษฎบีท 9.2.8 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบอนันต แลว
1. a+ a = a

2. a · a = a
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ทฤษฎบีท 9.2.9 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบจำกัด แลว a+ ℵ0 = ℵ0

ทฤษฎบีท 9.2.10 ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

ทฤษฎบีท 9.2.11 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบจำกัด แลว
1. a+ ℵ1 = ℵ1

2. ℵ0 + ℵ1 = ℵ1

3. ℵ1 + ℵ1 = ℵ1
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แบบฝ กหัด 9.2
1. ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา

a ≤ b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเชงิการนับ c ทีท่ำให b = a+ c

2. ให a, b, c และ d เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา
2.1 a · b = 1 ก็ตอเมือ่ a = 1 และ b = 1

2.2 a = b ก็ตอเมือ่ a+ c = b+ c

2.3 ถา a = b แลว a · c = b · c

2.4 ถา a = b และ c = d แลว a+ c = b+ d

2.5 ถา a = b และ c = d แลว a · c = b · d

3. พิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ

ถา a · c = b · c แลว a = b

เมือ่ a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ
4. ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา

4.1 ถา a ≤ b แลว a+ c ≤ b+ cb

4.2 ถา a ≤ b แลว a · c ≤ b · c

5. ให a เปนจำนวนเชงิการนับ และ b เปนจำนวนเชงิการนับแบบอนันต จงแสดงวา
5.1 ถา a ≤ b แลว a+ b = b

5.2 ถา a ≤ b และ a ̸= 0 แลว a · b = b
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9.3 จำนวนเชงิอันดับ
สัจพจน 9.3.1 Axiom of Ordinaly Let (A, r) be a well-ordered set. Then there exists the
ordinal number of (A, r).
บทนยิาม 9.3.2 Ordinal number The ordinal number of a well-ordered set (A, r), denoted
by ord(A, r) such that

ord(A, r) = ord(B, s) if and only if

1. there is a bijective function f : A → B

2. if (a, b) ∈ r, then (f(x), f(y)) ∈ s

ตัวอยาง 9.3.3 Which of the ordinal number are equal ?
1. ({1, 2, 3},≤)

2. ({0, 1, 3, 4},≤)

3. ({1, 2, 4, 8}, |)

4. ({∅,N1,N2,N3},⊆)
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บทนยิาม 9.3.4 Addition Let (A, r) and (B, s) be well-ordered sets with A ∩ B = ∅. Let
ord(A, r) = a and ord(B, s) = b. Then

a+ b = ord(A ∪B, t)

where (x, y) ∈ t ↔ [(x, y) ∈ r ∨ (x, y) ∈ s ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ B)]

ตัวอยาง 9.3.5 จงหาผลบวกและผลคณูของจำนวนเชงิอันดับที่ (A,≤) และ (B,≤) เมือ่

1. A = {1, 3, 5, 7} และ B = {2, 4, 6}

2. A = {1, 2, 3, 4} และ B = {5, 6, 7}
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บทนยิาม 9.3.6 Multiplication Let (A, r) and (B, s) be well-ordered sets with A ∩ B = ∅.
Let ord(A, r) = a and ord(B, s) = b. Then

a · b = ord(A×B, t)

where ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ t ↔ [(y1, y2) ∈ s ∧ (x1, x2) ∈ r]

ตัวอยาง 9.3.7 จงหาผลคณูของจำนวนเชงิอันดับที่ (A,≤) และ (B,≤) เมือ่

1. A = {1, 3, 5, 7} และ B = {2, 4, 6}

2. A = {1, 2, 3, 4} และ B = {5, 6, 7}
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แบบฝ กหัด 9.3
1. ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิอันดับที่ จงแสดงวา

1.1 a+ b = b+ a

1.2 a · b = b · a

1.3 a+ (b+ c) = (a+ b) + c

1.4 a · (b · c) = (a · b) · c

1.5 a · (b+ c) = a · b+ a · c

1.6 ถา a = b แลว a+ c = b+ c

2. จงหาผลบวกและผลคณูของจำนวนเชงิอันดับที่ (A,≤) และ (B,≤) เมือ่
2.1 A = {1, 2} และ B = {3, 4}

2.2 A = {1, 2, 5} และ B = {3, 4, 6}

2.3 A = {0, 1, 7} และ B = {2, 5}
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