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บทที่ 3 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันหลายตัวแปร

ฟังก์ชันหลายตัวแปร
	ฟังก์ชันบางฟังก์ชันมีตัวแปรอิสระมากกว่า 1 ตัวแปร ตัวอย่างเช่น  เป็นการคำนวณหาพื้นที่ของสามเหลี่ยมที่ขึ้นกับความยาวฐาน  และส่วนสูง  ดังนั้น  เป็นฟังก์ชันที่มีตัวแปรอิสระ 2 ตัวแปรคือ 
	  เป็นการคำนวณค่าเฉลี่ยที่ขึ้นกับจำนวนจริง   ดังนั้น  เป็นฟังก์ชันที่มีตัวแปรอิสระ
	ให้  เป็นฟังก์ชันใดๆ จากโดเมน  ไปยัง  เรียกว่าฟังก์ชันสองตัวแปร สำหรับแต่ละ  ในโดเมน ค่าของฟังก์ชัน  ที่จุด  เขียนแทนด้วย 

บทนิยาม 3.1 ให้ D เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของคู่อันดับ ของจำนวนจริง เขียนแทนด้วย 
              กำหนด  สำหรับแต่ละ 
	เรียกเซต D ว่าโดเมนของฟังก์ชัน  และเรียกการหาค่า  ว่าเรนจ์ของฟังก์ชัน 

ตัวอย่างเช่น  สำหรับแต่ละ  ใน  ในทำนองเดียวกัน ฟังก์ชันสามตัวแปร จะหมายถึงฟังก์ชัน  จากโดเมน  ไปยัง  จะเขียนแทนด้วย 

บทนิยาม 3.2 ให้ D เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของคู่อันดับ ของจำนวนจริง   
              กำหนด  เรียกว่าฟังก์ชันสามตัวแปร กำหนดโดย สำหรับแต่ละ 
	เรียกเซต D ว่าโดเมนของฟังก์ชัน  และเรียกการหาค่า  ว่าเรนจ์ของฟังก์ชัน 

ตัวอย่าง 3.1 จงหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

	ฟังก์ชัน
	โดเมน
	เรนจ์

	
	
	

	
	
	

	
	
	










ลิมิตของฟังก์ชันสองตัวแปร
	ในแคลคูลัส 1 การหา  นั้นต้องพิจารณา  และ  นั่นคือ เราต้องการหาว่า       เมื่อมีค่าเข้าใกล้  ทางซ้ายและทางขวา ค่าของฟังก์ชัน  มีค่าเท่ากันหรือไม่
	แต่สำหรับฟังก์ชันสองตัวแปร การพิจารณาหาค่าของ  เมื่อ  มีค่าเข้าใกล้จุด  ในทุกทิศทางที่แตกต่างกันเป็นจำนวนอนันต์ ดังรูป 







	ให้  เป็นฟังก์ชันสองตัวแปร และ  เป็นจุดในโดเมนต์ของฟังก์ชัน  ซึ่งอยู่บนโค้ง  แล้ว 
ลิมิตของ เมื่อ  เข้าใกล้จุด  ไปตามเส้นโค้ง  เขียนแทนด้วย 



	ถ้า  เป็นเส้นโค้งที่แทนด้วยสมการอิงตัวแปรเสริม ที่เขียนแทนด้วย 
                 แล้ว     นิยามโดย
                

               กรณีฟังก์ชันสามตัวแปรพิจารณาได้ในทำนองเดียวกัน

ตัวอย่าง 3.2 จงหาค่า  เมื่อ  กำหนดโดย
1) แกน 		2) แกน 
3) เส้นตรง 		4) เส้นตรง 
5) พาราโบลา 
วิธีทำ
































































บทนิยาม 3.3  ให้   เป็นสับเซตของ  และ  เป็นจุดใน  
                         ก็ต่อเมื่อ สำหรับทุก 
          ที่กำหนดให้จะมี  ที่ทำให้ 
          ทุกๆ  ซึ่ง 

ทฤษฎีบท 3.1  
                      ก็ต่อเมื่อ 
	        สำหรับทุกๆเส้นโค้ง  ที่ผ่านจุด 
ข้อสังเกต 
ถ้าเราหาเส้นโค้ง 2 เส้นที่ต่างกันได้นั่นคือ  และ  ที่ผ่านจุด  แล้วหาได้ว่า 

จะสรุปได้ว่า  ไม่มีลิมิต
จากตัวอย่างก่อนหน้า จะได้ว่า

นั่นคือ   ไม่มีลิมิต


ทฤษฎีบท 3.2 ให้  เป็นฟังก์ชันสองตัวแปร ให้  เป็นจุดในโดเมนของ ฟังก์ชัน 
สมมติว่า  และ 
จะได้ 
1) 
2) 
3)  
4)  
5)  
6)     



ตัวอย่าง 3.3  จงหา  
วิธีทำ










ตัวอย่าง 3.4  จงหาค่าของ  
วิธีทำ















จากวิชา calculus1 ให้  ต่อเนื่องที่จุด  ก็ต่อเมื่อ 
1. 
2. 
3. 

บทนิยาม 3.4  ฟังก์ชัน  จะต่อเนื่องที่จุด  ก็ต่อเมื่อ
1. 
2. 
3. 



บทนิยาม 3.5  ถ้าฟังก์ชันสองฟังก์ชันมีความต่อเนื่องที่จุด   แล้วผลบวก ผลต่าง ผลคูณและผลหาร
(เมื่อตัวหารไม่เป็น 0) ย่อมมีความต่อเนื่องที่จุด  ด้วย

ตัวอย่าง 3.5 กำหนดให้   จงพิจารณาว่า  มีความต่อเนื่องที่จุดใดบ้าง
วิธีทำ















อนุพันธ์ย่อย (Partial derivatives)
การหาอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันหลายตัวแปรคือการหาอนุพันธ์เทียบกับตัวแปรอิสระตัวใดตัวหนึ่ง โดยที่ตัวแปรอื่นๆคงที่ ดังนิยามต่อไปนี้

บทนิยาม 3.6 (อนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันสองตัวแปร)
      ให้  เป็นฟังก์ชันของตัวแปร  
อนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของ  เมื่อเทียบกับตัวแปร คือ ฟังก์ชัน  
โดยที่ 

อนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของ  เมื่อเทียบกับตัวแปร คือ ฟังก์ชัน  
โดยที่ 

หมายเหตุ  หาได้จากการหาอนุพันธ์ของ เทียบกับ  โดยถือว่า  เป็นค่าคงที่จาก 
ในทำนองเดียวกัน  หาได้จากการหาอนุพันธ์ของ เทียบกับ  โดยถือว่า  เป็นค่าคงที่จาก 

สัญลักษณ์ อนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของฟังก์ชัน  เขียนได้หลายแบบดังต่อไปนี้


ตัวอย่าง 3.6 จงหา  และ  เมื่อกำหนดให้
1) 
2) 
3) 
วิธีทำ




































































การหาอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชัน  เทียบกับ  ที่จุด  คือการหา  ก่อนแล้วแทน  ด้วย  ซึ่งเขียนแทนด้วย 
ในการหาอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชัน  เทียบกับ  ที่จุด  คือการหา  ก่อนแล้วแทน  ด้วย  ซึ่งเขียนแทนด้วย 

ตัวอย่าง 3.7 กำหนด   
จงหา  และ 
วิธีทำ
















ตัวอย่าง 3.8 กำหนดให้  จงหา  และ 
วิธีทำ
























ความหมายทางเรขาคณิตของอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชัน 2 ตัวแปร

	พิจารณาพื้นผิวของฟังก์ชัน 2 ตัวแปร  ถ้าพิจารณา  เป็นค่าคงที่ กล่าวคือ  และ  เป็นตัวแปรค่าได้ จะได้ว่าสมการ  แทนกราฟเป็นเส้นโค้ง  ที่เป็นรอยตัดระหว่างพื้นผิว  กับระนาบ  ดังนั้นอนุพันธ์ของ  ที่จุด  จึงป็นความชันของเส้นสัมผัส  ที่จุด 
ดังรูป
                                  [image: ]
                                  
	


	ดังนั้นถ้า  หาค่าได้ ค่านี้คือความชันของเส้นโค้ง  ที่เกิดจากรอยตัดระหว่างพื้นผิว  กับระนาบ   ที่จุด  สมการเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด  คือ  และ   เมื่อ 
               ทำนองเดียวกัน ถ้า  หาค่าได้ ค่านี้คือความชันของเส้นโค้ง  ที่เกิดจากรอยตัดระหว่างพื้นผิว  กับระนาบ   ที่จุด  สมการเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด  คือ
  และ   เมื่อ  ดังรูป
                                        













ตัวอย่าง 3.9 จงหาความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่เกิดจากการตัดของระนาบ   
และพื้นผิวโค้ง
วิธีทำ












































































ฟังก์ชันสามตัวแปร
	ให้ เป็นฟังก์ชันของ  และโดยที่  อนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งของ  มีนิยามดังต่อไปนี้
 
 
 
ตัวอย่าง 3.10 จงหา  ของฟังก์ชันต่อไปนี้
1. 
2. 
วิธีทำ







































ตัวอย่าง 3.11 จงหา  เมื่อ 
                               
วิธีทำ


























อนุพันธ์ย่อยอันดับสูงกว่าหนึ่ง (Partial derivatives of higher order)

	ให้  เป็นฟังก์ชันสองตัวแปรที่มีอนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งเทียบกับตัวแปร และมีอนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่งเทียบกับตัวแปร  จะเห็นว่า  ต่างก็เป็นฟังก์ชันของ 
	ถ้า   และ  สามารถหาอนุพันธ์ย่อยต่อไปได้อีกเราเรียกว่า อนุพันธ์ย่อยอันดับสอง ซึ่งอนุพันธ์ย่อยอันดับสองมีทั้งหมด 4 อนุพันธ์ย่อย ซึ่งหาได้ดังนี้









ตัวอย่าง 3.12  จงหาอนุพันธ์อันดับสองของ 
วิธีทำ






































ตัวอย่าง 3.13 กำหนดให้ ของ   จงหา  และ 
วิธีทำ


































ทฤษฎีบท 3.3 ถ้าฟังก์ชัน  เป็นฟังก์ชันที่มีอนุพันธ์ย่อย  และ  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องในบริเวณผ่านจุด  แล้ว ณ จุด จะได้ว่า




การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ (composite function)
	เราหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบโดยใช้ลูกโซ่เช่นเดียวกับกับฟังก์ชันตัวแปรเดียว เราใช้กฎลูกโซ่ดังต่อไปนี้
a)  ถ้า 
      แล้ว     
b)  ถ้า 
      แล้ว 
c)  ถ้า 
     แล้ว 
ดังนั้น 
     และ 


สูตรกฎลูกโซ่อาจจะหาได้จากแผนภาพดังนี้


















































ตัวอย่าง 3.14  จงหา  
วิธีทำ

















































ตัวอย่าง 3.15 กำหนดให้  จงหา  
วิธีทำ
















































ตัวอย่าง 3.16  ถ้า   จงหา 
วิธีทำ


































ตัวอย่าง 3.17  และ  
จงเขียนสูตรของ 
วิธีทำ














ตัวอย่าง 3.18 กำหนด   จงแสดงว่า 
วิธีทำ
































อนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันโดยปริยาย
	
สำหรับฟังก์ชันโดยปริยาย เมื่อ  
เราสามารถหาอนุพันธ์ย่อยของ  เทียบกับ  ได้โดยหาอนุพันธ์ย่อยของ  
ตลอดสมการเทียบกับ  โดยพิจารณาให้  เป็นค่าคงที่ นั่นคือ   
โดยพิจารณา ให้  เป็นค่าคงที่ และเราสามารถหาอนุพันธ์ย่อยของ เทียกับ  ได้ในทำนองเดียวกัน
สำหรับฟังก์ชันโดยปริยายที่มีมากกว่า 2 ตัวแปร พิจารณาได้ในทำนองเดียวกัน 
 เมื่อ 
ดังนั้น คือ   โดยที่ 


ตัวอย่าง 3.19 กำหนดให้  เมื่อ  เป็นฟังก์ชันของ  จงหา 
วิธีทำ


































ตัวอย่าง 3.20 ถ้า  เป็นฟังก์ชันของ ซึ่งสอดคล้องกับสมการ   
จงหา   
วิธีทำ















































การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันแฝงโดยใช้สูตร
1. ฟังก์ชันแฝงชนิด 2 ตัวแปร คือ 
    โดยที่ 



ตัวอย่าง 3.21 ถ้า 
วิธีทำ




































ตัวอย่าง 3.22  ให้ 
จงหา  และ 
วิธีทำ















































ค่าเชิงอนุพันธ์ของฟังก์ชันหลายตัวแปร
	ให้  เป็นฟังก์ชันสองตัวแปร และ ถ้า  มีอนุพันธ์ที่จุด  ใดๆ
 นิยามค่าเชิงอนุพันธ์รวมของ ที่จุด  ใดๆ เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  
ซึ่งกำหนดโดย  
ตัวอย่าง 3.23  จงหาค่าเชิงอนุพันธ์รวมของฟังก์ชันต่อไปนี้



วิธีทำ











การประมาณค่าของฟังก์ชันหลายตัวแปร
	ในการประมาณค่าฟังก์ชันหลายตัวแปร ได้มีการพิสูจน์ว่า มีค่าใกล้เคียง 
กับ  เมื่อ  (ขอละการพิสูจน์ในที่นี้)
กล่าวคือ   เมื่อ  และ  
จาก     
จะได้    

หรือ   

ตัวอย่าง 3.24 จงหาประมาณค่าของ  โดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์รวม
วิธีทำ


































ตัวอย่าง 3.25 จงหาประมาณค่าของ  โดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์รวม
วิธีทำ






















ตัวอย่าง 3.26 จงหาค่าค่าเชิงอนุพันธ์รวมของ  
วิธีทำ








	


การประมาณค่าของฟังก์ชันสามตัวแปรก็พิจารณาได้ในทำนองเดียวกันคือ


ตัวอย่าง 3.27 จงประมาณค่า   โดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์รวม
วิธีทำ


















ค่าสูงสุดและต่ำสุดของฟังก์ชันสองตัวแปร

	ในหัวข้อนี้เราจะพิจารณาค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์และจุดอานม้าของฟังก์ชันสองตัวแปร
บทนิยาม 3.7 ให้ เป็นฟังก์ชันสองตัวแปร และ 
1. เราจะกล่าวว่า มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์(relative maximum ) ที่จุด  ก็ต่อเมื่อ 
สำหรับทุกจุด  เรียกจุด  ว่า จุดสูงสุดสัมพัทธ์ ของ  
และเรียกค่า  ว่า ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ของ  

2. เราจะกล่าวว่า มีค่าต่ำสุดสัมพัทธ์(relative minimum ) ที่จุด  ก็ต่อเมื่อ 
สำหรับทุกจุด  เรียกจุด  ว่า จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ ของ  
และเรียกค่า  ว่า ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ ของ  

3. เราจะกล่าวว่า มีค่าสุดขีดสัมพัทธ์(relative extremism ) ที่จุด  ถ้า  มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ที่จุด  ในกรณีนี้จะเรียกจุด จุดสุดขีดสัมพัทธ์ของ  และเรียกค่าของ  ว่า ค่าสุดขีดสัมพัทธ์ ของ  

หมายเหตุ 
1.ค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ เรียกอีกอย่างได้ว่า ค่าสูงสุดเฉพาะที่หรือค่าต่ำสุดเฉพาะที่ ตามลำดับ
2. เราสามารถนิยามค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน  ตัวแปรได้เช่นเดียวกันกับนิยามข้างต้นเมื่อ  ได้ดังนี้ สำหรับทุกจุด  เรียกจุด  ว่า จุดสูงสุดสัมพัทธ์ ของ 


















การหาค่าขีดสุดสัมพัทธ์



















	สมมติว่าฟังก์ชัน  ที่มีอนุพันธ์ย่อยอันดับหนึ่ง และมีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่จุด เมื่อเราตัดพื้นผิว  ด้วยระนาบ  ดังรูปข้างบน จะได้รอยตัดคือเส้นโค้ง  ที่มีจุดสูงสุดสัมพัทธ์ที่จุด  ดังนั้นความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  ที่จุด มีค่าเป็นศูนย์ นั่นคือ 

	ทำนองเดียวกันเมื่อตัดพื้นผิว พื้นผิว  ด้วยระนาบ  จะได้รอยตัดคือเส้นโค้ง  ที่มีจุดสูงสุดสัมพัทธ์ที่จุด  ดังนั้นความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   ที่จุด มีค่าเป็นศูนย์ นั่นคือ 
	โดยการพิจารณาในทำนองเดียวกันถ้า  เป็นจุดต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน  แล้วจะได้


ทฤษฎีบท 3.4 กำหนดให้ เป็นฟังก์ชันสองตัวแปร ถ้า เป็นจุดในโดเมนของฟังก์ชัน  โดยที่  มีค่าสุดขีดสัมพัทธ์ที่จุด  และ  หาค่าได้ จะได้ว่า 


ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท ทำให้ทราบว่าจุด  ใดๆ ที่มีสมบัติว่า 

                อาจจะเป็นจุดสุดขีดสัมพัทธ์ เราเรียกจุดนี้ว่า จุดวิกฤต ของ  ดังตัวอย่างต่อไปนี้


ตัวอย่าง 3.28  กำหนดให้  จงหาจุดวิกฤตและค่าสุดขีดสัมพัทธ์
วิธีทำ



























บทนิยาม 3.8 จุดวิกฤตของ  ที่ไม่เป็นจุดขีดสุดสัมพัทธ์เรียกว่า จุดอานม้า (saddle point)

ทฤษฎีบท 3.5 (การทดสอบด้วยอนุพันธ์ย่อยอันดับสอง)
	ให้  เป็นฟังก์ชันสองตัวแปรที่มีอนุพันธ์ย่อยอันดับสองที่มีความต่อเนื่องในย่านจุด  โดยที่จุด เป็นจุดวิกฤต และให้        

1. ถ้า 
2. ถ้า  ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่ จุด  ถ้า 
                                        ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ที่ จุด  ถ้า 
3. ถ้า  จะไม่สามารถสรุปผลได้          
          


ตัวอย่าง 3.29 กล่องรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากมีฝาปิดใบหนึ่งมีปริมาตร 16 ลูกบาศก์ฟุตทำมาจากวัสดุสองชนิด ก้นกล่องและฝากล่องทำมาจากวัสดุที่มีราคา 10 บาทต่อตารางฟุต ส่วนด้านข้างกล่อง ทำมาจากวัสดุที่มีราคา 5 บาทต่อตารางฟุต จงหาขนาดของกล่องที่ทำให้เสียค่าวัสดุน้อยที่สุด
วิธีทำ
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