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บททีÉ ř
พชีคณิตเบืÊองต้น

ř.ř เซต
เซต (Set) เป็นคาํอนิยาม หมายถงึคาํทีÉตอ้งยอมรบักนัในเบื Êองตน้วา่ไม่สามารถให้ความหมายทีÉ
รดักมุได้ คาํวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของสิÉงของตา่ง ๆ เมืÉอกลา่วถงึกลุม่ใดแลว้จะสามารถบอกได้
แนน่อนวา่สิÉงใดอยู่ในกลุม่ และสิÉงใดอยู่นอกกลุม่ เรยีกสิÉงตา่ง ๆ ทีÉอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element)
ถา้ a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a ∈ A และถา้ a ไมเ่ป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย
a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะไดว้า่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นตน้ การเขียนเซตประกอบดว้ย Ś วิธีคือ
ř. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tabular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย

เขียนสมาชิกลงในเครืÉองหมายวงเลบ็ปีกกา และใช้เครืÉองหมายจลุภาค คัÉนระหวา่งสมาชิก
แตล่ะตวั ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3} และ {a, b, c} เป็นตน้ ขอ้ตกลงเกีÉยวกบัการเขียนเซต
(ก) ถา้สมาชิกในเซตซํÊากนัจะเขียนสมาชิกตวันัÊนเพียงครัÊงเดียว เชน่ {1, 1, 2, 3} เขียนแทน

ดว้ย {1, 2, 3}

(ข) สมาชิกในเซตเดียวกนัสามารถเขียนลาํดบัแบบใดก็ได้ เชน่ {1, 2, 3} เขียนเป็น {3, 1, 2}
หรอื {2, 1, 3} จะไดว้า่ทัÊง ś เซตเป็นเซตเดียวกนั

(ค) สาํหรบัเซตทีÉไมมี่สมาชิกจะเรยีกวา่ เซตว่าง (empty set) เขียนแทนดว้ย {} หรอื ∅

(ง) เซตทีÉมีทราบสมาชิกแนจ่ดั สามารถละการเขียนทกุสมาชิกไดด้ว้ย ... เช่น {1, 2, 3, ..., 10}
หมายถงึเซต {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} เป็นตน้ ทาํนองเดียวกบัสาํหรบัเซตทีÉมีสมาชิก
ไม่จาํกดัตวั(นบัได)้ เชน่ {1, 2, 3, ...} หมายถงึเซตทีÉประกอบดว้ยสมาชิก 1, 2, 3 และ
ลาํดบัถดัไปเรืÉอย ๆ ไมมี่ทีÉสิ Êนสดุ

Ś. วธีิบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขประกอบ
ดว้ย Ś สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีÉสองคือเงืÉอนไขของสมาชิก โดยมีเครืÉองหมาย
: หรอื | คัÉนระหวา่งสองสว่นนัÊน อา่นวา่ "โดยทีÉ"

A = { สมาชิก | เงืÉอนไขของสมาชิก }

ตวัอยา่งเช่น A = {x | x เป็นจาํนวนเตม็บวกทีÉนอ้ยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สญัลกัษณเ์ซตของจาํนวนตา่ง ๆ ทีÉควรรูจ้กั

ř



Ś บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น
R แทนเซตของจาํนวนจรงิ
Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจาํนวนเตม็
N แทนเซตของจาํนวนนบั

เซตขา้งตน้ถา้เราสนใจเฉพาะสมาชิกทีÉเป็นบวกเราจะเติมเครืÉองหมายกาํลงั + เชน่ Z+,Q+,R+

แทนเซตจาํนวนเตม็บวก จาํนวนตรรกยะบวก และจาํนวนจรงิบวกตามลาํดบั ในทาํนองเดียวกนั
Z−,Q−,R− แทนเซตจาํนวนเตม็ลบ จาํนวนตรรกยะลบ และจาํนวนจรงิลบตามลาํดบั
ตัวอย่าง ř.ř.ř จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ
ř. A = {x ∈ Z+ | x < 10 และ 3 หาร x ไมล่งตวั }

Ś. B = {(x, y) | x และ y เป็นจาํนวนนบัซึÉง x+ y = 5}

ś. C = {x ∈ N | x หารดว้ย Ś ลงตวั }

Ŝ. D = { ชืÉอธาตุ | ชืÉอธาตมีุพยญัชนะตวัเดียว }

ตัวอย่าง ř.ř.Ś จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊแบบมีเงืÉอนไข
ř. A = {1, 3, 5, 7, 9} Ś. B = {1, 2, 6, 24, 120, ...}



ř.ř. เซต ś

พิจารณาจากจาํนวนสมาชิกแบง่ออกได้ Ś ชนิดคือ
ř. เซตจาํกัด (Finite set)

เซตจาํกดัคือเซตวา่งหรอืเซตทีÉมีสมาชิกจาํกดัตวั ถา้ A เป็นเซตจาํกดั เราจะเขียน n(A) หรอื
|A| แทนจาํนวนสมาชิกของเซต A เช่น A = {1, 3, 4} แลว้ n(A) = 3 หรอืเซต A มีสมาชิก
ทัÊงหมด 3 ตวั

Ś. เซตอนันต์ (Infinite set)
เซตอนนัตคื์อเซตทีÉไมใ่ช่เซตจาํกดั เชน่ N และ Z เป็นตน้

พิจารณาจากการนบัสมาชิกในเซตแบง่ออกได้ Ś ชนิดคือ
ř. เซตนับได้ (Countable set)

เซตนบัไดคื้อเซตทีÉสามารถนบัจาํนวนสมาชิกได้ เชน่ {1, 2, 3, 4, 5}, {a, b, c}, เซตของจาํนวนนบั
และเซตของจาํนวนเตม็ เป็นตน้

Ś. เซตนับไม่ได้ (Uncountable set)
เซตนบัไมไ่ดคื้อเซตทีÉไมใ่ช่เซตนบัได้ เชน่ R และ Qc เป็นตน้

ตัวอย่าง ř.ř.ś จงบอกชนิดของเซตตอ่ไปนีÊ
ř. {x ∈ Z+ | และ x หาร 12 ลงตวั }

Ś. {x ∈ R | x+ 0 = x}

ś. {x ∈ Z | x · 1 = x}

Ŝ. {(x, y) | x และ y เป็นจาํนวนนบั }

ŝ. เซตของรูปแบบ DNA ของมนษุยใ์นโลก

Ş. เซตของดวงดาวในระบบสรุยิะ

ตัวอย่าง ř.ř.Ŝ กาํหนดให้ C = {1, 2, 3, ..., 20} และ X = {x ∈ C |
√
x เป็นจาํนวนเตม็ }

ถา้เซต A สอดคลอ้ง
(ก) สมาชิกทกุตวัของเซต A มาจากสมาชิกในเซต X

(ข) n(A) = 3

(ค) ผลบวกสมาชิกของเซต A ทัÊงหมด 7 หารลงตวั
จงหาเซต A เป็นไปไดท้ัÊงหมด



Ŝ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

เอกภพสัมพทัธ์ (universe) คือเซตทีÉถกูกาํหนดขึ Êนโดยมีขอ้ตกลงวา่ จะกลา่วถงึสิÉงทีÉเป็นสมาชิก
ของเซตนีÊเทา่นัÊน และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมืÉอให้A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U
นิยามการดาํเนินการบนเซตดงัตอ่ไปนีÊ

ยูเนียน (union) A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเ์ซชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A และ x ∈ B}

ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U | x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) A′ หรอื Ac = {x ∈ U | x /∈ A}

A B

U

A ∪B

A B

U

A ∩B

A B

U

A−B

A

U

Ac

ตัวอย่าง ř.ř.ŝ กาํหนดให้ U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

A = {1, 3, 5, 6, 9} B = {1, 2, 5, 6, 7} C = {2, 3, 5, 6, 10}

จงหาเซตตอ่ไปนีÊ
ř. A ∩B =

Ś. A ∪B =

ś. A−B =

Ŝ. Bc =

ŝ. (Bc)c =

Ş. A ∩Bc =

ş. (A ∩B)c =

Š. Ac ∩Bc =

š. A ∩ (B ∪ C) =

řŘ. (A ∩B) ∪ (A ∩ C) =



ř.ř. เซต ŝ

ทฤษฎบีท ř.ř.Ş ให้ A,B และ C เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U
ř. กฎนิจพล (Idempotent law)
(Sř) A ∩ A = A

(SŚ) A ∪ A = A

Ś. กฎการสลบัทีÉ (Commutative law)
(Sś) A ∩B = B ∩ A

(SŜ) A ∪B = B ∪ A

ś. กฎการจดักลุม่ (Associative law)
(Sŝ) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

(SŞ) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

Ŝ. กฎการแจกแจง (Distributive law)
(Sş) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(SŠ) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

ŝ. กฎของเดอมอรแ์กน (DeMorgan's law)
(Sš) (A ∩B)c = Ac ∪Bc

(SřŘ) (A ∪B)c = Ac ∩Bc

Ş. กฎคอมพลีเมนตซ์อ้น (Double complement law)
(Sřř) (Ac)c = A

ตัวอย่าง ř.ř.ş ถา้ A และ B เป็นเซต จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีÊจรงิหรอืไม่
A−B = A ∩Bc



Ş บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

เซตมีจาํนวนมากมายหลายแบบแตกตา่งกนัไป เมืÉอนกัคณิตศาสตรส์นใจเซต ๆ หนึÉง แลว้
สรา้งเซตใหม่จากสมาชิกของเซตนีÊเราจะเรยีกวา่ สับเซต (subset) และทาํการศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ
ของเซตยอ่ยเหลา่นัÊน
บทนิยาม ř.ř.Š ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ เราจะกลา่ววา่ A เป็นสับเซต ของ B ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ
สมาชิกใน A เป็นสมาชิกใน B เขียนแทนดว้ย A ⊆ B

A

B

ถา้ A ไมเ่ป็นสบัเซตของ B เขียนแทนดว้ย A * B นัÊนคือมีสมาชิกใน A ทีÉไมเ่ป็นสมาชิกใน B
จากนิยามเราจะกลา่วไดว้า่ A ⊆ A และ ∅ ⊆ A ทกุๆเซต A

ตัวอย่าง ř.ř.š กาํหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} เซตใดตอ่ไปนีÊเป็นสบัเซตของ A ให้
B = {3, 4}, C = {3, 4, 6} และ D = {1, {2}}

บทนิยาม ř.ř.řŘ เราจะกลา่ววา่เซต A เทา่กบัเซต B เขียนแทนดว้ย A = B ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B และ
B ⊆ A ถา้ A ไมเ่ทา่กบั B เขียนแทนดว้ย A ̸= B

บทนิยาม ř.ř.řř เราจะกลา่ววา่เซต A เป็นสับเซตแท้ (proper subset) ของเซต B เขียนแทนดว้ย
A ⊂ B ก็ตอ่เมืÉอ A ⊆ B แต่ A ̸= B

ตัวอย่าง ř.ř.řŚ ให้ A = {1, 3, 5, 7}, B = {3, 5, 7}, C = {1, 3, 4} และ D = {3, 5, 7, 1} จงบอก
ความสมัพนัธร์ะหวา่งเซตทีÉกาํหนด



ř.ř. เซต ş

ตัวอย่าง ř.ř.řś จงหาสบัเซตทัÊงหมดของ A = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท ř.ř.řŜ ให้ A เป็นเซตจาํกดั แลว้จาํนวนสบัเซตทัÊงหมดของ A เทา่กบั 2n(A) สบัเซต
และมีจาํนวนสบัเซตแทท้ัÊงหมดเทา่กบั 2n(A) − 1 สบัเซต
บทนิยาม ř.ř.řŝ ให้A เป็นเซตใด ๆ เราจะเรยีกเซตของสบัเซตทัÊงหมดของA วา่เซตกาํลัง (power
set) เขียนแทนดว้ย P(A) นัÊนคือ

P(A) = {X | X ⊆ A}

ตัวอย่าง ř.ř.řŞ จงหาเซตกาํลงัของเซต A = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท ř.ř.řş ให้ A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U แลว้
ř. P(A) ̸= ∅

Ś. จาํนวนสมาชิกของ P(A) เทา่กบั 2n(A)

ś. X ∈ P(A) ก็ตอ่เมืÉอ X ⊂ A

Ŝ. A ⊂ B ก็ตอ่เมืÉอ P(A) ⊂ P(B)

ŝ. P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

Ş. P(A) ∪ P(B) ⊂ P(A ∪B)

ทฤษฎบีท ř.ř.řŠ ให้ A,B และ C เป็นเซตจาํกดั ในเอกภพสมัพทัธ์ U แลว้
ř. n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

Ś. n(A∪B∪C) = n(A)+n(B)+n(C)−n(A∩B)−n(A∩C)−n(B∩C)+n(A∩B∩C)



Š บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั ř.ř

ř. จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊในรูปแบบแจกแจงสมาชิก
ř.ř {x | x เป็นจาํนวนเตม็คีÉทีÉอยูร่ะหวา่ง 10 กบั 30}

ř.Ś {x | x เป็นจาํนวนเฉพาะบวกทีÉไมเ่กิน 40}

ř.ś {x | x = 2n− 1 เมืÉอ n เป็นจาํนวนนบั}
ř.Ŝ {(x, y) | x, y เป็นจาํนวนนบัซึÉง x+ y < 5}

ř.ŝ {(x, y) | x, y เป็นจาํนวนเตม็ซึÉง x2 + y2 = 9}

ř.Ş {x ∈ R− |x3 = x}

ř.ş {n ∈ N | mn = m+ n เมืÉอ m ∈ N}

Ś. จงเขียนเซตตอ่ไปนีÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข

Ś.ř เซตของจาํนวนเตม็คูที่Éมากกวา่ 9

Ś.Ś เซตของประเทศทีÉมีชายแดนติดกบัไทย
Ś.ś เซตของจาํนวนเฉพาะคู่
Ś.Ŝ {3, 6, 9, 12, 15}

Ś.ŝ {1, 8, 27, 64, 125}

Ś.Ş {3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80}

Ś.ş {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

Ś.Š {111, 222, 333, ..., 999}

Ś.š {abc, acb, bac, bca, cab, cba}

Ś.řŘ {0.1, 0.11, 0.111, 0.1111, ...}

ś. จงแจกแจงสมาชิกของเซต {(x, y) | x2 + y2 + 2x− 4y + 5 = 0 เมืÉอ x, y ∈ R}

Ŝ. จงเขียนเซต {1
2
, 3
4
, 5
8
, 7
16
, 9
32
, ...} ในรูปแบบมีเงืÉอนไข

ŝ. กาํหนดให้ X = {x ∈ Z | 100 ≤ x ≤ 999} และ
Ai = {x ∈ X | ตวัเลขตาํแหน่งทีÉ i นบัจากซา้ยมือของ x เทา่กบั i}

จงหา n(A1) + n(A2) + n(A3)

Ş. กาํหนดให้ U = {0, 1, 2, 3, ..., 14}, A = {1, 3, 4, 5, 9, 12}, B = {2, 3, 4, 7, 11} และ C =

{4, 5, 9, 13} จงหาเซตตอ่ไปนีÊ
Ş.ř A ∪B

Ş.Ś (A ∩B)− C

Ş.ś (A ∪Bc) ∩ C

Ş.Ŝ A− (B − C)

Ş.ŝ (C − A) ∪Bc

Ş.Ş [(A− C ′) ∩B]− (C − A)

Ş.ş (A ∩Bc ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ Cc)

Ş.Š C − (Ac ∩B ∩ C)c

Ş.š [(A ∪B ∪ C) ∩ (A ∩B)c]

Ş.řŘ [(A ∪ Cc) ∩B] ∪ [(Ac −Bc)− C]

ş. จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอรแ์ทนเซตตอ่ไปนีÊ
ş.ř (A ∪B)− (A ∩B)
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ş.Ś Ac − (A ∪Bc)

ş.ś [(A ∪B) ∩ C]−Bc

ş.Ŝ Bc − [Ac − (C ∪B)]

ş.ŝ (A ∪B ∪ Cc)− (A−B)

ş.Ş (B ∪ Cc)− (A ∩Bc)

Š. จงหาเซตกาํลงัของเซตตอ่ไปนีÊ
Š.ř {a, b}

Š.Ś {0, {0}, {∅}

Š.ś {1, 2, (1, 2)}

Š.Ŝ {A, {A}}

Š.ŝ {ก, ข, ค}
Š.Ş {1, x, x2}

š. ให้A,B และC เป็นเซตใดๆ จงพิจารณา ถกู/ผิด ของขอ้ความตอ่ไปนีÊพรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ
š.ř A ⊂ A ∪B

š.Ś B ⊂ A ∪B

š.ś A ∩B ⊂ A ∪B

š.Ŝ Ac ∩Bc ⊂ A

š.ŝ ถา้ A−B = ∅ แลว้ Bc ⊂ Ac

š.Ş ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ A−B = A

š.ş ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ B − A = B

š.Š ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ B − A = B

řŘ. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆจงพิจารณา ถกู/ผิด ของขอ้ความตอ่ไปนีÊพรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ

řŘ.ř P (A) ⊂ P (A ∪B)

řŘ.Ś P (A−B) = [P (A)− P (B)] ∪ {∅}

řŘ.ś P ({∅}) ∩∅ = P (∅)

řŘ.Ŝ P (A ∩B)− P (A ∪B) = ∅

řŘ.ŝ ถา้ A−B = B แลว้ P (A) = P (B)

řř. ถา้สบัเซตแทท้ัÊงหมดของ A คือ ∅, {{∅}} และ {1} จงหาเซตของ P (A)− A

řŚ. ถา้ A = {∅, {∅}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} แลว้จาํนวนสมาชิกของ (P (A) − A) ∪ (A − P (A))

เทา่กบัเทา่ใด
řś. ถา้ A = {∅, 0, 1, {1}, {1, 2}, {3}} แลว้จาํนวนสมาชิกของ P (A)− A เทา่กบัเทา่ใด
řŜ. ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ถา้ n(A ∪B) = 92, n(A ∪ C) = 79, n(B ∪ C) = 75, n(A ∩

B ∩C) = 32, n((A∩B)−C) = 18, n((A∩C)−B) = 6 และ n((B ∩C)−A) = 2 แลว้
n(A ∪B ∪ C) เทา่กบัเทา่ใด

řŝ. ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ถา้ n(A ∪ B ∪ C) = 91, n(A ∩ B′ ∩ C ′) = 11, n((B − A) ∩
(B−C)) = 15, n(A∩B∩C) = 20, n((A∩B)∪ (A∩C)∪ (B∩C)) = 47 และ n(C) = 59

แลว้ n(A′ ∩B′ ∩ C) เทา่กบัเทา่ใด
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řŞ. จากการสาํรวจนกัเรยีนทีÉเรยีนวิชาคณิตศาสตร์ เคมี และฟิสกิส์170 คนพบวา่ทกุคนชอบเรยีน
อยา่งนอ้ย 1 วิชา และ ชอบเรยีนคณิตศาสตร์80 คน ชอบเรยีนเคมี 92 คน ชอบเรยีนฟิสกิส์ 115
คน ชอบเรยีนทัÊงคณิตศาสตรแ์ละเคมี 52 คน ชอบเรยีนทัÊงเคมีและฟิสกิส์ 57 คน ชอบเรยีนทัÊง
คณิตศาสตรแ์ละฟิสกิส์ 43 คน จาํนวนนกัเรยีนทีÉชอบเรยีนทัÊง 3 วิชา เทา่กบัเทา่ใด

řş. นกัเรยีนชัÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ 4 ของโรงเรยีนแหง่หนึÉงมี 400 คน ในจาํนวนนีÊมีผูล้งทะเบียนเรยีน
วิชาคณิตศาสตร์ 225 คน และลงทะเบียนเรยีนวิชาภาษาองักฤษ 240 คน ถา้นกัเรยีนทีÉไม่ลง
ทะเบียนเรยีนวิชาคณิตศาสตร์ และไม่ลงทะเบียนเรยีนวิชาภาษาองักฤษ 50 คน แลว้จาํนวน
นกัเรยีนทีÉลงทะเบียนวิชาคณิตศาสตรแ์ละไมล่งทะเบียนวิชาภาษาองักฤษเทา่กบัเทา่ใด

řŠ. กาํหนดให้U เป็นเอกภพสมัพทัธแ์ละให้A และ B เป็นสบัเซตใน U ถา้ 20% ของสมาชิกในเซต
A เป็นสมาชิกในเซต B 25% ของสมาชิกในเซต B เป็นสมาชิกในเซต A และจาํนวนสมาชิก
ของเซต (A−B) ∪ (B − A) เทา่กบั 112 แลว้จาํนวนสมาชิกของ A ∪B เทา่กบัเทา่ใด

řš. ในการสาํรวจงานอดิเรกของนกัเรยีน 200 คน ปรากฎวา่ 120 คนชอบอา่นหนงัสือ 60 คนชอบ
อา่นหนงัสือและดภูาพยนต์ 110 คนชอบดภูาพยนต์ 70 คนชอบอา่นหนงัสือและเลน่กีฬา 130

คนชอบเลน่กีฬา 50 คนชอบดภูาพยนตแ์ละเลน่กีฬา นกัรยีนทีÉชอบเลน่กีฬาเพียงอยา่งเดียวมี
กีÉคน

ŚŘ. จากการสาํรวจความชอบรบัประทานไอศกรมีของนกัเรยีนจาํนวน řŠŘ คน พบวา่ มี 60 คน
ชอบรสช็อคโกแลต มี 31 คนชอบรสช็อคโกแลตและวานิลลา มี 87 คนชอบรสวานิลลา มี 27

คนชอบรสช็อคโกแลตและวานิลลา มี 70 คนชอบรสสตรอเบอรีÉ มี 22 คนชอบรสช็อคโกแลต
และสตรอเบอรีÉ และมี 5 คนไมช่อบทัÊงสามรส มีนกัเรยีนทีÉชอบทัÊงสามรสกีÉคน



ř.Ś. ตรรกศาสตรเ์บื Êองตน้ řř

ř.Ś ตรรกศาสตรเ์บืÊองต้น
ในทางตรรกศาสตรเ์ราสนใจประโยคทีÉเป็นจรงิหรอืเป็นเท็จอยา่งใดอยา่งหนึÉงเทา่นัÊน เรยีกประโยค
เหลา่นัÊนวา่ ประพจน์ (proposition) หรือข้อความ (statement) ในตาํราเลม่นี Êเราจะใช้คาํวา่
ประพจนซ์ึÉงมีความหมายตามบทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.Ś.ř ประพจน์ คือประโยคทีÉมีคา่ความจรงิ (truth value) เป็นจรงิ (true) หรอืเป็นเท็จ
(false) อยา่งใดอยา่งหนึÉงเพียงอยา่งเดียว
ตัวอย่าง ř.Ś.Ś จงพิจารณาวา่ประโยคตอ่ไปนีÊเป็นประพจนห์รอืไม่
ř. พระอาทิตยข์ึ Êนทางทิศตะวนัออก
Ś. เขาเป็นคนองักฤษ
ś. กรุณา เปิดหนา้ตา่งใหฉ้นัหน่อย
Ŝ. คณุมาทาํอะไรทีÉนี Ê
ŝ. จงัหวดัเลยไมอ่ยูใ่นภาคเหนือของประเทศไทย
Ş. คณุพระช่วย !
ş. พีÉตอ้งพาฉนัไปดหูนงันะ
Š. x > 1

š. 2 ̸= 1

řŘ. จาํนวนเฉพาะทกุจาํนวนเป็นจาํนวนคีÉ

บทนิยาม ř.Ś.ś ประโยคเปิด (open sentence) คือประโยคบอกเลา่หรอืประโยคปฏิเสธทีÉมีตวัแปร
และเมืÉอแทนทีÉตวัแปรดว้ยสมาชิกในเอกภพสมัพทัธ์ แลว้ประโยคนัÊนจะเป็นประพจน์

ในทางตรรกศาสตร์ ตัวเชืÉอมประพจน์ (connective) มี Ŝ ชนิดคือ
ř. และ Ś. หรอื ś. ถา้...แลว้ Ŝ. ก็ตอ่เมืÉอ
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บทนิยาม ř.Ś.Ŝ ให้ p, q เป็นประพจน์ แลว้
ř. ข้อความร่วม (conjunction) ของ p และ q เขียนแทนดว้ย

p ∧ q อา่นวา่ p และ q

Ś. ข้อความเลือก (disjuction) ของ p และ q เขียนแทนดว้ย

p ∨ q อา่นวา่ p หรือ q

ś. ข้อความแบบเงืÉอนไข (conditional statement/implication) ของ p และ q

p → q อา่นวา่ ถ้า p แล้ว q

เรยีก p วา่ เหตุ (hypothesis) และเรยีก q วา่ ผล (conclusion)
Ŝ. ข้อความแบบผันกลับได้ (biconditional statement) ของ p และ q

p ↔ q อา่นวา่ p กต็่อเมืÉอ q

จะมีคา่ความจรงิในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนีÊซึÉง เรยีกวา่ ตารางค่าความจริง (truth
table) เมืÉอ p และ q เป็นประพจน์ และ T แทนคา่ความจรงิเป็นจรงิ F แทนคา่ความจรงิเป็นเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

ตัวอย่าง ř.Ś.ŝ จงพิจารณาคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ř. องักฤษเป็นประเทศในทวีปยโุรปและไทยเป็นประเทศในอาเซียน
Ś. 2 เป็นจาํนวนคู่ และ 1.2 เป็นจาํนวนนบั
ś. ประเทศไทยติดกบัประเทศลาวหรอืญีปุ่ นเป็นประเทศในอาเซียน
Ŝ. 8 < 8 หรอื 8 = 8

ŝ. ถา้ iPhone เป็นโทรศพัท์ แลว้นิวตนัเป็นคนองักฤษ
Ş. ถา้ 9 · 0 = 9 แลว้เชียงใหมอ่ยูภ่าคใตข้องประเทศไทย
ş. สนุขัมีเขา ก็ตอ่เมืÉอ 1 + 1 = 2

Š. 2−2 = 1 ก็ตอ่เมืÉอ 3 > 7

š. 1 = 1 ก็ตอ่เมืÉอ นกขมิ Êนบินไมไ่ด้
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จากบทนิยามของตวัเชืÉอมทัÊง ś ตวัจะไดข้อ้สงัเกตดงัตอ่ไปนีÊ เมืÉอให้ p เป็นประพจนใ์ดๆ แลว้
ř. F ∧ p มีคา่ความจรงิเป็น
Ś. T ∨ p มีคา่ความจรงิเป็น
ś. F → p มีคา่ความจรงิเป็น
Ŝ. p → T มีคา่ความจรงิเป็น
ตอ่ไปจะกลา่วถงึ นิเสธของประพจน์ (negation of proposition) หมายถงึประพจนมี์คา่ความ

จรงิตรงกนัขา้มกบัประพจนน์ัÊน ดงันิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.Ś.Ş ให้ p เป็นประพจน์ แลว้ นิเสธของประพจน์ ของ p เขียนแทนดว้ย

∼ p อา่นวา่ นิเสธ p (not p)
จะมีคา่ความจรงิตรงกนัขา้มกบั p

p ∼ p

T F
F T

ตัวอย่าง ř.Ś.ş จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ř. องักฤษเป็นประเทศในทวีปเอเชีย นิเสธคือ
Ś. ∅ เป็นเซตอนนัต์ นิเสธคือ
ในทางตรรกศาสตรถ์า้ประพจนมี์การใชต้วัเชืÉอมหลายๆตวัอาจจะเกิดความสบัสนของการพิจารณา

คา่ความจรงิ ดงันัÊนเพืÉอความสะดวกเราจงึนิยมกาํหนดลาํดบัของตวัเชืÉอมประพจนจ์ากนอ้ยไปหา
มากดงันี Ê
ř. ∼
Ś. ∧, ∨ (กรณีมีทัÊงสองตวัเชืÉอมตอ้งใสว่งเลบ็คัÉน)
ś. →
Ŝ. ↔

เชน่ถา้เขียน ∼ p ∧ q ↔ r →∼ p จะหมายถงึ [(∼ p) ∧ q] ↔ [r → (∼ p)] ในกรณีทีÉพบตวั
เชืÉอม ∧, ∨ ผูเ้ขียนมกัตอ้งใสว่งเลบ็เสมอเพืÉอหลีกเลีÉยงการตีความหมายผิดไป เชน่ (p ∨ q) ∧ r แต่
จะไม่เขียน p ∨ q ∧ r เนืÉองจาก ∼ เป็นตวัเชืÉอมสาํคญัอบัดบัแรกเรามกัจะละวงเลบ็ในการเขียนเชน่
∼ p →∼ q แทนประพจน์ (∼ p) → (∼ q)



řŜ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ตอ่ไปเราจะกลา่วถงึการสรา้งตารางคา่ความจรงิเพืÉอแสดงคา่ความจรงิทัÊงหมดของประพจน์
ตา่งๆทีÉกาํหนดให้ เริÉมตน้จากการนบัจาํนวนประพจน์ยอ่ย ๆ ทัÊงหมด โดยใช้กฎการนบัจะแสดง
จาํนวนดงัตารางตอ่ไปนีÊ เมืÉอให้ n เป็นจาํนวนนบั

จาํนวนประพจนย์อ่ย 1 2 3 4 5 6 7 ... n

จาํนวนกรณี 2 4 8 16 32 64 128 ... 2n

ตัวอย่าง ř.Ś.Š จะเห็นไดว้า่ประพจน์ (p → r) ∨ (p ↔ q) มีประพจนย์อ่ย ś ประพจน์ ทาํใหส้รา้ง
ตารางคา่ความจรงิไดห้มด Š กรณี ดงันี Ê

p q r p → r p ↔ q (p → r) ∨ (p ↔ q)

T T T
T T F
T F T
T F F
F T T
F T F
F F T
F F F

สมมูลของประพจน์
สองประพจน์มีความหมายเดียวกนัในทางตรรกศาสตรห์รอื สมมูลกันเชิงตรรศาสตร์ (logically
equivalent) ซึÉงมีนิยามดงัตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.Ś.š ประพจน์P สมมูล (equivalence) กบัQ เขียนแทนดว้ย P ≡ Q ก็ตอ่เมืÉอประพจน์
ทัÊงสองมีคา่ความจรงิตรงกนัทกุ ๆ กรณี
ตัวอย่าง ř.Ś.řŘ เราแสดงไดว้า่ประพจน์ p → q สมมลูกบั ∼ q →∼ p โดยสรา้งตารางคา่ความจรงิ

p q p → q ∼ q ∼ p ∼ q →∼ p

T T
T F
F T
F F

ตัวอย่าง ř.Ś.řř จงตรวจสอบวา่ประพจน์ p∨ q และ ∼ p → q สมมลูกนัหรอืไม่ โดยใชต้ารางคา่
ความจรงิ

p q ∼ q p ∨ q ∼ p → q

T T
T F
F T
F F



ř.Ś. ตรรกศาสตรเ์บื Êองตน้ řŝ
ทฤษฎบีท ř.Ś.řŚ ให้ p, q และ r เป็นประพจนใ์ด ๆ
ř. กฎนิจพล (Idempotent law)
(Eř) p ∧ p ≡ p

(EŚ) p ∨ q ≡ p

Ś. กฎการสลบัทีÉ (Commutative law)
(Eś) p ∧ q ≡ q ∧ p

(EŜ) p ∨ q ≡ q ∨ p

ś. กฎการจดักลุม่ (Associative law)
(Eŝ) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

(EŞ) p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

Ŝ. กฎการแจกแจง (Distributive law)
(Eş) p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(EŠ) p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

ŝ. กฎของเดอมอรแ์กน (DeMorgan's law)
(Eš) ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

(EřŘ) ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

Ş. กฎนิเสธซอ้น (Double negation law)
(Eřř) ∼ (∼ p) ≡ p

ทฤษฎบีท ř.Ś.řś ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ด ๆ แลว้
(EřŚ) p → q ≡∼ p ∨ q

(Eřś) p → q ≡∼ q →∼ p กฎแยง้สลบัทีÉ (contrapositive law)
(EřŜ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

(Eřŝ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (∼ p →∼ q)

(EřŞ) p ↔ q ≡ (∼ q →∼ p) ∧ (∼ p →∼ q) ≡∼ p ↔∼ q

(Eřş) p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

(EřŠ) p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

(Eřš) (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

(EŚŘ) (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ทฤษฎบีท ř.Ś.řŜ ให้ p และ q เป็นประพจนใ์ด ๆ แลว้
ř. ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

Ś. ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

ś. ∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q

Ŝ. ∼ (p ↔ q) ≡∼ p ↔ q ≡ p ↔∼ q



řŞ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ตัวอย่าง ř.Ś.řŝ จงนิเสธของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
ř. ธาตอุยูใ่นสถานะของเหลวและไมมี่สี

Ś. แสงเป็นคลืÉนหรอือนภุาค

ś. ถา้นายแดงกินผกัแลว้นายแดงจะไมเ่ป็นหวดั

สัจนิรันดร์ (tautology)
เราอาจจะพบวา่ประพจนบ์างประพจนมี์คา่ความจรงิเป็นจรงิเพียงอยา่งเดียวเพราะรูปแบบของ

ประพจนน์ัÊน เรยีกประพจนล์กัษณะแบบนีÊวา่ สัจนิรันดร์ (tautology)
บทนิยาม ř.Ś.řŞ ประพจนที์ÉมีรูปแบบทีÉมีคา่ความจรงิเป็นจรงิเสมอเราจะเรยีกวา่ สัจนิรันดร์ และ
เรยีกนิเสธของสจันิรนัดรว์า่ ข้อความขัดแย้ง (contradiction)
ตัวอย่าง ř.Ś.řş จงแสดงวา่ประพจน์ p → (p ∨ q) เป็นสจันิรนัดร์

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T
T F
F T
F F

ตัวอย่าง ř.Ś.řŠ จงแสดงวา่ประพจน์ p∧ ∼ p เป็นขอ้ความขดัแยง้
p ∼ p p∧ ∼ q

T F
F T



ř.Ś. ตรรกศาสตรเ์บื Êองตน้ řş
ตัวบง่ปริมาณ (Quantifiers)
ให้ p แทนประพจน์ x > 2 เมืÉอ x ∈ {1, 2, 3, 4}

x p : x > 2 คา่ความจรงิ
1 1 > 2

2 2 > 2

3 3 > 2

4 4 > 2

จากตารางจะเห็นไดว้า่คา่ความจรงิของประพจน์ p เปลีÉยนไปตามคา่ x เราใช้ p(x) แทนประพจน์ p
และเซต {1, 2, 3, 4} เรยีกวา่เอกภพสัมพทัธ์ (universe) นิยมเขียนแทนดว้ย U ถา้เรากลา่ววา่

"มี x ใน U ทีÉสอดคลอ้ง p(x)"
ประพจนนี์Êมีคา่ความจรงิเป็นจรงิเพราะวา่มี x = 3 ซึÉงทาํให้ p(3) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ เราจะเขียน
แทนคาํวา่ "มี" ดว้ย ∃ ดงันัÊนเขียนประพจนด์งักลา่วไดเ้ป็น ∃x ∈ U , p(x) ในทาํนองเดียวกนัถา้เรา
กลา่ววา่

"ทกุๆ x ใน U ทีÉสอดคลอ้ง p(x)"

ประพจน์นี Êจะมีคา่ความขรงิเป็นเท็จเพราะวา่มี x = 1 ทีÉทาํให้ p(1) มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ เรา
จะเขียนแทนคาํวา่ "ทกุๆ" ดว้ย ∀ ดงันัÊนเขียนประพจน์ดงักลา่วได้เป็น ∀x ∈ U , p(x) เราเรยีก Ś
สญัลกัษณว์า่ ตัวบ่งปริมาณ (quantifier) และเรยีกวิธีการนี Êวา่ วธีิบ่งปริมาณ (quantification) ซึÉง
มีได้ Ś แบบ ตามนิยามดงัตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.Ś.řš ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์

แบบทีÉ ř นาํหนา้ฟังกช์นัขอ้ความดว้ยวลีบง่ปรมิาณ

ทกุ x ใน U / สาํหรบัแตล่ะ x ใน U / ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U

สาํหรบัแตล่ะ x ใน U ซึÉงมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนดว้ย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∀x [ p(x) ] หรอื ∀x ∈ U , p(x)

เรยีก ∀ วา่ตัวบ่งปริมาณทัÊงหมด (universal quantifier)

แบบทีÉ Ś นาํหนา้ฟังกช์นัขอ้ความดว้ยวลีบง่ปรมิาณ

มี x ใน U ซึÉง / บาง x ใน U มีสมบตัิวา่

มีบาง x ใน U ซึÉงมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนดว้ย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∃x [ p(x) ] หรอื ∃x ∈ U , p(x)



řŠ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

เรยีก ∃ วา่ตัวบ่งปริมาณมีอย่างน้อยหนึÉง (existential quantifier) เรยีกสัÊนๆวา่ มี
ตัวอย่าง ř.Ś.ŚŘ จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีÊในรูปสญัลกัษณพ์รอ้มบอกเอกภพสมัพทัธใ์นแตล่ะขอ้
ř. มีจาํนวนเตม็ x ซึÉง x2 = x คาํตอบคือ
Ś. ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตาม จะไดว้า่ x > 0 คาํตอบคือ
ś. จาํนวนจรงิทกุจาํนวนมีคา่เป็นลบเสมอ คาํตอบคือ
Ŝ. มีจาํนวนตรรกยะทีÉมีคา่เป็นลบ คาํตอบคือ

ตัวอย่าง ř.Ś.Śř จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีÊในรูปขอ้เขียน
ř. ∀n ∈ N, n > 1

Ś. ∃x ∈ Z, (x ̸= 1) → (x2 > 1)

ś. ∀x ∈ R+, (x < 1) ↔ (x2 < x)

บทนิยาม ř.Ś.ŚŚ ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์
• ขอ้ความ ∀x ∈ U , p(x) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิก็ตอ่เมืÉอ

ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนัÊนขอ้ความนีÊเป็นเทจ็
• ขอ้ความ ∃x ∈ U , p(x) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิก็ตอ่เมืÉอ

มี x อยา่งนอ้ยหนึÉงตวัใน U ทาํให้ p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนัÊนขอ้ความนีÊเป็นเทจ็
ตัวอย่าง ř.Ś.Śś ให้ U = {1, 2, 3, 4} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจรงิของ

∀x ∈ U , x > 0

x ขอ้ความ x > 0 คา่ความจรงิ
1 1 > 0

2 2 > 0

3 3 > 0

4 4 > 0

∃x ∈ U , x < 2

x ขอ้ความ x < 2 คา่ความจรงิ
1 1 < 2

2 2 < 2

3 3 < 2

4 4 < 2



ř.Ś. ตรรกศาสตรเ์บื Êองตน้ řš

หลายครัÊงทีÉเราพบประพจนที์Éซบัซอ้นมากขึ Êนเชน่ "มีจาํนวนเตม็จาํนวนหนึÉงซึÉงบวกกบัทกุจาํนวนเตม็
แลว้เทา่กบัศนูย"์ เขียนสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนล์กัษณะนีÊเรากลา่วไดว้า่มีตวับง่ปรมิาณ Ś ตวั
ตัวอย่าง ř.Ś.ŚŜ จงแปลงประพจนต์อ่ไปนีÊในรูปสญัลกัษณ์

ř. ทกุจาํนวนจรงิ x มีจาํนวนจรงิ y ซึÉง x+ y = 0

Ś. สาํหรบัจาํนวนนบั n และ m จะไดว้า่ n+m > 1

ś. มีจาํนวนเตม็ x ซึÉง x = y + 1 ทกุๆจาํนวนเตม็ y

การตรวจสอบคา่ความจรงิประพจน์ทีÉ มีตวับง่ปรมิาณ Ś ตวัขึ Êนไปคอ่นขา้งซบัซอ้นถา้เอกภพ
สมัพทัธ์เป็นเซตทีÉมีขนาดใหญ่ จงึขอยกตวัอยา่งเอกภพสมัพทัธ์ทีÉมีสมาชิกไม่มากเพืÉอความเขา้ใจ
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง ř.Ś.Śŝ ให้ U = {−1, 0, 1} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาขอ้ความ x + y = 0 โดยสรา้ง
แผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี Ê

x y x+ y = 0 คา่ความจรงิ

−1

−1 −1 + (−1) = 0

0 −1 + 0 = 0

1 −1 + 1 = 0

0

−1 0 + (−1) = 0

0 0 + 0 = 0

1 0 + 1 = 0

1

−1 1 + (−1) = 0

0 1 + 0 = 0

1 1 + 1 = 0



ŚŘ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ตอ่มาเราจะกลา่วถงึการหานิเสธของประพจนที์Éมีตวับง่ปรมิาณ เช่น "ไมมี่จาํนวนเตม็ x ใดเลยทีÉ
สอดคลอ้ง x2 + x+ 1 = 0" เขียนเป็นสญัลกัษณคื์อ

∼ ∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจาํนวนเตม็ x จะสอดคลอ้ง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเป็นสญัลกัษณคื์อ
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรุปไดด้งับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.Ś.ŚŞ ให้U เป็นเอกภพสมัพทัธข์องฟังกช์นัขอ้ความ p(x) นิเสธของตวับง่ปรมิาณนิยาม
โดย

• นิสเธของ ∀x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ∼ p(x)

• นิสเธของ ∃x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ∼ p(x)

ตัวอย่าง ř.Ś.Śş จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ř. ∀x ∈ R , x = x+ 0

Ś. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

ตัวอย่าง ř.Ś.ŚŠ จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ř. ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตาม ถา้ x > 0 แลว้ x2 > 0

Ś. มีจาํนวนเตม็ x และ y ซึÉง xy = 1

ตัวอย่าง ř.Ś.Śš จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ř. ∃x ∈ U , p(x) → q(x) นิเสธคือ

Ś. ∀x ∈ U , p(x) ∨ q(x) นิเสธคือ

ś. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , ∼ p(x, y) → q(x, y) นิเสธคือ
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การใหเ้หตุผล (Reasoning)
การใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรที์Éสาํคญัแบง่ออกเป็น Ś วิธีไดแ้ก่
ř. การใหเ้หตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning)
Ś. การใหเ้หตผุลแบบนิรนยั (Deductive Reasoning)

การให้เหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) คือวิธีการสรุปผลมาจากการคน้หาความ
จรงิจากการสงัเกตหรอืการทดลองหลายครัÊงจากกรณียอ่ยๆ แลว้นาํมาสรุปเป็นความรูแ้บบทัÉวไป
หมายเหตุ: การหาขอ้สรุปหรอืความจรงิโดยใช้วิธีการให้เหตผุลแบบอปุนยันัÊน ไม่จาํเป็นตอ้งถกู
ตอ้งทกุครัÊง เนืÉองจากการให้เหตผุลแบบอปุนยัเป็นการสรุปผลเกิดจากหลกัฐานขอ้เท็จจรงิทีÉมีอยู่
ดงันัÊนขอ้สรุปจะเชืÉอถือไดม้ากนอ้ยเพียงใดนัÊนขึ Êนอยู่กบัลกัษณะของขอ้มลู หลกัฐานและขอ้เท็จจรงิ
ทีÉนาํมาอา้ง
ตัวอย่าง ř.Ś.śŘ จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพืÉอหาคาํตอบหรอืสมการจากรูปแบบตอ่ไปนีÊ
ř.

1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 =

Ś.
9× 9 = 81

99× 9 = 891

999× 9 = 8991

9999× 9 =

ตัวอย่าง ř.Ś.śř จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพืÉอหาคาํตอบในรูปทัÉวไปจากรูปแบบทีÉกาํหนดตอ่ไป
นีÊ เมืÉอ n เป็นจาํนวนนบั

1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 = 16

... =
...

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) =
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การให้เหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) คือการให้เหตผุลแบบนิรนยัเป็นการนาํ

ความรูพื้ ÊนฐานซึÉงอาจเป็นความเชืÉอ ขอ้ตกลง กฎ หรอืบทนิยาม ซึÉงเป็นสิÉงทีÉรูม้าก่อน และยอมรบั
วา่เป็นความจรงิเพืÉอหาเหตุผลนาํไปสู่ขอ้สรุป เป็นการอา้งเหตผุลทีÉมีขอ้สรุปตามเนื ÊอหาสาระทีÉอยู่
ภายในขอบเขตของขอ้อา้งทีÉกาํหนด

ตัวอย่าง ř.Ś.śŚ จงหาขอ้สรุปของการใหเ้หตผุลแบบนิรนยัตอ่ไปนีÊ
ř. เหตุ (ř) จาํนวนเตม็ทีÉ 2 หารลงตวัเป็นจาํนวนคู่

(Ś) 10 เป็นจาํนวนเตม็ทีÉ 2 หารลงตวั
ผล

Ś. เหตุ (ř) ดาราทกุคนหนา้ตาดี
(Ś) ณเดช เป็นดาราคนหนึÉง

ผล

สมเหตุสมผลโดยแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์
แผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีÉใชแ้ทนขอ้ความทีÉกาํหนด

ตัวอย่าง ř.Ś.śś จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีÉใชแ้ทนขอ้ความตอ่ไปนีÊ

ř. (ř) มีสตัวปี์กบางตวัเป็นสตัวน์ ํÊา
(Ś) มีสตัวน์ ํÊาบางตวัเป็นสตัวเ์ลี Êยง
(ś) ไมมี่สตัวน์ ํÊาทีÉเป็นสตัวปี์ก

Ś. (ř) นกัเรยีนทกุคนเป็นคนขยนั
(Ś) มีนกัเรยีนสอบไดเ้กรด A
(ś) นกัเรยีนทกุคนทีÉสอบไดเ้กรด A เป็นคน
ขยนั
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นิยมใชแ้ผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ โดยเขียนแผนภาพแทนขอ้ความทีÉกาํหนดให้
ถา้ทกุรณีของแผนภาพแสดงตามทีÉกาํหนด จะไดว้า่การสรุปผลนัÊนสมเหตุสมผล (Valid)
ถา้มีแผนภาพบางกรณีไมส่อดคลอ้งกบัผลทีÉสรุป จะไดว้า่การสรุปผลนัÊนไม่สมเหตุสมผล (Invalid)

ตัวอย่าง ř.Ś.śŜ จงตรวจสอบการใหเ้หตผุลตอ่ไปนีÊ สมเหตสุมผลหรอืไม่
ř. เหตุ (ř) สตัวเ์ลี Êยงทกุตวัเป็นสตัวไ์มด่รุา้ย

(Ś) แมวเป็นสตัวเ์ลี Êยง
ผล แมวเป็นสตัวไ์มด่รุา้ย

Ś. เหตุ (ř) เรอืทกุลาํลอยนํÊาได้
(Ś) ถงัลอยนํÊาได้

ผล ถงัเป็นเรอื

ś. เหตุ (ř) ชาวสวนทกุคนเป็นคนขยนั
(Ś) คนขยนัทกุคนเป็นคนรวย

ผล คนขยนัเป็นชาวสวน

Ŝ. เหตุ (ř) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเป็นสจุรติ
(Ś) ขา้ราชการทกุคนเป็นคนสจุรติ
(ś) มานีเป็นขา้ราชการ

ผล มานีไมเ่ป็นนกัการเมือง
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แบบฝึกหดั ř.Ś

ř. พิจารณาประโยคตอ่ไปนีÊวา่เป็น (ก) ประพจน์ (ข) ประโยคเปิด หรอืไมเ่ป็นทัÊงสองอยา่งนี Ê
ř.ř หา้มเดินลดัสนาม
ř.Ś ปีนี Êเป็นปีระกา
ř.ś นา่นเป็นจงัหวดัในภาคใต้
ř.Ŝ มีจาํนวนนบัทีÉนอ้ยกวา่ 1

ř.ŝ ใครเป็นคนนดัพวกเราทีÉสยามพารากอน
ř.Ş รถไฟมีสองหวั

Ś. จงหาคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนีÊ
Ś.ř ถา้ 20 = 02 แลว้ 2 = 0

Ś.Ś ปมูา้ไมมี่ขาก็ตอ่เมืÉอลงิไมมี่หู
Ś.ś จาํนวนนบัเป็นจาํนวนเตม็หรอืตรรกยะ
Ś.Ŝ ถา้ชา้งเป็นสตัวปี์กแลว้ชา้งเป็นตัËกแตน

ś. จงสรา้งตารางคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ś.ř (p →∼ q) ∨ (q → p)

ś.Ś p ∧ (∼ q → r) ↔ (r ∨ q)

ś.ś ∼ [∼ p ∧ (q →∼ r)] → (p∧ ∼ r)

ś.Ŝ ∼ p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

Ŝ. ใหป้ระพจน์ p, q, r, s มีคา่ความจรงิเป็น T, F, F, T ตามลาํดบั จงหาคา่ความจรงิของประพจน์
ตอ่ไปนีÊ
Ŝ.ř p → (q ∨ ∼ (p ∧ r))

Ŝ.Ś ∼ [(p ↔∼ q) ∧ (q →∼ r)] →∼ s

Ŝ.ś ∼ (r∧ ∼ s) ↔ (p∨ ∼ q)

ŝ. ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ดๆ จงตรวจสอบวา่สมลูของประพจนต์อ่ไปนีÊ โดยใชต้ารางคา่ความ
จรงิ
ŝ.ř q และ ∼ p ∨ (p ∧ q)

ŝ.Ś ∼ p → q และ ∼ q → p

ŝ.ś (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

ŝ.Ŝ p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

Ş. ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ดๆ จงตรวจสอบวา่ประพจนต์อ่ไปนีÊสมมลูกนั ถา้สมมลูกนัจงแสดง
โดยใชท้ฤษฎีบท ถา้ไมส่มมลูจงยกตวัอยา่งคา้น
Ş.ř ∼ (p →∼ q) และ p ∧ (p → q)

Ş.Ś p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

Ş.ś p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

Ş.Ŝ p ↔∼ q และ ∼ p ↔ q

Ş.ŝ p → (q∨r) และ ∼ (∼ r → q) →∼ p

Ş.Ş ∼ (p∧ ∼ q) และ ∼ q →∼ p

Ş.ş ∼ p → q และ (∼ p → q)∧(q →∼ p)

Ş.Š p → (q → r) และ (p → q) → r
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ş. จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนีÊ
ş.ř ถา้แดงไปโรงเรยีน แลว้ดาํจะไมท่าํการบา้น
ş.Ś x+ 1 = 3 หรอื π เป็นจาํนวนตรรกยะ
ş.ś ถา้ 2 เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ 1 เป็นจาํนวนเฉพาะ
ş.Ŝ ab = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 หรอื b = 0

ş.ŝ ถา้ xy > 0 แลว้ (x > 0 และ y > 0 ) หรอื (x < 0 และ y < 0 )
ş.Ş x+ y = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = −y หรอื y = −x

Š. จงตรวจสอบวา่ประพจนต์อ่ไปนีÊเป็นสจันิรนัดรโ์ดยใชต้ารางคา่ความจรงิ
Š.ř (p ∨ q)∨ ∼ (p ∧ q)

Š.Ś (p →∼ q) → (p ∧ q)

Š.ś (∼ p →∼ q) ∨ (p ↔ q)

Š.Ŝ (∼ p → q) ↔∼ (p ∨ q)

š. จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีÊในรูปสญัญาลกัษณพ์รอ้มบอกเอกภพสมัพทัธใ์นแตล่ะขอ้

š.ř ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตามจะได้ x2 > 0

š.Ś จาํนวนนบัทกุจาํนวนมีคา่มากกวา่ 1

š.ś ไมมี่จาํนวนตรรกยะใดเลยทีÉเป็นจาํนวนบวก
š.Ŝ มีจาํนวนจรงิ x และ y ซึÉง x+ y > 0

š.ŝ มีจาํนวนเตม็ m ซึÉง m > n ทกุๆจาํนวนเตม็ n

řŘ. ให้ A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคา่ความจรงิของ
ขอ้ความ
řŘ.ř ∀x ∈ A [ x+ 1 ≥ x ]

řŘ.Ś ∃x ∈ C [ x(x+ 1) = x ]

řŘ.ś ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

řŘ.Ŝ ∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ̸= y → x > y ]

řŘ.ŝ ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

řŘ.Ş ∃x ∈ C ∃y ∈ C [x+ y < xy ]

řř. ใหเ้อกภพสมัพทัธเ์ป็นจาํนวนจรงิ จงหานิเสธของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
řř.ř ∀x [

√
x ≥ 0 ]

řř.Ś ∀x [x = 1 → |x| > 2 ]

řř.ś ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

řř.Ŝ ∀x∀y [ xy > 0 → x
y
> 0 ]

řř.ŝ ∃x∀y [ x = y ↔ x2 = y2 ]

řř.Ş ∃x∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

řŚ. จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพืÉอหา a และ b จากรูปแบบทีÉกาํหนดตอ่ไปนีÊ
řŚ.ř 16, 28, 40, 52, a, b

řŚ.Ś 1, 4, 9, 16, 25, a, b

řŚ.ś 9, 98, 987, 9876, a, b

řŚ.Ŝ 20, 19, 17, 14, a, b
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řś. จงใช้การเหตผุลแบบอปุนยั เพืÉอหาคาํตอบในรูปทัÉวไปจากรูปแบบทีÉกาํหนดตอ่ไปนีÊ เมืÉอ n

เป็นจาํนวนนบั
13 = 12

13 + 23 = (1 + 2)2

13 + 23 + 33 = (1 + 2 + 3)2

13 + 23 + 33 + ...+ n3 =

řŜ. จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีÉใชแ้ทนขอ้ความตอ่ไปนีÊ
řŜ.ř (ř) คนมีความสขุทกุคนมีสขุภาพดี

(Ś) คนเครยีดบางคนมีสขุภาพดี
(ś) แดงเป็นคนเครยีด

řŜ.Ś (ř) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเปนคนมีอดุมคติ
(Ś) ผูที้Éเสียสละทกุคนเป็นผูที้ÉมีÉอดุมคติ
(ś) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเสียสละ

řŜ.ś (ř) นกักีฬาทกุคนมีสขุภาพดี
(Ś) คนทีÉมีสขุภาพดีบางคนเป็นคนดี
(ś) นอ้งนกเป็นนกักีฬาและเป็นคนดี

řŜ.Ŝ (ř) นกัเรยีนทกคนตอ้งเรยีนพลศกึษา
(Ś) คนทีÉเรยีนพลศกึษาบางคนออ่นแอ
(ś) มีนกัเรยีนบางคนออ่นแอ

řŝ. จงตรวจสอบการใหเ้หตผุลตอ่ไปนีÊ สมเหตสุมผลหรอืไม่

řŝ.ř เหตุ (ř) คนทีÉกินขา้วอิÉมทกุคนชอบหวัเราะ
(Ś) อว้นไมช่อบหวัเราะ

ผล อว้นยงักินขา้วไมอิ่Éม
řŝ.Ś เหตุ (ř) นกทกุตวัเป็นสตัวมี์ปีก

(Ś) เป็ดทกุตวัเป็นสตัวมี์ปีก
ผล นกทกุตวัเป็นเป็ดชนิดหนึÉง

řŝ.ś เหตุ (ř) รถยนตท์กุคนัเป็นรถไฟ
(Ś) BMW เป็นรถไฟไมใ่ชร่ถยนต์
(ś) รถแทกซีÉบางคนัเป็นรถไผ

ผล BMW บางคนัเป็นรถแท็กซีÉ
řŝ.Ŝ เหตุ (ř) นกัยิมนาสติกทกุคนอายไุมเ่กิน Śŝ ปี

(Ś) ดวงเดือนมีอายุ ŚŞ ปี
ผล ดวงเดือนอาจเป็นนกัยินนาสติก



ř.ś. ระบบจาํนวน Śş

ř.ś ระบบจาํนวน
มนษุย์รูจ้กัการใช้จาํนวนมาตัÊงแต่ดกึดาํบรรพ์โดยใช้กอ้นหิน เศษไม้ หรอืรอยบากบนตน้ไม้แทน
จาํนวนสตัว์เลี Êยง กลา่วได้วา่จาํนวนแรกทีÉมนษุย์รูจ้กั คือจาํนวนนบั ภายหลงัตอ่มาจงึเมืÉอมีการ
พฒันาขึ Êนจากการใช้ตวัเลขแทนปรมิาณตา่งๆ เช่นนํÊาหนกั สว่นสงู อณุหภมิู เป็นตน้ จาํนวนทีÉใช้
แทนสิÉงเหลา่นี Êไดเ้รยีกวา่ จาํนวนจริง (Real numbers)

ระบบตวัเลขทีÉนิยมใชเ้ป็นสากลในปัจจบุนั
ตวัเลขโรมนั I II III IV V VI VII VIII IX X L C D M

ตวัเลขฮินดอูารบิก 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50 100 500 1, 000

จาํนวนธรรมชาติ (Natural numbers) หรอืจาํนวนนบัหรอืจาํนวนเตม็บวก เป็นจาํนวนแรกทีÉ
มนษุยน์าํมาใชป้ระโยชนใ์นการบอกปรมิาณของสิÉงๆหนึÉงเชน่ จาํนวนสตัวเ์ลี Êยง จาํนวนตน้ไม้ เป็นตน้
จาํนวนนบัประกอบดว้ย 1, 2, 3, 4, ... และใชส้ญัญาลกัษณ์ N แทนเซตของจาํนวนนบั

N = {1, 2, 3, 4, ...}

ตัวอย่าง ř.ś.ř จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
ř. � จาํนวนนบัทีÉนอ้ยทีÉสดุคือ 0

Ś. � ถา้ a เป็นจาํนวนนบัใดๆ แลว้เราสามารถหาจาํนวนนบัทีÉนอ้ยกวา่ a ไดเ้สมอ

ś. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารลบ
Ŝ. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารบวก
ŝ. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารคณู



ŚŠ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
จาํนวนเตม็ (Integers) คือจาํนวนนบัรวมไปถงึจาํนวนตรงขา้มของจาํนวนนบัและรวมถงึศนูย์

ดว้ย ดงันัÊนจาํนวนเตม็ประกอบไปดว้ย 0,±1,±2,±3, ... เขียนแทนดว้ยZ (มาจากภาษาเยอรมนั
คือ Zahlen)

Z = {0,±1,±2,±3, ..}

จาํนวนเตม็แบง่ออกเป็น ś ชนิด คือ
• จาํนวนเตม็บวก (Positive integer) เขียนเซตแทนจาํนวนเตม็บวกดว้ยZ+; Z+ = {1, 2, 3, ...}

• จาํนวนเตม็ลบ (Negative integer) เขียนเซตแทนจาํนวนเตม็ลบดว้ยZ−; Z− = {−1,−2,−3, ...}

• จาํนวนเตม็ศูนย์ (Zero) คือจาํนวน 0

ดงันัÊน Z = Z− ∪ {0} ∪ Z+

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

Zero Positive integerNegative integer

บทนิยาม ř.ś.Ś ชนิดของจาํนวนเตม็แบบอืÉนๆทีÉควรทราบ
• จาํนวนคู่ (Even number) คือจาํนวนเตม็ทีÉสองหารลงตวั
• จาํนวนคีÉ (Odd number) คือจาํนวนเตม็ทีÉไมใ่ชจ่าํนวนคู่
• จาํนวนเฉพาะ (Prime) คือจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่ ř ทีÉ มี ř และตวัมนัเองเทา่นัÊนทีÉหารมนั
ลงตวั

ตัวอย่าง ř.ś.ś จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
ř. � มีจาํนวนเตม็ทีÉนอ้ยทีÉสดุ

Ś. � มีจาํนวนเฉพาะทีÉเป็นจาํนวนคู่

ś. � จาํนวนเตม็มีสมบตัิภายใตก้ารบวก และการคณู

Ŝ. � จาํนวนเตม็มีสมบตัิภายใตก้ารลบ
ŝ. � ถา้ a ไมเ่ป็นจาํนวนเตม็คู่ แลว้ a ตอ้งเป็นจาํนวนเตม็คีÉ

Ş. � ถา้ a ไมเ่ป็นจาํนวนเตม็บวก แลว้ a ตอ้งเป็นจาํนวนเตม็ลบ
ş. � จาํนวนนบัทกุจาํนวนเป็นจาํนวนเตม็ และจาํนวนเตม็ทกุจาํนวนเป็นจาํนวนนบั

Š. � มีจาํนวนเตม็ a เพียงจาํนวนเดียวเทา่นัÊนทีÉทาํให้ 1
a
เป็นจาํนวนเตม็



ř.ś. ระบบจาํนวน Śš

ในสมยัแรกๆทีÉมนษุยด์าํรงชีวิตอยู่กนัเป็นกลุม่ มีการออกไปลา่สตัวเ์ก็บของป่ามาเพืÉอดาํรงชีวิต
จงึเริÉมพฒันาการใชจ้าํนวนทีÉเกิดจากการแบง่สิÉงของออกเป็นสว่นๆใหเ้ทา่ๆกนั จงึทาํใหเ้กิดจาํนวน
อัตราส่วนหรือจาํนวนตรรกยะ (Rational number) จาํนวนทีÉแบง่กนัลงตวัก็ไมมี่เศษ จาํนวนทีÉ
แบง่กนัไมล่งตวัก็จะมีเศษเกิดขึ Êน
บทนิยาม ř.ś.Ŝ จาํนวนตรรกยะคือจาํนวนทีÉเขียนในรูปอตัราสว่นของจาํนวนเตม็สว่นจาํนวนเตม็ทีÉ
ไมใ่ชศ่นูยไ์ด้ เซตของจาํนวนตรรกยะเขียนแทนดว้ย Q (มาจากคาํวา่ Quotient)

Q =
{ a

b
| a, b ∈ Z, b ̸= 0

}
ข้อสังเกต จาํนวนเตม็ทกุจาํนวนเป็นจาํนวนตรรกยะ นัÊนคือ Z ⊂ Q

ตัวอย่าง ř.ś.ŝ จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
ř. � มีจาํนวนตรรกยะทีÉอยูร่ะหวา่ง 0.12 และ 0.13

Ś. � จาํนวนตรรกยะมีสมบตัิภายใตก้ารบวกและการคณู

ś. � ถา้ a

b
เป็นจาํนวนเตม็ตรรกยะ แลว้ b

a
เป็นจาํนวนตรรกยะ

Ŝ. � 1.3333... เป็นจาํนวนตรรรกยะ
ŝ. � 5.9999... เป็นจาํนวนตรรรกยะทีÉเป็นจาํนวนเตม็
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สมยัพีทาโกรสัมีความเชืÉอทีÉวา่ทกุ ๆ อยา่งเกิดจากจาํนวน (จาํนวนเตม็) แต่มีขอ้สงัเกตในทฤษฎี
พีทาโกรสั (Pythagoras' theorem) ทีÉบอกความสมัพนัธข์องดา้นสามเหลีÉยมมมุฉาก c2 = a2 + b2

เมืÉอดา้นประกอบมมุฉากเป็น 1 และ 1 แลว้จะได้วา่ c2 = 12 + 12 = 2 พีทาโกรสัยงัไม่สามารถ
อธิบายไดว้า่ความยาวดา้นตรงขา้มมมุฉากเขียนในรูปจาํนวนเตม็ไดห้รอืไม่

c
1

1

ตอ่มานกัคณิตศาสตรพ์ยายามหาวา่ c คือจาํนวนใดกนัแน่ซึÉงรูเ้พียงคา่ประมาณของมนัเทา่นัÊน
จงึใชส้ญัญาลกัษณแ์ทนดว้ย c =

√
2 แทน c2 = 2 หลงัจากนัÊนไดพิ้สจูนว์า่ จาํนวนนีÊไม่สามารถ

เขียนในรูปอตัราสว่นได้ จงึเรยีกจาํนวนนีÊวา่จาํนวนอตรรกยะ (Irrational number)
บทนิยาม ř.ś.Ş จาํนวนอตรรกยะคือจาํนวนทีÉ ไม่สามารถเขียนในรูปอตัราสว่นได้ หรอืจาํนวนทีÉ
ไมใ่ชจ่าํนวนตรรกยะ เซตของจาํนวนอตรรกยะเขียนแทนดว้ย Q′ หรอื Qc

Qc = {x |x /∈ Q }

ตวัอยา่งจาํนวนอตรรกยะ
√
2 = 1.414213562...

√
3 = 1.732050808...

π = 3.14592654...

e = 2.718281828...

ตัวอย่าง ř.ś.ş จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนีÊ
ř. � มีจาํนวนอตรรกยะทีÉอยูร่ะหวา่ง 1 และ 2

Ś. � เซตของจาํนวนอตรรกยะทีÉอยูร่ะหวา่ง 1 และ 2 เป็นเซตจาํกดั

ś. � มีจาํนวนอตรรกยะทีÉเป็นจาํนวนตรรกยะ
Ŝ. � จาํนวนอตรรรกยะมีสมบตัิปิดภายใตก้ารบวก
ŝ. � จาํนวนอตรรรกยะมีสมบตัิปิดภายใตก้ารคณู

Ş. � ถา้ a เป็นจาํนวนอตรรกยะ แลว้ 1

a
เป็นจาํนวนอตรรกยะ



ř.ś. ระบบจาํนวน śř

จาํนวนจริง (Real number) คือจาํนวนทีÉประกอบไปดว้ยจาํนวนตรรกยะหรอืจาํนวนอตรรกยะ
เขียนแทนเซตของจาํนวนจรงิดว้ย R นัÊนคือ

R = Q ∪Q′

เส้นจาํนวน (Real lines)
บทนิยาม ř.ś.Š ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ซึÉง a < b นิยามเซตของช่วงตา่งๆดงันี Ê

• ช่วงเปิด (Open interval) (a, b) เขียนแทนเซต {x ∈ R | a < x < b}

a b

• ช่วงปิด (Closed interval) [a, b] เขียนแทนเซต {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}

a b

• ช่วงครงึเปิดลา่ง (a, b] เขียนแทนเซต {x ∈ R | a < x ≤ b}

a b

• ช่วงครึÉงเปิดบน [a, b) เขียนแทนเซต {x ∈ R | a ≤ x < b}

a b



śŚ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

• ช่วงครึÉงอนนัต์ (a,∞) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x > a}

a

• ช่วงครึÉงอนนัต์ [a,∞) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x ≥ a}

a

• ช่วงครึÉงอนนัต์ (−∞, a) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x < a}

a

• ช่วงครึÉงอนนัต์ (−∞, a] เขียนแทนเซต {x ∈ R |x ≤ a}

a

การดาํเนินการบนจาํนวนจริง
การดาํเนินการบนจาํนวนจรงิ คือดาํเนินการะหวา่งสองจาํนวเรยีกวา่ การดาํเนินการทวิภาค (Binary
operation) การดาํเนินการพื ÊนฐานทีÉเกิดขึ Êนโดยธรรมชาติคือ

• การบวก (Addition) คือการรวมกนั
• การลบ (Subtraction) คือการหกัออก
• การคูณ (Multiplication) คือการเพิÉมเป็นจาํนวนเทา่
• การหาร (Division) คือการแบง่ออกเป็นสว่นๆ

สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c ใดๆ
สมบตัิ การบวก การคูณ

ปิด (Closed) a+ b ∈ R ab ∈ R

สลบัทีÉ (Commutative law) a+ b = b+ a ab = ba

การจดักลุม่ (Associative law) a+ (b+ c) = a+ (b+ c) a(bc) = a(bc)

การมีเอกลกัษณ์ (Identity) 0 + a = a = 0 + a 1a = a = a1

การมีตวัผกผนั (Inverse) a+ (−a) = 0 = (−a) + a a(a−1) = 1 = (a−1)a, a ̸= 0

การแจกแจง (Distributive law) a(b+ c) = ab+ ac



ř.ś. ระบบจาํนวน śś

สมบตัิเบื Êองตน้ของการเทา่กนั ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้
ř. สมบตัิสะทอ้น (Reflective law) a = a

Ś. สมบตัิสมมาตร (Symmetric law) ถา้ a = b แลว้ b = a

ś. สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law) ถา้ a = b และ b = c แลว้ a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คือสจัพจนที์Éกลา่ววา่ ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

a = b หรอื a < b หรอื a > b อยา่งใดอยา่งหนึÉง
ทฤษฎบีท ř.ś.š สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c

ř. ถา้ a = b แลว้ a+ c = b+ c

Ś. ถา้ a+ c = b+ c แลว้ a = b

ś. ถา้ a = b แลว้ ac = bc

Ŝ. ถา้ ac = bc และ c ̸= 0 แลว้ a = b

ŝ. ab = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 หรอื b = 0

Ş. a2+b2 = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 และ b = 0

ทฤษฎบีท ř.ś.řŘ ให้ a, b, c, x, y ∈ R แลว้
ř. ถา้ a > b แลว้ a+ c > b+ c

Ś. ถา้ a > b และ b > c แลว้ a > c

ś. ถา้ a > b และ x > y แลว้ a+ x > b+ y

Ŝ. ถา้ a > b และ x > 0 แลว้ ax > bx

ŝ. ถา้ a > b และ x < 0 แลว้ ax < bx

ตัวอย่าง ř.ś.řř ให้ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ř. ถา้ 0 < a < 1 แลว้ a2 < a Ś. ถา้ 0 < a < b แลว้ a2 < b2

ตัวอย่าง ř.ś.řŚ จงแจกแจงสมากชิกของเซต {(x, y) | x2 + y2 − 2x+ 2y + 2 = 0}
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ค่าสัมบรูณ์ (Absolute value) ของจาํนวนจรงิ x เขียนแทนดว้ย |x| คือระยะทางจาก x ไปยงั 0

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4

บทนิยาม ř.ś.řś ให้ x เป็นจาํนวนจรงิใด ค่าสัมบรูณ์ ของ x เขียนแทนดว้ย |x| คือจาํนวนจรงิทีÉ
กาํหนดโดย

|x| =


x เมืÉอ x > 0

0 เมืÉอ x = 0

−x เมืÉอ x < 0

ข้อสังเกต สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่
ř. |x| ≥ 0

Ś. |x| = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = 0

ś. |x| = | − x|

Ŝ. |x2| = |x|2 = x2

ตัวอย่าง ř.ś.řŜ จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. |2−√

2|+ |1−
√
2| Ś.

√
(1−

√
2)2

ตัวอย่าง ř.ś.řŝ จงแจกแจงสมาชิกของเซต {(x, y) | |x− y|+ |x+ y − 2| = 0}
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ทฤษฎบีท ř.ś.řŞ ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่
ř. |xy| = |x||y|

Ś.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมืÉอ y ̸= 0

ś. √x2 = |x|

Ŝ. x ≤ |x|

ตัวอย่าง ř.ś.řş จงหาคาํตอบของสมการ
ř. |x| = 1

Ś. |x|+ |2x| − 2|x|+ | − 2x| = 6

ś. |x− 1| = 1

Ŝ. |x− 1| = −1

ŝ. √x2 = x

Ş. |x2 − 1| = 0

ทฤษฎบีท ř.ś.řŠ อสมการสามเหลีÉยม (Triangle inequality)
ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ แลว้

|x+ y| ≤ |x|+ |y|
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ทฤษฎบีท ř.ś.řš ให้ x เป็นจาํนวนจรงิ และ a เป็นจาํนวนจรงิบวก จะไดว้า่
ř. |x| ≤ a ก็ตอ่เมืÉอ −a ≤ x ≤ a

Ś. |x| ≥ a ก็ตอ่เมืÉอ x ≤ −a หรอื x ≥ a

ตัวอย่าง ř.ś.ŚŘ จงหาคาํตอบของสมการ
ř. |x− 1| < 1

Ś. |2x− 1| ≥ 5

ś. |x− 1| > −1

Ŝ. |x− 1| > 0

ŝ. |x− 1| < 0

Ş. |x− 1| ≤ 0



ř.ś. ระบบจาํนวน śş

แบบฝึกหดั ř.ś
ř. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนนบัทีÉมากกวา่ 1 ซึÉง ab = 143 จงหาคา่ของ a+ b

Ś. กาํหนดให้a, b ∈ {1, 2, 3, ..., 20} และ √
a2 + b2 เป็นจาํนวนนบั จงหาคูอ่นัดบั (a, b)ทัÊงหมด

ทีÉเป็นไปได้
ś. กาํหนดให้ a, b ∈ N ถา้ A = {(a, b) | a+ b ≤ 100} จงหาจาํนวนมาชิกของเซต A

Ŝ. จาํนวน
√
2− 1√
2 + 1

+

√
2 + 1√
2− 1

เป็นจาํนวนนบัหรอืไม่

ŝ. กาํหนดให้ a, b ∈ N ซึÉงสอดคลอ้งสมการ ab = 36 + a + b จงหาคู่อนัดบั (a, b) ทัÊงหมดทีÉ
เป็นไปได้

Ş. ทศนิยมตาํแหน่งทีÉ 118 ของทศนิยมซํÊาแบบไมรู่จ้บของ
0.10200300040000...900000000010200300040000...

คือตวัเลขใด
ş. ให้ X =

1

10
+

3

102
+

5

103
+

7

104
+ ... ถา้ X =

a

b
เมืÉอ ห.ร.ม. ของ a และ b เทา่กบั 1 จง

หาคา่ของ a+ b

Š. จงหาคา่ของ
√

2 +

√
2 +

√
2 +

√
2 + ...

š. จงหาคา่ของ
1√

1 +
√
3
+

1√
3 +

√
5
+

1√
5 +

√
7
+ ...+

1√
79 +

√
81

řŘ. กาํหนดให้ A = (−∞,−1), B = [−3, 2] และ C = (−1, 0) ∪ [1,∞) จงหาเซตตอ่ไปนีÊ
řŘ.ř A ∩B

řŘ.Ś A ∩Bc

řŘ.ś Ac ∪B

řŘ.Ŝ (A ∪ Cc)−B

řŘ.ŝ C − (B − A)

řŘ.Ş (A− C) ∩ (A−B)

řř. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซึÉง

a+ b+ c = 4 และ ab+ bc+ ac = 3

จงหาคา่ของ a2 + b2 + c2

řŚ. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซึÉง

abc = 2 และ ab+ bc+ ac = 6

จงหาคา่ของ 1

a
+

1

b
+

1

c



śŠ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

řś. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซึÉง a+ b+ c = 0 จงหาคา่ของ
a

(
1

b
+

1

c

)
+ b

(
1

a
+

1

c

)
+ c

(
1

b
+

1

a

)
řŜ. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ a2 + ab+ b2 > 0

řŝ. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ ถา้ a < b แลว้ a3 < b3

řŞ. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ 4(a3 + b3) ≥ (a+ b)3

řş. ให้ a เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ 3(1 + a2 + a4) ≥ (1 + a+ a2)2

řŠ. จงแสดงวา่ x8 − x5 − 1

x
+

1

x4
> 0 เมืÉอ x เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมใ่ช่ศนูย์

řš. จงหาเซตคาํตอบของสมการ
řš.ř |x+ 1| = 4

řš.Ś |x2 − 20| = 5

řš.ś |x2 − 4| = 0

řš.Ŝ |3x− 1| = |2x+ 1|

řš.ŝ |1− x| = 1− x

řš.Ş |2x+ 1| = x

řš.ş (|x| − 4)(|x|+ 3) = −6

řš.Š |2x− 1| − |3− x| = 3

řš.š |x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = 2

řš.řŘ ||2x− 1| − 1| = 2

řš.řř ||x| − |2x+ 1|| = −x

řš.řŚ |5x− 1|
5x− 1

+ 4x = 0

ŚŘ. จงหาเซตคาํตอบของสมการ
ŚŘ.ř |x+ 1| < 4

ŚŘ.Ś |2x+ 1| > 3

ŚŘ.ś |12x+ 5| ≤ 7

ŚŘ.Ŝ |x+ 2| ≤ 3− |x+ 1|

ŚŘ.ŝ |x2 − 5x| ≥ 5x

ŚŘ.Ş (|x| − 1)(|x| − 3) < 0

ŚŘ.ş 2x+ 1 < |x| < 3x+ 2

ŚŘ.Š |1 + 2x| − 1

x− 1
< −x

ŚŘ.š |x− 1| > x+ |x+ 1|

ŚŘ.řŘ |x(x− 2)| < x2 − x− 2

ŚŘ.řř |x− 1||x+ 3| ≥ 5

ŚŘ.řŚ |x− 1|+ |x+ 3| < |x|+ 1

Śř. จงหาจาํนวนจรงิ x ทัÊงหมดทีÉสอดคลอ้งอสมการตอ่ไปนีÊ
Śř.ř |x| < x

Śř.Ś |x| > x

Śř.ś |x| < −x

Śř.Ŝ |x| > −x

ŚŚ. จงหาเซตคาํตอบของสมการ |(2x− 1)− (x2 + 2x+ 3)| = |2x− 1|+ |x2 + 2x+ 3|

Śś. จงหาเซตคาํตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

ŚŜ. จงหา y ทีÉเป็นจาํนวนจรงิซึÉง y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมืÉอ x ∈ R



ř.ś. ระบบจาํนวน śš

Śŝ. จงหาเซตคาํตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150

ŚŞ. จงหาจาํนวนสมาชิกของเซต

{x | x = (a+ 1
|a|)

2 − (|a| − 1
a
)2 เมืÉอ a เป็นจาํนวนจรงิซึÉงไมเ่ทา่กบั 0}

Śş. จงหาเซตคาํตอบของสมการ |2− 2x|+ |x+ 2| = 4− x

ŚŠ. กาํหนดให้

S = {x ∈ Z | 2x2 − 9x− 26 ≤ 0 และ |1− 2x| ≥ 3 }

แลว้ผลบวกของสมาชิกของ S เทา่กบัเทา่ใด
Śš. กาํหนดให้

A =

{
x ∈ Z | |x− 1| − 1

|x− 1|
≤ 2

3

}
จงหาจาํนวนสมาชิกของ A

śŘ. ถา้เซตคาํตอบของอสมการ
|x2 + x− 2| < (x+ 2)

คือช่วง (a, b) แลว้ a+ b มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
śř. กาํหนดให้

A = {x | x2 + 2x− 3 < 0} และ B = {x | x+ 1 ≥ 2|x| }

ถา้ A−B = (a, b) แลว้ 3|a+ b| เทา่กบัเทา่ใด
śŚ. ถา้ช่วง (a, b) เป็นเซตคาํตอบของอสมการ

|x− 1|+ |6− 3x| < 17 และ x > 2

แลว้ a+ b เทา่กบัเทา่ใด



ŜŘ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
ř.Ŝ พหุนาม
บทนิยาม ř.Ŝ.ř พหนุามหนึÉงตวัแปร (x) เมืÉอ n = 0, 1, 2, ... อยูใ่นรูป

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

เมืÉอ a0, a1, a2, .., an เป็นจาํนวนจรงิเรยีกวา่สมัประสทิธ์ (Coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวา่สมัประ
สทิธต์วันาํ (Leading coefficient) และ n เรยีกวา่กาํลงั (Degree) เขียนแทน degP (x) ถา้ an = 1

เรยีกวา่ พหนุามโมนิก (Monic polynomial)
ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ś จงบอกเติมคาํตอบใหถ้กูตอ้ง

พหนุาม ดีกรี (n) สมัประสทิธิÍ a0, a1, a2, .., an

1 + x+ x2 + x3

x4 + 2x2 − 3

x2 − 1

บทนิยาม ř.Ŝ.ś (การเทา่กนัของพหนุาม) ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม แลว้ P (x) = Q(x) ถา้
degP (x) = degQ(x) และอยูใ่นรูป

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n

ซึÉงทกุสมัประสทิธเ์ทา่กนั หรอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.Ŝ ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม
P (x) = Q(x) ก็ตอ่เมืÉอ degP (x) = degQ(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ŝ ถา้ a, b, c และ d เป็นจาํนวนจรงิซึÉง
(x− 1)2(ax+ b) = cx3 + dx+ 4 ทกุจาํนวนจรงิ x

แลว้ a+ b+ c+ d เทา่กบัเทา่ใด



ř.Ŝ. พหนุาม Ŝř

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ş ถา้ a, b ∈ R และ
P (x) = x4 + 2x3 − 2x2 + ax+ b

ถา้มีพหนุาม Q(x) โดยทีÉ P (x) = [Q(x)]2 จงหา a+ b



ŜŚ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.ş ขัÊนตอนการหาร (The Division Algorithm)
ให้ P (x) และ S(x) เป็นพหนุาม โดยทีÉ S(x) ̸= 0

แลว้จะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) ซึÉง

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมืÉอ R(x) = 0 หรอื degR(x) < degS(x)

เรยีก P (x) วา่ตวัถกูหาร (Numerator) S(x) วา่ตวัหาร (Denominator) Q(x) วา่ผลหาร (Quotient)
และ R(x) วา่เศษ (Remainder)
ข้อสังเกต ถา้ R(x) = 0 แลว้จะไดว้า่ S(x) หาร P (x) ลงตวั หรอื S(x) เป็นตวัประกอบของ P (x)

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Š ให้ P (x) = x3 + ax2 + bx+ 10 เมืÉอ a, b เป็นจาํนวนเตม็ และ Q(x) = x2 + 9

ถา้ Q(x) หาร P (x) เหลือเศษ 1

แลว้ P (a) + P (b) เทา่กบัเทา่ใด

ตัวอย่าง ř.Ŝ.š ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ ax5 + bx+4 หารดว้ย (x− 1)2 ลงตวั แลว้ a− b

เทา่กบัเทา่ใด



ř.Ŝ. พหนุาม Ŝś

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.řŘ ทฤษฎเีศษเหลือ (The Remainder Theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c หาร P (x) เศษเหลือเทา่กบั P (c)

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řř จงหาเศษทีÉเกิดจากการหาร P (x) ดว้ยตวัหารทีÉกาํหนดในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ
ř. x− 1 หาร P (x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

Ś. x+ 2 หาร P (x) = 3x3 − x2 + 3x+ 1

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řŚ จงหาคา่ k ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ
ř. x+ 1 หาร P (x) = 3x4 + 2x2 ++kx− 5 เหลือเศษ −3

Ś. x− 1 หาร P (x) = 3x4 + kx3 − x2 + 1 ลงตวั



ŜŜ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
ตัวอย่าง ř.Ŝ.řś ถา้พหนุาม 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดว้ย x− 1 ลงตวั แตห่ารดว้ย x+ 1 เหลือ
เศษ −24 จงหาคา่ของ ab

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řŜ กาํหนดให้ P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมืÉอ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x− 1 และ
x+ 3 ตา่งหาร P (x) เหลือเศษ 5 แลว้ a+ 2b เทา่กบัใด



ř.Ŝ. พหนุาม Ŝŝ

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.řŝ ทฤษฎตีัวประกอบ (The Factor Theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c เป็นตวัประกอบหนึÉงของ P (x) ก็ตอ่เมืÉอ P (c) = 0

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řŞ จงแยกตวัประกอบของ P (x) ตอ่ไปนีÊ
ř. ให้ x− 1 เป็นตวัประกอบของ P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

Ś. ให้ x+ 1 เป็นตวัประกอบของ P (x) = 3x3 + 16x2 + 10x− 3

ś. P (x) = 2x3 + 5x2 + x− 2



ŜŞ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
บทนิยาม ř.Ŝ.řş เรยีกจาํนวนจรงิ c วา่เป็นราก (root) ของพหุนาม P (x) ถา้ P (c) = 0 หรอืกลา่ว
วา่ c เป็นรากคาํตอบหรอืผลเฉลย (solution) ของสมการ P (x) = 0

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.řŠ ถา้ c วา่เป็นรากของพหุนาม P (x) แลว้ (x−c) เป็นตวัประกอบของพหนุาม P (x)

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.řš พหุนามดีกรี n จะมีรากทีÉเป็นจาํนวนจรงิไมเ่กิน n ราก
ทฤษฎบีท ř.Ŝ.ŚŘ คาํตอบของสมการกาํลังสอง (Roots of Quadratic equation)
รากคาํตอบของพหนุาม ax2 + bx+ c = 0 เมืÉอ a, b, c ∈ R, a ̸= 0 คือ

−b±
√
b2 − 4ac

2a

• ถา้ b2 − 4ac > 0 แลว้พหนุามมีราก 2 รากเป็นจาํนวนจรงิ
• ถา้ b2 − 4ac = 0 แลว้พหนุามมีราก 1 รากเป็นจาํนวนจรงิ (รากซํÊา)
• ถา้ b2 − 4ac < 0 แลว้พหนุามไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Śř จงหารากคาํตอบของสมการตอ่ไปนีÊ
ř. x2 − x− 2 = 0

Ś. x2 + 6x+ 8 = 0

ś. x2 − 3x− 10 = 0

Ŝ. x2 + x+ 72 = 0

ŝ. 2x2 + 3x+ 1 = 0

Ş. x2 + x− 1 = 0

ş. x2 + x+ 1 = 0

Š. x2 + 2x+ 1 = 0



ř.Ŝ. พหนุาม Ŝş

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ŚŚ ถา้สมการ (x2 + 1)(2x2 − 6x + c) = 0 มีรากทีÉเป็นจาํนวนจรงิเพียง 1 ราก จง
หาคา่ของ c

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Śś แมค่า้นาํเมลด็มะมว่งหิมพานต์ ř กิโลกรมั ถัÉวลสิง ś กิโลกรมั และเมลด็ฟักทอง Ŝ
กิโลกรมั มาผสมกนัแลว้แบง่ใส่ถงุถงุละ řŘŘ กรมั ถา้แมค่า้ซื Êอเมลด็มะมว่งหิมพานต์ ถัÉวลสิง และ
เมลด็ฟักทองมาในราคากิโลกรมัละ ŚŝŘ บาท ŝŘ บาท และ řŘŘ บาทตามลาํดบั แมค่า้จะตอ้งขาย
เมลด็พืชผสมถงุละ řŘŘ กรมันี Ê ในราคาเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊจงึจะทาํใหไ้ดก้าํไร ŚŘ% เมืÉอขายหมด



ŜŠ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
ทฤษฎบีท ř.Ŝ.ŚŜ ให้ a, b, c เป็นจาํนวนจรงิ

ř. a < b < c ก็ตอ่เมืÉอ a < b และ b < c

Ś. a < b ก็ตอ่เมืÉอ a+ c < b+ c

ś. a < b และ c > 0 แลว้ ac < bc

Ŝ. a < b และ c < 0 แลว้ ac > bc

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Śŝ จงหาเซตคาํตอบของอสมการ
ř. 2x+ 3 < 9

Ś. 3x− 5 ≤ x+ 8

ś. −1 < 4x+ 7 < 11

Ŝ. 3− 2x < x < 4− x

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ŚŞ แมค่า้ขายก๋วยเตีÌยวชามละ Śŝ บาท โดยมีคา่เชา่รา้นวนัละ řŚŘ บาท และตน้ทนุ
คา่วตัถดุิบทัÊงหมดคิดเป็นชามละ řŠ บาท ถา้ตอ้งการใหไ้ดก้าํไรไม่ต ํÉากวา่วนัละ ŝŘŘ บาท เขาเตอ้ง
ขายใหไ้ดอ้ยา่งนอ้ยวนัละกีÉชาม



ř.Ŝ. พหนุาม Ŝš

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.Śş ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
ř. ab > 0 ก็ตอ่เมืÉอ (a > 0 และ b > 0) หรอื (a < 0 และ b < 0)
Ś. ab < 0 ก็ตอ่เมืÉอ (a < 0 และ b > 0) หรอื (a > 0 และ b < 0)

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.ŚŠ ให้ α, β ∈ R ซึÉง α < β แลว้
ř. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คือ (α, β)

Ś. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คือ (−∞, α) ∪ (β,∞)

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Śš จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนีÊ
ř. x2 − 3x+ 2 < 0

Ś. x2 − 3x ≥ 4

ś. x2 − 4x+ 4 > 0

Ŝ. x2 − 4x+ 4 < 0

ŝ. x2 + 2x+ 2 ≥ 0

Ş. x2 + 2x+ 2 ≤ 0



ŝŘ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
ตัวอย่าง ř.Ŝ.śŘ จงหาเซตคาํตอบของอสมการ (2x+ 1)(4− 3x) > 0

ตัวอย่าง ř.Ŝ.śř จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนีÊ
ř. (x− 1)(x− 2)(x− 3) < 0

Ś. (1− x)(x+ 1)(2x− 1) ≥ 0

ś. (1− x)(x− 1)(x2 − 4) ≥ 0

Ŝ. (x− 1)(x− 2)2 < 0

ตัวอย่าง ř.Ŝ.śŚ จงหาเซตคาํตอบของอสมการ

ř. x− 1

x− 2
< 0 Ś. x+ 1

3x− 2
≥ 0

ตัวอย่าง ř.Ŝ.śś จงหาเซตคาํตอบของอสมการ
x4 − 13x2 + 36

x2 + 5x+ 6
≥ 0



ř.Ŝ. พหนุาม ŝř

แบบฝึกหดั ř.Ŝ
ř. ถา้ A,B,C เป็นคา่คงตวั และ A(x− 1)(x− 2)+B(x− 1)(x− 3)+C(x− 2)(x− 3) = 1

จงหาคา่ของ A+B + C

Ś. ถา้ A,B,C เป็นคา่คงตวั และ A(x− 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x+ 1)2 = 4x2

จงหาคา่ของ A+ 2B + C

ś. เมืÉอ a, b ∈ R เมืÉอ x+1 หารพหนุาม 2x4 − 7x3 + ax2 +7x+ b ลงตวั และไดผ้ลลพัธเ์ทา่กบั
2x3 − 9x2 + 7x+ b จงหา a+ b

Ŝ. ถา้ 3x2 − 13x+ 4 เป็นตวัประกอบของ 3x3 + ax2 + bx− 8 แลว้คา่ของ a+ b มีคา่เทา่ใด
ŝ. ให้ P (x) เป็นพหุนาม ถา้หาร P (x) ดว้ย x − 1 จะเหลือเศษเทา่กบั 3 และถา้หาร P (x)

ดว้ย x− 3 จะเหลือเศษเทา่กบั 5 ถา้ r(x) = ax+ b คือเศษทีÉเหลือจากการหาร P (x) ดว้ย
(x− 1)(x− 3) แลว้ 3a+ 2b เทา่กบัเทา่ใด

Ş. กาํหนดให้ P (x) = x6 + ax2 − x + b เมืÉอ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x − 1 หาร P (x) เหลือ
เศษ −1 และ x+ 1 หาร P (x) เหลือเศษ 1 แลว้ x หาร P (x) เหลือเศษเทา่ใด

ş. ให้ P (x) = x2 + 7x− 3 เมืÉอหาร P (x) ดว้ย x− p และ x + q จะไดเ้ศษเหลือเทา่กนั โดยทีÉ
p ̸= q แลว้ p− q มีคา่เทา่ใด

Š. จงหาคา่ k ทีÉเป็นจาํนวนเตม็มากทีÉสดุซึÉงรากของสมการ x2+2x+(k+3) = 0 เป็นจาํนวนจรงิ

š. ถา้ 2x2 = x− 3k เป็นสมการทีÉคาํตอบเป็น a เพียงคาํตอบเดียว แลว้ 1 + 1
a
+ 1

a2
+ 1

a3
มีคา่

เทา่ใด
řŘ. ถา้รูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้มีดา้นยาวยาวกวา่ดา้นกวา้งอยู่ 3 ฟตุ และเสน้แทยงมมุยาวกวา่ดา้น

กวา้งอยู่ 7 ฟตุ แลว้เสน้รอบรูปของรูปสีÉเหลีÉยมรูปนี ÊยาวกีÉฟตุ

řř. รูปสามเหลีÉยมมมุฉากรูปหนึÉงมีพื ÊนทีÉ 600 ตารางเซนติเมตร ถา้ดา้นประกอบมมุฉากดา้นหนึÉง
ยาวเป็น 75% ของดา้นประกอบมมุฉากอีกดา้นหนึÉง แลว้เสน้รอบรูปสามเหลีÉยมมมุฉากนีÊยาว
กีÉเซนติเมตร

řŚ. โรงพิมพ์แหง่หนึÉงคิดคา่จา้งในการพิมพ์แผน่พบัแยกเป็น Ś สว่นคือ สว่นทีÉหนึÉงเป็นคา่เรยีง
พิมพซ์ึÉงไม่ขึ Êนกบัจาํนวนแผน่พบัทีÉพิมพ์ กบัสว่นทีÉสองเป็นคา่พิมพซ์ึÉงขึ Êนอยู่กบัจาํนวนแผน่พบั
ทีÉพิมพโ์ดยโรงพิมพเ์สนอราคาดงันี Ê ถา้พิมพ์ 100 ใบ จะคิดคา่จา้งรวมทัÊงหมดเป็นเงิน 800 บาท
และถา้พิมพ์ 200 ใบ จะคิดคา่จา้งรวมทัÊงหมดเป็นเงิน 1, 100 บาท โรงพิมพค์ิดคา่เรยีงพิมพกี์É
บาท

řś. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ −1 ≤
√
2 +

x

1−
√
2
≤ 1

řŜ. พีÉมีเงินมากกวา่นอ้ง 120 บาท ถา้ทัÊงสองคนมีเงินรวมกนัไม่เกิน 1, 240 บาท แลว้พีÉมีเงินมาก
ทีÉสดุกีÉบาท



ŝŚ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

řŝ. ในกลอ่งใบหนึÉงบรรจลุกูบอลสีขาว ลกูบอกสีแดง และลกูบอลสีเหลือง โดยทีÉจาํนวนลกูบอลสี
ขาวมีจาํนวนไม่นอ้ยกวา่จาํนวนลกูบอลสีแดง แต่ไม่มากกวา่หนึÉงในสามของจาํนวนลกูบอล
สีเหลือง และผลรวมของจาํนวนลกูบอลสีขาวและสีแดงไม่นอ้ยกวา่ 76 ลกู อยากทราบวา่ผล
รวมของจาํนวนลกูบอกสีขาวและลกูบอลสีเหลืองมีอยา่งนอ้ยกีÉลกู

řŞ. จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนีÊ
řŞ.ř 3x+ 1 < 2x− 1

řŞ.Ś 4x+ 7 > 2(x+ 1)

řŞ.ś 2(3x− 1) ≥ 3(x− 1)

řŞ.Ŝ 4− (3− x) < 3x− (3− 2x)

řŞ.ŝ (x2 − 1)(x2 − 5x+ 6) < 0

řŞ.Ş (x4 − 1)(x2 − 4) > 0

řŞ.ş 6x3 + 11x2 − 4x− 4 ≤ 0

řŞ.Š x3 − 4x2 + x+ 6 ≥ 0

řŞ.š (2x+ 1)2(x+ 1)5 < 0

řŞ.řŘ (x− 1)11(x− 2)26(x− 4)72 ≥ 0

řş. กาํหนดให้ A = {x | (2x+ 1)(x− 1) < 2} และ B = {x | 16− 9x2 > 0} แลว้ A ∩B

řŠ. เซตของจาํนวนจรงิm ซึÉงทาํใหส้มการ x2−mx+4 = 0 มีรากเป็นจาํนวนจรงิ เป็นสบัเซตของ
ขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

řš. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ

řš.ř x2 + 12

x
> 7

řš.Ś x2 + 6

x
≤ 5

řš.ś (x− 1)(x+ 3)

x
− 2 ≤ 0

řš.Ŝ 2x− 3

(x+ 2)(x− 5)
> 0

řš.ŝ x

x+ 2
>

1

x

řš.Ş 1 ≤ x

x− 2
≤ 1

x

řš.ş 3x2 − x+ 2

x2 − 2x+ 3
< 2

řš.Š 1

x− 1
− 1

x− 2
≤ 1

x− 3
− 1

x− 4

ŚŘ. จงหาคาํตอบของอสมการ x

x2 − 3x+ 2
≥ x+ 2

x2 − 1

Śř. ถา้พหนุาม x2559−ax−1 หารดว้ย x2−1 เหลือเศษ r(x) และ r(2) = 123 แลว้ a มีคา่เทา่กบั
เทา่ใด

ŚŚ. ถา้ a, b และ c เป็นรากของสมการ x3 − 7x2 − 6x + 5 = 0 แลว้ (a + b)(a + c)(b + c) มีคา่
เทา่ใด

Śś. มีจาํนวนเตม็ a ทัÊงหมดกีÉจาํนวนทีÉทาํให้ x2 + 100 > 2ax และ x2 + a2 > 10x เมืÉอ x เป็น
จาํนวนจรงิ

ŚŜ. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2



ř.ŝ. ตรโีกณมติเิบื Êองตน้ ŝś

ř.ŝ ตรีโกณมติเิบืÊองต้น
พิจารณาสามเหลีÉยมมมุฉาก ABC

a

bc

A

CB

นิยามคา่ตรโีกณมิติทัÊง Ş แบบคือ ไซน์ (sine) โคไซน์ (cosine) แทนเจนต์ (tangent) โคแทนเจนต์
(cotangent) เซแคนต์ (secant) และโคเซแคนต์ (cosecant) ดงันี Ê

sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ตัวอย่าง ř.ŝ.ř กาํหนดให้ sinA =
3

5
จงหาคา่ตรโีกณมิติทีÉเหลือของมมุ A

ทฤษฎบีท ř.ŝ.Ś เอกลักษณต์รีโกณมิติ และ Cofunction
ř. sin2A+ cos2A = 1

Ś. sec2A− tan2A = 1

ś. csc2A− cot2A = 1

Ŝ. sinA = cos(90◦ − A)

ŝ. tanA = cot(90◦ − A)

Ş. secA = csc(90◦ − A)



ŝŜ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
ตัวอย่าง ř.ŝ.ś จงหาคา่ของ sin21◦ + sin22◦ + sin23◦ + · · ·+ sin289◦

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ŝ ถา้ secθ + tanθ = 3 จงหาคา่ของ secθ − tanθ

ตัวอย่าง ř.ŝ.ŝ ถา้ ABC เป็นสามเหลีÉยมมมุฉาก โดยมี B เป็นมมุฉาก และ cosA =
3

5
จงหาคา่ของ

cos(B − A)



ř.ŝ. ตรโีกณมติเิบื Êองตน้ ŝŝ

คา่ตรโีกณมิติทีÉควรทราบ

√
3

12

30◦

60◦

√
2

√
22

45◦

45◦

30◦ 45◦ 60◦

sin

cos

tan

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ş กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลีÉยมทีÉมีมมุ B เป็นมมุฉาก มีมมุ A เทา่กบั 30◦ และมี
พื ÊนทีÉเทา่กบั 24

√
3 ตารางหน่วย จงหาความยาวของดา้น AB

ตัวอย่าง ř.ŝ.ş กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลีÉยมทีÉมีมมุ C เป็นมมุฉาก มีดา้น BC ยาวเทา่กบั
10
√
3 หน่วย และดา้น AB ยาวเทา่กบั ŚŘ หน่วย ถา้ลากเสน้ตรงจากจดุ C ไปตัÊงฉากกบัดา้น AB ทีÉ

จดุ D แลว้ความยาวดา้น CD เทา่กบักีÉหน่วย



ŝŞ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ขยายแนวคิดไปยงัมมุ θ ซึÉงมีหน่วยเป็นเรเดียนคือความยาวของเสน้รอบวงของวงกลมหนึÉง
หนว่ย โดยจดุเริÉมตน้ทีÉ (1, 0) ไปสิ ÊนสดุทีÉ (x, y) เมืÉอวดัแบบทวนเข็มนาฬิกาให้มีคา่เป็นบวก และ
วดัแบบตามเข็มนาฬิกาใหมี้คา่เป็นลบ จะไดว้า่ x = cosθ และ y = sinθ นัÉนคือ x2 + y2 = 1

จะไดว้า่ 180◦ มีคา่ตรงกบั π เรเดียน เราสามารถแปลง x องศาเป็น x◦

180◦
× π เรเดียน

X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)

θ

ค่าตรีโกณมติมิาตรฐานทีÉควรทราบ

ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0

ตัวอย่าง ř.ŝ.Š จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. sin2π

3

Ś. cos7π
6

ś. tan315◦

Ŝ. sec390◦



ř.ŝ. ตรโีกณมติเิบื Êองตน้ ŝş

เอกลักษณต์รีโกณมติิ
ř. sinxcscx = 1

Ś. cosxsecx = 1

ś. cotxtanx = 1

Ŝ. sin2x+ cos2x = 1

ŝ. sec2x− tan2x = 1

Ş. csc2x− cot2x = 1

ş. sin(−x) = −sinx
Š. cos(−x) = cosx
š. tan(−x) = −tanx
řŘ. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
řř. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny
řŚ. tan(x± y) =

tanx± tany
1∓ tanxtany

řś. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x
řŜ. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

řŝ. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

řŞ. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

řş. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

řŠ. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

řš. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x
sin2x

ŚŘ. sin3x = 3sinx− 4sin3x
Śř. cos3x = 4cos3x− 3cosx

ŚŚ. tan3x =
3tanx− tan3x
1− 3tan2x

Śś. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

ŚŜ. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

Śŝ. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

ŚŞ. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

Śş. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

ŚŠ. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

Śš. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

śŘ. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



ŝŠ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้

ตัวอย่าง ř.ŝ.š กาํหนดให้ sinx = 0.60 และ cosy = 0.28 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. sin2x

Ś. cos(x− y)

ś. tan3x

Ŝ. sin(x+ 30◦)

ตัวอย่าง ř.ŝ.řŘ สมการการเคลืÉอนแบบ SHM ของวตัถชิุ ÊนหนึÉง เกิดจากการ y1 = sin100t รวมกบั
y2 = cos100t นัÉนคือ y = y1 + y2 ซึÉงทาํใหไ้ดว้า่

y = Asin(100t+ ϕ)

จงหา A และ ϕ (ขอ้เสนอแนะ : ใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติขอ้ řŘ)



ř.ŝ. ตรโีกณมติเิบื Êองตน้ ŝš

การประยุกตต์รีโกณมติิ
กาํหนดให้ ABC เป็นสามเหลีÉยม โดยทีÉ a คือความยาวดา้น BC, b คือความยาวดา้น AC และ c คือ
ความยาวดา้น AB

b

ac

CA

B

ř. กฎไซน์ (Sine's Law)
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC
Ś. กฎโคไซน์ (Cosine's Law)

a2 = b2 + c2 − 2bccosA
b2 = a2 + c2 − 2accosB
c2 = a2 + b2 − 2abcosC

ś. พืÊนทีÉสามเหลีÉยม ABC เทา่กบั
1

2
absinC =

1

2
acsinB =

1

2
bcsinA

ตัวอย่าง ř.ŝ.řř สามเหลีÉยมรูปหนึÉงมีพื ÊนทีÉเทา่กบั 450
√
3 ตารางนิ Êว มีมมุหนึÉงเทา่กบั 60◦ และดา้น

ตรงขา้มมมุนี Êยาว 30
√
3 นิ Êว ความยาวทีÉสัÊนทีÉสดุของรูปสามเหลีÉยมนี Êเทา่กบักีÉนิ Êว



ŞŘ บททีÉ ř. พชีคณติเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั ř.ŝ

ř. กาํหนดให้ tanA = 0.75 จงหาคา่ตรโีกณมิติทีÉเหลือของมมุ A

Ś. กาํหนดให้ sinA = 4
5
และ tanB = 5

12
จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

Ś.ř sinAcosB + cosAsinB
Ś.Ś cosAcosB − sinAsinB
Ś.ś (cos2A− sin2A)(cos2B − sin2B)

Ś.Ŝ tanA+ tanB
1− tanAtanB

ś. จงหาคา่ของ cos21◦ + cos22◦ + cos23◦ + · · ·+ cos289◦

Ŝ. จงหาคา่ของ sin50◦cos20◦
sin30◦tan10◦ · tan45

◦tan80◦
cos40◦sin70◦

ŝ. ให้ A เป็นมมุแหลม จงแสดงวา่ sinA(cscA− sinA)
cosA(secA− cosA) = cot2A

Ş. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลีÉยมทีÉมีมมุ C เป็นมมุฉาก และมีพื ÊนทีÉเทา่กบั řŝ ตารางหนว่ย
ถา้ sinB = 3sinA จงหาความยาวของดา้น AB

ş. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลีÉยมทีÉมีมมุ C เป็นมมุฉาก และดา้น BC ยาว Ş นิ Êว ถา้ D เป็น
จดุบนดา้น AC โดยทีÉ BD̂C = 70◦ และ AB̂D = 10◦ จงหาความยาวของดา้น AB

Š. ถา้รูปสามเหลีÉยมดา้นเทา่รูปหนึÉงมีความสงู ř หน่วย จงหาความยาวรอบรูปของสามเหลีÉยมนี Ê
š. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลีÉยมทีÉมีมมุ C เป็นมมุฉาก และ cosB = 2

3
ถา้ดา้น BC ยาว ř

หน่วย จงหาพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมนี Ê
řŘ. สดุารตันยื์นอยู่ทางทิศตะวนัออกของตกึหลงัหนึÉงมองเห็นเป็นมมุเงย 45◦ จากจดุนี Êสดุารตัน์

เดินไปทางทิศใตเ้ป็นระยะ řŘŘ เมตร จะมองเห็นยอดตกึเป็นมมุเงย 30◦ จงหาความสงูของ
ตกึหลงันี Ê

řř. กฎของสเนลล์ (Snell's Law) เป็นสตูรทีÉใชอ้ธิบายความสมัพนัธร์ะหวา่งมมุตกกระทบกบัการ
หกัเหของแสง เมืÉอพดูถงึแสงหรอืคลืÉนอืÉน ๆ ทีÉผา่นเขตแดนระหวา่งตวักลางสองชนิดทีÉแตก
ตา่งกนั เชน่ นํÊา แกว้ หรอือากาศ แสดงความสมัพนัธด์งันี Ê

sinθ1
sinθ2 =

v1
v2

=
n2

n1

เมืÉอ θ1 คือมมุตกกระทบ และ θ2 คือมมุหกัเห เมืÉอเทียบกบัเสน้แนวฉาก
v1 และ v2 คือความเรว็แสงในตวักลางทีÉ ř และ Ś ตามลาํดบั
n1 และ n2 คือดรรชนีหกัเหของของตวักลางทีÉ ř และ Ś ตามลาํดบั
จงอธิบาย การสะทอ้นกลับหมด (total internal reflection ) เมืÉอ θ2 > 90◦ แสงตอ้งเดินจาก
ตวักลางทีÉมีลกัษณะใดไปยงัตวักลางแบบใด



บททีÉ Ś
ความสัมพนัธแ์ละฟังกชั์น

Ś.ř ความสัมพนัธ์
ในชีวิตประจาํวนัมีประโยคทีÉกลา่วถงึความสมัพนัธร์ะหวา่งสองอยา่งอยู่บอ่ยครัÊง เชน่ " ศรีเรอืน

เป็นแม่ของศรจีนัทร์ " จากประโยคดงักลา่ว " เป็นแม่ " เป็นคาํทีÉแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง ศรี
เรอืนกบัศรจีนัทร์ ตวัอยา่งในทางคณิตศาสตรเ์ชน่ 5 < 7 คาํวา่ " นอ้ยกวา่ " เป็นคาํทีÉแสดงถงึความ
สมัพนัธร์ะหวา่ง 5 กบั 7 ซึÉงก็คือ 5 นอ้ยกวา่ 7 นัÉนเอง

(a, b) = (c, d) ก็ตอ่เมืÉอ a = c และ b = d

บทนิยาม Ś.ř.ř ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคารท์เีซยีน (Cartesian product) นิยามโดย
A×B = {(a, b) | a ∈ A และ b ∈ B}

ตัวอย่าง Ś.ř.Ś ให้ A = {1, 2} และ B = {1, 2, 3} จะไดว้า่
ř. A×B =

Ś. B × A =

ś. A× A =

ทฤษฎบีท Ś.ř.ś ให้ A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้ n(A×B) = n(A) · n(B)

บทนิยาม Ś.ř.Ŝ ให้A และ B เป็นเซตใด ๆ ความสัมพนัธ์ (Relation) จาก A ไป B คือสบัเซตของ
A×B ถา้ r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B และ (a, b) ∈ r เขียนแทนดว้ย a r b และนิยาม

โดเมน (Domain) ของ r เขียนแทนดว้ย Dom(r) คือ
Dom(r) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ r}

เรจน์ (Range) ของ r เขียนแทนดว้ย Ran(r) คือ
Ran(r) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ r}

ในกรณีทีÉ r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป A จะเรยีก r วา่ ความสัมพนัธบ์น A

ข้อสังเกต Dom(r) ⊆ A และ Ran(r) ⊆ B

Şř



ŞŚ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง Ś.ř.ŝ จงสรา้งความสมัพนัธร์ะหวา่งทัÊง Ś เซต

โพแทสเซียม (K)

แคลเซียม(Ca)

ออกซิเจน(O)

คารบ์อน(C)

คลอรนี(Cl)

ของแข็ง(solid)

ของเหลว(liquid)

ก๊าซ(gas)

ตัวอย่าง Ś.ř.Ş กาํหนดให้ A = {{1}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4}} สาํหรบั X,Y ∈ A นิยาม
X r Y มีความหมายวา่ X ⊆ Y

จงหาโดเมนและเรจนข์อง r

{1}

{1, 2}

{2, 3}

{1, 3}

{1, 2, 4}

{1}

{1, 2}

{2, 3}

{1, 3}

{1, 2, 4}



Ś.ř. ความสมัพนัธ์ Şś

ตัวอย่าง Ś.ř.ş ให้ A = {1, 2} จงหาทกุความสมัพนัธบ์น A

เรยีก ∅ วา่ความสัมพนัธ์ว่าง (Empty relation) และเรยีก A × A วา่ความสัมพนัธ์เอกภพ
(Universal relation) เมืÉอ A ̸= ∅ จากตวัอยา่งนี Êจะเห็นไดว้า่จาํนวนความสมัพนัธท์ัÊงหมดคาํนวณ
ไดจ้าก

2n(A×A) = 24 = 16

โดยทฤษฎีบท ř.ř.řŜ เพราะความสมัพนัธบ์นA คือสบัเซตของA×A และใชท้ฤษฎีบท Ś.ř.ś ทาํให้
ไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท Ś.ř.Š ให้A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้จาํนวนความสมัพนัธจ์าก A ไป B ทัÊงหมดเทา่กบั
2n(A)·n(B)

ตัวอย่าง Ś.ř.š จงหาโดเมนและเรจนข์อง r ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {x, y, z}
กาํหนดให้ r = {(1, x), (2, y), (3, x)} เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B



ŞŜ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ตัวอย่าง Ś.ř.řŘ ให้ r = {(x, y) ∈ R × R | y = x2 + 1} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดยใช้
กราฟ

X

Y

ตัวอย่าง Ś.ř.řř ให้ r = {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 9} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดยใช้
กราฟ

X

Y

ตัวอย่าง Ś.ř.řŚ ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | 4x2 + 9y2 = 36} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดย
ใชก้ราฟ

X

Y



Ś.ř. ความสมัพนัธ์ Şŝ

บทนิยาม Ś.ř.řś ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B ความสัมพนัธผ์กผัน (Inverse relation)
ของ r เขียนแทนดว้ย r−1 คือความสมัพนัธจ์าก B ไป A กาํหนดให้ x r−1 y ก็ตอ่เมืÉอ y r x

เขียนในรูปเซตไดด้งันี Ê
r−1 = {(x, y) ∈ B × A | (y, x) ∈ r}

ข้อสังเกต Dom(r−1) = Ran(r) และ Ran(r−1) = Dom(r)

ตัวอย่าง Ś.ř.řŜ จงหาความสมัพนัธผ์กผนัของ r = {(1, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 5), (3, 8)} พรอ้มเขียน
กราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

ตัวอย่าง Ś.ř.řŝ จงหา r−1 พรอ้มทัÊงเขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์
ř. ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2}

X

Y

Ś. ให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ y = 2x+1 เมืÉอ x, y ∈ R

X

Y



ŞŞ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั Ś.ř

ř. จงหาโดเมนและเรจนข์องความสมัพนัธ์ r
ř.ř ให้ x, y ∈ R กาํหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x > y2

ř.Ś ให้ x, y ∈ N กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ x+ y = 10

ř.ś ให้ x, y ∈ Z กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ 3 หาร (2x− y) ลงตวั
ř.Ŝ r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 + 16y2 = 1}

ř.ŝ r = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 4}

ř.Ş r = {(x, y) ∈ R× R | x2 − y2 = 1}

ř.ş r = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
4− x2}

ř.Š r = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| < 1}

Ś. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ กาํหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงตรวจสอบ
ขอ้ความตอ่ไปนีÊวา่เป็นจรงิหรอืเท็จพรอ้มใหเ้หตผุล
Ś.ř Dom(r ∪ s) = Dom(r)∪ Dom(s)

Ś.Ś Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r)∩ Dom(s)

Ś.ś Ran(r ∪ s) = Ran(r) ∪ Ran(s)
Ś.Ŝ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r) ∩ Ran(s)

ś. จงหาความสมัพนัธผ์กผนั r พรอ้มเขียนกราฟประกอบ
ś.ř ให้ x, y ∈ R กาํหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x2 > y

ś.Ś ให้ x, y ∈ Z กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมืÉอ y = |x|+ 1

ś.ś r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 − 4y2 = 36}

ś.Ŝ r = {(x, y) ∈ R× R | x2 + 4y2 = 4}

ś.ŝ r = {(x, y) ∈ R× R | y = 1−
√
1− x}

ś.Ş r = {(x, y) ∈ R× R | |x| < |y + 1|}



Ś.Ś. ฟังกช์นั Şş

Ś.Ś ฟังกชั์น
หลายครัÊงทีÉเราเคยไดยิ้นคาํวา่ "ฟังกชั์น (function)" ในชีวิตประจาํวนั โดยเฉพาะในเครืÉองมือ

สืÉอสารใหม่ ๆ นกัโฆษณามกัจะกลา่ววา่สนิคา้ของตวัเองมีฟังกช์นัตา่ง ๆ มากมาย ทาํใหผู้อ้า่นเอง
พอนกึออกวา่ฟังกช์นันา่จะหมายถงึคาํสัÉงทีÉเราเลือกทาํสิÉงตา่ง ๆ บนอปุกรณห์รอืสนิคา้เหลา่นัÊนเพืÉอ
ใหไ้ดผ้ลลพัธที์Éเราตอ้งการ แตนี่ Êเป็นความหมายทางคอมพิวเตอร์ ในทางคณิตศาสตรใ์หค้วามหมาย
ของฟังกช์นัคือความสมัพนัธ์ทีÉสมาชิกตวัหนา้แตล่ะตวัจะจบัคู่กบัสมาชิกตวัหลงัได้เพียงครัÊงเดียว
เทา่นัÊน
บทนิยาม Ś.Ś.ř จะกลา่ววา่ความสมัพนัธ์ f ⊆ A×B เป็นฟังกชั์น (Function หรือ Mapping)
ก็ตอ่เมืÉอ

แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา้ x1 = x2 แลว้ y1 = y2

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ś ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c} จงตรวจสอบวา่ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นฟังกช์นั
ř. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

Ś. g = {(1, a), (2, b), (4, c)}

ś. h = {(1, a), (1, b), (2, c), (3, a)}

ตัวอย่าง Ś.Ś.ś จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธต์อ่ไปนีÊเป็นฟังกช์นัหรอืไม่
ř. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 1− x2} Ś. g = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| = 2}

ถา้ f ⊆ A×B เป็นฟังกช์นั แตล่ะ x ∈ A มี y ∈ B เพียงตวัเดียวเทา่นัÊนทีÉ (x, y) ∈ f เราจงึแทน
y ดว้ย f(x) นัÉนคือ y = f(x) เรยีกฟังกช์นั f ทีÉขึ Êนกบั x

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ŝ ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} แลว้จะ
ไดว้า่
ř. f(1) + f(2) =

Ś. g(3)− g(4) =

ś. f(4) · g(2) =

Ŝ. f(g(3)) =



ŞŠ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

บทนิยาม Ś.Ś.ŝ f เป็นฟังกชั์นจาก A ไป B เขียนแทนดว้ย f : A → B ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั
ซึÉงมีสมบตัิ

Dom(f) = A และ Ran(f) ⊆ B

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ş ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c, d} ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นฟังกช์นัจาก A ไป B

ř. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

Ś. g = {(1, a), (1, b), (3, c), (4, d)}

ś. h = {(1, a), (2, b), (3, c)}

Ŝ. t = {(a, 1), (b, 2), (c, 1), (d, 3)}

ตัวอย่าง Ś.Ś.ş ให้ f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x} เป็นฟังกช์นัจาก R ไป R หรอืไม่

เห็นไดช้ดัวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x} เป็นฟังกช์นัจาก R+ ไป R เขียนแทนดว้ย

f : R+ → R กาํหนดโดย f(x) =
√
x

บางครัÊงเขียนแทนดว้ย
f : R+ → R กาํหนดโดย x 7−→

√
x

สญัลกัษณ์ x 7−→ y หมายถงึ x ถูกส่ง (Map) ไปยงั y โดยการมองวา่ฟังกช์นัเป็นเครืÉองจกัรอนัหนึÉง
เมืÉอใส่ x (Input) ผลทีÉออกมาจากเครืÉองจกัรนี Êก็คือ y หรอื f(x) (Output) แสดงดงัภาพ

ฟังกช์นั f
outputinput

f(x)x

ตัวอย่าง Ś.Ś.Š ให้ f : N → Z กาํหนดโดย f(x) = x(−1)x จงหาคา่ของ f(1)+f(2)+f(3)+f(4)



Ś.Ś. ฟังกช์นั Şš

ตัวอย่าง Ś.Ś.š กลอ่งใบหนึÉงมีความยาวฐานเป็น Ś เทา่ของความกวา้งฐาน ถา้กลอ่งมีความจุ Śŝ
ลติร จงเขียนฟังกช์นัความสงูของกลอ่งในรูปของความกวา้งฐาน

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŘ ในการทดลองเพืÉอศกึษาความสมัพนัธ์ของแรงทีÉกระทาํกบัวตัถุ โดยวตัถุชิ Êนนี Êมี
มวล m หน่วยเป็นกิโลกรมั ถา้ออกแรง F กระทาํตอ่วตัถุนี Êในแนวราบ ทาํให้เกิดความเรง่ทีÉ มีทิศ
เดียวกบัแรงทีÉกระทาํกบัวตัถุ แสดงขอ้มลูไดด้งันี Ê

แรง (นิวตนั) řŘ ŚŘ śŘ ŜŘ ŝŘ

ความเรง่ (เมตร/วินาที2) Ś Ŝ Ş x řŘ

ř. จงเขียนฟังกช์นัของแรงในรูปความเรง่
Ś. จงหาคา่ x

ś. คณุคิดมวลของวตัถชิุ Êนนี Êมีคา่เทา่ใด



şŘ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
บทนิยาม Ś.Ś.řř กาํหนดให้ f : A → B จะกลา่ววา่
ř. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉง (One-to-one หรือ Injection) หรอื ฟังกช์นั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2

Ś. f เป็นฟังกชั์นทัÉวถงึ (Onto function หรือ Surjection) ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B

ś. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉงทัÉวถงึ (Bijection) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั ř-ř และ f เป็นฟังกช์นั
ทัÉวถงึ

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŚ จงบอกชนิดของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f = {(1, 4), (2, 2), (3, 1), (4, 3)}

Ś. f : N → N กาํหนดโดย f(x) = x+ 1

ś. f : Z → Z กาํหนดโดย f(x) = x+ 1

Ŝ. f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x2 − 1



Ś.Ś. ฟังกช์นั şř

บทนิยาม Ś.Ś.řś ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัคา่จรงิ นิยามพชีคณิตของฟังกชั์น ดงันี Ê
ř. ผลบวก (Sum) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f + g นิยามโดย

f + g = {(x, y) | y = f(x) + g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

Ś. ผลต่าง (Difference) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f − g นิยามโดย
f − g = {(x, y) | y = f(x)− g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

ś. ผลคูณ (Product) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย fg นิยามโดย
fg = {(x, y) | y = f(x)g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

Ŝ. ผลหาร (Quotient) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f

g
นิยามโดย

f

g
=

{
(x, y) | y =

f(x)

g(x)
, x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) และ g(x) ̸= 0

}

โดยบทนิยาม Ś.Ś.řś จะไดว้า่
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
เมืÉอ g(x) ̸= 0

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŜ จงหาพีชคณิตของฟังกช์นั เมืÉอกาํหนดให้
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1), (7, 3)}
g = {(1, 0), (2, 1), (3, 2), (4, 5), (5, 2), (6, 0)}



şŚ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŝ จงหาพีชคณิตของฟังกช์นั เมืÉอกาํหนดให้
f(x) =

x

x2 − 1
และ g(x) =

x

x+ 1



Ś.Ś. ฟังกช์นั şś

แบบฝึกหดั Ś.Ś
ř. พิจารณาความสมัพนัธต์อ่ไปนีÊวา่เป็นฟังกช์นัจาก R ไป R หรอืไม่พรอ้มทัÊงใหเ้หตผุล ถา้เป็น

จงตรวจสอบวา่เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง ทัÉวถงึ R และสมนยัหนึÉงตอ่หนึÉงหรอืไม่พรอ้มทัÊงให้
เหตผุล
ř.ř f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x+ 2}

ř.Ś f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
1− x}

ř.ś f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

1

x− 1

}
ř.Ŝ f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

x

x2 + 1

}
ř.ŝ f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x2 + 1}

ř.Ş f = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 9}

ř.ş f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3
√
x}

ř.Š f = {(x, y) ∈ R× R | y = |x− 1|}

Ś. ให้ f(x) = x− 1 และ g(x) =
x2 − 1

x+ 1
ฟังกช์นั f = g หรอืไมเ่พราะเหตใุด

ś. ให้ f : N → N กาํหนดโดย f(x) =


x

2
+ 1 เมืÉอ x เป็นจาํนวนคู่

x+ 1

2
เมืÉอ x เป็นจาํนวนคีÉ

จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีÊพรอ้มทัÊงใหเ้หตผุล

ś.ř f มีสมบตัิหนึÉงตอ่หนึÉง ś.Ś f มีสมบตัิทัÉวถงึ

Ŝ. ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง และฟังกช์นั χA : A → {0, 1} นิยามโดย

χA(x) =

1 เมืÉอ x ∈ A

0 เมืÉอ x /∈ A

กาํหนดให้ A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 4} จงหา
Ŝ.ř χA(1) + χB(1)

Ŝ.Ś χA(2) · χB(3)

Ŝ.ś χA∪B(2)

Ŝ.Ŝ χA−B(3) + χA∩B(2)

สาํหรบั A และ B เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีÊจรงิหรอืไม่
Ŝ.ŝ χA∩B = χA · χB

Ŝ.Ş χA∪B = χA · χB + χA + χB

Ŝ.ş χA−B = χA − χB



şŜ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ŝ. จากทฤษฎีสมัพทัธภาพของไอนส์ไตนก์ลา่ววา่ มวลสารทีÉเคลืÉอนทีÉm เปลีÉยนแปลงตามความเรว็
v ทีÉมวลนัÊนเคลืÉอนทีÉ คือ

m =
m0√
1− v2

c2

โดยทีÉ m0 คือมวลสารทีÉหยดุนิÉง และ c คือความเรว็แสง (ประมาณ 3× 109 m/s)

ŝ.ř จงหาโดเมนของฟังกช์นั m หรอืเงืÉอนไขของ v
ŝ.Ś รถ Lamborghini Aventador รุน่แอลพี şşŘ-Ŝ SVJ (ค.ศ. ŚŘřŠ–ŚŘŚř) เปิดตวัอยา่งเป็น

ทางการในประเทศไทยในวนัทีÉ řŘ มกราคม พ.ศ. ŚŝŞŚ ในบรษัิท Renazzo Motor ราคา
ŜŜ,ŝŘŘ,ŘŘŘ บาท ซึÉงเป็นรุน่นาํเขา้ทัÊงคนั และผลติจาํนวนจาํกดัทัÉวโลกเพียง šŘŘ คนั นํÊา
หนกัตวัรถประมาณ řŝşŝ กิโลกรมั ความเรว็สงูสดุ śŝŘ กิโลเมตรตอ่ชัÉวโมง ถา้รถคนันี Ê
ใชค้วามเรว็สงูสดุมวลขณะเคลืÉอนทีÉจะมีมวลเทา่ใด (ตอบในรูปทศนิยม Ş ตาํแหน่ง)

Ş. จากสมการของไอสไตนที์Éวา่ E = mc2 เมืÉอ E คือพลงังาน m คือมวล และ c คือความเรว็แสง
จงอธิบายวา่พลงังานเป็นฟังกช์นัทีÉขึ Êนกบัตวัแปรใด เพราะเหตใุด

ş. จากกฎขอ้ทีÉ ś ของนิวตนัไดแ้สดงความสมัพนัธร์ะหวา่งแรงระหวา่งสองวตัถมุวล m1 และ m2

ระยะหา่งระหวา่งวตัถุทัÊงสอง เทา่กบั r เมตร แลว้จะมีแรงดงึดดู F ระหวา่งมวลวตัถุทัÊงสอง
คือ

F =
Gm1m2

r2

เมืÉอ G คือตวัคงทีÉความโนม้ถ่วงสากล มีคา่เทา่กบั 6.67× 10−11 m3Kg−1s2

ş.ř เมืÉอใหม้วลทัÊงสองคงทีÉ จงเขียนฟังกช์นัระยะทาง r ในรูปแรงดงึดดู F

ş.Ś ถา้ขยบัวตัถุทัÊงสองออกหา่งจากกนัเป็น Ś เทา่ของระยะเดิม แรงดงึดดูทีÉเกิดขึ Êนใหม่ลด
ลงกีÉเปอรเ์ซน็ต์

Š. กาํหนดให้

f(x) = 1− 2x และ g(x) =
1

x

จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
Š.ř (f + g)(1)

Š.Ś (f − g)(3)

Š.ś (fg)(−2)

Š.Ŝ (f/g)(−1)



Ś.ś. ฟังกช์นัผกผนัและประกอบ şŝ

Ś.ś ฟังกชั์นผกผันและประกอบ
จากหวัขอ้ทีÉผา่นมาความสมัพนัธ์ผกผนัยอ่มเป็นความสมัพนัธ์ แต่สาํหรบัฟังกช์นัเมืÉอผกผนัไม่

จาํเป็นตอ้งเป็นฟังกช์นัเสมอไปเชน่
ฟังกช์นั f = {(1, 2), (3, 2)} เมืÉอผกผนัจะได้ f−1 = {(2, 1), (2, 3)} ไมเ่ป็นฟังกช์นั

ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึฟังกช์นัลกัษณะใดทีÉผกผนัแลว้ยงัเป็นฟังกช์นั
บทนิยาม Ś.ś.ř ให้ f : A → B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกชั์นผกผันได้ (Invertible function) ก็ตอ่
เมืÉอ

f−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ f} เป็นฟังกช์นั
และเรยีก f−1 วา่ฟังกชั์นผกผัน (Inverse function) ของ f
ตัวอย่าง Ś.ś.Ś จงตรวจสอบวา่

f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} และ g = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)}

ฟังกช์นัผกผนัไดห้รอืไม่

ทฤษฎบีท Ś.ś.ś ให้ f : A → B แลว้จะไดว้า่
f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั ř-ř

ทฤษฎบีท Ś.ś.Ŝ f : A → B เป็นฟังกช์นั ř-ř แบบทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ
f−1 : B → A เป็นฟังกช์นั ř-ř แบบทัÉวถงึ



şŞ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง Ś.ś.ŝ จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊเป็นฟังกช์นัผกผนัไดห้รอืไม่ และหา f−1

ř. f : R → R นิยามโดย f(x) = x2

Ś. f : R → R นิยามโดย f(x) = 2x+ 1

ś. f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
x

x+ 1

ตัวอย่าง Ś.ś.Ş ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 2 จงหา f−1(x)



Ś.ś. ฟังกช์นัผกผนัและประกอบ şş

ถา้เปรยีบเทียบฟังกช์นัคือเครืÉองจกัรชิ ÊนหนึÉงเรยีกวา่ f เมืÉอใส่ x หรอื input เขา้ไปในเครืÉองจะ
ได้ f(x) ออกมาตามหนา้ทีÉของเครืÉองจกัรชนิดนัÊน จากแนวคิดนี ÊเมืÉอประกอบเครืÉองจกัรอีกเครืÉองทีÉ
เรยีกวา่ g อีกชิ Êน โดยนาํ f(x) หรอื output จากเครืÉองจกัร f ใสเ่ขา้ไปในเครืÉองจกัร g แลว้ไดผ้ลเป็น
g(f(x)) เรยีกเครืÉองจกัรประกอบจากสองชิ Êนนี Êวา่ h ดงัแผนภาพ

g(f(x))x f gf(x)

h

จะเรยีกฟังกช์นั h ทีÉไดจ้ากแนวคิดนี Êวา่ ฟังกชั์นประกอบ (Composite function)
บทนิยาม Ś.ś.ş ให้ f : A → B และ g : C → D และ E = {x ∈ A | f(x) ∈ C} นิยามฟังกช์นั
ประกอบของ f และ g เขียนแทนดว้ย g ◦ f ถา้ E = ∅ แลว้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัวา่ง และถา้ E ̸= ∅

g ◦ f : E → D กาํหนดโดย g ◦ f(x) = g(f(x))

gf

E

x

A

f(x)

CB

g((x))

D

g ◦ f

ข้อสังเกต
ř. Dom(g ◦ f) = E = {x | x ∈ Dom(f) และ f(x) ∈ Dom(g)}

Ś. กรณีทีÉ f : A → B และ g : B → C จะไดว้า่ g ◦ f : A → C



şŠ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ตัวอย่าง Ś.ś.Š ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (5, 1)} และ g = {(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}
จงหา g ◦ f และ f ◦ g

ตัวอย่าง Ś.ś.š กาํหนดให้ f(x) = √
x2 และ g(x) = x− 1

x
จงหา

ř. f ◦ g(1) Ś. g ◦ f(−2)

ตัวอย่าง Ś.ś.řŘ จงหา g ◦ f(x) และ f ◦ g(x) พรอ้มบอกเงืÉอนไขของ x เมืÉอกาํหนดให้
f(x) =

√
x และ g(x) = x2



Ś.ś. ฟังกช์นัผกผนัและประกอบ şš

ตัวอย่าง Ś.ś.řř กาํหนดให้ f(x) = 1− x

1 + x
จงหา

ř. f ◦ f(x) Ś. f−1(x)

ทฤษฎบีท Ś.ś.řŚ ให้ f : A → B เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ แลว้ f−1 เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ และ
(f−1)−1 = f

ทฤษฎบีท Ś.ś.řś กาํหนดให้ f : A → B และ g : B → C เป็นฟังกช์นั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะไดว้า่
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

ตัวอย่าง Ś.ś.řŜ กาํหนดให้ f−1(x) = 3x− 2 และ g(x) = 1 + 2x จงหา
ř. (g ◦ f)−1(x) Ś. (f ◦ g)−1(x)



ŠŘ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั Ś.ś

ř. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊมีฟังกช์นัผกผนัหรอืไม่ พรอ้มใหเ้หตผุล
ř.ř f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

ř.Ś f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

ř.ś f : N → R นิยามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

ř.Ŝ f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

Ś. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x|x| จงหา f−1(x)

ś. จงหาสตูรของ f−1(x) ของฟังกช์นั f : R → R ทีÉกาํหนดโดย
ś.ř f(x) = 3x− 2

ś.Ś f(x) = 5 + 4x

ś.ś f(x) = 1− x3

ś.Ŝ f(x) =
x+ 1

3

ś.ŝ f(x) =
3x+ 1

2

ś.Ş f(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 1

Ŝ. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x+ 2 จงหา f(f(f(x+ 1)))

ŝ. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = 2x− 1 จงหา a ทีÉทาํให้ f ◦ f(f(f(a))) = 17

Ş. ให้ f : R → R ถา้ f−1(x) = 3x− 7 จงหา f(−1) + f(2)

ş. ให้ f : R → R+ ถา้ f(x) = 2x จงหา f−1(4)f−1(8)f−1(16)

Š. ให้ f : A → B และ g : B → C จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีÊเป็นจรงิหรอืไม่
Š.ř ถา้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง แลว้ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง
Š.Ś ถา้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัทัÉวถงึบน C แลว้ g เป็นฟังกช์นัทัÉวถงึบน C

š. ให้ f : R → R ถา้ f(x) = xex จงแสดงวา่ f เป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง



Ś.Ŝ. ฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั Šř

Ś.Ŝ ฟังกชั์นเลขชีÊกาํลัง
บทนิยาม Ś.Ŝ.ř ให้ a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา่ เลขยกกาํลัง (power of a number)
นิยามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เมืÉอ a เรยีกวา่ ฐาน (basis) และ n เรยีกวา่ เลขชีÊกาํลัง (exopnent)
นิยาม a0 = 1 และ a−n =

1

an
เมืÉอ a ̸= 0

สมบตัิเบื Êองตน้ของเลขยกกาํลงั ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ x, y เป็นจาํนวนเตม็
ř. ax · ay = ax+y

Ś. ax

ay
= ax−y เมืÉอ a ̸= 0

ś. (ax)y = axy

Ŝ. (ab)x = axby

ŝ.
(a
b

)x
=

ax

bx
เมืÉอ b ̸= 0

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ś ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก จงจดัพจนต์อ่ไปนีÊใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งงา่ย
2 · 22n+3 − 24 · 22(n−1)

10(2n)2

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ś ให้ x, a, b, c เป็นจาํนวนจรงิบวก แลว้พจนต์อ่ไปนีÊมีคา่เทา่ใด
1

1 + xa−b + xa−c
+

1

1 + xb−c + xb−a
+

1

1 + xc−a + xc−b



ŠŚ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ŝ กาํหนดให้ 3x = 5 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. 9x

Ś. 27x

ś. 3−x

Ŝ. 9x + 9−x

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŝ กาํหนดให้ 2x + 2−x = 3 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. 4x + 4−x Ś. 4x − 4−x

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ş จงเขียนจาํนวนตอ่ไปนีÊในรูป A× 10n เมืÉอ 1 ≤ A < 9 และ n เป็นจาํนวนเตม็
ř. 360000 + 4× 102 Ś. 2× 10−4 − 2× 10−5
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ให้ a เป็นจาํนวนจรงิซึÉง a > 0 และ a ̸= 1 เรยีก
{(x, y) : y = ax}

วา่ฟังกชั์นเลขชีÊกาํลัง (exponential function) เนืÉองจากฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัเป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง
จะไดว้า่มีฟังกช์นัผกผนั ดงันัÊนเรยีกวา่ฟังกช์นัผกผนัของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัวา่ ฟังกชั์นลอการิทมึ
(logarithmic function) เขียนแทนดว้ย y = logax นิยามโดย

y = logax ก็ตอ่เมืÉอ x = ay

ดงันัÊน loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีทีÉ a = 10 เรยีกวา่ ลอการิทมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดว้ย logx และกรณี a = e เรยีกวา่ลอการิทมึธรรมชาติ (natural logarithm)
เขียนแทนดว้ย ℓnx โดยทีÉ e คือ ค่าคงตัวออยเลอร์ (Euler's constant) ซึÉงเป็นจาํนวนอตรรกยะมี
คา่ประมาณ 2.71828182845...

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.š ให้ x, y เป็นจาํนวนจรงิบวก และ m เป็นจาํนวนตรรกยะ โดยทีÉ a > 0 และ a ̸= 1

จะไดว้า่
ř. logaxy = logax+ logay

Ś. loga

(y
x

)
= logay − logax

ś. logax
m = mlogax

Ŝ. alogax = x

สาํหรบั a, b > 0 และ a, b ̸= 1 สามารถเปลีÉยนฐานของลอการทิมึไดโ้ดย

logax =
logbx

logba

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŘ จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. log100

Ś. log5 + log2

ś. log5100− log54

Ŝ. log2

√
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3
√
2

ŝ. ℓne2

Ş. ℓn2e− ℓn2
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ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řř กาํหนดให้ log2 = 0.3010 และ log3 = 0.4771 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. log6 Ś. log5

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŚ กาํหนดให้ log2 = 0.3010 และ log3 = 0.4771 จงหา x ทีÉทาํให้
ř. 3x = 2

Ś. 6x = 2

ś. 2x+2 = 3x

Ŝ. 5 · 9x−1 = 2x+1



ŠŞ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ระดับความเข้มเสียง (Sound Intensity Level : SIL) ถกูกาํหนดโดย อเลก็ซานเดอร์ เกรแฮม

เบลล์ (Alexander Graham Bell) กาํหนดโดย

β = 10log
(
I

I0

)

เมืÉอ β คือระดบัความเขม้เสียง หนว่ยเป็นเดซเิบล (dB)
I คือความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงทีÉต ํÉาแหนง่หนึÉง มีหนว่ยเป็นW/m2

I0 คือความเขม้เสียงตํÉาสดุทีÉมนยุษไ์ดยิ้นมีคา่เทา่กบั 10−12 W/m2

ระดบัความเขม้เสียงนัÊนไม่สามารถตรวจวดัได้ แตร่ะดับความดันเสียง (Sound Pressure
Level : SPL) นัÊนสามารถตรวจวดัได้ โดยมีคา่เทา่กนักบัระดบัความเขม้เสียง

B = 20log
(
P

P0

)
เมืÉอ B คือระดบัความดนัเสียง หน่วยเป็นเดซิเบล (dB)

P คือความดนัเสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงทีÉต ํÉาแหน่งหนึÉง มีหน่วยเป็น N/m2

P0 คือความดนัเสียงตํÉาสดุทีÉมนยุษไ์ดยิ้นมีคา่เทา่กบั 2× 10−5 N/m2

ตัวอย่างเสีÉยง ระดับเสียง (dB) ความรู้สึก
เสียงเครืÉองบินเจ็ต řŜŘ ดงัสดุ ๆ

เสียงทีÉทาํใหเ้ริÉมปวดหู řśŘ
เสียงคอนเสรติเ์พลงรอ๊ค řŚŘ
เสียงเพลงแดนซใ์นผบั řřŘ

เสียงในโรงงาน řŘŘ ดงัมาก
เสียงเครืÉองตดัหญา้ šŘ

เสียงนกหวีด ŠŘ ดงั
เสียงเครืÉองดดูฝุ่ น şŘ
เสียงพดูคยุทัÉวไป ŞŘ ปานกลาง
เสียงฝนตกเบา ๆ ŝŘ
เสียงในหอ้งสมดุ ŜŘ เบา

เสียงในหอ้งนอนตอนกลางคืน śŘ
เสียงกระซิบ ŚŘ เบามาก
เสียงลมหายใจ řŘ
เสียงทีÉเริÉมไดยิ้น Ř

* ไม่ควรฟังเสียงทีÉ มีมากกวา่ Šŝ เดซิเบล ขึ Êนไปเป็นเวลาหลายชัÉวโมงเพราะจะทาํให้สญูเสียการ
ไดยิ้น
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ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řś ถา้เสียงนกหวีดดงั ŠŘ เดซิเบล จงหาความดนัเสียงของนกหวีด

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŜ จงหาความดนัเสียงเริÉมตน้ทีÉไม่ควรรบัฟังเป็นเวลาหลายชัÉวโมงเพราะจะทาํใหส้ญู
เสียการไดยิ้น

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŝ ผลตา่งของระดบัความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดสองแหลง่เทา่กบั śŘ เดซิเบล
ความเขม้เสียงจากแหลง่หนึÉงเทา่กบั 10−7W/m2 จงหาความเขม้เสียงจากแหลง่ทีÉสอง
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จาํนวนโมเลกลุ(หรอืนิวเคียส) ทีÉมีอยูข่ณะเวลา t
N = N0e

−λt

เมืÉอ N คือจาํนวนโมเลกลุทีÉมีอยูข่ณะเวลา t
N0 คือจาํนวนโมเลกลุทีÉมีอยูเ่ดิมตอนเริÉมตน้
λ คือคา่คงทีÉการสลายตวั (decay constant) มีหน่วยเป็น (หน่วยเวลา)−1

ครึÉงชีวติ (Half Life) หมายถงึระยะเวลาทีÉสารสลายตวัไปจนเหลือเพียงครึÉงหนึÉงของปรมิาณ
เดิม นิวเคลียสของธาตกุมัมนัตรงัสีทีÉไม่เสถียรจะสลายตวัและแผ่รงัสีไดเ้องตลอดเวลาโดยไม่ขึ Êนอยู่
กบัอณุหภมิูหรอืความดนั อตัราการสลายตวัจะบอกเป็นครึÉงชีวิตซึÉงเป็นสมบตัิเฉพาะตวัของธาตุ
แตล่ะไอโซโทป

ไอโซโทปกมัมนัตรงัสี ครึÉงชีวิต
เรดอน -ŚŚŘ ŝŚ วินาที
ไอโอดีน -řŚŠ Śŝ นาที
โคบอล -ŞŘ ŝ.ŚŜ ปี
สตรอนเทียม-šŘ ŚŠ ปี
เรเดียม-ŚŚŞ ř,ŞŘŚ ปี
คารบ์อน-řŜ ŝ,şśŘ ปี
พลโูตเนียม-Śśš ŚŜ,ŜŘŘ ปี
ยเูรเนียม-ŚŚŠ Ŝ,ŝŘŘ,ŘŘŘ,ŘŘŘ ปี

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŞ จงหาครึÉงชีวิต (half-life) เมืÉอจาํนวนโมเลกลุสลายไปครึÉงหนึÉงจากตอนเริÉมตน้ ใน
เทอมของ λ พรอ้มหาคา่คงทีÉการสลายตวัของกมัมนัรงัสีของตารางดา้นบน
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ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řş สตรอนเทียม-šŘ จาํนวน ř มิลลกิรมั นานเทา่ใดสตรอนเทียมจงึจะเหลือ ŚŝŘ
ไมโครกรมั

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŠ กะโหลกศรษีะมนษุยโ์บราณวดัคา่ คารบ์อน-řŜ ไดเ้ป็น Ř.ŞŠŚ เทา่ของคารบ์อน-řŜ
ทีÉพบในกะโหลกศรษีะ มนษุยที์Éมีชีวิต กะโหลกศรษีะมนษุยโ์บราณนีÊมีอายกีุÉปี

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řš เก็บเปลือกหอยจากทะเลแหง่หนึÉงมาวดัแอกติวิตีของ คารบ์อน-řŜ ได้ ş ครัÊงของ
การสลายตวัตอ่นาทีตอ่กรมั จงคาํนวณหาอายขุองเปลือกหอย



šŘ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั Ś.Ŝ

ř. ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก จงจดัพจนต์อ่ไปนีÊใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งงา่ย

ř.ř 3n+4 − 6 · 3n+1

3n+2 · 7
ř.Ś 92+n + 33+2n

32n+1 · 4

Ś. กาํหนดให้ 2x = 3 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
Ś.ř 4x

Ś.Ś 8x

Ś.ś 16−2x

Ś.Ŝ 2−x

Ś.ŝ 4x + 4−x

Ś.Ş 4x − 8−x

ś. กาํหนดให้ (3x − 3−x)2 = 5 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ś.ř 9x + 9−x ś.Ś 3x + 3−x
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2)2(2 +

√
8)2(1 +

√
2)3(2−

√
8)3

ŝ. สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก a, x ใด ๆ จงหาคา่ของ a
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Ş. สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก n ใด ๆ จงหาแสดงวา่√n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 1 = n(n+3)+1

ş. จงใชผ้ลจากขอ้ Ş หาคา่ตอ่ไปนีÊ
ş.ř √

100 · 101 · 102 · 103 + 1 ş.Ś √210(410 − 1)(210 + 2) + 1
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แลว้ 10A มีคา่เทา่ใด
řř. ณ จดุซึÉงอยู่หา่งจากแหลง่กาํเนิดเสียงแหลง่หนึÉงมีระดบัความเขม้เสียง ŞŘ เดซิเบล ณ จดุนัÊน

จะมีคา่ความเขม้เสียง เทา่ใด
řŚ. กองเชียรส์ีแดง ř คน รองเพลงเชียรก์รรมการไดยิ้นเสียงทีÉมีระดบัความเขม้ของเสียง ŞŘ เดซิ

เบล ถา้กองเชียรส์ีแดง řŘŘ คน รองเพลงเชียรพ์รอ้มกนักรรมการ จะไดยิ้นเสียงทีÉมีระดบัความ
เขม้เทา่ไร

řś. ในสนามบินแหง่หนึÉงวดัระดบัความเขม้เสียงได้ řřŘ เดซิเบล ผูค้วบคมุใชเ้ครืÉองปอ้งกนัเสียง
ซึÉงลดความเขม้เสียงได้ šŞ% ผูค้วบคมุจะไดยิ้นเสียงระดบัความเขม้เสียงเทา่ใด
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řŜ. ถา้ระดบัความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงหนึÉงเปลีÉยนจาก ŚŘ เดซิเบลเป็น ŜŘ เดซิเบล

ความเขม้ เสียงเพิÉมขึ ÊนกีÉเทา่
řŝ. ระดบัความเขม้เสียงในโรงงานแหง่หนึÉงมีคา่ŠŘ เดซิ เบล คนงานผู้หนึÉงใส่เครืÉองครอบหูซึÉง

สามารถลดระดบั ความเขม้ลงเหลือ ŞŘ เดซิเบล เครืÉองดงักลา่วลดความเขม้เสียงลงกีÉเปอรเ์ซน็ต์
řŞ. สารกมัมนัตรงัสี ř กรมั ครึÉง ชีวิตเป็น řŘŘ วินาที หลงัจากทีÉ เวลาผา่นไปนาน ŝ นาที สาร

กมัมนัตรงัสีนี Êจะสลายตวัไปเป็นจาํนวนเทา่ใด
řş. ถา้เรเดียม-ŚŚŞ มีจาํนวนอะตอม 2.66×1021 อะตอม จงคาํนวณหาจาํนวนอะตอมของเรเดียม

ทีÉเหลือ เมืÉอเวลาผา่นไป Š,ŘŘŘ ปี
řŠ. สารกมัมนัตภาพรงัสีจาํนวนหนึÉงเมืÉอทิ Êงไว้ Ś ชัÉวโมง ปรากฏวา่สลายตวัไปจาํนวน 15

16
เทา่ ของ

เดิม จงหาคา่ชว่งเวลาครึÉงชีวิตของสารนี Ê
řš. ซากเรอืโบราณทาํดว้ยไม้นาํไมม้าสว่นหนึÉงทาํการเผา พบวา่ได้CO2 ş.śŚ กรมั วดั กมัมนัตภาพรงัสี

ใน CO2 ได้เทา่กบั řŘ.Š dis/min จงคาํนวณหาอายุของซากเรอืโบราณนีÊ เมืÉอครึÉงชีวิตของ
คารบ์อน-řŜ เทา่กบั ŝşśŘ ปี (มวลอะตอมของ C = řŚ, O = řŞ)
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Ś.ŝ ฟังกชั์นตรีโกณมติิ
ให้ x ∈ R จะเรยีก y = sinx วา่ฟังกชั์นไชน์ (sine function) และ y = cosx วา่ฟังกชั์นโคไซน์
(cosine function) แสดงกราฟไดด้งันี Ê โดยแกน X มีความกวา้งช่องละ π

2

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

จะเห็นวา่กราฟของฟังกช์นัทัÊง Ś มีรูปแบบซํÊา ๆ กนั จะเรยีกวา่กราฟของ ฟังกชั์นคาบ (periodic
function) โดยมีคาบเทา่กบั T > 0 ซึÉงมีคา่นอ้ยสดุทีÉทาํให้

f(x+ T ) = f(x) ทกุ x ∈ Dom(f)

ความยาวทีÉวดัไดจ้ากแกนสมมาตรไปยงัจดุสงูสดุหรอืจดุตํÉาสดุของกราฟเรยีกวา่แอมพลิจดู (amplitude)
และสว่นกลบัของคาบเรยีกวา่ ความถีÉ (frequency)

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถีÉ แอมพลจิดู
ไซน์ y = sinx R [−1, 1] 2π 1

2π
ř

โคไซน์ y = cosx R [−1, 1] 2π 1
2π

ř

กาํหนดให้ A และ k เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมใ่ช่ศนูย์ จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถีÉ แอมพลจิดู
ไซน์ y = Asinkx
โคไซน์ y = Acoskx



Ś.ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมติิ šś

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ř จงวาดกราฟตอ่ไปนีÊ พรอ้มทัÊงบอก โดเมน เรจน์ คาบ และแอมพลจิดู
ř. y = 3sin2x

Ś. y = −2cos(1
2
x)

ś. y = 1 + 2sin(4x)

กาํหนดให้ A และ k เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมใ่ช่ศนูย์ โดยทีÉ c, d ∈ R จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถีÉ แอมพลจิดู
ไซน์ y = d+ Asin(kx+ c)

โคไซน์ y = d+ Acos(kx+ c)



šŜ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ไฟฟ้ากระแสสลับ (Alternating Current : AC) จะมีฟังกช์นัของกระแสไฟฟา้ (i) และความ

ตา่งศกัย์ (v) ทีÉขึ Êนกบัเวลาในหนว่ยวินาที ในรูปฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
i = Imsinωt แอมแปร์ และ v = Vmsinωt โวลต์

เมืÉอ ω = 2πf โดยทีÉ f คือความถีÉมีหน่วยเป็นรอบตอ่วินาที หรอืเฮิรตซ์ (Hz) เรยีกคา่ไดจ้ากวา่
Irms =

Im√
2

และ Vrms =
Vm√
2

วา่ค่ายังผล (effective value) หรอื ค่าเฉลีÉยกาํลังสอง (root mean square)
หมายเหตุ คา่ยงัผลคือคา่ทีÉไดอ้า่นจากเครืÉองวดั (แอมมิเตอรห์รอืโวลตมิ์เตอร)์
ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ś จงบอกความถีÉของไฟฟา้กระแสสลบั และกระแสไฟฟา้สงูสดุ และคา่ยงัผลของกระแส
ไฟฟา้ ทีÉมีสมการ

i = 2
√
2sin(100πt) แอมแปร์

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ś เมืÉอใช้โวลต์มิเตอร์วดัความตา่งศกัย์ของไฟฟา้ในบา้น ปรากฎวา่อา่นคา่ได้ řŚŘ
โวลต์ ถา้กระแสไฟฟา้นี ÊมีความถีÉ ŞŘ เฮิรตซ์ จงหา
ř. ความตา่งศกัยส์งูสดุ
Ś. สมการความตา่งศกัยข์ณะเวลาใด ๆ



Ś.ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมติิ šŝ

วตัถหุนึÉงมีการเคลืÉอนทีÉแบบซมิเปิลฮารโ์มนิก (Simple Hamonic Motion : SHM) อธิบาย
ความสมัพนัธข์องแรงทีÉแปรผนัตรงกบัระยะทาง ดว้ย กฎของฮกุ (Hooke's law) คือ

F = −kx

เมืÉอ F คือแรงทีÉกระทาํกบัวตัถุ x คือระยะทางทีÉวตัถเุคลืÉอนทีÉจากตาํแหนง่สมดลุ
และ k คา่คงตวัสปรงิ ให้ ω =

√
k
m
จะได้ x ในรูป

x(t) = Acos(ωt− ϕ)

เรยีก ϕ วา่ เฟสเริÉมต้น (initial phase)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ŝ วตัถมุวล ř กิโลกรมัผกูติดกบัสปรงิบนพืÊนลืÉน ถา้สปรงิมีคา่คงตวั řŘŘ นิวตนัตอ่เมตร
เมืÉอออกแรงกระทาํกบัวตัถโุดยดงึออกมาจากตาํแหน่งสมดลุ ŠŘ เซนติเมตร ทาํใหส้ปรงิเคลืÉอนแบบ
SHM จงเขียนสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Ê



šŞ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

จงวาดกราฟตอ่ไปนีÊ ของฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก Ŝ ฟังกช์นัทีÉเหลือ
ř. y = tanx

Ś. y = cotx

ś. y = secx

Ŝ. y = cscx



Ś.ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมติิ šş

นิยามฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก Ŝ ฟังกช์นัคือ ฟังกช์นัแทนเจนต์ (tangent fuction) ฟังกช์นัโคแทนเจนต์
(cotangent fuction) ฟังกช์นัเซแคนต์ (secant fuction) และฟังกช์นัโคเซแคนต์ (cosecant fuction)
ไดใ้นทาํนองเดียวกนั เรยีกฟังกช์นัทัÊง Ş วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติิ (trigonometric function) สรุปได้
ดงัตารางตอ่ไปนีÊ

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
แทนเจนต์ y = tanx =

sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2
: n ∈ Z

}
R

โคแทนเจนต์ y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต์ y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2

: n ∈ Z
}

(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต์ y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ŝ จงบอก คาบ และแอมพลจิดู (ถา้มี) ของฟังกช์นัตรโีกณมิติทัÊง Ŝ



šŠ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

จะเห็นวา่ฟังกช์นัไซนแ์ละโคไซนไ์มเ่ป็นฟังกช์นั ř-ř ดงันัÊนการศกึษาฟังกช์นัผกผนัจงึตอ้งกาํหนด
โดเมนเพืÉอใหเ้ป็นฟังกช์นั ř-ř ฟังกช์นัไซนมี์โดเมนเป็น [−π

2
, π
2
] และฟังกช์นัโคไซนมี์โดเมน [0, π]

ř. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์ไซน์ (arcsine function) เขียนแทนดว้ย arcsin
นิยามโดย

y = arcsinx ก็ตอ่เมืÉอ x = siny เมืÉอ y ∈ [−π
2
, π
2
]

Ś. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของโคไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์โคไซน์ (arccosine function) เขียนแทนดว้ย
arccos นิยามโดย

y = arccosx ก็ตอ่เมืÉอ x = cosy เมืÉอ y ∈ [0, π]

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx

ในทาํนองเดียวกนัฟังกชนัผกผนัอีก Ŝ ฟังกช์นัคือ อารก์แทนเจนต์ (arctangent function) อารก์
โคแทนเจนต์ (arccotangent function) อารก์เซแคนต์ (arcsecant function) และอารก์โคเซแคนต์
(arccosecant function) เรยีกฟังกช์นัทัÊง Ş วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรุปไดด้งัตารางตอ่ไปนีÊ

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
อารก์ไซน์ y = arcsinx [−1, 1] [−π

2
, π
2
]

อารก์โคไซน์ y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารก์แทนเจนต์ y = arctanx R (−π
2
, π
2
)

อารก์โคแทนเจนต์ y = arccotx R (0, π)

อารก์เซแคนต์ y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

อารก์โคเซแคนต์ y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]



Ś.ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมติิ šš

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ş จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. arcsin(1

2
)

Ś. arctan(1)

ś. arcsec(2)

Ŝ. arcsin(−1)

ŝ. arccos(−1
2
)

Ş. arctan(−√
3)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ş จงหาคา่ sin(arcsin4
5
+ 30◦)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Š จงหาคา่ x ∈ [0, π] ทีÉสอดคลอ้งสมการ
sinxcosx = 0.5



řŘŘ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง Ś.ŝ.š สมการการเคลืÉอนทีÉของวถัตชุนิดหนึÉงแบบ SHM คือ
y = 10cos(1000t+ π) เมตร

เมืÉอ t คือเวลามีหน่วยเป็นวินาที
จงหาเวลาในชว่ง Ř ถงึ ř วินาที ทีÉทาํใหก้ารกระจดั (y) นี Êเทา่กบั řŘ เมตร



Ś.ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมติิ řŘř

แบบฝึกหดั Ś.ŝ
ř. จงวาดกราฟตอ่ไปนีÊ พรอ้มทัÊงบอก โดเมน เรจน์ คาบ และแอมพลจิดู

ř.ř y = −2sin2x
ř.Ś y = 2cos3x
ř.ś y = 3− 2cosx
ř.Ŝ y = sin(x+ π

3
)

ř.ŝ y = tan2x

ř.Ş y = sinx+
√
3cosx

ř.ş y = sinx− cosx
ř.Š y = (sinx+ cosx)2
ř.š y = sinxcosx
ř.řŘ y = cos4x− sin4x

Ś. กาํหนดให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

f(x+ 5) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ R

กาํหนดให้ f(0) = 0 และ f(x) > 0 ทกุ ๆ x ∈ (0, 5) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
Ś.ř จงหา x ทีÉทาํให้ f(x) = 0

Ś.Ś f เป็นฟังกช์นัคาบหรอืไม่ ถา้เป็นมีคาบเทา่ใด
Ś.ś f มีคา่สงูสดุหรอืไมเ่พราะเหตใุด

ś. วตัถุมวล ŝŘŘ กรมัผกูติดกบัสปรงิบนพืÊนลืÉน ถา้สปรงิมีคา่คงตวั řŞŚ นิวตนัตอ่เมตร เมืÉอ
ออกแรงกระทาํกบัวตัถโุดยดงึออกมาจากตาํแหน่งสมดลุ řŘŘ เซนติเมตร ทาํใหส้ปรงิเคลืÉอนทีÉ
แบบ SHM จงเขียนสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Ê

Ŝ. จงบอกความถีÉของไฟฟา้กระแสสลบั และกระแสไฟฟา้สงูสดุ และคา่ยงัผลของกระแสไฟฟา้ ทีÉ
มีสมการ
Ŝ.ř i = 7.07sin(314t)
Ŝ.Ś i = 3

√
2cos(300t− π

2
)

Ŝ.ś v = 265cos(400t)
Ŝ.Ŝ v = −100cos(250t+ π

2
)

ŝ. จงหาความตา่งศกัยส์งูสดุของไฟฟา้ทีÉใชใ้นบา้น
Ş. เมืÉอใช้โวลต์มิเตอร์วดัความตา่งศกัย์ของไฟฟา้ในบา้น ปรากฎวา่อา่นคา่ได้ ŚŚŘ โวลต์ ถา้

กระแสไฟฟา้นี ÊมีความถีÉ řŘŘ เฮิรตซ์ จงหา
Ş.ř ความตา่งศกัยส์งูสดุ
Ş.Ś สมการความตา่งศกัยข์ณะเวลาใด ๆ



řŘŚ บททีÉ Ś. ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ş. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ş.ř arcsin(−1

2
)

ş.Ś arctan(−1)

ş.ś arcsec(√2)

ş.Ŝ arcsin(0)
ş.ŝ arccot(−√

3)

ş.Ş sin(arccos(3
5
))

ş.ş tan(90◦ + arctan1)
ş.Š sec(arcsin1 + 60◦)

ş.š cot(arcsin3
5
+ 90◦)

ş.řŘ csc(arcsin3
5
+ arccos3

5
)

Š. สมการการเคลืÉอนทีÉของคลืÉนชนิดหนึÉงคือ
y = 24cos(1250t) เมตร

เมืÉอ t คือเวลามีหน่วยเป็นวินาที
จงหาเวลาในช่วง Ř ถงึ ř วินาที ทีÉทาํใหก้ารกระจดั (y) นี Êเทา่กบั řŚ เมตร



บททีÉ ś
เรขาคณิตวเิคราะห์

ś.ř จุดและเส้นตรง
จดุในทางคณิตศาสตร์เป็นอนิยามแต่เป็นทราบกนัดีวา่จดุมีความสาํคญัโดยเฉพาะการใช้บอก
ตาํแหนง่ตา่ง ๆ โดยมีแกนอา้งอิง เรยีกแกนในแนวนอนวา่ แกน X (X-axis) และแกนในแนวตัÊง
วา่ แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตดัของแกนทัÊงสองวา่ จุดกาํเนิด (origin) แทนดว้ยคู่อนัดบั (0, 0) ใน
ทีÉนี Êจะกลา่วถงึจดุคือคูอ่นัดบัทีÉเป็นสมาชิกของ R× R

ระยะทาง (distance) ระหวา่ง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย |AB| หรอื d(A,B)

นิยามโดย
d(A,B) =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ตัวอย่าง ś.ř.ř นกัเรยีนคนหนึÉงสรา้งแผนทีÉเพืÉอระบุตาํแหน่งของวตัถุตา่ง ๆ ของพื ÊนทีÉแหง่หนึÉงโดย
มีความกวา้งตามแนวตัÊงและแนวนอนชอ่งละ ř เมตร แสดงดงัภาพ

A

B

C

D
E

จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
ř. จงหาระยะทีÉสัÊนทีÉสดุจากจดุ A ไปยงัจดุ B

Ś. จงหาระยะทีÉสัÊนทีÉสดุจากจดุ A ไปยงัจดุ D

řŘś



řŘŜ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ś. นาย ก อยู่ทีÉจดุ A ตอ้งการเดินไปบา้นทีÉจดุ E แต่ตอ้งการไปบา้นเพืÉอนทีÉอยู่จดุ C ถามวา่นาย
ก จะใชร้ะยะทางสัÊนสดุกีÉเมตร

ความชัน (slope) ของสว่นเสน้ตรงทีÉลากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย mAB

บางครัÊงถา้ไมส่นใจ A และ B จะเขียนยอ่ ๆ ดว้ย m นิยามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมืÉอ x1 ̸= x2 กรณีทีÉ x1 = x2 ความชนัไมมี่คา่และสว่นเสน้ตรง A และ B จะเป็นแสน้ในแนวตัÊง
ตัวอย่าง ś.ř.Ś จงหาความชนัของสว่นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุตอ่ไปนีÊ
ř. (−1, 2) และ (1,−2) Ś. (0, 5) และ (5, 1)

ตัวอย่าง ś.ř.ś ถา้ (3, 4), (4, a) และ (5,−4) เป็นจดุบนเสน้ตรงเดียวกนั จงหาคา่ a ทีÉเป็นได้



ś.ř. จดุและเสน้ตรง řŘŝ

ให้ A(x1, y1) เป็นจดุและ m คือความชนั ให้ L คือเซตของจดุ (x, y) โดยทีÉความชนัของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทา่กบั m เรยีกวา่ เส้นตรง (line) ทีÉมีความชนั m ผา่นจดุ A หรอืหมายถงึเซต
L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสน้ตรง L ไดด้งัรูป

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา่ สมการเส้นตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรูป
y = mx+ c

ในกรณีทีÉ m = 0 จะเรยีก เส้นตรงแนวนอน (horizontal line) ซึÉงมีสมการเป็น y = y1 ถา้เสน้
ตรงนี Êผา่นจดุ A และในกรณีทีÉ m หาคา่ไม่ได้ จะเรยีก เส้นตรงแนวยนื (vertical line) ซึÉงมีสมการ
x = x1 ถา้เสน้ตรงนี Êผา่นจดุ A ดงันัÊนเราอาจแบง่เสน้ตรงเป็น Ŝ แบบโดยใชค้วามชนัคือ ř. m > 0

Ś. m < 0 ś. m = 0 และ Ŝ. m ไมมี่คา่ แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

m > 0m < 0
m = 0

m ไมมี่คา่

ตัวอย่าง ś.ř.Ŝ จงหาสมการเสน้ตรงทีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
ř. ผา่นจดุ (4, 5) และมีความชนั Ś

Ś. ผา่นจดุ (−1, 4) และ (0, 3)

ś. เป็นเสน้ตรงแนวนอนทีÉผา่นจดุ (1, 6)

Ŝ. เป็นเสน้ตรงแนวยืนทีÉผา่นจดุ (−1, 2)



řŘŞ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง ś.ř.ŝ ความสมัพนัธร์ะหวา่งตน้ทนุ (C) และกาํไร (P) ของบรษัิทแหง่หนึÉงเป็นแบบเสน้ตรง
ซึÉงแสดงคา่ดงันี Ê

ตน้ทนุ (ลา้นบาท) ř.Ř ř.Ś ř.ŝ ř.ş
กาํไร (ลา้นบาท) Ř.Śŝ Ř.Śš a Ř.śš

ř. จงหาสมการทีÉแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งตน้ทนุ (C) และกาํไร (P)
Ś. จงหากาํไรทีÉไดเ้มืÉอลงทนุ ř.ŝ ลา้นบาท

ตัวอย่าง ś.ř.Ş ถา้เสน้ตรงทีÉมีสมการ 3x+By = 12 ทีÉผา่นจดุ (2,−3) จะมีความชนัเทา่ใด



ś.ř. จดุและเสน้ตรง řŘş

ใหเ้สน้ตรง L1 และ L2 มีความชนั m1 และ m2 ตามลาํดบั จะไดว้า่
ř. L1 ขนาน (parallel) กบั L2 ก็ตอ่เมืÉอ m1 = m2

Ś. L1 ตัÊงฉาก (perpendicular) กบั L2 ก็ตอ่เมืÉอ m1m2 = −1

อาจแสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
m
x+ c4

ในกรณีเสน้ตรงทีÉความชนัไมมี่คา่ยอ่มขนานกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีÉความชนัไมมี่คา่เสมอ เพราะทกุเสน้
เป็นเสน้ตรงแนวตัÊง และเสน้ตรงทีÉความชนัไมมี่คา่ยอ่มตัÊงฉากกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีÉมีความชนัเทา่กบั Ř
หรอืเสน้ตรงแนวนอนเสมอ

ตัวอย่าง ś.ř.ş จงเติมคาํตอบในตารางใหส้มบรูณ์

สมการเสน้ตรง ความชนั ตัÊงฉากกนั ขนานกนั อืÉน ๆ
y = 2x+ 1

y = 2x+ 5

y = 3x+ 1

3y + x = 3

3x+ 4y = 12

4x+ 3y = 10



řŘŠ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง ś.ř.Š จงหาสมการเสน้ตรงทีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
ř. ผา่นจดุ (1, 3) และขนานกบัเสน้ตรง 2x− 3y = 5

Ś. ผา่นจดุ (−1, 3) และตัÊงฉากกบัเสน้ตรง 2x+ 3y = 5

ตัวอย่าง ś.ř.š จงใชค้วามรูเ้รืÉองเสน้ตรงแสดงวา่เสน้ตรงทีÉลากจากจดุยอดของสามเหลีÉยมหนา้จัÉว
ไปแบง่ครึÉงฐานซึÉงเป็นดา้นทีÉไมพิ่จารณาหนา้จัÉว จะเป็นเสน้ตัÊงฉากกบัฐานเสมอ



ś.ř. จดุและเสน้ตรง řŘš

ทฤษฎบีท ś.ř.řŘ ระยะทางทีÉนอ้ยทีÉสดุจากA(x1, y1) ไปยงัเสน้ตรง L ทีÉมีสมการAx+By+C = 0

เขียนแทนดว้ย d(A;L) มีคา่เทา่กบั

d(A;L) =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2

ทฤษฎบีท ś.ř.řř ระยะทางทีÉนอ้ยทีÉสดุระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ทีÉขนานกนั เมืÉอเสน้ตรงL1 มีสมการ
เป็น Ax+By+C1 = 0 และเสน้ตรง L2 มีสมการเป็น Ax+By+C2 = 0 เขียนแทนดว้ย d(L1, L2)

มีคา่เทา่กบั
d(L1, L2) =

|C1 − C2|√
A2 +B2

หมายเหตุ เราจะเรยีกกลา่วยอ่ ๆ วา่ "ระยะทาง" แทนระยะทางทีÉนอ้ยทีÉสดุ เนืÉองจากเราจะไม่
กลา่วถงึระยะทางอืÉน ๆ ทีÉไมน่อ้ยสดุ

ตัวอย่าง ś.ř.řŚ จงหาระยะทางตอ่ไปนีÊ
ř. จากจดุ A(−1, 3) ไปยงัเสน้ตรง L : 3x− 4y = 10

Ś. ระหวา่งเสน้ตรง L1 : 5x+ 12y = 16 และ L2 : 5x+ 12y = −10

ตัวอย่าง ś.ř.řś ให้A(2,−2),B(1, 4) และC(−4, 8) เป็นจดุบนระนาบ จงหาความสงูของสามเหลีÉยม
ABC เมืÉอใชด้า้น AB เป็นฐาน



řřŘ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั ś.ř

ř. จงหาระยะทางระหวา่งจดุตอ่ไปนีÊ
ř.ř (−1, 2) และ (3, 5)

ř.Ś (−2,−3) และ (4, 7)

ř.ś (1 +
√
2, 3) และ (1−

√
2,−1)

ř.Ŝ (1 + a, 3 +
√
3) และ (4 + a, 1 +

√
3)

ř.ŝ (1, b) และ (9, b)

ř.Ş (a, 7) และ (a,−1)

Ś. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ś.ř ผา่นจดุ (−1, 2) และมีความชนั −3

Ś.Ś ผา่นจดุ (0, 1) และ (1,−2)

Ś.ś เป็นเสน้ตรงแนวนอนทีÉผา่นจดุ (−2, 3)

Ś.Ŝ เป็นเสน้ตรงแนวยืนทีÉผา่นจดุ (3, 0)

Ś.ŝ ผา่นจดุ (0, 4) และขนานกบัเสน้ตรง 2x+ y = 11

Ś.Ş ผา่นจดุ (−3, 7) และตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x− 3y = 10

Ś.ş ผา่นจดุตดัของเสน้ตรง x+ y = 2 และ x− y = 4 ซึÉงตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x+ 2y = 1

ś. ถา้ (1, 3), (2, a), (b, 7) และ (6, 13) เป็นจดุบนเสน้ตรงเดียวกนั จงหาคา่ a, b ทีÉเป็นได้
Ŝ. จงตรวจสอบวา่รูปสีÉเหลีÉยมทีÉมีจดุยอด (1, 0), (2, 4), (5, 1) และ (6, 5) เป็นสามเหลีÉยมดา้น

ขนานหรอืไม่
ŝ. จงตรวจสอบวา่สมการคูใ่ดตอ่ไปนีÊ ขนาน หรอื ตัÊงฉาก หรอืไมใ่ชท่ัÊงสองแบบ

ŝ.ř y = 3x− 1 และ y = 1− 3x

ŝ.Ś 2y = 7x− 1 และ 4y − 14x = 3

ŝ.ś y = x และ y = −x

ŝ.Ŝ y = 2 และ x = 3

ŝ.ŝ 3x− 5y = 6 และ 5x+ 3y = 10

ŝ.Ş x− 4y = 1 และ 2x = 8y + 9

Ş. การเคลืÉอนแบบเสน้ตรงของวตัถุชนิดหนึÉงมีความสมัพนัธ์ระหวา่งระยะทาง (x) กบัเวลา (t)

แสดงคา่ดงันี Ê
วินาที (วินาที) řŘ ŝŘ ŞŘ řŚŘ
ระยะทาง (เมตร) a řŜŘ řşŘ śŝŘ

Ş.ř จงหาสมการทีÉแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งการกระจดั (x) กบัเวลา (t)

Ş.Ś จงหาการระยะทางเมืÉอวตัถเุคลืÉอนทีÉไปแลว้ řŘ วินาที
ş. จงหาระยะทางระหวา่ง

ş.ř (1,−2) และ 3x− 4y = 4



ś.ř. จดุและเสน้ตรง řřř

ş.Ś (−2, 1) และ 7y + 24x+ 40 = 0

ş.ś จดุกาํเนิด และ y = 1− x

ş.Ŝ (−3,−5) และ x = 3

ş.ŝ (−3, 4) และ y = 3

ş.Ş (0, 5) และ 3x− 7y + 35 = 0

ş.ş 4x− 3y = 15 และ 4x− 3y = 10

ş.Š 12x− 5y = 6 และ 5y − 12x = −19

ş.š y = x และ y = x+ 10

ş.řŘ 2x+ y = 4 และ 4x+ 2y = 5

Š. ให้ A(0, 3), B(−2, 7) และ C(5, 9) เป็นจดุบนระนาบ
Š.ř จงหาความยาวเสน้รอบรูปของสามเหลีÉยม ABC

Š.Ś จงหาความสงูของสามเหลีÉยม ABC เมืÉอใชด้า้น AB เป็นฐาน
Š.ś จงหาพืÊนทีÉของสามเหลีÉยม ABC

š. ABCD เป็นรูปสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน สมการของสว่นเสน้ตรง AB คือ 2x − y + 5 = 0 สมการ
ของสว่นเสน้ตรง BC คือ x− 2y+ 4 = 0 ถา้M(1, 4) เป็นจดุทีÉเสน้ทแยงมมุตดักนั จงหาสว่น
สงูของสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน ABCD เมืÉอใชด้า้น BC เป็นฐาน



řřŚ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
ś.Ś วงกลม
บทนิยาม ś.Ś.ř วงกลม (Circle) คือเซตของจดุทีÉอยูห่า่งจากจดุคงทีÉดว้ยระยะคงทีÉ

ให้ C เป็นเซตของจดุ (x, y) ทีÉหา่งจากจดุคงทีÉ (h, k) ดว้ยระยะคงทีÉ r เรยีกวา่ วงกลมทีÉ มี
ศนูยก์ลางทีÉ (h, k) และรศัมี r ดงันัÊน

C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

(h, k)

r

สาํหรบัวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุกาํเนิดจะมีสมการเป็น x2 + y2 = r2

ตัวอย่าง ś.Ś.Ś จงหาเขียนกราฟวงกลมตอ่ไปนีÊ
ř. x2 + y2 = 4

X

Y

Ś. (x− 1)2 + y2 = 9

X

Y

ś. (x− 1)2 + (y + 1)2 = 9

X

Y

Ŝ. x2 + y2 = 4y

X

Y



ś.Ś. วงกลม řřś

ตัวอย่าง ś.Ś.ś จงหาสมการเสน้ตรงทีÉสมัผสัวงกลม x2 + y2 = 25 ทีÉจดุ (3, 4)

ตัวอย่าง ś.Ś.Ŝ จงหาพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมดา้นเทา่ทีÉมีจดุยอดบนเสน้รอบวงกลมทีÉสมการเป็น
x2 + y2 = 4



řřŜ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั ś.Ś

ř. จงหาเขียนกราฟวงกลมตอ่ไปนีÊ
ř.ř x2 + y2 = 25

ř.Ś (x+ 1)2 + y2 = 4

ř.ś (x− 2)2 + (y + 1)2 = 16

ř.Ŝ x2 + y2 = 6x

ř.ŝ x2 + y2 + 4x− 4y = 8

ř.Ş x2 + y2 − 2x+ 6y − 6 = 0

Ś. จงหาสมการวงกลมทีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ś.ř มีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (−1, 3) และรศัมี Ŝ หน่วย
Ś.Ś มีเสน้ผา่นศนูยก์ลางคือ AB เมืÉอ (2, 3) และ (−6,−5)

Ś.ś มีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (−1, 3) และสมัผสักบัเสน้ตรง y = x

Ś.Ŝ ผา่นจดุกาํเนิด มีจดุศนูยก์ลางอยูบ่นเสน้ตรง y = 2x− 2 และรศัมี ŝ หน่วย
ś. จงหาพื ÊนทีÉซอ้นทบัของพื ÊนทีÉวงกลม x2 + y2 ≤ 4 และ (x− 2)2 + y2 ≤ 4

Ŝ. วงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูใ่นจตภุาคทีÉหนึÉง สมัผสัแกน X ทีÉจดุ (3, 0) และสมัผสัเสน้ตรง
4y = 3x+ 36 ทีÉจดุ M จงหาระยะทางระหวา่งจดุ M กบัจดุกาํเนิด

ŝ. จดุ A(3, 0) เป็นจดุกึÉงกลางคอรด์ PQ ภายในวงกลม x2+ y2− 4x+2y+1 = 0 จงหาสมการ
เสน้ตรงทีÉผา่นคอรด์ PQ

Ş. จงหาระยะยทางทีÉสัÊนทีÉสดุและยาวทีÉสดุจากจดุ (10, 7) ไปยงัวงกลม x2 + y2 − 4x− 2y = 20

ş. จากจดุ P (−1, 5) ลากเสน้ตรงตัÊงฉากกบั y = x ทีÉจดุ Q ให้ R เป็นจดุกึÉงกลางของสว่นเสน้ตรง
PQ จงหาสมการวงกลมทีÉผา่นจดุ R และมีจดุศนูยอ์ยูที่É (1

2
, 1)

Š. ขอบยางรถยนตค์นัหนึÉงมีสมการเป็น x2 + y2 = 2372 มีหน่วยเป็นมิลลเิมเตร ถา้รถคนันี Êมีเลข
หลกักิโลเมตรอยูที่É řŚšŝŚŜ จงหาวา่ลอ้รถยนตต์นันี Êหมนุไปแลว้กีÉรอบ



ś.ś. วงรี řřŝ

ś.ś วงรี
บทนิยาม ś.ś.ř วงรี (Ellipse) คือเซตของจดุซึÉงผลบวกของระยะทางจากจดุใด ๆ ในเซตนีÊไปยงัจดุ
คงทีÉสองจดุมีคา่คงทีÉเสมอ

ให้E เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีÉหา่งจากจดุคงทีÉ F1 และ F2 ซึÉงจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus) ของ
วงรี ดว้ยระยะคงทีÉ K

E = {(x, y) | d(A,F1) + d(A,F2) = K}

F1 F2

A

ใหจ้ดุกึÉงกลางของจดุโฟกสัวงรคืีอ (h, k) เรยีกวา่จดุศนูยก์ลางวงรี และจดุปลายดา้นของแกนสมมาตร
ทีÉยาวทีÉสดุของวงรีเรยีกวา่ จุดยอด (vertex) และเรยีกจดุปลายแกนสมมาตรทีÉสัÊนกวา่วา่ จุดยอด
ร่วม (co-vertex) กาํหนดให้
ř. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุโฟกสัหนึÉง เทา่กบั c

Ś. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดหนึÉง เทา่กบั a

ś. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดรว่มหนึÉง เทา่กบั b

เรยีกอตัราสว่น e =
c

a
วา่ ความเยืÉองศูนยก์ลาง (Eccentricity) เราสามารถพิสจูนไ์ดว้า่ K = 2a

และ a2 = b2 + c2 โดยมีสมการวงรคืีอ
(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 หรอื (x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1

F1 F2(h, k)

a

bc



řřŞ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง ś.ś.Ś จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนีÊ

ř. x2

25
+

y2

16
= 1

X

Y

Ś. x2

16
+

y2

25
= 1

X

Y

ś. (x− 1)2

16
+

y2

4
= 1

X

Y

Ŝ. 4x2 + 25y2 = 100

X

Y

ตัวอย่าง ś.ś.ś จงหาสมการวงรีทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยู่ทีÉจดุกาํเนิด มีจดุคงทีÉจดุหนึÉงคือ (−3, 0) และ
ผลบวกคงทีÉเทา่กบั řŘ



ś.ś. วงรี řřş

ตัวอย่าง ś.ś.Ŝ จงหาสมการวงรทีีÉมีจดุโฟกสัอยูที่É (1,−1) และจดุยอดรว่มคือ (−1, 2) และ (−1,−4)

ตัวอย่าง ś.ś.ŝ จงหาพืÊนทีÉรูปสีÉเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดอยูที่É จดุยอดและจดุยอดรว่มของรูปวงรทีีÉมีสมการ
เป็น 16x2 + 25y2 − 32x− 150y − 159 = 0



řřŠ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั ś.ś

ř. จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนีÊ

ř.ř x2

25
+

y2

4
= 1

ř.Ś (x− 1)2

16
+ y2 = 1

ř.ś (x+ 1)2

4
+

(y − 2)2

9
= 1

ř.Ŝ (x+ 2)2 +
y2

4
= 1

ř.ŝ 25x2 + 16y2 = 400

ř.Ş 49x2 + 625y2 = 30625

ř.ş 25x2 + 9y2 + 50x− 36y − 164 = 0

ř.Š 6x2 + 5y2 + 12x− 20y − 4 = 0

Ś. จากรูป

F1 F2(h, k)

a

bc
A

B

เรยีกความยาว AB วา่ ลาตัสเลกตัม (Latus Rectum :LR) จงแสดงวา่

LR =
2b2

a

ś. จงหาสมการวงรทีีÉมีเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
ś.ř มีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุกาํเนิด มีจดุคงทีÉจดุหนึÉงคือ (3, 0) และผลบวกคงทีÉเทา่กบั řŘ
ś.Ś มีจดุโฟกสัคือ (1, 0) และ (5, 0) โดยมีจดุยอดรว่มจดุหนึÉงคือ (3, 2)

ś.ś วงรทีีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉบรรจลุงในสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ ABCD ไดพ้อดี เมืÉอ A(−1,−1), B(−1, 5),
C(3, 5) และ D(3,−1)

Ŝ. จงหาสมการวงกลมทีÉบรรจลุงในวงรี 6x2 + 5y2 + 12x− 20y = 4 ไดพ้อ
ŝ. จงหาสมการวงรีทีÉผา่นจดุ (5, 1

5
) และมีศนูยก์ลางอยู่ทีÉ (1, 2) โดยมีความยาวระหวา่งจดุยอด

ทัÊงสองเทา่กบั řŘ



ś.Ŝ. ไฮเพอรโ์บลา řřš

ś.Ŝ ไฮเพอรโ์บลา
บทนิยาม ś.Ŝ.ř ไฮเพอรโ์บลา (Hyperbola) คือเซตของจดุซึÉงผลตา่งของระยะทางจากจดุใด ๆ ใน
เซตนีÊไปยงัจดุคงทีÉสองจดุมีคา่คงทีÉเสมอ

ให้ H เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีÉหา่งจากจดุคงทีÉ F1 และ F2 ซึÉงจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus)
ของไฮเพอรโ์บลา ดว้ยระยะคงทีÉ K ′

H = {(x, y) | |d(A,F1)− d(A,F2)| = K ′}

F1 F2

A

ใหจ้ดุกึÉงกลางของจดุโฟกสัวงรคืีอ (h, k) เรยีกวา่จดุศนูยก์ลางไฮเพอรโ์บลา และจดุบนไฮเพอรโ์บลา
ทีÉใกลก้บัจดุศนูยก์ลางทีÉสดุเรยีกวา่ จุดยอด (vertex) กาํหนดให้
ř. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุโฟกสัหนึÉง เทา่กบั c

Ś. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดหนึÉง เทา่กบั a

ś. ใหค้วามยาว b สอดคลอ้งสมการ c2 = a2 + b2

เราสามารถพิสจูนไ์ดว้า่ K ′ = 2a โดยมีสมการวงรคืีอ
(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 หรอื (y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1

F1 F2(h, k)

a

bc

ขอ้สงัเกตเกีÉยวกบัคา่ e สาํหรบัวงรี e < 1 และไฮเพอรโ์บลา e > 1



řŚŘ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś จงหาเขียนกราฟไฮเพอรโ์บลามตอ่ไปนีÊ

ř. x2

9
− y2

16
= 1

X

Y

Ś. y2

16
− x2

9
= 1

X

Y

ś. (x+ 1)2

9
− y2

4
= 1

X

Y

Ŝ. x2 − y2 = 4

X

Y

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ś จงหาสมการไฮเพอร์โบลาทีÉ มีจดุศนูยก์ลางอยู่ ทีÉ จดุกาํเนิด มีจดุคงทีÉจดุหนึÉงคือ
(−3, 0) และผลบวกคงทีÉเทา่กบั řŘ



ś.Ŝ. ไฮเพอรโ์บลา řŚř

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ŝ จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีÉมีจดุโฟกสัอยูที่É (2,−3) และจดุยอดคือ (2, 0) และ (2, 6)

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ŝ จงหาพื ÊนทีÉ รูปสีÉเหลีÉยมทีÉ มีจดุยอดอยู่ ทีÉจดุกาํเนิดและจดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลา
16x2 − 9y2 + 32x+ 36y + 124 = 0



řŚŚ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั ś.Ŝ

ř. จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนีÊ

ř.ř x2

9
− y2

25
= 1

ř.Ś (x+ 1)2

4
− y2 = 1

ř.ś (x+ 2)2

36
− (y − 2)2

9
= 1

ř.Ŝ 4(x+ 1)2 − 10(y + 2)2 = 40

ř.ŝ 3y2 − x2 + 4x− 30y + 68 = 0

ř.Ş 25x2 − 144y2 + 150x− 3375 = 0

ř.ş x2 − y2 − 2x+ 4y − 4 = 0

ř.Š 9x2 − 4y2 +−54x− 16y + 29 = 0

Ś. จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ś.ř ผลตา่งคงทีÉเทา่กบั Š มีจดุโฟกสัคือ (5, 1) และ (5,−9)

Ś.Ś มีจดุโฟกสัคือ (−9, 1) มีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (−3, 1) และมีคา่ความเยืÉองศนูยก์ลางเทา่กบั
ř.ŝ

Ś.ś มีจดุยอดคือ (−5, 2) และ (3, 2) และมีจดุคงทีÉจดุหนึÉงคือ (5, 2)

ś. ถา้ไฮเพอรโ์บลามีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุศนูยก์ลางของวงรี 4x2 + 9y2 − 8x− 36y + 4 = 0 จดุ
ยอดอยูที่ÉจดุโฟกสัทัÊงสองของวงรี และผา่นจดุ (5, 5) จงหาจดุคงทีÉของไฮเพอรโ์บลานีÊ

Ŝ. โลกและดาวหาง A โคจรเขา้หากนัเป็นสมการไฮเพอร์โบลาซึÉงมีความยาวระหวา่งจดุยอด
เทา่กบั Š ปีแสง และความยาวระหวา่งจดุโฟกสัทัÊงสองเทา่กบั řŞ ปีแสง จงหาระยะทีÉโลกและ
ดาวหาง A ใกลก้นัมากทีÉสดุ

ŝ. ABC เป็นสามเหลีÉยมดา้นเทา่ A เป็นจดุยอดจดุหนึÉงของไฮเพอรโ์บลา x2 − y2 = a2 จดุ B

และ C อยูบ่นไฮเพอรโ์บลาอีกซีกหนึÉง จงหาพื ÊนทีÉสามเหลีÉยม ABC



ś.ŝ. พาราโบลา řŚś

ś.ŝ พาราโบลา
บทนิยาม ś.ŝ.ř พาราโบลา (Parabola) คือเซตของจดุซึÉงจดุทีÉอยูใ่นเซตจะหา่งจากจดุคงทีÉจดุหนึÉง
เทา่กบัระยะทีÉหา่งจากเสน้ตรงคงทีÉเสน้หนึÉง

ให้ P เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีÉหา่งจากจดุคงทีÉ F ซึÉงจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus) เทา่กบัอยู่
หา่งจากเสน้ตรง L ซึÉงเรยีกวา่ ไดเรกทริกซ์ (directrix)

P = {(x, y) | d(A,F ) = d(A;L)}

L

F

A

ใหจ้ดุกึÉงกลางระหวา่งจดุตดัแกนสมมาตรของพาราโบลากบัไดเรกทรกิซคื์อ (h, k) เรยีกวา่ จุดยอด
(vertex) ของพาราโบลา โดยระยะทางทีÉวดัจากจดุยอดไปยงัโฟกสั เทา่กบั c สามารถพิสจูน์ได้วา่
สมการพาราโบลาคือ

(x− h)2 = ±4c(y − k) หรอื (y − k)2 = ±4c(x− h)

c

c

L

F

(h, k)

c c

L

F(h, k)



řŚŜ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ś จงหาเขียนกราฟพาราโบลาตอ่ไปนีÊ
ř. x2 = 4y

X

Y

Ś. y2 = 8(x− 1)

X

Y

ś. (x− 1)2 = −12(y + 1)

X

Y

Ŝ. y2 − 4y + 8x− 4 = 0

X

Y

ตัวอย่าง ś.ŝ.ś จงหาสมการพาราโบลาทีÉมีจดุคงทีÉ (−3, 4) และเสน้ตรงคงทีÉ x = 1



ś.ŝ. พาราโบลา řŚŝ

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ŝ เสาไฟสองตน้สงู śŘ เมตรอยู่หา่งกนั řŘŘ เมตร สายไฟฟา้อยู่ระหวา่งเสาทัÊงสองตน้
หยอ่นลงมาเป็นรูปพาราโบลา สงูจากพืÊนดิน ŚŘ เมตร ณ บรเิวณกึÉงกลางเสาทัÊงสองตน้ จงหาวา่สาย
ไฟฟา้นี Êอยูส่งูจากพืÊนดินกีÉเมตร ณ จดุทีÉหา่งจากเสาเป็นระยะ řŘ เมตร



řŚŞ บททีÉ ś. เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั ś.ŝ

ř. จงวาดกราฟพาราโบลาตอ่ไปนีÊ
ř.ř x2 = −8y

ř.Ś y2 = 16x

ř.ś (x+ 1)2 = −12(y − 3)

ř.Ŝ (y + 2)2 = 10x

ř.ŝ y = x2 − 2x+ 3

ř.Ş y2 − 2y + 8x− 15 = 0

ř.ş 3x2 − 12x− 4y + 12 = 0

ř.Š y2 − 4y + 6x− 8 = 0

Ś. จงหาสมการพาราโบลาทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ś.ř มีจดุยอดคือ (1, 1) และความยาวระหวา่งจดุยอดกบัจดุโฟกสัเทา่กบั Ś
Ś.Ś มี (2,−3) เป็นจดุคงทีÉ และมี y = 1 เป็นเสน้ตรงคงทีÉ
Ś.ś มีไดเรกทรกิซผ์า่นจดุตดัวงกลม x2+ y2 = 12 และ x2+ y2− 8x+4 = 0 โดยมีจดุโฟกสั

อยูที่Éจดุ (−1, 4)

Ś.Ŝ มีจดุยอดคือ (0,−1) และผา่นจดุโฟกสัทัÊงสองของวงรี 3x2 + 4y2 − 16y + 4 = 0

Ś.ŝ ผา่นจดุตดัของเสน้ตรง y = x กบัวงกลม x2 + y2 + 6x = 0 โดยมีแกน X เป็นแกน
สมมาตร

ś. ถา้วงกลม x2 + y2 − 2x − 4y − 20 = 0 มีจดุศนูยก์ลางทีÉอยู่ (h, k) และรศัมี r หนว่ย จงหา
สมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่É (h, k) และไดเรกทรกิซคื์อ x = r

Ŝ. จงหาสมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่Éจดุโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา 6x2 − 10y2 − 12x− 40y−
94 = 0 และมีแกน X เป็นไดเรกทรกิซ์

ŝ. พาราโบลารูปหนึÉงมีจดุโฟกสัอยู่ทีÉ (5,−1) จดุยอดอยู่บนเสน้ตรง 2y = x ไดเรกทรกิซข์นาน
กบัแกน X จงหาสมการไดเรกทรกิซ์

Ş. จงหาระยะทางระหวา่งจดุศนูยก์ลางวงกลม x2 + y2 − 4x + 6y − 3 = 0 กบัจดุโฟกสัของ
พาราโบลา x2 = 8y

ş. พาราโบลา x2 − 10x − 32y − 39 = 0 มี F เป็นจดุโฟกสั สว่นของเสน้ตรง L1 ผา่นจดุ F มี
ปลายอยู่ทีÉพาราโบลา A(x1, y1) และ B(x2, y2) สว่นของเสน้ตรง L2 ผา่นจดุ F มีปลายอยู่ทีÉ
พาราโบลา C(x3, y3) และ D(x4, y4) จงหาผลบวกของความยาวของสว่นเสน้ตรงทัÊงสอง



บททีÉ Ŝ

แคลคูลัสเบืÊองต้น

Ŝ.ř ลิมติของฟังกชั์น
การใหค้วามหมายของคาํวา่ลมิิต เริÉมตน้จากการพิจารณาฟังกช์นั

f(x) =


2− x2 เมืÉอ x < 1

2 เมืÉอ x = 1

2x− 1 เมืÉอ x > 1

เมืÉอสนใจคา่ฟังกช์นั f(x) เมืÉอคา่ของ x ใกล้ 1 อาจพิจารณาคา่ x สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนีÊ

x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมืÉอพิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 1 ไม่วา่ใหค้า่ x เขา้ใกลล้กัษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณีเชน่นี Êจะกลา่ววา่ ลิมติของฟังกชั์น (limit of function) f(x) ขณะ x เข้าใกล้
1 มีคา่เทา่กบั 1 เขียนแทนดว้ย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นได้วา่การพิจารณาคา่ x เขา้ใกล้ 1 จะไม่พิจารณากรณี x = 1 และเมืÉอแสดงฟังกช์นั
y = f(x) ดว้ยกราฟตอ่ไปนีÊ

řŚş



řŚŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทาํใหไ้ดข้อ้สงัเกตวา่ lim
x→1

f(x) ไมจ่าํเป็นตอ้งเทา่กบั f(1)

ทฤษฎบีท Ŝ.ř.ř ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมืÉอ D ⊆ R โดยทีÉ a เป็นจดุลมิิตของ D
ถา้ lim

x→a
f(x) = L และ lim

x→a
g(x) = M เมืÉอ L,M ∈ R แลว้

ř. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = L+M

Ś. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

ś. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมืÉอM ̸= 0

Ŝ. lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x) = cL เมืÉอ c เป็นคา่คงตวั
ŝ. lim

x→a
|f(x)| = | lim

x→a
f(x)| = |L|

Ş. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมืÉอ n ∈ N

ş. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมืÉอ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ś จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→1
(2x2 + 4)

Ś. lim
x→0

x+ 1

x− 1

ś. lim
x→1

x
√
x+ 1

Ŝ. lim
x→2

(|x| − x)



Ŝ.ř. ลมิติของฟังกช์นั řŚš

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ś จงหาคา่ลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ŝ จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→2

x2 + x− 6

x− 2

Ś. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h

ś. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

Ŝ. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŝ จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x



řśŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ş จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→1

x− 1√
x− 1

Ś. lim
x→0

4−
√
16 + x

x

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ş จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1



Ŝ.ř. ลมิติของฟังกช์นั řśř

พิจารณาฟังกช์นั f(x) =
√
x แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เป็นจดุลิมิต จะไดว้า่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 0 เมืÉอคา่ x เขา้ใกล้
0 ในลกัษณะ x > 0 เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา แต่เมืÉอ x เขา้ใกลค้า่ 0 ในลกัษณะ x < 0

เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย คา่ของฟังกช์นั f(x) จะไมมี่คา่ในจาํนวนจรงิ ทาํใหล้มิิตของ f(x)
มีเพียงคา่เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา เขียนแทนดว้ย

lim
x→0+

f(x) = 0

เรยีกวา่ ลมิิตขวาของ f(x) เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา
ในทาํนองเดียวกนัลิมิตของ f(x) = √

−x ทีÉจดุ 0 จะมีคา่เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ยเทา่นัÊน
เรยีกคา่ลิมิตนี Êวา่ลิมิตซา้ยของ f(x) เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย เรยีกลิมิตทัÊงสองแบบนีÊวา่ ลิมติ
ด้านเดยีว (One-sided limit)
ř. ลิมิตขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลิมิตของ f(x) ขณะ x เขา้

ใกล้ a ทางดา้นขวาเทา่กบั L

lim
x→a+

f(x) = L

Ś. ลิมิตซ้าย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้
a ทางดา้นซา้ยเทา่กบั L

lim
x→a−

f(x) = L

ś. สมมติวา่ลมิิตขวาและลมิิตซา้ยของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a มีคา่ แลว้

lim
x→a

f(x) = L ก็ตอ่เมืÉอ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)



řśŚ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
ตัวอย่าง Ŝ.ř.Š พิจารณาคา่มิลติ lim

x→2
f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =


√
6− x เมืÉอ 0 < x < 2

4− x เมืÉอ 2 < x < 5

ตัวอย่าง Ŝ.ř.š จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1



Ŝ.ř. ลมิติของฟังกช์นั řśś

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŘ จงหาอธิบายคา่ของลมิิต lim
x→1

1

x− 1

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řř จากทฤษฎีสมัพทัธภาพของไอนส์ไตนก์ลา่ววา่ มวลสารทีÉเคลืÉอนทีÉm เปลีÉยนแปลง
ตามความเรว็ v ทีÉมวลนัÊนเคลืÉอนทีÉ คือ

m =
m0√
1− v2

c2

โดยทีÉ m0 คือมวลสารทีÉหยดุนิÉง และ c คือความเรว็แสง จงอธิบายวา่เมืÉอวตัถเุคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็
เคลืÉอนทีÉเขา้ใกลค้วามเรว็แสง แลว้มวลทีÉเปลีÉยนแปลงไปอยา่งไร



řśŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Ŝ.ř

ř. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř.ř lim

x→0
(x− 1)

√
2 + x ř.Ś lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
ř.ś lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

Ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

Ś.Ś lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

Ś.ś lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

Ś.Ŝ lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

Ś.ŝ lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

Ś.Ş lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

Ś.ş lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

Ś.Š lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

Ś.š lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

Ś.řŘ lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ś.ř lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

ś.Ś lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

ś.ś lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

ś.Ŝ lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

ś.ŝ lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

ś.Ş lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

ś.ş lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

ś.Š lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

ś.š lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4

Ŝ. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊในรูปตวัแปร x

Ŝ.ř lim
h→0

1
x+h

− 1
x

h

Ŝ.Ś lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

Ŝ.ś lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

Ŝ.Ŝ lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

ŝ. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1| − 3x+ 1

|1− x| − 2

Ş. ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคา่ของ f(4)



Ŝ.ř. ลมิติของฟังกช์นั řśŝ

ş. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ş.ř lim

x→3
(2x+ |x− 3|)

ş.Ś lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

ş.ś lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

ş.Ŝ lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

Š. กาํหนดให้ f(x) =
x3 − 2x+ 5 เมืÉอ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมืÉอ |x| > 2

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

š. จงหาคา่ของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

řŘ. จงหาคา่ของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

řř. จงหาจาํนวนจรงิ k ซึÉงทาํให้ lim
x→−3

f(x) มีคา่ เมืÉอ f(x) =

2x+ 5 เมืÉอ x < −3

kx2 + 2 เมืÉอ x ≥ −3

řŚ. จงหาจาํนวนจรงิ a และ b ซึÉงทาํให้ lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

řś. จงหาจาํนวนจรงิ a ซึÉง lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4



řśŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

Ŝ.Ś ความต่อเนืÉอง
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัซึÉงมีความสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสั จะ

เริÉมตน้จากการพิจารณาลกัษณะของกราฟตอ่ไปนีÊ

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f1

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f2

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดว้า่ฟังกช์นั f1 และ f2 ไมมี่ตอ่เนืÉองทีÉ x = 1 แต่ f3 ตอ่เนืÉองทีÉ x = 1

บทนิยาม Ŝ.Ś.ř ให้ f : D → R โดยทีÉ D ⊆ R และ a ∈ D แลว้ f ต่อเนืÉอง (continuous) ทีÉจดุ a

ก็ตอ่เมืÉอ
ř. lim

x→a
f(x) มีคา่ และ Ś. lim

x→a
f(x) = f(a)

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ś จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = a หรอืไม่

ř. f(x) =

3x2 − 2x+ 1 เมืÉอ x ̸= 1

1 + x เมืÉอ x = 1
; a = 1

Ś. f(x) =

|x|+ 3 เมืÉอ x ≤ −1

|x| − 1 เมืÉอ x > −1
; a = −1



Ŝ.Ś. ความตอ่เนืÉอง řśş
บทนิยาม Ŝ.Ś.ś ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f) จะกลา่ววา่

ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ I

ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.Ŝ ฟังกช์นัพหนุาม (polynomial function) ตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ
ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.ŝ ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองบนโดเมนของฟังกช์นันัÊน
ř. ฟังกช์นัตรรกยะ (rational function)
Ś. ฟังกช์นักรณฑ์ (radical functions)
ś. ฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั (exponential functions)
Ŝ. ฟังกช์นัลอการทิมึ (logarithmic functions)
ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมิติ (trigonometric functions)
Ş. ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั (inverse trigonometric functions)

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ş จงหาช่วงทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f(x) =
√

x+ 1

x− 1
ตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ş กาํหนดให้ k เป็นจาํนวนจรงิ โดยทีÉ

f(x) =

kx2 + 1 เมืÉอ x > 2

3x− 1 เมืÉอ x ≤ 2

เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ จงหา k



řśŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Ŝ.Ś

ř. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = a หรืÉอไม่

ř.ř a = −2; f(x) =


1

x+ 2
เมืÉอ x ̸= −2

1 เมืÉอ x = −2

ř.Ś a = 1; f(x) =

3x+ 1 เมืÉอ x < −1

2− x3 เมืÉอ x ≥ −1

ř.ś a = 3; f(x) =


2x2 − 5x− 3

x− 3
เมืÉอ x ̸= 3

6 เมืÉอ x = 3

Ś. ฟังกช์นั f(x) =


√
x2 + x เมืÉอ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมืÉอ − 1 < x < 1

1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมืÉอ 1 < x ≤ 4

ตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม่
ś. จงขยายโดเมนเพืÉอทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ

ś.ř f(x) =
x2 + x− 2

x− 1
ś.Ś f(x) =

x3 − 8

x2 − 4

Ŝ. จงหาคา่ a และ b ทีÉทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืÉองบน (−∞,∞) เมืÉอ

f(x) =


x2 − 4

x− 2
เมืÉอ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมืÉอ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมืÉอ x ≥ 3

ŝ. จงหาช่วงทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉอง
ŝ.ř f(x) =

x

x2 + 5x+ 6

ŝ.Ś f(x) =
sinx
x+ 1

ŝ.ś f(x) =

√
1 +

1

x

ŝ.Ŝ f(x) = ℓn(1 + cosx)



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řśš

Ŝ.ś อนุพนัธแ์ละการประยุกต์
พิจารณาฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉของวตัถุชนิดหนึÉงกบัเวลาทีÉมีสมการเป็น s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนว่ยวินาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมืÉอสนใจความเรว็เฉลีÉยของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êสามารถหาไดจ้าก

ความเรว็เฉลีÉย =
ระยะทางทีÉเคลืÉอนทีÉได้
เวลาทีÉใชใ้นการเคลืÉอนทีÉ

หรอือาจเขียนไดเ้ป็น
ความเรว็เฉลีÉยในชว่งเวลา t1 ถงึ t2 = s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เชน่ ความเรว็ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êในช่วงเวลา ř วินาที ถงึ ś วินาที คือ

ความเรว็เฉลีÉยในช่วงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วินาที

โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วนิยาม อัตราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย (average rate of change) ของ
ฟังกช์นัอืÉน ๆ ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม Ŝ.ś.ř ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้

∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวา่อัตราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย ของ y เทียบกบั x บนชว่ง [x1, x2]

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ś ให้ f(x) = x3 − x2 + x จงหาอตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั
x บนชว่ง [−1, 1]



řŜŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตอ่ไปเราสนใจ ความเร็ว ณ ตาํแหน่งต่าง ๆ ทีÉเกดิขึÊนจริง ของการเคลืÉอนทีÉเรยีกวา่ความเร็ว
ชัÉวขณะ ตวัอยา่งเช่น ความเรว็ ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเรว็เฉลีÉยบนชว่ง [2, t] เมืÉอ t ใกล้ ๆ 2 นัÉนคือ t− 2 = ∆t → 0 แลว้

ความเรว็ขณะ t = 2 คือ lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดว้า่

lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4
t2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4
(t2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4
(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1

ดงันัÊน ความเรว็ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êขณะ t = 2 เทา่กบั ř เมตร/วินาที
โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วสามารถขยายไปยงัฟังกช์นัอืÉน ๆ เรยีกวา่ อัตราการเปลีÉยนแปลง

ขณะหนึÉง (instantaneous rate of change) ของฟังกช์นั f ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม Ŝ.ś.ś ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้ อัตราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉง ของฟังกช์นั f

ทีÉจดุ x0 นิยามโดย

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝ อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของฟังกช์นั f(x) = x2 + x ทีÉจดุ x = 1



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŜř

บทนิยาม Ŝ.ś.ŝ เส้นสัมผัส (tangent line) กบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ P (a, f(a)) ผา่นจดุ P จะ
มีคา่ความชนัเทา่กบั

m = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถา้ลมิิตนี Êมีคา่

และสมการเสน้สมัผสัคือ y = m(x− a) + f(a)

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสน้สมัผสัทีÉจดุ x = a

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ş จงหาสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีÉจดุ P (2, 1)

จากแนวคิดอตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของฟังกช์นั y = f(x) พิจารณากราฟ

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

จากกราฟอตัราการเปลีÉยนแปลงของของฟังกช์นั y = f(x) กบัการเปลีÉยนแปลงคา่ของตวัแปร
อิสระของ x ในชว่ง x กบั x+∆x คือ

∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x



řŜŚ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ถา้ ∆x เขา้ใกล้ Ř จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวา่อนพุนัธข์องฟังกช์นั

โดยไลบนิ์ซไดใ้ชส้ญัลกัษณ์ dy

dx
เรยีกวา่ สญักรณไ์ลบนิ์ซ (Leibniz notation)

และลากรานจไ์ดใ้ชส้ญัลกัษณ์ f ′(x) เรยีกวา่ สญักรณล์ากรานจ์ (Lagrange notation)
บทนิยาม Ŝ.ś.ş ให้ f เป็นฟังกช์นั และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

วา่อนุพนัธข์องฟังกชั์น (derivative of function) ของ f เทีÉยบกบั x หรอืกลา่ววา่ f หาอนุพนัธไ์ด้
(differentiable) ทีÉ x เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา้ a ∈ Dom(f) แลว้อนพุนัธ์ f ทีÉจดุ x = a เขียนแทนดว้ย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นัÉนคือ

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

ถา้ให้ h = ∆x จะไดว้า่อนพุนัธข์องฟังกช์นัของ f เทีÉยบกบั x คือ

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สาํหรบัอนพุนัธ์ f ทีÉจดุ x = a ถา้ให้ x = a+∆x จะได้∆x = x− a ดงันัÊน

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
หรอื f ′(a) = lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีÉจดุ x = 2



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŜś

ตัวอย่าง Ŝ.ś.š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = x2 + 3x

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŘ จงตราจสอบวา่ฟังกช์นั

f(x) =

x2 + 1 เมืÉอ x < 1

2x เมืÉอ x ≥ 1

หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 1 หรอืไม่



řŜŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řř จงหาอนพุนัธท์างขวา อนพุนัธท์างซา้ย และอนพุนัธที์Éจดุ x = 0 ของฟังกช์นั f เมืÉอ
ř. f(x) = |x|

Ś. f(x) = x|x|

ทฤษฎบีท Ŝ.ś.řŚ ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ a แลว้ f จะตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řś จงยกตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท Ŝ.ś.řŚ



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŜŝ

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŜ กราฟของฟังกช์นั y = f(x) บนช่วง [−6, 6] ดงักราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

จงเติมคาํตอบในชอ่งวา่งใหส้มบรูณ์

จดุ คา่อนพุนัธท์างขวา คา่อนพุนัธท์างซา้ย คา่อนพุนัธ์
x = −6

x = −5

x = −3

x = −1

x = 0

x = 3

x = 4

x = 5

x = 6

บทนิยาม Ŝ.ś.řŝ ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f) จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f

หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ I

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŞ จงตรวจสอบวา่

f(x) =

x2 + 1 เมืÉอ x > 0

2x+ 1 เมืÉอ x ≤ 0

หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) หรอืไม่



řŜŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ทฤษฎบีท Ŝ.ś.řş ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้

ř. d

dx
(c) = 0 เมืÉอ c เป็นคา่คงทีÉ

Ś. d

dx
(x) = 1

ś. d

dx
(xn) = nxn−1 เมืÉอ n เป็นจาํนวนจรงิ

Ŝ. d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x) เมืÉอ c เป็นคา่คงทีÉ

ŝ. d

dx
[f(x)± g(x)] =

d

dx
f(x)± d

dx
g(x)

Ş. d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

ş. d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2
เมืÉอ g(x) ̸= 0

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řŠ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

Ś. y = 2
√
x− x+ π

ś. f(x) = 1

x
+

1

x2
+

1

x3

Ŝ. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

ตัวอย่าง Ŝ.ś.řš จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1)

Ś. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŜş

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŚŘ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x+ 1

x− 1

Ś. y =
1

x2 + 1

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Śř จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีÉจดุ (1, 1

2
)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŚŚ จงหาจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีÉมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X



řŜŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ฟังกช์นัประกอบของ f และ g คือ f ◦ g โดยทีÉ f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหวัขอ้นี Êจะศกึษาวา่ถา้
f แลว้ g หาอนพุนัธไ์ด้ แลว้ f ◦ g หาอนพุนัธไ์ดด้ว้ยและ

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา่ กฎลูกโซ่ (Chain rule) ซึÉงถกูคน้พบโดยนกัคณิตศาสตร์เลืÉองชืÉอชาวสก็อตแลนด์นาม
วา่ เจมส์ เกร็กกอรี (James Gregory, řŞśŠ-řŞşŝ) ในวิชานี Êจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์แต่จะนาํไป
ประยกุตใ์ชใ้นการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัทีÉมีความซบัซอ้นมากยิÉงขึ Êน
ตัวอย่าง Ŝ.ś.Śś กาํหนดให้ f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

จากกฎลกูโซเ่มืÉอกาํหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว้
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŚŜ กาํหนดให้ y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŜš

ทฤษฎบีท Ŝ.ś.Śŝ ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้
d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŚŞ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = (x3 − 1)100

Ś. h(x) = 1
3
√
x2 + x+ 1

ś. g(t) =
(

t− 2

2t+ 1

)9

Ŝ. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4



řŝŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
บทนิยาม Ŝ.ś.Śş อนุพนัธอั์นดับสูง (Higher order derivatives)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์ได้ และ f ′ เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์ได้ แลว้ f ′′ จะเรยีก
วา่อนุพนัธอั์นดับสอง (second derivative) ของ f นิยามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
ให้ n ∈ N และ f (0) = f อนุพนัธอั์นดับ n ของ f เขียนแทนดว้ย f (n) นิยามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŚŠ กาํหนดให้ f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Śš สมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถชิุ ÊนหนึÉง s = 2t3 − 5t2 + 3t + 4 เมืÉอ s มีหน่วยเป็น
เซนติเมตร และ t มีหน่วยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีÉขณะ 2 วินาที



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŝř

อนุพนัธข์องฟังกชั์นอืÉน ๆ

ř. d

dx
ex = ex

Ś. d

dx
ax = axℓna

ś. d

dx
ℓn|x| = 1

x

Ŝ. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
ŝ. d

dx
sinx = cosx

Ş. d

dx
cosx = −sinx

ş. d

dx
tanx = sec2x

Š. d

dx
secx = secxtanx

š. d

dx
cotx = −csc2x

řŘ. d

dx
cscx = −cscxcotx

řř. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

řŚ. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

řś. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

řŜ. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

řŝ. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

řŞ. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ตัวอย่าง Ŝ.ś.śŘ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = xex + e−x

Ś. f(x) = xℓnx+ sin2x

ś. f(x) = sin2x

Ŝ. f(x) = (cosx)arctanx



řŝŚ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.ś.śř วตัถชิุ ÊนหนึÉงผกูติดกบัสปรงิมีสมการการเคลืÉอนทีÉคือ
x(t) = 5sin(2πt) เมตร

จงหาความเรว็และความเรง่ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถชิุ Êนนี Ê ขณะเวลา ř วินาที

ตัวอย่าง Ŝ.ś.śŚ สมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถชุนิดหนึÉงคือ
x(t) = cos(2000πt+ 10) เมตร

จงหาความเรว็และความเรง่ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถชิุ Êนนี Ê ขณะเวลา ř วินาที



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŝś

คา่สดุขีดหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุของฟังกช์นั ซึÉงใช้การตรวจสอบจากอนพุนัธ์โดยการ
แปลความหมายทางเรขาคณิต และนัÉนหมายถงึการนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้ปัญหาคา่สงูสดุตํÉา
สดุทีÉมกัพบในโลกจรงิได้
บทนิยาม Ŝ.ś.śś ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง I แลว้จะกลา่ววา่
ř. f เป็นฟังกชั์นเพิÉม (increasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมืÉอ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) < f(x2)

Ś. f เป็นฟังกชั์นลด (decreasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมืÉอ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) > f(x2)

ทฤษฎบีท Ŝ.ś.śŜ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (a, b) จะไดว้า่
ř. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง [a, b]
Ś. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง [a, b]
ś. ถา้ f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัคงตวับนช่วง [a, b]

ตัวอย่าง Ŝ.ś.śŝ จงหาชว่งทีÉทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊ เป็นฟังกช์นัเพิÉม และเป็นฟังกช์นัลด
ř. f(x) = x2 − 2x+ 3

Ś. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2



řŝŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
บทนิยาม Ŝ.ś.śŞ ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่
ř. f(c) เป็นค่าสูงสุด (maximum value) หรอืค่าสูงสุดสัมบรูณ์ (absolute maximum value)

บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

Ś. f(c) เป็นค่าตํÉาสุด (minimum value) หรอืค่าตํÉาสุดสัมบรูณ์ (absolute minimum value)
บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

ś. f(c) เป็นค่าสุดขีด (extreme value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) เป็นคา่สงูสดุหรอืคา่ตํÉาสดุของ f
บน S

ตัวอย่าง Ŝ.ś.śş จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x2 + 1 บนชว่งทีÉกาํหนดโดยใชก้ราฟทีÉกาํหนด
ให้
ř. [0, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

Ś. [−1, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

ś. [−2, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

Ŝ. [1,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

ŝ. (−∞, 1]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

Ş. (−∞,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŝŝ

บทนิยาม Ŝ.ś.śŠ ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่
ř. f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ (relative maximum value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ มี δ > 0 ซึÉง

f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

Ś. f(c) เป็นค่าตํÉาสุดสัมพทัธ์ (relative minimum value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ มี δ > 0 ซึÉง
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

ś. f(c) เป็นค่าสุดขีดสัมพทัธ์ (relative extreme value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f บน S

รูปทีÉ Ŝ.ř: ตวัอยา่งกราฟทีÉเกิดคา่สงูสดุและตํÉาสดุสมัพทัธบ์นช่วง [a, b]

X

Y

a b

จากแนวคิดของแฟร์มาต์ทีÉพบวา่จดุทีÉ เกิดคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุตอ้งทีÉ มี เสน้สมัผสัของเสน้โคง้
ขนานกบัแกน X หรอืความชนัเป็น Ř ตอ่มาไดข้ยายไปยงักรณีทีÉความชนัคา่ไมไ่ด้
ทฤษฎบีท Ŝ.ś.śš ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้

ถา้ f มีคา่สดุขีดสมัพทัธที์Éจดุ c แลว้ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่
บทนิยาม Ŝ.ś.ŜŘ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้จะเรยีก

c วา่จุดวกิฤต (critical point) ของฟังกช์นั f ก็ตอ่เมืÉอ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่



řŝŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝř จงหาจดุวิกฤตของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 − 12x+ 7

Ś. f(x) = 3
√
x− 1

ś. f(x) = 1

x3

Ŝ. f(x) = xex



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŝş

โดยทฤษฎีบท Ŝ.ś.śš สรุปได้วา่การจะหาคา่สดุขีดสมัพทัธ์ยอ่มตอ้งหาจดุวิฤตเป็นอนัดบัแรก
จากนาํจดุวิกฤตมาตรวจสอบวา่จดุนัÊนใหค้า่สงูสดุสมัพทัธห์รอืตํÉาสดุสมัพทัธ์ ทาํไดโ้ดย Ś วิธี คือการ
ทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง และ การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง
ทฤษฎบีท Ŝ.ś.ŜŚ การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับหนึÉง (First derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง S และ c ∈ S เป็นจดุวิกฤตของ f แลว้ มี δ > 0 ซึÉง
ř. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้

f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
Ś. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้

f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0

อาจพิจารณาเครืÉองหมายของ f ′ โดยแทน + เมืÉอ f ′(x) > 0 และ − เมืÉอ f ′(x) < 0 บนเสน้จาํนวน
จะไดว้า่ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธเ์มืÉอสอดคลอ้ง

+

c

−

f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธ์ เมืÉอสอดคลอ้ง
−

c

+

ถา้เครืÉองหมายไม่สอดคลอ้งทัÊง Ś กรณี สรุปได้วา่จดุวิกฤตนัÊนไมใ่ช่จดุทีÉให้คา่ตํÉาสดุสมัพทัธ์และ
สงูสดุสมัพทัธ์
ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝś จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2



řŝŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
Ś. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

ทฤษฎบีท Ŝ.ś.ŜŜ การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับสอง (Second derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยทีÉ f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา่ได้
แลว้
ř. f ′′(c) < 0 แลว้ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
Ś. f ′′(c) > 0 แลว้ f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝŝ จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 − 3x+ 1

Ś. f(x) = xex



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŝš

ขัÊนตอนการหาค่าสุดขดี
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) หาคา่สดุขีดไดด้งันี Ê
ř. หาจดุวิกฤติ c ของ f

Ś. หาคา่ f(c) ทัÊงหมด f(a) และ f(b)

ś. เปรยีบเทียบคา่ในขัÊนตอนทีÉ Ś โดย
• คา่มากทีÉสดุ จะเป็นคา่สงูสดุของ f บน [a, b]

• คา่นอ้ยทีÉสดุ จะเป็นคา่ตํÉาสดุของ f บน [a, b]

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŜŞ จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชว่ง [−3, 3]

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝş สมการการเคลืÉอนทีÉแบบ SHM ของวตัถชิุ ÊนหนึÉงคือ
x(t) = sin(10πt) เมตร

จงหาเวลาทีÉวตัถเุคลืÉอนทีÉไดไ้กลสดุ ในช่วงเวลาไมเ่กิน ŝ วินาที



řŞŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ปัญหาค่าสูงสุดและค่าตํÉาสุดของฟังกชั์น
การนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้โจทยปั์ญหาเกีÉยวกบัการหาคา่สงูสดุและคา่ตํÉาสดุ โดยทัÉวไปเรา

มกัจะจาํลองปัญหาดงักลา่วในรูปของฟังกช์นั เช่นให้
y = f(x) แทนฟังกช์นัของปัญหาดงักลา่ว

เราอาจจะตอ้งหาคา่สดุขีดของ y เมืÉอ x เป็นคา่ ๆ หนึÉง โดยใชก้ระบวนการหาดงัขัÊนตอนการหาคา่
สดุขีด ดงัจะแสดงตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŜŠ เมืÉอนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 จงหาผลคณูทีÉมากทีÉสดุของ
สองจาํนวนนัÊน

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝš มีไมท้าํรัÊวยาว 800 เมตร นาํมาลอ้มรัÊวบา้นเป็นรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ โดยใชบ้า้นเป็น
รัÊวดา้นหนึÉง จงหาพื ÊนทีÉมากสดุทีÉลอ้มรัÊวนี Êได้



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŞř

การหาลิมิตอยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนดสาํหรบัฟังกช์นัตรรกยะ หรอืฟังกช์นัทีÉสามารถเปลีÉยน
รูป หรอืใชบ้างทฤษฎีบทมาช่วยในการหาคา่ลิมิต แต่ฟังกช์นัทีÉซบัซอ้นยิÉงขึ Êนอาจใชว้ิธีดงักลา่วไม่ได้
เชน่

lim
x→1

ℓnx+ x− 1√
x− 1

ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึหลักเกณฑล์อปีตาล (l 'Hospital's rule) ซึÉงถกูเขียนไวใ้นหนงัสือชืÉอAnalyse
des Infiniment Pertits ในปี řŞšŞ โดยนกัคณิตศาสตรช์าวฝรัÉงเศสนามวา่ มาควิส เดอ โลปิตาล
(Marquis de l’Hospital, řŞŞř-řşŘŜ) แตผู่ค้นพบกฏนีÊคือ จอหน์ แบรน์ลูลี (John Bernoulli, řŞŞş-
řşŜŠ) นกัคณิตศาสตรช์าวสวิส
ทฤษฎบีท Ŝ.ś.ŝŘ หลักเกณฑล์อปีตาล

ř. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้น S = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ) สาํหรบับางคา่ δ > 0

g(x) ̸= 0 และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา้ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

Ś. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา้ lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

ś. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x < N สาํหรบับางคา่ N < 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา้ lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะใชก้บัรูปแบบยงัไม่กาํหนด 0

0
และ ∞

∞
เทา่นัÊน แตเ่ราอาจประยกุตใ์ช้

หลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืÉน ๆ ดงัตอ่ไปนีÊ
∞−∞ 0 · ∞ 1∞ ∞0 00

แตจ่ะไมพิ่สจูนห์ลกัเกณฑล์อปีตาลในวิชานี Ê ผูส้นใจอาจศกึษาไดจ้ากแคลคลูสัขัÊนสงู



řŞŚ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝř จงหาลมิิตของ
ř. lim

x→0

tan6x
x

Ś. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝŚ จงหาลมิิตของ
ř. lim

x→0+
(cotx− cscx)

Ś. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŞś

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝś จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝŜ จงหาลมิิตของ lim
x→0+

xℓnx

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝŝ จงหาลมิิตของ lim
x→0+

xx



řŞŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Ŝ.ś

ř. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x

ř.ř f(x) = 3x− x2 บนชว่ง [−2, 2]

ř.Ś f(x) = cosx บนชว่ง [0, π]

Ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ โดยใชบ้ทนิยาม
Ś.ř f(x) =

√
x Ś.Ś f(x) = 1− 3x2

ś. จงตราจสอบวา่ f(x) =

x2 − 1 เมืÉอ x > 0

2x− 1 เมืÉอ x ≤ 0
หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 0 หรอืไม่

Ŝ. ให้ f ′(x) = |2x2 − 4|+ |x2 + x− 1| จงหา f ′(1)

ŝ. ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั ถา้ฟังกช์นั f(x) =

x2 เมืÉอ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมืÉอ x > 1

หาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ จงหาคา่ของ a และ b

Ş. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีÉจดุ x = a

Ş.ř f(x) = x3 ; a = 2

Ş.Ś f(x) = sinx ; a = π

ş. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ş.ř f(x) = x10 + x7 − x

ş.Ś f(x) = x−2 − x−1 − 1

ş.ś f(x) =

√
x√

x+ 1

ş.Ŝ f(x) =
1

x3 + x− 1

ş.ŝ f(x) = x5 + 2x+ π2

ş.Ş y =
x2 + x√
x+ 1

Š. ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

š. ให้ f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

řŘ. จงหาจดุบนเสน้โคง้ y = x4 − 6x2 + 4 ทีÉมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X

řř. จงหาอนพุนัธข์อง f ทกุ ๆ จดุทีÉหาอนพุนัธไ์ด้

řř.ř f(x) =

x3 + 3 เมืÉอ x < 1

3x+ 1 เมืÉอ x ≥ 1
řř.Ś f(x) =

x3 + 1 เมืÉอ x < 1

3x+ 1 เมืÉอ x ≥ 1



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŞŝ

řŚ. พิจารณาวา่ฟังกช์นั g หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุใดบา้ง พรอ้มทัÊงรา่งกราฟ g และ g′

g(x) =


2x เมืÉอ x ≤ 0

2x− x2 เมืÉอ 0 < x < 2

2− x เมืÉอ x ≥ 2

řś. กาํหนดให้
f(x) =

x2 เมืÉอ x ≤ 2

mx+ b เมืÉอ x > 2

จงหาคา่ของ m และ b ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ
řŜ. จงหา dy

dx
เมืÉอ

řŜ.ř y = u3 − 2u และ u =
√
x

řŜ.Ś y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

řŜ.ś y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

řŜ.Ŝ y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

řŝ. จงหา dy

dt
เมืÉอ

řŝ.ř y = u− u2, u = x− x3 และ x =
√
t+ 1

řŝ.Ś y = 5 + 3u−2, u =
√
x และ x = t2

řŞ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řŞ.ř f(x) = (x2 + 1)

√
x2 − 1

řŞ.Ś F (x) = (4x− x2)99

řŞ.ś f(x) = (x+
√
x)5

řŞ.Ŝ f(x) = (1 + x4)
2
3

řŞ.ŝ f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

řŞ.Ş f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

řş. ให้ F (x) = f ◦ g(x) เมืÉอ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

řŠ. ถา้ h(x) =
√

4 + 3f(x) เมืÉอ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

řš. ให้ r(x) = f(g(h(x))) เมืÉอ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

ŚŘ. ให้ y = f

(√
x− 1√

x

)
เมืÉอ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ทีÉ x = 1

Śř. ให้ y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมืÉอ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ทีÉ x = 1

ŚŚ. ให้ y = x3 + 3x2 + 3x จงหา dx

dy
ในรูป y

Śś. จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองและอนัดบัสาม ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ



řŞŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
Śś.ř f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

Śś.Ś f(x) = x10 + x7 − x

Śś.ś f(x) =
√
x+ 3

√
x

Śś.Ŝ f(x) = (x− 1)(x+ 1)

Śś.ŝ f(x) =
1

x+ 1

Śś.Ş f(x) =
1√
x− 1

Śś.ş f(x) =
1

x2 + 1

ŚŜ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ŚŜ.ř f(x) = cotxsec2x
ŚŜ.Ś f(x) = sin2x+ xcosx
ŚŜ.ś f(x) = extanex
ŚŜ.Ŝ f(x) = e−cotx2

ŚŜ.ŝ f(x) =
√
e−x2 + cosx

ŚŜ.Ş f(x) = 2secxcot(xex)
ŚŜ.ş f(x) =

sin(2ex)
1 + tan(x−1)

+ etanx

ŚŜ.Š f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

ŚŜ.š f(x) = sin(sec√x)

ŚŜ.řŘ f(x) = etanx + sin5x
ŚŜ.řř f(x) =

√
x− arccosx2

ŚŜ.řŚ f(x) = x3arcsin(ex + x)

ŚŜ.řś f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)
ŚŜ.řŜ f(x) = arccsc3x
ŚŜ.řŝ f(x) = cos(arctanx)sin2x
ŚŜ.řŞ f(x) = arccot3xarctan4x

Śŝ. จงหาช่วงทีÉทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊ เป็นฟังกช์นัเพิÉม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ
Śŝ.ř f(x) = x3 − 6x2 + 9x

Śŝ.Ś f(x) =
x

x+ 1

Śŝ.ś f(x) = (x− 1)
2
3

Śŝ.Ŝ f(x) = (6− x)x
1
5

ŚŞ. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ
ŚŞ.ř f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]
ŚŞ.Ś f(x) =

x

x+ 3
; [−1, 5]

Śş. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ
Śş.ř f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

Śş.Ś f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

Śş.ś f(x) =
x− 2

x+ 2

Śş.Ŝ f(x) = (1− x2)(1− x)

Śş.ŝ f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

Śş.Ş f(x) =
|x|

1 + |x|

ŚŠ. จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) =
x2 + 100

x2 − 25
บนชว่ง [−1, 3]

Śš. จงหาความสงูและรศัมีของฐานของรูปทรงกระบอกกลมตรงทีÉมีปรมิาตรมากทีÉสดุ ทีÉบรรจุใน
กรวยกลมซึÉงมีรศัมีของฐานยาว řŚ นิ Êว และสงู śŘ นิ Êว โดยทีÉฐานของทรงกระบอกอยู่บนฐาน
ของกรวย



Ŝ.ś. อนพุนัธ์และการประยกุต์ řŞş

śŘ. กระป๋องรูปทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร řŚŝ ลกูบาศก์เซนติเมตร มีฝาปิดหวัทา้ย ฝาปิด
ทาํจากแผน่โลหะบางรูปสีÉเหลีÉยมจตุรสั และผิวดา้นขา้งทาํจากรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ จงหารศัมี
และความสงูของกระป๋องทีÉทาํใหใ้ชป้รมิาณโลหะนอ้ยทีÉสดุ

śř. จงหาจดุบนพาราโบลา y = x2 ทีÉอยูใ่กลจ้ดุ (3, 0) มากทีÉสดุ
śŚ. จงหาดา้นของรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ทีÉมีพื ÊนทีÉมากทีÉสดุทีÉบรรจุลงไปในสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีดา้น

ประชิดมมุฉากทัÊงสองดา้นคือ a และ b

śś. โรงเรยีนแหง่หนึÉงนาํนกัเรยีนไปทศันศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนกัเรยีนคนละ řŝŘบาท ถา้มีนกัเรยีน
ไมเ่กิน řŝŘ คน แตถ่า้นกัเรยีนไปเกิน řŝŘ คนจะเก็บลดลง ŝŘ สตางคค์ณูดว้ยจาํนวนคนทีÉเกิน
จากจาํนวน řŝŘ คน นกัเรยีนควรไปทศันศกึษากีÉคนจงึจะทาํใหโ้รงเรยีนเก็นเงินไดม้ากสดุ

śŜ. จงหาสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีÉ มีปรมิาตรมากทีÉสดุ และสามารถบรรจุในทรงกลมรศัมี r

หน่วย
śŝ. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

śŝ.ř lim
x→0+

sinx√
x

śŝ.Ś lim
x→0

cos2x− 1

x

śŝ.ś lim
x→π

2

cosx
x− π

2

śŝ.Ŝ lim
x→0

ex − cos2x
xsinx

śŝ.ŝ lim
x→0

x− sinx
x− tanx

śŝ.Ş lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

śŝ.ş lim
x→0+

cot3x
cot2x

śŝ.Š lim
x→0

ex − x− 1

x2

śŝ.š lim
x→∞

xℓnx
x+ ℓnx

śŝ.řŘ lim
x→∞

2e2x + ℓnx
e2x + x2

śŝ.řř lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

śŝ.řŚ lim
x→1

ℓnx
x− 1

śŝ.řś lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

śŝ.řŜ lim
x→0+

(tanx)ℓn(sinx)

śŝ.řŝ lim
x→1+

(
1

ℓnx +
x

x− 1

)
śŝ.řŞ lim

x→π
2
−
(tan5x− tanx)

śŝ.řş lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)

śŝ.řŠ lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)
śŝ.řš lim

x→0
(1 + x)

1
x

śŝ.ŚŘ lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

śŝ.Śř lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

śŝ.ŚŚ lim
x→1

(1− x)ℓnx

śŝ.Śś lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

śŝ.ŚŜ lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

śŝ.Śŝ lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

śŝ.ŚŞ lim
x→0+

(x+ sinx)tanx
śŝ.Śş lim

x→0+
(cosx)cotx



řŞŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

Ŝ.Ŝ ปริพนัธแ์ละการประยุกต์
บทนิยาม Ŝ.Ŝ.ř เรยีกฟังกช์นั f วา่หาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I ถา้มีฟังกช์นั F ซึÉง

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วา่เป็นปฏยิานุพนัธ์ (antiderivative) ของฟังกช์นั f บนชว่ง I

ในบางครัÊงเราจะละการบอกชว่ง I ในบทนิยาม Ŝ.Ŝ.ř แต่เขา้ใจตรงกนัวา่ F เป็นปฏิยานุพนัธ์
บนชว่งทีÉฟังกช์นั F หาอนพุนัธไ์ด้
ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Ś จงหาปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ อยา่งนอ้ย Ś ฟังกช์นั
ř. f(x) = 3x2

Ś. f(x) = cosx

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.ś ถา้ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I แลว้มีคา่คงตวั C ซึÉง
G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วา่ปฏยิานุพนัธท์ัÉวไป (general antiderivative) ของ f บนชว่ง I
บทพิสูจน์. สมมติวา่ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I ให้ x ∈ I

จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) และ G′(x) = f(x) แลว้
(G− F )′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0 ทกุ x ∈ I

ดงันัÊน (G− F )(x) = C เมืÉอ C เป็นคา่คงตวั สรุปไดว้า่ G(x) = F (x) + C

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.Ŝ ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะเรยีกปฏิยานพุนัธท์ัÉวไปของ f วา่ ปริพนัธ์
ไม่จาํกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดว้ย

∫
f(x) dx จะไดว้า่

∫
f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วา่เครืÉองหมายปรพินัธ์ (integral sign)

เรยีก f(x) วา่ตวัถกูปรพินัธ์ (integrand)
เรยีก x วา่ตวัแปรของปรพินัธ์ (variable of integral)
เรยีก C วา่คา่คงตวัของปรพินัธ์ (constant of integral)



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řŞš

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.ŝ ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาปฏิยานพุนัธไ์ด้ และ k เป็นคา่คงตวัแลว้

ř.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

Ś.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

ś.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

Ŝ.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx

จากความรูเ้รืÉองอนพุนัธข์องฟังกช์นัจะไดว้า่∫
1 dx = x+ C∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมืÉอ n ̸= −1∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx =

ax

ℓna + C∫
sinx dx = −cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
secxtanx dx = secx+ C∫
sec2x dx = tanx+ C∫
cscxcotx dx = −cscx+ C∫
csc2x dx = −cotx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C = −arccscx+ C



řşŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Ş จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ş จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř.
∫ √

x(x− 1) dx

Ś.
∫

(x− 1)2

x2
dx



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řşř

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Š จงหาปรพินัธ์
∫

2 + x2

1 + x2
dx

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.š อนภุาคหนึÉงเคลืÉอนทีÉตามแนวแกน X ดว้ยความเรง่ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น
√
t+ sint− 5 ฟตุ/วินาที2

เมืÉอ t = 0 อนภุาคอยู่หา่งจากจดุกาํเนิดไปทางซา้ย śŘ ฟตุ และอนภุาคเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็ ŚŘ
ฟตุ/วินาที จงหาสมการการเคลืÉอนทีÉ



řşŚ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.řŘ การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า (Integration by substitution)
ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง I และ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปฏิยานพุนัธ์
ไดบ้น I แลว้ ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.řř จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř. ∫ (2x+ 1)10 dx

Ś. ∫ x
√
x2 + 1 dx

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.řŚ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต ∫
x2
√
x− 2 dx
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บทนิยาม Ŝ.Ŝ.řś เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วา่ผลแบ่งกัÊน (partition) ของชว่ง [a, b] ซึÉงจดุ
ใน P แบง่ช่วง [a, b] ออกเป็น n ชว่งคือ

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นัÉนคือ [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมืÉอ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.řŜ ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กัÊน [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้

mk เป็นคา่ของ f ทีÉนอ้ยทีÉสดุในชว่ง [xk−1, xk]

Mk เป็นคา่ของ f ทีÉมากทีÉสดุในชว่ง [xk−1, xk]

และให้

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วา่ผลบวกล่าง (lower sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

และเรยีก U(P, f) วา่ผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

อาจแสดงผลบวกลา่งและผลบวกบนไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk



řşŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถา้ให้ A เป็นพื ÊนทีÉปิดลอ้มดว้ยกราฟ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b] สรุปไดว้า่
L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.řŝ ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กัÊน [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้ x∗

k ∈ [xk−1, xk] หรอื
mk ≤ f(x∗

k) ≤ Mk แลว้

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วา่ผลบวกรีมันน์ (Riemann sum) ของ f บนช่วง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

จากการบทนิยามผลบวกรมีนันจ์ะไดว้า่
L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.řŞ ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}

เป็นผลแบง่กัÊน [a, b] ถา้ lim
n→∞

∥P∥ = 0 โดยทีÉ
∥P∥ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว้ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา่ และ
lim

n→∞
L(P, f) = lim

n→∞
S∗(P, f) = lim

n→∞
U(P, f) = A

เมืÉอ A เป็นพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b]
บทนิยาม Ŝ.Ŝ.řş ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และ P เป็นผลแบง่กัÊน [a, b] ถา้

lim
n→∞

S∗(P, f) = L

จะกลา่ววา่ f หาปริพนัธ์ได้ (integrable) บน [a, b] และเรยีกคา่ลิมิต L วา่ ปริพนัธ์จาํกัดเขต
(definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดว้ย∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วา่ลิมิตล่าง (lower limit) และลิมติบน (upper limit) ตามลาํดบั



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řşŝ

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.řŠ กาํหนดให้ f และ g หาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] และ k เป็นคา่คงทีÉ แลว้

ř.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมืÉอ c ∈ [a, b]

Ś.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

ś.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

Ŝ.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

ŝ.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

Ş.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมืÉอ c ∈ [a, b]

ş. ถา้ f(x) ≥ 0 สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

Š. ถา้ f(x) ≤ g(x) สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

š.
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.řš ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 5] โดยทีÉ∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา

ř.
∫ 3

3

f(x) dx

Ś.
∫ 1

5

f(x) dx

ś.
∫ 5

3

f(x) dx

Ŝ.
∫ 3

5

f(x) dx

ŝ.
∫ 1

3

f(x) dx

Ş.
∫ 1

0

f(x) dx



řşŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ŚŘ จงหา
∫ 3

−1

4 dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Śř จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ŚŚ จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řşş

พิจารณาฟังกช์นั f ตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พื ÊนทีÉใตก้ราฟของ f บน
[a, x] แสดงไดด้งัรูป

รูปทีÉ Ŝ.Ś: พื ÊนทีÉใตก้ราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.Śś ทฤษฎบีทหลักมูลบททีÉหนึÉงของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กาํหนดให้

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมืÉอ x ∈ [a, b]

แลว้จะไดว้า่ F เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตวัอยา่งเชน่
ř. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

Ś. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt =

ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.ŚŜ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้
d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมืÉอ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดที้É x และมีเรนจเ์ป็นสบัเซตของ [a, b]

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Śŝ จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt
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ทฤษฎบีท Ŝ.Ŝ.ŚŞ ทฤษฎบีทหลักมูลบททีÉสองของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f บนชว่ง [a, b] แลว้∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Śş จงหาคา่ของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ŚŠ จงหาคา่ของ
ř.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

Ś.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řşš

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Śš จงหาคา่ของ
ř.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

Ś.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx



řŠŘ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Ŝ.Ŝ

ř. จงหาฟังกช์นั f ทีÉมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนีÊ
ř.ř F (x) = 5

ř.Ś F (x) = (2x+ 1)10

ř.ś F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

ř.Ŝ F (x) =
x− 1

2x+ 3

Ś. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫

x4(
√
x+ 2) dx

Ś.Ś
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

Ś.ś
∫
(x+ 1)3 dx

Ś.Ŝ
∫

x− 1

x+
√
x
dx

Ś.ŝ
∫
cosx(secx+ 3tanx) dx

Ś.Ş
∫
secx(tanx− 2cosx) dx

Ś.ş
∫

1− cos2x
cos2x dx

Ś.Š
∫

1 + cosx
sin2x dx

ś. จงหาสมการเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (−1, 2) โดยทีÉความชนัทีÉจดุ (x, y) ใดๆเป็น x3 − x2

x5

Ŝ. วตัถหุนึÉงเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรง่ตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น

6t+ cost เมตร/วินาที2

เมืÉอ t = 0 วตัถอุยูห่า่งจากจดุกาํเนิดไปทางขวา ŚŘ เมตร และเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็ řŘ เมตร/
วินาที จงหาสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Ê

ŝ. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัโดยการกาํหนดตวัแปรตอ่ไปนีÊ
ŝ.ř

∫
x2
√
1− x dx ให้ u = 1− x

ŝ.Ś
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให้ u =
√
x+ 1

ŝ.ś
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให้ u = x+ cosx

ŝ.Ŝ
∫

ℓn(x)
x

dx ให้ u = ℓnx

Ş. กาํหนดให้
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคา่ของ

Ş.ř
∫ 3

1

f(x) dx

Ş.Ś
∫ 1

5

f(x) dx

Ş.ś
∫ 10

5

f(x) dx

Ş.Ŝ
∫ 10

3

f(x) dx

Ş.ŝ
∫ 3

5

f(x) dx

Ş.Ş
∫ 5

5

f(x) dx



Ŝ.Ŝ. ปรพินัธ์และการประยกุต์ řŠř

ş. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ş.ř
∫

x4(
√
x+ 2) dx

ş.Ś
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

ş.ś
∫
(1 +

1

t
)2 dt

ş.Ŝ
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

ş.ŝ ∫ x2

1 + x2
dx

ş.Ş
∫

1− cos2x
cos2x dx

ş.ş
∫

3
√
3x+ 1 dx

ş.Š
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

ş.š
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

ş.řŘ
∫ √

1 +
√
1 + x dx

ş.řř
∫

x
√
3x2 + 2 dx

ş.řŚ ∫ 1
x
√
x−1

dx

ş.řś ∫ 1
x
√
x2−1

dx

ş.řŜ
∫

1

xℓnx4
dx

ş.řŝ
∫ sine−x

excose−x
dx

ş.řŞ
∫
secx(tanx− 2cosx) dx

ş.řş
∫
sin2xcos2x dx

ş.řŠ
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

ş.řš
∫
sin3xcos3x dx

ş.ŚŘ
∫ sin4x
cos6x dx

Š. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

Š.ř
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

Š.Ś
∫ 2

1

|3x− 2| dx

Š.ś
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

Š.Ŝ
∫ 2

−2

x+ |x| dx

Š.ŝ
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

Š.Ş
∫ 1

0

√
2− x2 dx

Š.ş
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

Š.Š
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

Š.š
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx

š. กาํหนดให้ F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา
š.ř F (1) š.Ś F ′(1) š.ś F ′′(1)

řŘ. จงหา F ′(x) เมืÉอกาํหนดให้

řŘ.ř F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

řŘ.Ś F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

řŘ.ś F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

řŘ.Ŝ F (x) =

∫ cosx
√
x

tℓn(tant) dt
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řř. กาํหนดให้
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

řř.ř
∫ 1

0.5

f(2t) dt řř.Ś
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt

řŚ. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

řŚ.ř
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

řŚ.Ś
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

řŚ.ś
∫ 1

0

|3− 4x| dx

řŚ.Ŝ
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2x
)

dx

řŚ.ŝ
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

řŚ.Ş
∫ 3π

4

0

|cosx| dx

řŚ.ş
∫ 4

−1

||x− 2| − 1| dx

řŚ.Š
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

řŚ.š
∫ 4

1

√
x(x− 1)2 dx

řŚ.řŘ
∫ 2

0

|1− x| dx

řŚ.řř
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

řŚ.řŚ
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

řŚ.řś
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3
dx

řŚ.řŜ
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

řŚ.řŝ
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

řŚ.řŞ
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

řŚ.řş
∫ π

2

0

cos4x
1 + sinx dx

řŚ.řŠ
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z dz



Ŝ.ŝ. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้ řŠś

Ŝ.ŝ สมการเชิงอนุพนัธเ์บืÊองต้น
สมการทีÉแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง ฟังกช์นักบัอนพุนัธข์องฟังกช์นันัÊน เรยีกวา่สมการเชิงอนุพนัธ์
(differential equation) ตวัอยา่งเช่น
ř. สมการการเคลืÉอนทีÉ (Equation of motion)

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

Ś. สมการการเติบโตของจาํนวนประชากร (Population growth equation)
dP

dt
= kP

ś. สมการคลืÉนในหนึÉงมิติ (One-dimensional wave equation)
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนิยาม Ŝ.ŝ.ř สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตวัแปรเดียวเรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ
(Ordinary Differential Equation : ODE ) ถา้สมการเชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัมากกวา่หนึÉงตวัแปร
เรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธย์่อย (Partial Differential Equation : PDE )

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.Ś จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊเป็น ODE หรอื PDE
สมการเชิงอนพุนัธ์ ODE PDE
d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx

บทนิยาม Ŝ.ŝ.ś อันดับ (order) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คืออนัดบัสงูสดุของอนพุนัธ์ทีÉปรากฎใน
สมการนัÊน ดกีรี (degree) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คือกาํลงัสงูสดุของอนพุนัธอ์นัดบัสงูสดุทีÉปรากฎ
ทีÉปรากฎในสมการนัÊน เมืÉอจดัทกุ ๆ กาํลงัเป็นจาํนวนเตม็บวก
บทนิยาม Ŝ.ŝ.Ŝ เรยีกสมการเชิงอนพุนัธว์า่ สมการเชิงเส้น (linear equation) ถา้
ř. ทกุ ๆ ตวัแปรตามและอนพุนัธข์องตวัแปรตามมีเลขชี Êกาํลงัเป็น ř
Ś. ไมมี่พจนใ์นรูปผลคณูของตวัแปรตาม และ/หรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ
ś. ไมมี่พจนใ์นรูปฟังกช์นัอดิสยัของตวัแปรตามหรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ



řŠŜ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้

และเรยีกสมการเชิงอนพุนัธที์Éไมเ่ป็นสมการเชิงเสน้วา่ สมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation)

สมการเชิงอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉงดีกรหีนึÉงจะเขียนไดเ้ป็น
dy

dx
= f(x, y) หรอื M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

บทนิยาม Ŝ.ŝ.ŝ เราจะเรยีกฟังกช์นัซึÉงไม่เป็นฟังกช์นัของอนพุนัธ์ และสอดคลอ้งสมการเชิงอนพุนัธ์
วา่ ผลเฉลย (solution) ของสมการ
ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธอ์าจจะอยูใ่นรูปของฟังกช์นัทีÉนิยามแบบแจม่ชดั (explicite function)
หรอืฟังกช์นัทีÉนิยามโดยปรยิาย (implicite function) ก็ได้ เราเรยีกผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
ทีÉมีคา่คงตวัไมเ่จาะจงวา่ผลเฉลยทัÉวไป (general solution) และผลเฉลยทีÉกาํหนดคา่คงตวัแน่นอน
วา่ ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)
ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.Ş จงแสดงวา่ y = Ae−3x +Bex ผลเฉลยทัÉวไปของสมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.ş จงแสดงวา่ x = cosωt+ sinωt เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ
d2x

dt2
= −ω2x



Ŝ.ŝ. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้ řŠŝ

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.Š วตัถหุนึÉงมีการเคลืÉอนทีÉแบบซิมเปิลฮารโ์มนิก ( SHM) โดยกฎของฮกุ (Hooke's law)
คือ F = −kx เมืÉอ F คือแรงทีÉกระทาํกบัวตัถุ x คือระยะทางทีÉวตัถเุคลืÉอนทีÉจากตาํแหน่งสมดลุ และ
k คา่คงตวัสปรงิ
ř. โดยใชก้ฎของนิวตนัทีÉวา่ F = ma จงแสดงวา่

d2x

dt2
= −ω2x เมืÉอ ω =

√
k
m

Ś. จงแสดงวา่ x = C1cosωt+ C2sinωt เป็นผลเฉลยทัÉวไปของสมการ d2x

dt2
= −ω2x

ś. ใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติแสดงวา่
x(t) = Acos(ωt− ϕ)

เมืÉอ ϕ คือเฟสเริÉมตน้



řŠŞ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.š อตัราการสลายตวัของนิวเคลียสธาตกุมัมนัตรงัสีแปรผนัตามนิวเคลียสของธาตกุมัมนัตรงัสี
ทีÉอยูข่ณะนัÊน แสดงดงัสมการ

dN

dt
= −λN

เมืÉอ N คือจาํนวนนิวเคลียส และ λ คือคา่คงทีÉการสลายตวั
จงหาผลเฉลยของสมการนี Ê



Ŝ.ŝ. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้ řŠş

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.řŘ ในการเพาะแบคทีเรยี ถา้ให้ตอนเริÉมตน้มีจาํนวนแบคทีเรยีอยู่จาํนวนหนึÉง เมืÉอ
เวลาผา่นไป ř ชัÉวโมงพบวา่จาํนวนแบคทีเรยีเพิÉมขึ Êนเป็น ř.ŝ เทา่ของจาํนวนเริÉมตน้ ถา้อตัราการ
เพิÉมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวนแบคทีเรยีในขณะนัÊน จงหาเวลาทีÉทาํใหแ้บคทีเรยีเพิÉม
จาํนวนขึ Êนเป็น ś เทา่ของจาํนวนเริÉมตน้

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.řř ถา้ถา้อตัราการเพิÉมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนัÊน ในเวลา
śŘ ปีพบวา่มีประชากรเพิÉมเป็น Ś เทา่ อยากทราบวา่ตอ้งใชเ้วลาอีกกีÉปีประชากรจงึจะเพิÉมขึ Êนเป็น ś
เทา่



řŠŠ บททีÉ Ŝ. แคลคูลสัเบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Ŝ.ŝ

ř. จงแสดงวา่ฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหเ้ป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
ř.ř y = cx+

√
1− c2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

ř.Ś (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

ř.ś y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

ř.Ŝ y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0

ř.ŝ y = sinxcosx− cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y′ + (tanx)y = cos2x
Ś. ถา้อตัราการสลายตวัของสารกมัมนัตรงัสีแปรผนัตามปรมิาณของสารนัÊนในขณะนัÊน และการ

ตรวจสอบการสลายตวัของแรเ่รเดียม พบวา่ในชว่งเวลา řŚ ปี เรเดียมหายไป Ř.ŝ% จงหา
Ś.ř จาํนวนรอ้ยละทีÉเรเดียมหายไปในเวลา řŘŘŘ ปี
Ś.Ś จงหาเวลาเมืÉอปรมิาณเรเดียมลดลงเหลือครึÉงหนึÉงของปรมิาณเดิม (ครึÉงชีวิต)

ś. ในการเพาะแบคทีเรยีครัÊงหนึÉง พบวา่อตัราการเพิÉมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวน
แบคทีเรยีในขณะนัÊน
ś.ř เมืÉอเวลาผา่นไป Ŝ ชัÉวโมง ถา้พบวา่มีจาํนวนแบคทีเรยีเป็น Ś เทา่ของจาํนวนเริÉมตน้ จง

หาจาํนวนแบคทีเรยีเมืÉอเวลาผา่นไป řŚ ชัÉวโมง
ś.Ś ใน ś ชัÉวโมง ถา้มีจาํนวนแบคทีเรยีอยู่ řŘ,ŘŘŘ ตวั และ ŝ ชัÉวโมงมีจาํนวนเป็น ŜŘ,ŘŘŘ ตวั

จงหาจาํนวนแบคทีเรยีในตอนเริÉมตน้
Ŝ. ถา้อตัราการเพิÉมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวนแบคทีเรยีในขณะนัÊน และพบวา่เมืÉอ

เวลาผา่นไป Ś ชัÉวโมง มีแบคทีเรยีเพิÉมเป็น ŝ เทา่ อยากทราบวา่ เมืÉอเวลาผา่นไป Ŝ ชัÉวโมง
จาํนวนแบคทีเรยีเพิÉมเป็นกีÉเทา่ของจาํนวนเริÉมตน้

ŝ. ถา้ประชากรของเมือง ๆ หนึÉงเมืÉอ ŝŘ ปีทีÉแลว้มี řŘ ลา้นคน และเมืÉอ śŘ ปีทีÉแลว้มี śŘ ลา้นคน
ถา้ถา้อตัราการเพิÉมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนัÊน จงหาวา่ปัจจบุนัมี
ประชากรในเมืองนี Êเทา่ใด

Ş. ถา้ถา้อตัราการเพิÉมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนัÊน ในเวลา ŚŘ ปีพบ
วา่มีประชากรเพิÉมเป็น Ś เทา่ อยากทราบวา่ตอ้งใช้เวลาอีกกีÉปีประชากรจงึจะเพิÉมขึ Êนเป็น ŝ
เทา่



บททีÉ ŝ
ลาํดับและอนุกรม

ŝ.ř ลาํดับ
บทนิยาม ŝ.ř.ř ลาํดับ (Sequence) ของจาํนวนจริง คือฟังกช์นัทีÉโดเมนเป็นN และคา่เป็นจาํนวนจรงิ

ให้ a : N → R เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ นิยมเขียน a(n) แทนดว้ย an ดงันัÊน
a = {(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}

เนืÉองจาก an ตอ้งคูก่บั n เสมอ ในคูอ่นัดบั (n, an) ดงันัÊนจะเขียนลาํดบั a ดว้ยสญัลกัษณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} หรอื a1, a2, a3, ..., an, ... หรอื {an}

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ś จงเติมคาํตอบในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} a1, a2, a3, ..., an, ... {an}

1, 2, 3, ..., n, ...

{1, 3, 5, 7, ...}

{(−1)n}

ตัวอย่าง ŝ.ř.ś จงหา an ของลาํดบัตอ่ไปนีÊ
ř. ลาํดับเลขคณิต (Arithmatic Sequence) ให้ an+1 = an + d สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

Ś. ลาํดับเรขาคณิต (Geometric Sequence) ให้ an+1 = ran สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

řŠš



řšŘ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ŝ พีÉอารม์ยืมเงินนอ้งเอม ŚŝŘ บาท และตกลงกนัวา่จะจา่ยเงินคืนใหน้อ้งทกุวนั โดย
วนัแรกจา่ยคืน řŘ บาท วนัทีÉสองจา่ยคืน řŚ บาท และวนัตอ่ ๆ ไปจา่ยคืนเพิÉมขึ Êนจากวนัก่อนหนา้
วนัละ Ś บาท ทกุวนั จงหาจาํนวนวนัทีÉพีÉอารม์จะจา่ยเงินคืนนอ้งเอมครบพอดี โดยนอ้งเอมไม่คิด
ดอกเบี ÊยพีÉอารม์

ตัวอย่าง ŝ.ř.ŝ กาํหนดให้ {bn} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข
b1 = −3 และ bn+1 =

1 + bn
1− bn

สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ b2565



ŝ.ř. ลาํดบั řšř

ทฤษฎบีท ŝ.ř.Ş ให้ r, t ∈ R เป็นเป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
ř. lim

n→∞

1

nt
= 0 เมืÉอ t > 0

Ś. lim
n→∞

rn = 0 เมืÉอ |r| < 1

ตัวอย่าง ŝ.ř.ş จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

n→∞
3−n · 2n

Ś. lim
n→∞

n−3

ś. lim
n→∞

n√
n

Ŝ. lim
n→∞

2n

ทฤษฎบีท ŝ.ř.Š ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L,M, k ∈ R

โดยทีÉ lim
n→∞

an = L และ lim
n→∞

bn = M จะไดว้า่

ř. lim
n→∞

k = k เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั

Ś. lim
n→∞

kan = k lim
n→∞

an = kL เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั
ś. lim

n→∞
[an + bn] = lim

n→∞
an + lim

n→∞
bn = L+M

Ŝ. lim
n→∞

[an − bn] = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = L−M

ŝ. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = LM

Ş. lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

L

M
เมืÉอM ̸= 0

ş. lim
n→∞

(an)
m =

(
lim

n→∞
an

)m
= Lm เมืÉอ m ∈ N

Š. lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim

n→∞
an =

m
√
L เมืÉอ m ∈ N และ m

√
L ∈ R



řšŚ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ŝ.ř.š จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

n→∞

n2 + n+ 3

1− 3n+ 2n2

Ś. lim
n→∞

3n + 2n+1

3n−1 − 3 · 2n

ทฤษฎบีท ŝ.ř.řŘ ทฤษฎบีทการบบี (The Squeeze Theorem)
ให้ {an}, {bn} และ {cn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ n0 ∈ N เมืÉอ L ∈ R ซึÉง

an ≤ bn ≤ cn ทกุจาํนวนนบั n ≥ n0

และ lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L แลว้ lim
n→∞

bn = L

ตัวอย่าง ŝ.ř.řř จงหาคา่ลมิิต lim
n→∞

sinn
n



ŝ.ř. ลาํดบั řšś

บทนิยาม ŝ.ř.řŚ ให้{an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็นลาํดับลู่เข้า (convergent)
ก็ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนจรงิ L ซึÉง lim

n→∞
an = L นอกจากนัÊน {an} เป็น ลาํดับลู่ออก (divergent)

ตัวอย่าง ŝ.ř.řś จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
{
(n+ 1)3

n4 + 1

}

Ś.
{√

n2 + n− n
}



řšŜ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั ŝ.ř

ř. จงหากรณฑที์Éสองของพจนที์É Ş ของลาํดบั Ŝš, ŜŜŠš, ŜŜŜŠŠš, ŜŜŜŜŠŠŠš,....
Ś. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

1

an
+

1

an+1

สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n

ถา้ a1 + a2 + a3 + · · ·+ a100 = 250 จงหาคา่ของ |a2565 − 2.5|

ś. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

ś.ř lim
n→∞

√
4n2 + 1 + n

3
√
n3 + 3

ś.Ś lim
n→∞

(2n+ 1)5(1− n)2

n4(2n− 1)3

ś.ś lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

ś.Ŝ lim
n→∞

(√
n2 + 1− n+ 1

)
ś.ŝ lim

n→∞

(−1)n

n
√
n

ś.Ş lim
n→∞

5− 3n√
n+ 5

ś.ş lim
n→∞

(en + n2)

en + n

ś.Š lim
n→∞

n2sin
(
1

n

)
ś.š lim

n→∞

sin(n)− 2n2

n2 + 1

ś.řŘ lim
n→∞

ℓn(3n2 + 1)

ℓn(n+ 1)

Ŝ. จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ŝ.ř
{
ℓnn
n2

}
Ŝ.Ś

{
nsin (nπ

2

)
n+ 1

}

Ŝ.ś
{
(3n+ 1)2√

n4 + 4

}

Ŝ.Ŝ
{√

9n + n

2n + 3n

}
Ŝ.ŝ

{
n

ℓn(en + 1)

}
Ŝ.Ş

{
3n + 2

2n + 1

}

Ŝ.ş
{
n+ (−1)n

2n+ 1

}
Ŝ.Š

{
n

n(−1)n + 2

}
Ŝ.š

{
ℓnn

ℓn(n+ 1)

}

ŝ. จงหา ŝ พจนแ์รกของลาํดบั {an} ทีÉนิยามตอ่ไปนีÊ พรอ้มทัÊงตรวจสอบวา่เป็นลาํดบัลู่เขา้หรอื
ลาํดบัลูอ่อก
ŝ.ř a1 = 1, an+1 = 5an − 3 เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

ŝ.Ś a1 = 6, an+1 =
an
n

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

ŝ.ś a1 = 2, an+1 =
an

1 + an
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

Ş. จงหาลมิิตของลาํดบั
{√

2,
√
2
√
2,

√
2
√

2
√
2, ...

}



ŝ.Ś. ผลบวกยอ่ย řšŝ

ŝ.Ś ผลบวกย่อย
บทนิยาม ŝ.Ś.ř ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

เรยีก Sn วา่ ผลบวกย่อย (partial sum) ของ n พจนแ์รกของ {an}
ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ś จงหาผลบวกยอ่ย ŝ พจนแ์รกของลาํดบั 1, 3, 5, 7, ...

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ś ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบั เมืÉอ m ∈ N และ c เป็นคา่คงทีÉ จะไดว้า่

ř.
n∑

k=1

c = cn

Ś.
n∑

k=1

cak = c

n∑
k=1

ak

ś.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

Ŝ.
n∑

k=1

ak =
m∑
k=1

ak +
n∑

k=m+1

ak เมืÉอ 1 < m < n

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ŝ ถา้
8∑

k=1

ak = 10 และ
8∑

k=1

bk = 15 จงหาคา่ของ

ř.
8∑

k=1

2ak

Ś.
8∑

k=1

(ak + bk)

ś.
8∑

k=1

(ak + 2)

Ŝ.
5∑

k=1

(3 + ak) +
8∑

k=6

ak



řšŞ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ŝ อนุกรมเทเลสโคปิค (Telescoping Series)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่

n∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ş จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř.
100∑
n=1

1

k(k + 1)

Ś.
80∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1



ŝ.Ś. ผลบวกยอ่ย řšş

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ş สูตรของเกาส์ (Gauss' Formula)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.Š จะไดว้า่

ř.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

Ś.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

ตัวอย่าง ŝ.Ś.š จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř.
10∑
n=1

(3k + 1)

Ś.
10∑
n=1

(2k2 + k − 1)

ś.
10∑
n=1

k(k − 1)2



řšŠ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŘ ถา้
5∑

k=1

(k2 + ck − c) = 265 จงหาคา่ c

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řř จงแสดงวา่ผลบวกยอ่ยของลาํดบัเลขคณิต {a1 + (n− 1)d} คือ
Sn =

n

2
[2a1 + (n− 1)d]

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŚ ถา้นิชาวางแผนไว้วา่จะฝากเงินกบัธนาคารทกุ ๆ เดือน เริÉมเดือนแรก řŘŘ บาท
เดือนทีÉสอง řřŘ บาท โดยนิชาฝากเพิÉมขึ Êน řŘ บาทจากเดือนทีÉผา่นมา ถา้นิชาไม่ถอนเงินออกมา
จากบญัชีนี Ê จงหาวา่นิชาตอ้งฝากเงินกีÉเดือนจงึจะมีเงินตน้อยา่งนอ้ย řŘ,ŘŘŘ บาท



ŝ.Ś. ผลบวกยอ่ย řšš

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řś จงแสดงวา่ผลบวกยอ่ยของลาํดบัเรขาคณิต {a1rn−1} คือ

Sn =
a1(r

n − 1)

r − 1
เมืÉอ r ̸= 1

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŜ จงหาผลบวกของ

ř.
10∑
n=1

(n+ 2n) Ś.
10∑
n=1

n2n



ŚŘŘ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั ŝ.Ś

ř. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

ř.ř
15∑
i=1

(i+ 1) ř.Ś
15∑
i=1

(i+ 1)2 ř.ś
15∑
i=1

(2i+ 1)(2i− 1)

Ś. จงหาผลบวก ŝŘ พจนแ์รกของลาํดบั 1, 5, 9, 13, ...

ś. หนงัสือเลม่หนึÉงมี ŝŘŘ หนา้ หนา้แรกมีคาํผิด ř คาํ เวน้ไป ř หนา้ หนา้ทีÉสามมีคาํผิด ř คาํ เวน้
ไป ś หนา้ หนา้ทีÉเจ็ดมีคาํผิดอีก ř คาํ เวน้ไป ŝ หนา้ เป็นเชน่นี ÊไปเรืÉอย ๆ จาํนวนหนา้ทีÉไมมี่คาํ
ผิดเพิÉมขึ ÊนทีÉละ Ś หนา้ จาํนวนคาํผิดในหนงัสือเลม่นี ÊมีกีÉคาํ

Ŝ. ให้ {an} เป็นลาํดบัเลขคณิตซึÉง
a1 + a3 + a5 + · · ·+ a49 = a2 + a4 + a6 + · · ·+ a50 = 1275

และ a100 = 200 จงหาคา่ของ a51 + a52 + a53 + · · ·+ a100

ŝ. จงหาผลบวกของ

ŝ.ř
20∑
n=1

(3n− 1)

ŝ.Ś
10∑
k=1

(3 + 3k)

ŝ.ś
10∑
n=1

n3n+1

ŝ.Ŝ
20∑
p=1

(1 + p2)p

ŝ.ŝ
10∑
k=1

(1 + 2k)2

ŝ.Ş
10∑
n=1

n22n

ŝ.ş
100∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)

ŝ.Š
100∑
k=1

1

k(k + 2)

ŝ.š
100∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

Ş. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนเตม็ โดยทีÉ

ak + ak+1 + ak+1 = 2576− k เมืÉอ k = 1, 2, 3, ...

ถา้ a1 = 12, a2 = 2556 และ a3 = 7 จงหาคา่ของ a2565
ş. ถา้ลาํดบัเลขคณิตชดุหนึÉงมีผลบวก řŘ พจนแ์รกเทา่กบั ŚŘŝ และผลบวกอีก řŘ พจนถ์ดัไป

เทา่กบั ŝŘŝ แลว้ผลบวก ŝŝ พจนแ์รกของลาํดบันี Êเทา่กบัเทา่ใด
Š. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยทีÉ

an+1 = n2 − an สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

คา่ของ a1 ทีÉทาํให้ a101 = 5100 เทา่กบัเทา่ใด



ŝ.ś. อนกุรมอนนัต์ ŚŘř

ŝ.ś อนุกรมอนันต์
บทนิยาม ŝ.ś.ř ให้ Sn เป็นผลบวกยอ่ย ของลาํดบั {an} จะเรยีกลาํดบั {Sn} วา่ อนุกรมอนันต์
(infinite series) หรอื อนุกรม (series) ซึÉงจะเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

บทนิยาม ŝ.ś.Ś ถา้ {Sn} เป็นลาํดบัลู่เขา้ ซึÉง lim
n→∞

Sn = S เมืÉอ S ∈ R จะกลา่ววา่
∞∑
n=1

an เป็น

อนุกรมลู่เข้า และเรยีก S วา่ ผลบวกของอนุกรม ซึÉงเขียนแทนดว้ย
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn = S

ทฤษฎบีท ŝ.ś.ś ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมของจาํนวนจรงิ และ m ∈ N จะไดว้า่

ř.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมืÉอ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมออก ก็ตอ่เมืÉอ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ŝ จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ŚŘŚ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ŝ.ś.ŝ จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

ℓn
(

n

n+ 1

)

Ś.
∞∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1



ŝ.ś. อนกุรมอนนัต์ ŚŘś

ทฤษฎบีท ŝ.ś.Ş ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้จะไดว้า่ lim
n→∞

an = 0

การทดสอบอนุกรมลู่ออก (Divergent Test)
โดยใชก้ฎแยง้สลบัทีÉของทฤษฎีบทนีÊจะไดว้า่

ถา้ lim
n→∞

an ̸= 0 แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ŝ.ś.ş จงแสดงวา่อนกุรม
∞∑
n=1

n2 + 1

n2 − 1
ลูอ่อก

ทฤษฎบีท ŝ.ś.Š อนกุรมเรขาคณิต
∞∑
n=1

arn−1

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมืÉอ |r| < 1 โดยมีผลบวกของอนกุรมเป็น a

1− r

และเป็นอนกุรมลูอ่อกเมืÉอ |r| ≥ 1

ตัวอย่าง ŝ.ś.š จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

2−n Ś.
∞∑
n=1

3n

5n



ŚŘŜ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ŝ.ś.řŘ ให้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ โดยทีÉ α, β ∈ R เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
∞∑
n=1

(αan + βbn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

และ
∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn

ทฤษฎบีท ŝ.ś.řř ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จะไดว้า่
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŚ จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

3n + 2n+1

4n

Ś.
∞∑
n=1

(
1

2n
+

n

n+ 1

)



ŝ.ś. อนกุรมอนนัต์ ŚŘŝ

ตัวอย่าง ŝ.ś.řś
∞∑
n=1

((
−2

3

)n

+
1

n(n+ 1)

)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ŚŘŞ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั ŝ.ś

ř. จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก ถา้ลูเ่ขา้จงหาผลบวกของอนกุรมนัÊน

ř.ř
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)

ř.Ś
∞∑
n=1

√
n4 + n− 1

3n2 + 1

ř.ś
∞∑
n=2

1

n2 − 1

ř.Ŝ
∞∑
n=1

ℓn
(
1 +

1

n

)

ř.ŝ
∞∑
n=1

(
4

3n
+

(
−3

5

)n)

ř.Ş
∞∑
n=1

32n

3n + 5n

ř.ş
∞∑
n=1

32n − 4n

10n

ř.Š
∞∑
n=1

5−n + 1

2n

ř.š
∞∑
n=1

(
1

n2 + 4n+ 3
+ 4−n

)

ř.řŘ
∞∑
n=1

1

4n2 − 1

ř.řř
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

ř.řŚ
∞∑
n=1

(
n− n2

n+ 1

)

ř.řś
∞∑
n=1

1√
n+ 2 +

√
n

ř.řŜ
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

ř.řŝ
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

ř.řŞ
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

ř.řş
∞∑
n=2

1

n3 − n

ř.řŠ
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

Ś. จงยกตวัอยา่งอนกุรม
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก ทีÉทาํให้

Ś.ř
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก Ś.Ś
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้



ŝ.Ŝ. การทดสอบอนกุรม ŚŘş

ŝ.Ŝ การทดสอบอนุกรม

บทนิยาม ŝ.Ŝ.ř อนุกรมพี (p-Series) คืออนกุรมทีÉเขียนในรูป
∞∑
n=1

1

np
เมืÉอ p ∈ R เป็นคา่คงตวั

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.Ś อนกุรมพีจะเป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมืÉอ p > 1 และเป็นอนกุรมลูอ่อก เมืÉอ p ≤ 1

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ś จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n
√
n

Ś.
∞∑
n=1

n√
n

ś.
∞∑
n=1

(
2n +

1

n3

)

Ŝ.
∞∑
n=1

(
n−2 + (−2)n

)



ŚŘŠ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.Ŝ การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ (The Comparision Test)
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ สมมติวา่มี n0 ∈ N ทีÉทาํให้

0 ≤ an ≤ bn สาํหรบั n ≥ n0

จะไดว้า่
ř. ถา้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ถา้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ŝ จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n2 + 1

Ś.
∞∑
n=1

1

n2n

ś.
∞∑
n=1

(sinn
n

)2



ŝ.Ŝ. การทดสอบอนกุรม ŚŘš

บทนิยาม ŝ.Ŝ.Ş ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ an > 0 ทกุ n ∈ N อนกุรมในรูป
∞∑
n=1

(−1)nan หรอื
∞∑
n=1

(−1)n+1an

เรยีกวา่ อนุกรมสลับ (alternating series)

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.ş อนกุรมสลบั
∞∑
n=1

(−1)nan เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ถา้สอดคลอ้ง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

ř. lim
n→∞

an = 0

Ś. มี n0 ∈ N ซึÉง an+1 < an ทกุ n ≥ n0

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Š จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

(−1)n

n

Ś.
∞∑
n=1

(−1)nn

n+ 1



ŚřŘ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.š ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řŘ จงตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.š

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řř จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

cos(n2)

2n

Ś.
∞∑
n=1

(−1)n

n3



ŝ.Ŝ. การทดสอบอนกุรม Śřř

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.řŚ การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน (The Ratio Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยทีÉ an ̸= 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L

เมืÉอ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื∞ จะไดว้า่
ř. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ś. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řś จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

2n

n!

Ś.
∞∑
n=1

(−1)nn3

2n



ŚřŚ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.řŜ การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ (The Root Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

lim
n→∞

n
√
|an| = L

เมืÉอ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื∞ จะไดว้า่
ř. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ś. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řŝ จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

(
2

3

)n2

Ś.
∞∑
n=1

(
2n+ 3

3n+ 2

)n



ŝ.Ŝ. การทดสอบอนกุรม Śřś

แบบฝึกหดั ŝ.Ŝ
ř. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∞∑
n=2

n2

√
n5

ř.Ś
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

ř.ś
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

ř.Ŝ
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

Ś. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ś.ř
∞∑
n=1

n2 + 1

(3n− 1)4

Ś.Ś
∞∑
n=1

(cosn
n+ 1

)2

Ś.ś
∞∑
n=1

3n

n3n + 5

Ś.Ŝ
∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

Ś.ŝ
∞∑
n=1

1

(n+ 1)5

Ś.Ş
∞∑
n=1

1√
n3 + 1

Ś.ş
∞∑
n=1

ℓnn
2n

Ś.Š
∞∑
n=1

4−n3

Ś.š
∞∑
n=1

(−1)n

n!

Ś.řŘ
∞∑
n=1

(−1)n√
n

Ś.řř
∞∑
n=1

n

ℓn(n+ 2)

Ś.řŚ
∞∑
n=1

(−1)n

2ℓnn

Ś.řś
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 − n+ 1

Ś.řŜ
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 1

Ś.řŝ
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n + 3n

Ś.řŞ
∞∑
n=1

arctann
4n3 − 1

Ś.řş
∞∑
n=1

(−1)nsin
(π
n

)
Ś.řŠ

∞∑
n=1

(−1)narctann

Ś.řš
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

en

Ś.ŚŘ
∞∑
n=1

(−1)n

n!

Ś.Śř
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

Ś.ŚŚ
∞∑
n=1

2n

4n + n+ 1

Ś.Śś
∞∑
n=1

cosn
nn

Ś.ŚŜ
∞∑
n=1

1

n5n

Ś.Śŝ
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

Ś.ŚŞ
∞∑
n=1

(
n

ℓn(n+ 1)

)n

Ś.Śş
∞∑
n=1

nℓn(n+ 1)

3n

Ś.ŚŠ
∞∑
n=1

2n

ℓn(n+ 1)



ŚřŜ บททีÉ ŝ. ลาํดบัและอนกุรม

Ś.Śš
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n3

Ś.śŘ
∞∑
n=1

(−3)n

(2n+ 1)!

Ś.śř
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

Ś.śŚ
∞∑
n=1

(−2)n

nn

Ś.śś
∞∑
n=1

(
− 2n

n+ 1

)−5n

Ś.śŜ
∞∑
n=1

n100100n

n!

ś. จงหาคา่ p ทีÉทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ś.ř
∞∑
n=1

(−1)n−1

np

ś.Ś
∞∑
n=1

(−1)n

pn

ś.ś
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p

ś.Ŝ
∞∑
n=2

(−1)n−1 (ℓnn)p
n

Ŝ. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีÉทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ŝ.ř
∞∑
n=1

(−1)n

xn
Ŝ.Ś

∞∑
n=1

xn

n!



บททีÉ Ş
เมทริกซ์

Ş.ř ระบบสมการเชิงเส้น
สมการเสน้ตรงในระนาบ XY อยูใ่นรูป

ax+ by = c

เมืÉอ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิคงทีÉโดยทีÉ a และ b ไมเ่ป็นศนูยพ์รอ้มกนัเรยีกสมการนี Êวา่ สมการเชิง
เส้น (linear equation) ในตวัแปร xและ y ขยายแนวคิดไดด้งับทนิยาม
บทนิยาม Ş.ř.ř สมการเชิงเส้นใน n ตวัแปร x1, x2, ., , , xn จะเขียนไดใ้นรูป

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

เมืÉอ a1, a2, ..., an และ b เป็นจาํนวนจรงิคงทีÉ เรยีกตวัแปรในสมการนีÊวา่ตัวแปรไม่ทราบค่า (unknowns)
เรยีก x1 = s1, x2 = s2, ..., xn = sn เขียนแทนดว้ย (s1, s2, ..., sn) วา่ ผลเฉลย (solution) ของ
สมการนี Ê ถา้

a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn = b

โดยเรยีกผลเฉลยทัÊงหมดวา่ เซตผลเฉลย (solution set)
บทนิยาม Ş.ř.Ś เซตของสมการเชิงเสน้ใน n ตวัแปร x1, x2, ., , , xn เรยีกวา่ ระบบสมการเชิงเส้น
(linear system) และเรยีก (s1, s2, ..., sn) วา่ ผลเฉลย ของระบบสมการเชิงเสน้นี Ê ถา้ (s1, s2, ..., sn)
เป็นผลเฉลยของทกุ ๆ สมการเชิงเสน้ในเซตนีÊ โดยเรยีกผลเฉลยทัÊงหมดวา่ เซตผลเฉลย

ตัวอย่าง Ş.ř.ś จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ตอ่ไปนีÊ

ř.
 x + y = 3

2x − y = 3

Śřŝ



ŚřŞ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

Ś.
 x + y = 3

2x + 2y = 6

ś.
 x + y = 3

2x + 2y = 1

ผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้เป็นไปได้ ś แบบคือ
ř. ไมมี่ผลเฉลย Ś. มีผลเฉลยเพียงชดุเดียว ś. มีผลเฉลยอนนัตช์ดุ

ตัวอย่าง Ş.ř.Ŝ จงแสดงวา่ S = {(x, y, z) : x = 1, y = t, z = 2 + t} เป็นเซตผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสน้  x − y + z = 3

2x + y − z = 0



Ş.ř. ระบบสมการเชงิเสน้ Śřş

สมการเชิงเสน้ r สมการ ในตวัแปรไมท่ราบคา่ k ตวั
a11x1 + a12x2 + ...+ a1kxk = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2kxk = b2
...

ar1x1 + ar2x2 + ...+ arkxk = br

เขียนในรูป เมตรกิซแ์ตง่เติม (augmented matrix) ไดเ้ป็น
a11 a12 · · · a1k b1

a21 a22 · · · a2k b2... ... ... ...
ar1 ar2 · · · ark br

 .

ในการผลเฉลยของระบบสมการ เราจะใช้ การดาํเนินการแถวขัÊนมูลฐาน (elementary row
operation) ลดรูปเมทรกิซแ์ตง่เติมซึÉงการดาํเนินการแถวขัÊนมลูฐานแบบใดแบบหนึÉงไดด้งันี Ê
ř. การสับเปลีÉยน (Interchange) สบัเปลีÉยนแถวทีÉ p และแถวทีÉ q เขียนแทนดว้ย Rpq

Ś. การปรับมาตรา (Scaling) คณูแถวทีÉ q ดว้ยคา่คงทีÉ c ̸= 0 เขียนแทนดว้ย cRq

ś. การแทนทีÉ (Replacement) เปลีÉยนแถวทีÉ p โดยนาํ c ไปคณูแถวทีÉ q (ไม่ใช้แถวทีÉตอ้งการ
เปลีÉยน) แลว้นาํไปบวกแถวทีÉ p เขียนแทนดว้ย Rp + cRq

เรยีกการดาํเนินการแถวขัÊนมลูฐาน สัÊน ๆ วา่ การดาํเนินการแถว เมติกซ์ B เกิดจากการดาํเนินการ
แถวของเมติกซ์ A จะเขียนแทนดว้ย A ∼ B เรยีกวา่ B สมมลูแถวกบั A
ทฤษฎบีท Ş.ř.ŝ ถา้ระบบสมการเชิงเสน้มีเมทรกิซแ์ตง่เติมซึÉงสมมลูกนั แลว้ระบบสมการเชิงเสน้
จะมีเซตผลเฉลยเดียวกนั
ตัวอย่าง Ş.ř.Ş จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีÉมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนีÊ

ř.
[

1 0 2

0 1 3

]
Ś.
[

1 1 2

0 1 −1

]



ŚřŠ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

ตัวอย่าง Ş.ř.ş จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีÉมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนีÊ

ř.
 1 2 0 1

0 1 2 −2

0 0 1 3

 Ś.


1 2 3 4 1

0 1 2 3 3

0 0 1 2 2

0 0 0 1 0



ตัวอย่าง Ş.ř.Š จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว x + y = 3

2x − y = 3



Ş.ř. ระบบสมการเชงิเสน้ Śřš

ตัวอย่าง Ş.ř.š จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว
x + y − z = 3

2x + y − 3z = 2

y − 5z = 6



ŚŚŘ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
ตัวอย่าง Ş.ř.řŘ จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว

x + y − z = 2

x − y + 2z = 1

2x − z = 1



Ş.ř. ระบบสมการเชงิเสน้ ŚŚř

แบบฝึกหดั Ş.ř
ř. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีÉมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนีÊ

ř.ř
 1 0 0 −3

0 1 0 1

0 0 1 3

 ř.Ś
 1 2 0 3 3 0

0 0 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0

 ř.ś


1 2 0 0 4 2

0 0 1 0 2 6

0 0 0 1 4 0

0 0 0 0 0 0


Ś. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินแถว

Ś.ř


x+ y + 2z = 8

−x− 2y + 3z = 1

3x− 7y + 4z = 10

Ś.Ś


x1 + x2 + x3 = 0

−2x1 + 5x2 + 2x3 = 1

8x1 + x2 + 4x3 = −1

Ś.ś


−2b+ 3c = 1

3a+ 6b− 3c = −2

6a+ 6b+ 3c = 5

Ś.Ŝ


2x− 3y = −2

2x+ y = 1

3x+ 2y = 1

Ś.ŝ


3x1 + 2x2 − x3 = −15

5x1 + 3x2 + 2x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 11

−6x1 − 4x2 + 2x3 = 30

Ś.Ş



10y − 4z + w = 1

x+ 4y − z + w = 2

3x+ 2y + z + 2w = 5

−2x− 8y + 2z − 2w = −4

x− 6y + 3z = 1

Ś.ş


2s− 3t+ 4u− w = 0

7s+ t− 8u+ 9w = 0

2s+ 8t+ u− w = 0

Ś.Š
2x1 + x2 + x3 + x4 = 0

3x1 − x2 + x3 − x4 = 0

ś. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้

ś.ř


4x− 8y = 12

3x− 6y = 9

−2x+ 4y = −6

ś.Ś


x1 + 2x2 − x3 = −3

2x1 + 3x2 + 2x3 = 0

x1 + x2 − 5x3 = 4

ś.ś
a− 2b+ c = 10

3a+ 5b− 2c = −5

ś.Ŝ


v + 3w − 2x = 0

2u+ v − 4w + 3x = 0

2u+ 3v + 2w − x = 0

−4u− 3v + 5w − 4x = 0

Ŝ. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้
3x+ 2y = a

2x− 3y = b
เมืÉอ a และ b เป็นคา่คงทีÉ



ŚŚŚ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

Ş.Ś เมทริกซแ์ละการดาํเนินการ
เมทริกซ์ (Matrix) คือกลุม่ของจาํนวนซึÉงนาํมาจดัเรยีงในรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ในเครืÉองหมาย [ ] หรอื
( ) โดยแนวนอนเรยีกวา่ แถว (row) แนวตัÊงเรยีกวา่ หลัก (column) ตวัอยา่งเช่น[

−1 3 0 2

1 0 1 0

]

รูปแบบทัÉวไปของm × n เมทริกซ์ (m × n matrix) เขียนไดเ้ป็น
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn


นิยมใชอ้กัษรภาษาองักฤษตวัพิมพใ์หญ่แทนเมทรกิซ์ เช่น m× n เมทรกิซ์A เขียนแทนดว้ย

[aij]m×n หรอื [aij]

เรยีก aij วา่ สมาชิก (element หรือ entry) ของเมทรกิซที์Éอยูแ่ถวทีÉ i หลกัทีÉ j และในกรณีทีÉจาํนวน
แถวเทา่กบัจาํนวนหลกั เรยีกวา่ เมทริกซจ์ตุรัส (square matrix)

การเทา่กนัของสองเมทรกิซ์หมายถงึเมทรกิซ์ทีÉ มีขนาดเดียวกนัและทกุตาํแหนง่ในเมทรกิซ์ทัÊง
สองเทา่กนั และเมทริกซศู์นย์ (zero matrix) หมายถงึทกุตาํแหน่งมีคา่เป็นศนูยเ์ขียนแทนดว้ย 0

ตัวอย่าง Ş.Ś.ř จงหา x และ y ทีÉทาํให้ A = B เมืÉอ

A =

[
1 x+ 1

3 2

]
และ B =

[
1 y + 2

1− y 2

]



Ş.Ś. เมทรกิซ์และการดาํเนนิการ ŚŚś

บทนิยาม Ş.Ś.Ś ให้A = [aij]m×n และB = [bij]m×n เป็นเมทรกิซ์ และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้นิยาม
ř. A+B = [aij + bij] Ś. A−B = [aij − bij] ś. cA = [caij]

ตัวอย่าง Ş.Ś.ś กาํหนดให้

A =

[
1 −4 4 1

0 3 −2 10

]
, B =

[
1 6 3 5

3 2 −1 2

]
และ C =

[
5 0 9 5

7 2 0 −3

]
จงหา
ř. A+B

Ś. B − C

ś. C − (A−B)

Ŝ. (2A+B)− 2C

ทฤษฎบีท Ş.Ś.Ŝ ให้m× n เมทรกิซ์A และ B โดยทีÉ 0 = [0]m×n จะไดว้า่
ř. A+B = B + A

Ś. (A+B) + C = A+ (B + C)

ś. A+ 0 = A = 0 + A

Ŝ. A+ (−A) = 0 = (−A) + A



ŚŚŜ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
บทนิยาม Ş.Ś.ŝ ให้ A = [aij]m×r และ B = [bij]r×n เป็นเมทรกิซ์ แลว้

AB =



a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r... ... ...
ai1 ai2 · · · air... ... ...
am1 am2 · · · amr




b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n... ... ... ...
br1 br2 · · · brj · · · brn

 = [cij]m×n

โดยทีÉ cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ airbrj

ถา้A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั แลว้ผลคณูเมทรกิซ์AA,AAA,AAAA, ... เขียนแทนดว้ยA2, A3, A4, ...

ตามลาํดบั
ตัวอย่าง Ş.Ś.Ş กาํหนดให้

A =

[
1 2 3

0 1 2

]
, B =

2 3

1 1

1 0

 และ C =

0 6 −1

5 1 2

0 1 0


จงหา
ř. AB

Ś. BA

ś. AC

Ŝ. BC



Ş.Ś. เมทรกิซ์และการดาํเนนิการ ŚŚŝ

ทฤษฎบีท Ş.Ś.ş ให้ A,B และ C เป็นเมทรกิซ์ โดยทีÉ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
สมมติการบวกและคณูเมทรกิซต์อ่ไปนีÊหาคา่ได้ จะไดว้า่
ř. A+B = B + A

Ś. A+ (B + C) = (A+B) + C

ś. A(BC) = (AB)C

Ŝ. A(B + C) = AB + AC

ŝ. (B + C)A = BA+ CA

Ş. A(B − C) = AB − AC และ (B − C)A = BA− CA

ş. a(B + C) = aB + aC และ a(B − C) = aB − aC

Š. (a+ b)C = aC + bC และ (a− b)C = aC − bC

š. (ab)C = a(bC) = b(aC) และ a(BC) = B(aC) = (aB)C

บทนิยาม Ş.Ś.Š ให้ A = [aij]m×n เป็นเมทรกิซ์ แลว้ ทรานสโพส (traspose) ของ A เขียนแทน
ดว้ย AT คือ n×m เมทรกิซซ์ึÉง

AT = [aji]n×m

ตัวอย่าง Ş.Ś.š จงหาทรานสโพสของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

A =

[
1 5 6

2 2 7

]
, B =

[
3 9

5 8

]
, C =

[
1 3 −2

]
และ D =

12
3



ทฤษฎบีท Ş.Ś.řŘ ให้ A และ B เป็นเมทรกิซ์ โดยทีÉ a เป็นจาํนวนจรงิ
สมมติการบวกและคณูเมทรกิซต์อ่ไปนีÊหาคา่ได้ จะไดว้า่
ř. (A+B)T = AT +BT และ (A−B)T = AT −BT

Ś. (AB)T = BTAT

ś. (AT )T = A

Ŝ. (aA)T = a(AT )



ŚŚŞ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
แบบฝึกหดั Ş.Ś

ř. จงหา a, b, c และ d ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข[
a− b b+ c

3d+ c 2a− 4d

]
=

[
8 1

7 6

]

Ś. กาํหนดให้

A =

 3 0

−1 2

1 1

, B =

[
4 1

0 −2

]
, C =

[
1

3

]
, D =

 1 5 2

−1 0 1

1 2 4

 และ
E =

 6 1 0

−1 1 2

4 1 4


จงหาผลลพัธเ์มทรกิซต์อ่ไปนีÊ (ถา้หาคา่ได)้
Ś.ř D + E

Ś.Ś D − E

Ś.ś 3A

Ś.Ŝ −6D

Ś.ŝ 2B − C

Ś.Ş 4E − 2D

Ś.ş 3(D + 2E)

Ś.Š −(A− 2A)

Ś.š (D + E)T

Ś.řŘ 2ATD

Ś.řř (2DT − 5E)T

Ś.řŚ (CT )B

Ś.řś AB

Ś.řŜ DA

Ś.řŝ DE

Ś.řŞ EDET

Ś.řş (AC)T

Ś.řŠ ATD

Ś.řš DD + EE

Ś.ŚŘ (EA+DA)B

Ś.Śř (AB)TB + A

ś. จงเขียนเมทรกิซ์A = [aij]4×4 ตอ่ไปนีÊเมืÉอกาํหนดเงืÉอนไขของสมาชิกดงันี Ê

ś.ř aij =

1 ถา้ i = j

0 ถา้ i ̸= j

ś.Ś aij =

1 ถา้ i ≥ j

0 ถา้ i < j

ś.ś aij =

2i−j ถา้ i ≥ j

1 ถา้ i < j

ś.Ŝ aij =

1 ถา้ |i− j| > 1

−1 ถา้ |i− j| ≥ 1

ś.ŝ aij = 0 ถา้ i ̸= j

ś.Ş aij = 0 ถา้ i < j

ś.ş aij = 0 ถา้ i > j

ś.Š aij = i+ j

ś.š aij = ij

ś.řŘ aij = ij



Ş.ś. เมทรกิซ์ผกผนั ŚŚş

Ş.ś เมทริกซผ์กผัน
บทนิยาม Ş.ś.ř เมทริกซ์เอกลักษณ์ (identity matrix) เขียนแทนดว้ย I คือเมทรกิซ์จตุรสัทีÉ มี
สมาชิกในแนวทแยงเป็น ř สมาชิกนอกนัÊนเป็น Ř ทกุตวั

อาจเขียน In สาํหรบั n× n เมทรกิซ์ เช่น

I2 =

[
1 0

0 1

]
, I3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , I4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


ตัวอย่าง Ş.ś.Ś สาํหรบัเมทรกิซ์A = [aij]2×3 ใด ๆ จงหา I2A และ AI3

บทนิยาม Ş.ś.ś ให้ A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั ถา้มีเมทรกิซ์B ซึÉง
AB = I = BA

เรยีก A วา่เป็น เมทริกซผ์กผันได้ (invertible matrix) และ B เรยีกวา่ ตัวผกผัน (inverse)
หรอืเมทรกิซผ์กผนัของ A เขียน B แทนดว้ย A−1

ถา้ไมมี่เมทรกิซ์B ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขดงัหลา่ว เรยีก A วา่ เมทริกซเ์อกฐาน (singular matrix)
ตัวอย่าง Ş.ś.Ŝ จงแสดงวา่ B เป็นเมทรกิซผ์กผนัของ A

A =

[
3 5

1 2

]
และ B =

[
2 −5

−1 3

]



ŚŚŠ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

ทฤษฎบีท Ş.ś.ŝ สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ซึÉงผกผนัได้ จะไดว้า่มีเมทรกิซ์B ซึÉง
[A | I] ∼ [I | B]

นัÉนคือ B = A−1

ตัวอย่าง Ş.ś.Ş จงหาเมทรกิซผ์กผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

ř. A =

[
1 1

0 1

]

Ś. A =

[
1 4

2 7

]

ś. A =

[
3 5

1 2

]

Ŝ. A =

[
−1 1

1 −1

]



Ş.ś. เมทรกิซ์ผกผนั ŚŚš

ตัวอย่าง Ş.ś.ş จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =

1 2 3

2 5 3

1 0 8





ŚśŘ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

ตัวอย่าง Ş.ś.Š จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 2 1





Ş.ś. เมทรกิซ์ผกผนั Śśř

ตัวอย่าง Ş.ś.š จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =

 1 6 4

2 4 −1

−1 2 5





ŚśŚ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

ทฤษฎบีท Ş.ś.řŘ ให้ A และ B เป็น n× n เมทรกิซซ์ึÉงผกผนัได้ แลว้
(AB)−1 = B−1A−1

ทฤษฎบีท Ş.ś.řř ให้ A เป็น n× n เมทรกิซซ์ึÉงผกผนัได้ และ n เป็นจาํนวนเตม็ แลว้
ř. (A−1)−1 = A

Ś. (An)−1 = (A−1)n

ś. (AT )−1 = (A−1)T

Ŝ. (kA)−1 = 1
k
A−1 เมืÉอ k ∈ R ซึÉง k ̸= 0

ตัวอย่าง Ş.ś.řŚ กาํหนดให้ A =

[
1 2

1 3

]

ř. A2

Ś. (AT )−1

ś. A−3

Ŝ. (2A)−4



Ş.ś. เมทรกิซ์ผกผนั Śśś

ระบบสมการเชิงเสน้ m สมการ ใน n ตวัแปรไมท่ราบคา่
a11x1 + a12x2 + ...+ a12xn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

เขียนเป็นสมการในรูปเมทรกิซไ์ดด้งันี Ê
a11 a12 ... a12

a21 a22 ... a2n... ... ...
am1 am2 ... amn



x1

x2...
xn

 =


b1

b2...
bm


แทนทีเมทรกิซใ์นสมการดงักลา่วดว้ย A, x และ b ตามลาํดบั จะไดว้า่

Ax = b

เรยีก A วา่ เมทรกิซส์มัประสทิธิÍ (cofficient matrix) ของระบบสมการ โดยมีเมทรกิซแ์ตง่เติมคือ

[A | b ] =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2... ... ... ...
am1 am2 · · · amn bm


ทฤษฎบีท Ş.ś.řś ถา้ระบบสมการเชิงเสน้ Ax = b มีคาํตอบเดียวแลว้

x = A−1b

ตัวอย่าง Ş.ś.řŜ จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้ 3x1 + 2x2 = 5

7x1 + 5x2 = 3



ŚśŜ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
ตัวอย่าง Ş.ś.řŝ จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้

x1 + 2x2 + 3x3 = 5

2x1 + 5x2 + 3x3 = 3

x1 + 8x3 = 11



Ş.ś. เมทรกิซ์ผกผนั Śśŝ

แบบฝึกหดั Ş.ś

ř. ให้ A =

[
a b

c d

]
เป็นเมทรกิซผ์กผนัได้ จงแสดงวา่

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]

Ś. ใชผ้ลของขอ้ ř หาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

Ś.ř A =

[
3 1

5 2

]
Ś.Ś B =

[
2 1

3 2

]
Ś.ś C =

[
−2 9

−1 5

]
Ś.Ŝ D =

[
3 0

0 2

]

ś. ใชเ้มรกิซใ์นจอ้ Ś คาํนวนหาเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ
ś.ř (2A)−1

ś.Ś (A+B)−1

ś.ś A−1 +B−1

ś.Ŝ (ABC)−1

ś.ŝ A−1B−1C−1

ś.Ş C−1B−1A−1

ś.ş D−1DT

ś.Š D−1BD

Ŝ. จงเงืÉอนไขทีÉกาํหนดให้ จงหาเมทรกิซ์A

Ŝ.ř A−1 =

[
3 −1

3 5

]

Ŝ.Ś (2A)−1 =

[
−3 7

1 2

] Ŝ.ś (5AT )−1 =

[
−3 −1

5 2

]

Ŝ.Ŝ (I + 2A)−1 =

[
−1 0

2 1

]

ŝ. กาํหนดให้ A =

[
2 0

4 1

]
. จงหา A2, A−3 และ A2 − 2A+ I.

Ş. จงหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

Ş.ř
[ cosθ sinθ
−sinθ cosθ

]
Ş.Ś

[
1
2
(ex + e−x) 1

2
(ex − e−x)

1
2
(ex − e−x) 1

2
(ex + e−x)

]

ş. จงแสดงวา่ ถา้เมทรกิซจ์ตรุสั A ทีÉสอดคลอ้ง A2 − 2A+ I = 0 แลว้ A−1 = 2I − A

Š. จงหาตวัผกผนั (ถา้มี) ของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

Š.ř
2 −1 0

4 5 −3

1 −4 7



Š.Ś
1 2 3

0 1 4

5 6 0



Š.ś
 7 2 1

0 3 −1

−3 4 −2



Š.Ŝ
1 0 2

1 2 5

1 5 0



Š.ŝ
 0 1 7

1 3 3

−2 −5 1



Š.Ş


1 0 −2 0

2 1 0 0

3 0 1 0

0 6 0 1





ŚśŞ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

š. ถา้ k ̸= 0 จงหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ
1 0 0 0

k 1 0 0

0 k 1 0

0 0 k 1

 และ


k 0 0 0

1 k 0 0

0 1 k 0

0 0 1 k


řŘ. จงแสดงวา่ 

0 a 0 0 0

b 0 c 0 0

0 d 0 e 0

0 0 f 0 g

0 0 0 h 0


เป็นเมทรกิซผ์กผนัไมไ่ด้ ไมว่า่ตวัแปรตา่ง ๆ จะมีคา่เป็นจาํนวนใดก็ตาม

řř. จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้

řř.ř
4x1 − 3x2 = 5

3x1 − 2x2 = 7

řř.Ś
x1 − 2x2 = 1

3x1 + 2x2 = −3

řř.ś


x1 + 3x2 + x3 = 4

2x1 + 2x2 + x3 = −1

2x1 + 3x2 + x3 = 3

řř.Ŝ


5x1 + 3x2 + 2x3 = 4

3x1 + 3x2 + 2x3 = 2

x2 + x3 = 5

řř.ŝ


x+ y + z = 4

x+ y − 4z = 10

−4x+ y + z = 0

řř.Ş


x1 + 2x2 + 3x3 = a

2x1 + 5x2 + 5x3 = b

3x1 + 5x2 + 8x3 = c

řř.ş


−x2 − 2x3 − 3x4 = 0

x1 + x2 + 4x3 + 4x4 = 7

x1 + 3x2 + 7x3 + 9x4 = 4

−x1 − 2x2 − 4x3 − 6x4 = 6

řŚ. กาํหนดให้

A =

2 1 2

2 2 −2

3 1 1

 และ x =

x1

x2

x3


řŚ.ř จงแสดงวา่สมการAx = x เขียนในรูป (A−I)x = 0 ใชผ้ลลพัธนี์ Êหาคาํตอบของสมการ

Ax = x

řŚ.Ś หาคาํตอบของสมการ Ax = 4x



Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ Śśş

Ş.Ŝ ดเีทอรม์แินนท์
ดเีทอรม์แินนท์ (determinance) ของ 2× 2 เมทรกิซ์

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

เขียนแทนดว้ย det(A) หรอื |A| นิยามคา่เป็นจาํนวนจรงิโดย
det(A) = a11a22 − a12a21

ดีเทอรมิ์แนนทข์อง 3× 3 เมทรกิซ์

B =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



det(B) = a11a22a33 − a12a21a33 + a13a21a32 − a11a23a32 + a12a23a31 − a13a22a31

หมายเหตุ กรณีเมทรกิซจ์ตรุสั n× n เมืÉอ n > 3 ตอ้งใชก้ารดาํเนินการแถวหรอืโคแฟคเตอร์

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ř จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

ř.
[
1 2

3 4

]

Ś.
1 0 1

0 1 0

0 1 1



ś.
1 2 3

5 −1 0

0 1 5





ŚśŠ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
ทฤษฎบีท Ş.Ŝ.Ś สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ใด ๆ

ř. ถา้แถวใดแถวหนึÉง หรอืหลกัใดหลกัหนึÉงมีสมาชิกเป็น Ř ทัÊงหมด จะไดว้า่ det(A) = 0

Ś. ถา้แถวสอง หรอืสองหลกั เป็นอตัราสว่นกนัและกนั จะไดว้า่ det(A) = 0

ś. ถา้สมาชิกใต้แนวทแยงหลกั (diagonal) หรอืเหนือแนวทแยงหลกั มีสมาชิกเป็น Ř ทัÊงหมด
det(A) เทา่กบัผลคณูของสมาชิกในแนวทแยงหลกั

Ŝ. det(AT ) = det(A)
ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ś จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนีÊ

ř.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 7 −1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣

Ś.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3

−1 0 5

5 0 2

∣∣∣∣∣∣∣

ś.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 5 1

2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣

Ŝ.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

0 1 2

2 3 6

∣∣∣∣∣∣∣

ŝ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 x −1 2

0 1 −3 1

1 2 6 −5

0 −3 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ş.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 0 −1

1 −8 3 2

2 0 1 0

0 −4 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ŝ จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนีÊ

ř.
∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3

0 7 −1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣

Ś.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 3 0

5 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣

ś.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 3 0

0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣

Ŝ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 5

0 3 −7 0

0 0 2 6

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ Śśš

สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A โดยมี B ∼ A ซึÉง
ř. ถา้ B เป็นเมทรกซที์Éเกิดจาก การสบัเปลีÉยนแถวทีÉ p และแถวทีÉ q ของ A แลว้

det(B) = −det(A)

Ś. ถา้ B เป็นเมทรกซที์Éเกิดจาก การคณูแถวทีÉ q ดว้ยคา่คงทีÉ k ของ A แลว้
det(B) = kdet(A)

ś. ถา้ B เป็นเมทรกซที์Éเกิดจาก การเปลีÉยนแถวทีÉ p โดยนาํ c ไปคณูแถวทีÉ q แลว้นาํไปบวกแถว
ทีÉ p ของ A แลว้

det(B) = det(A)
หมายเหตุ เปลีÉยนจากกาํดาํเนินแถว เป็นดาํเนินการหลกั ก็จะไดผ้ลลพัธเ์ช่นเดียวกนั

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ŝ กาํหนดให้ det(A) = 5 เมืÉอ A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 จงดีเทอรมิ์แนนซข์องเมทรกิซ์
ตอ่ไปนีÊ

ř.
a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33



Ś.
 a11 a12 a13

a21 a22 a23

2a31 2a32 2a33



ś.
 a11 a12 a13

a21 − 3a11 a22 − 3a12 a23 − 3a13

a31 a32 a33



Ŝ.
a12 a11 a23

a22 a21 a13

a32 a31 a33



ŝ.
 a11 a12 a13

4a31 4a32 4a33

a21 a22 a23



Ş.
 −2a21 −2a22 −2a23

3a11 + a31 3a12 + a32 3a13 + a33

a31 a32 a33





ŚŜŘ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
การหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซจ์ตรุสั A โดยใชก้ารดาํเนินแถว (หลกั) อาจเขียนไดด้งัตวัอยา่ง

ความสัมพนัธ์ การดาํเนินการแถว
∣∣∣∣∣∣∣
ka11 ka12 ka13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ คณูแถวทีÉ ř ดว้ย k

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ สบัเปลีÉยนแถวทีÉ ř กบัแถวทีÉ Ś

∣∣∣∣∣∣∣
a11 + ka21 a12 + ka22 a13 + ka23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ คณูแถวทีÉ Ś ดว้ย k แลว้นาํไปบวกแถวทีÉ ř

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ş จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ โดยใชก้ารดาํเนินการแถว

ř. A =

0 1 5

3 −6 9

2 6 1



Ś. B =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 3

2 7 0 6

0 6 3 0

7 3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ ŚŜř

ทฤษฎบีท Ş.Ŝ.ş ให้ A และ B เป็น n× n เมทรกิซ์ เมืÉอ k เป็นจาํนวนจรงิ
ř. det(kA) = kndet(A)
Ś. det(AB) = det(A)det(B)

ś. det(A−1) =
1

det(A) เมืÉอ det(A) ̸= 0

Ŝ. det(Am) = [det(A)]m

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Š กาํหนดให้

A =

[
1 2

3 5

]
B =

[
−2 2

6 −1

]
C =

[
11 4

5 1

]
จงหา
ř. det(AB)

Ś. det(3B)

ś. det(2A−1)

Ŝ. det(2AB−1)

ŝ. det(−3ABTC)

Ş. det(2C(A−1B2)T )

ş. det(A2B3C−2)

Š. det(A+ AT )



ŚŜŚ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
บทนิยาม Ş.Ŝ.š ให้ A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั
ř. ไมเนอร์ (minor) ของ aij เขียนแทนดว้ยMij คือดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซที์Éเกิดจากการตดั

แถวทีÉ i และหลกัทีÉ j ของ A
Ś. โคแฟคเตอร์ (cofactor) ของ aij เขียนแทนดว้ย Cij นิยามโดย

Cij = (−1)i+jMij

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řŘ จงหาไมเนอรแ์ละโคแฟคเตอรท์ัÊงหมดของ

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0





Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ ŚŜś

ทฤษฎบีท Ş.Ŝ.řř การกระจายโคแฟคเตอร์ (Cofactor expansion)
ให้ A = [aij]n×n เป็นเมทรกิซ์
ř. การกระจายโคแฟคเตอรห์ลกัทีÉ j : det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj

Ś. การกระจายโคแฟคเตอรแ์ถวทีÉ i: det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin

สาํหรบั 1 ≤ i ≤ n และ 1 ≤ j ≤ n

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řŚ จงหา det(A) ของตวัอยา่ง Ş.Ŝ.řŘ โดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0



ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řś จงหาดีเทอรมิ์แนนทโ์ดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

ř.
1 3 5

0 2 2

0 3 −1



Ś.


3 5 1 5

0 0 −1 1

2 4 0 5

−1 0 9 0



ś.


3 0 0 0

1 2 −1 1

2 4 0 5

3 4 5 3



Ŝ.


3 5 −2 6

1 2 −1 1

2 4 1 5

3 7 5 3





ŚŜŜ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

บทนิยาม Ş.Ŝ.řŜ ให้ A = [aij]n×n เป็นเมทรกิซ์ โดยทีÉ Cij เป็นโคแฟคเตอรข์อง aij แลว้

cof(A) =


C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n... ... ...
Cn1 Cn2 · · · Cnn


เรยีกวา่ เมทริกซโ์คแฟคเตอร์ (matrix of cofactor) ของ A และ เมทริกซผู์กผัน (adjoint) ของ
A เขียนแทนดว้ย adj(A) นิยามโดย

adj(A) = [cof(A)]T

ทฤษฎบีท Ş.Ŝ.řŝ สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ซึÉงผกผนัได้ แลว้

A−1 =
1

det(A)adj(A)

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řŞ จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของ A ในตวัอยา่ง Ş.Ŝ.řŘ

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0



ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řş จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของ

A =

1 3 4

2 4 2

6 3 −1





Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ ŚŜŝ

ทฤษฎบีท Ş.Ŝ.řŠ กฎของคารเ์มอร์ (Cramer's Rule)
ระบบสมการเชิงเสน้ n สมการใน n ตวัแปรไมท่ราบคา่

Ax = b

ซึÉง det(A) ̸= 0 แลว้จะมีคาํตอบเดียวคือ

x1 =
det(A1)

det(A) , x2 =
det(A2)

det(A) , ..., xn =
det(An)

det(A)

เมืÉอ Aj คือเมทรกิซที์ÉแทนทีÉดว้ยหลกัทีÉ j ของ A ดว้ยหลกัในเมทรกิซ์ b
ตัวอย่าง Ş.Ŝ.řš จงใชก้ฎของคารเ์มอรห์าคาํตอบของระบบสมการ


x1 + x3 = 4

x1 + x2 − x3 = −2

2x1 − x2 + x3 = 5



ŚŜŞ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์
แบบฝึกหดั Ş.Ŝ

ř. จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∣∣∣∣∣2 −3

4 7

∣∣∣∣∣
ř.Ś

∣∣∣∣∣10 8

−1 5

∣∣∣∣∣

ř.ś
∣∣∣∣∣∣∣
1 4 1

2 5 5

3 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣

ř.Ŝ
∣∣∣∣∣∣∣
1 4 7

2 5 8

3 6 9

∣∣∣∣∣∣∣
ř.ŝ

∣∣∣∣∣∣∣
1 7 −1

0 8 5

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
ř.Ş

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 7

0 5 0

3 0 9

∣∣∣∣∣∣∣

ř.ş
∣∣∣∣∣∣∣
3 4 7

a −2 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
ř.Š

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 5

1 a 2

1 2a 10

∣∣∣∣∣∣∣
ř.š

∣∣∣∣∣∣∣
2550 2551 2552

2553 2554 2555

2556 2557 2558

∣∣∣∣∣∣∣
Ś. จงหา λ ทีÉทาํให้ det(A) = 0

Ś.ř
∣∣∣∣∣λ− 2 1

−5 λ+ 4

∣∣∣∣∣ Ś.Ś
∣∣∣∣∣∣∣
λ− 4 0 0

0 λ 2

0 3 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣
ś. จงหา x ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข

∣∣∣∣∣x −1

3 1− x

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −3

2 x −6

1 3 x− 5

∣∣∣∣∣∣∣
Ŝ. จงแสดงวา่ดีเทอรมิ์แนนท์

∣∣∣∣∣∣∣
sinθ cosθ 0

−cosθ sinθ 0

sinθ − cosθ sinθ + cosθ 1

∣∣∣∣∣∣∣ ไมข่ึ Êนกบั θ

ŝ. กาํหนดให้

A =

 a b c

d d f

x1 y1 z1

 , B =

 a b c

d d f

x2 y2 zz

 and C =

 a b c

d d f

x1 + x2 y1 + y2 z1 + z2

 .

จงแสดงวา่ det(C) = det(A) + det(B)

Ş. จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

Ş.ř
2 −12 1

0 5 −9

0 0 2



Ş.Ś
3 0 0

4 −5 0

6 1 3



Ş.ś
2 −1 3

7 5 −9

4 −2 6



Ş.Ŝ


2 −1 −4 0

−1 5 2 0

−1 −2 2 1

2 −2 −4 0



Ş.ŝ
1 0 0

0 1 0

5 0 1



Ş.Ş
4 0 0

0 1 0

0 0 1





Ş.Ŝ. ดเีทอรม์แินนท์ ŚŜş

Ş.ş


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0



Ş.Š


1 0 0 0

0 1 0 0

−7 0 1 0

0 0 0 1



Ş.š
 3 6 −9

0 0 2

−5 2 1



Ş.řŘ
0 3 1

1 1 2

3 2 4



Ş.řř
 1 −3 0

−2 4 1

5 −2 −2



Ş.řŚ
 3 −6 9

−2 7 −2

0 1 5



Ş.řś


1 −2 3 1

5 −9 6 3

−1 2 −6 2

2 8 6 1



Ş.řŜ


2 1 3 1

1 0 1 1

0 2 1 0

0 1 2 3



Ş.řŝ


0 1 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 1 0 1



Ş.řŞ


1 0 3 0 2

0 1 0 3 0

2 0 1 0 1

1 −2 0 1 −1

1 0 0 1 −1



ş. กาํหนดให้
∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = −3 จงหา

ş.ř
∣∣∣∣∣∣∣
2a 2b 2c

d e f

−g −h −i

∣∣∣∣∣∣∣
ş.Ś

∣∣∣∣∣∣∣
d e f

g h i

a b c

∣∣∣∣∣∣∣

ş.ś
∣∣∣∣∣∣∣
a+ g b+ h c+ i

g h i

3d 3e 3f

∣∣∣∣∣∣∣
ş.Ŝ

∣∣∣∣∣∣∣
4a 4b 4c

d e f

5g − d 5h− e 5i− f

∣∣∣∣∣∣∣
Š. จงหาไมเนอรแ์ละโคแฟคเตอรท์ัÊงหมดของ A =

1 −2 3

6 7 1

5 3 4



š. กาํหนดให้ A =


4 −1 1 6

0 0 −3 3

4 1 0 9

4 1 2 3

 จงหา
š.ř M13 และ C13 š.Ś M24 และ C24 š.ś M32 และ C32 š.Ŝ M41 และ C41

řŘ. จงหาดีเทอรมิ์แนนทโ์ดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

řŘ.ř A =

−3 0 7

2 5 1

−1 0 5



řŘ.Ś A =

3 3 1

1 0 −4

1 −3 5



řŘ.ś A =

1 k k2

1 k k2

1 k k2



řŘ.Ŝ A =

k + 1 k − 1 7

2 k − 3 4

5 k + 1 k





ŚŜŠ บททีÉ Ş. เมทรกิซ์

řŘ.ŝ A =


3 3 0 5

2 2 0 −2

4 1 −3 0

2 10 3 2

 řŘ.Ş A =


4 0 0 1 0

3 3 3 −1 0

1 2 4 2 3

9 4 6 2 3

2 2 4 2 3


řř. จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนีÊ

řř.ř A =

 2 5 5

−1 −1 0

2 4 3



řř.Ś A =

 2 0 3

0 3 2

−2 0 4



řř.ś A =

2 −3 5

0 1 −3

1 0 2



řř.Ŝ A =

 2 0 1

2 1 4

−5 3 1


řŚ. จงใชก้ฎของคารเ์มอรห์าคาํตอบของระบบสมการ

řŚ.ř
x1 + x3 = 1

x1 + 2x2 = 2

řŚ.Ś


4x1 + 5x2 = 2

11x1 + x2 + 2x3 = 3

x1 + 5x2 + 2x3 = 1

řŚ.ś


x− 4y + z = 6

4x− y + 2z = −1

2x+ 2y − 3z = −20

řŚ.Ŝ


x− 3y + z = 4

2x− y = −2

4x− 3z = 0

řŚ.ŝ


3x1 + x2 − x3 = 4

−x1 + 7x2 − 2x3 = 1

2x1 + 6x2 − x3 = 5

řŚ.Ş


−x1 − 4x2 + 2x3 + x4 = −32

2x1 − x2 + 7x3 + 9x4 = 14

−x1 + x2 + 3x3 + x4 = 11

x1 − 2x2 + x3 − 4x4 = −4

řś. จงใชก้ฎของคารเ์มอรใ์นการหา z
4x+ y + z + w = 6

3x+ 7y − z + w = 1

7x+ 3y − 5z + 8w = −3

x+ y + z + 2w = 3



บททีÉ ş
เวกเตอร์

ş.ř เวกเตอรบ์นระนาบ
การบอกตาํแหน่งของจดุใน ปริภมูิสามมติิ (three-dimensional space) ทาํไดจ้ากการอา้งอิงเสน้
ตรงสามเสน้คือ แกน X แกน Y และแกน Z ซึÉงตดัการทีÉจดุ O เรยีกวา่ จุดกาํเนิด (origin) และเรยีก

ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Y วา่ ระนาบ XY (XY-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Z วา่ ระนาบ XZ (XZ-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน Y และแกน Z วา่ ระนาบ YZ (YZ-plane)

X

Y

Z

ระนาบ XY

X

Y

Z

ระนาบ XZ

X

Y

Z

ระนาบ YZ
ระนาบพิกดัฉากทัÊงสามจะแบง่ปรภิมิูสามมิติออกเป็น Š สว่นเรยีกวา่ อัฐภาค (Octance)

X

Y

Z

ŚŜš



ŚŝŘ บททีÉ ş. เวกเตอร์

การบอกตาํแหน่งของจดุ P ในปรภิมิูสามมิติ มีแกนพิกดัเป็นทีÉอา้งอิงบอกไดโ้ดยใชจ้าํนวนจรงิ
(x, y, z) เรยีกวา่พิกดัฉากของจดุ P และใช้ R3 แทนเซตของจดุ (x, y, z) ในปรภิมิูสามมิติ

X
Y

Z

P (x, y, z)

(x, 0, 0)

(x, 0, z)

(0, 0, z)

(x, y, 0)

(0, y, 0)

(0, y, z)

ตัวอย่าง ş.ř.ř จงเขียนกราฟในปรภิมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนีÊ
ř. P (1,−2, 2)

X

Y

Z

Ś. Q(1, 2, 2)

X

Y

Z



ş.ř. เวกเตอรบ์นระนาบ Śŝř

เวกเตอร์ (vector) คือปรมิาณทีÉมีทัÊงขนาดและทิศทาง โดยทัÉวไปใช้สว่นของเสน้ตรงเชืÉอมโยง
กนัระหวา่งจดุสองจดุและมีลกูศรกาํกบัแทนเวกเตอร์ และความยาวของเสน้ตรงแทนขนาดของเวก
เตอร์ ใชส้ญัญาลกัษณ์ −→

PQ แทนเวกเตอรที์ÉมีจดุเริÉมตน้ทีÉจดุ P สิ ÊนสดุทีÉจดุ Q มีทิศทางจาก P ไป
Q และใช้ ∥−→PQ∥ แทนความยาวหรอืขนาด (length/magnitude/norm) ของ −→

PQ และเวกเตอรท์ัÊง
สองจะเทา่กนัก็ตอ่เมืÉอทัÊงสองมีขนาดเทา่กนัและทิศทางเดียวกนั

X

Y

Z

P

Q

O

A

บทนิยาม ş.ř.Ś กาํหนดให้ P (x1, y1, z1) และ Q(x2, y2, z2)

แลว้ a⃗ เป็นเวกเตอรต์าํแหน่ง (position vector) ของ −→PQ คือ
a⃗ = ⟨x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1⟩

ถา้ a1 = x2−x1, a2 = y2−y1 และ a3 = z2−z1 ดงันัÊน a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ เรยีก a1, a2 และ a3 วา่ส่วน
ประกอบ (component) ของ a⃗ ตามแกน X แกน Y และ แกน Z ตามลาํดบั

X
Y

Z

O
A

a1 a2

a3

a⃗

จากรูปโดยใชค้วามสมัพนัธข์องสามเหลีÉยมมมุฉากจะไดว้า่

∥a⃗∥ =
√
a21 + a22 + a23

บทนิยาม ş.ř.ś เวกเตอรที์Éมีตวัประกอบทกุตวัเป็นศนูยเ์รยีกวา่ เวกเตอรศู์นย์ (zero vector) เขียน
แทนดว้ย 0⃗ = ⟨0, 0, 0⟩

ข้อตกลง เมืÉอ P เป็นจดุใน R3 และ O เป็นจดุกาํเนิด เราจะเขียนเวกเตอร์−→OP แทนดว้ย P⃗



ŚŝŚ บททีÉ ş. เวกเตอร์

บทนิยาม ş.ř.Ŝ ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ ≠ 0⃗ เป็นเวกเตอรที์Éทาํมมุ α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน
Z ดา้นบวกตามลาํดบัโดยทีÉ α, β, γ ∈ [0, π] เรยีก α, β, γ วา่มุมแสดงทศิทาง (direction angles)
ของ a⃗ และ cosα, cosβ, cosγ วา่โคไซนแ์สดงทศิทาง (direction cosines) ของ a⃗

X
Y

Z

O

a1 a2

a3

a⃗

α

β

γ

จากรูปจะไดว้า่ cosα =
a1
∥a⃗∥

cosβ =
a2
∥a⃗∥

cosγ =
a3
∥a⃗∥

ตัวอย่าง ş.ř.ŝ จงหาเวกเตอรต์าํแหน่งของ −→PQ ขนาดและโคไซนแ์สดงทิศทางของเวกเตอรน์ัÊน
ř. P (1, 2,−3) และ Q(−1, 0− 4) Ś. P (4,−1, 2) และ Q(5,−2, 3)

ตัวอย่าง ş.ř.Ş จงหามมุแสดงทิศทางของแรง F⃗ = ⟨−1, 1,
√
2⟩



ş.ř. เวกเตอรบ์นระนาบ Śŝś

บทนิยาม ş.ř.ş ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ k ∈ R

ř. a⃗ = b⃗ ก็ตอ่เมืÉอ a1 = b1, a2 = b2 และ a3 = b3

Ś. a⃗+ b⃗ = ⟨a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3⟩

ś. ka⃗ = ⟨ka1, ka2, ka3⟩

Ŝ. a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)

ตัวอย่าง ş.ř.Š ให้ F⃗1 = ⟨1,−2, 5⟩ และ F⃗2 = ⟨−1,−4, 7⟩ จงหาเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
ř. F⃗1 + F⃗2

Ś. 2F⃗1 + 3F⃗2

ś. 3F⃗2 − 2F⃗1

ตัวอย่าง ş.ř.š ถา้แรง F⃗ = ⟨2,−4, 4⟩ กระทาํกบัวตัถุมวล Ś กิโลกรมั เกิดเวกเตอรค์วามเรง่ a⃗ จง
หาเวกเตอรค์วามเรง่พรอ้มทัÊงขนาดความเรง่



ŚŝŜ บททีÉ ş. เวกเตอร์

ตัวอย่าง ş.ř.řŘ กาํหนดใหแ้รง F⃗1, F⃗2 และ F⃗3 ทีÉมีขนาด řŘ, Ş และ ŝ นิวตนัตามลาํดบั กระทาํกบั
วตัถชิุ ÊนหนึÉงมีทิศทางดงัภาพ

F⃗1

F⃗2

F⃗3

60◦30◦

ř. จงเขียนแตล่ะแรงในรูปเวกเตอรต์าํแหน่ง
Ś. จงหาแรงลพัธ์



ş.ř. เวกเตอรบ์นระนาบ Śŝŝ

ทฤษฎบีท ş.ř.řř ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ c, k ∈ R แลว้
ř. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

Ś. (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

ś. a⃗+ 0⃗ = a⃗

Ŝ. a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

ŝ. (ck)⃗a = c(ka⃗) = k(c⃗a)

Ş. c(⃗a+ b⃗) = c⃗a+ c⃗b

ş. (c+ k)⃗a = c⃗a+ ka⃗

Š. 1a⃗ = a⃗

š. 0a⃗ = 0⃗

บทนิยาม ş.ř.řŚ เราเรยีกเวกเตอรที์ÉมีขนาดหนึÉงหน่วยวา่ เวกเตอรห์นึÉงหน่วย (unit vector)
ให้ a⃗ เป็นเวกเตอรที์Éไมใ่ชเ่วกเตอรศ์นูยใ์น R3 และจะไดว้า่

a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉมีทศิเดยีวกบั a⃗

− a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉมีทศิตรงข้ามกบั a⃗

ตัวอย่าง ş.ř.řś จงหาเวกเตอรห์นึÉงหนว่ยของเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
ř. ⟨1,−2, 2⟩ Ś. ⟨1, 1,√2⟩

ตัวอย่าง ş.ř.řŜ จงหาเวกเตอร์ ś หน่วยทีÉมีทิศตรงกนัขา้มกบัแรง F⃗ = ⟨6,−3, 2⟩

เวกเตอรห์นึÉงหนว่ยตามแนวแกน X แกน Y และ แกน Z คือ i⃗, j⃗ และ k⃗ ตามลาํดบั
i⃗ = ⟨1, 0, 0⟩ j⃗ = ⟨0, 1, 0⟩ k⃗ = ⟨0, 0, 1⟩

ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ แลว้จะไดว้า่
a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ = a1⟨1, 0, 0⟩+ a2⟨0, 1, 0⟩+ a3⟨0, 0, 1⟩ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗



ŚŝŞ บททีÉ ş. เวกเตอร์
แบบฝึกหดั ş.ř

ř. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 0⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 2⟩, c⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ d⃗ = ⟨−2, 1, 5⟩ จงหา
ř.ř a⃗− 3⃗b

ř.Ś 2a⃗− c⃗

ř.ś d⃗− b⃗+ a⃗

ř.Ŝ (⃗a− 2⃗b) + 3c⃗

ř.ŝ ∥c⃗+ 2d⃗∥

ř.Ş ∥2a⃗+ b⃗∥

ř.ş โคไซนแ์สดงทิศทางของ a⃗

ř.Š โคไซนแ์สดงทิศทางของ b⃗+ c⃗

ř.š เวกเตอรห์นึÉงหน่วยของ 2c⃗− d⃗

ř.řŘ เวกเตอร์ ś หนว่ยทีÉมีทิศเดียวกบั 2a⃗+ d⃗

Ś. ถา้แรง F⃗ = ⟨2,−6, 3⟩ กระทาํกบัวตัถุมวล Ř.ŝ กิโลกรมั เกิดเวกเตอรค์วามเรง่ a⃗ จงหาเวก
เตอรค์วามเรง่พรอ้มทัÊงขนาดความเรง่

ś. กาํหนดใหแ้รง F⃗1, F⃗2 และ F⃗3 ทีÉมีขนาด Š, Ŝ และ Ş นิวตนัตามลาํดบั กระทาํกบัวตัถชิุ ÊนหนึÉง
มีทิศทางดงัภาพ

F⃗1

F⃗3

F⃗2

60◦30◦

ś.ř จงเขียนแตล่ะแรงในรูปเวกเตอรต์าํแหนง่
ś.Ś จงหาแรงลพัธ์



ş.Ś. ผลคูณเชงิสเกลาร์ Śŝş

ş.Ś ผลคูณเชิงสเกลาร์
บทนิยาม ş.Ś.ř ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงสเกลาร์ (scalar product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗ · b⃗ นิยามโดย

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

ตัวอย่าง ş.Ś.Ś จงหาผลคณูเชิงสเกลารข์องเวกเตอร์ a⃗ และ b⃗

ř. a⃗ = ⟨3,−1, 5⟩ และ b⃗ = ⟨1, 6,−3⟩

Ś. a⃗ = ⟨2, 1⟩ และ b⃗ = ⟨4, 6⟩

ś. a⃗ = ⟨a, 1,−a⟩ และ b⃗ = ⟨a, a, a+ 1⟩

Ŝ. a⃗ = ⟨2sinx, cosx⟩ และ b⃗ = ⟨sinx, 2cosx⟩



ŚŝŠ บททีÉ ş. เวกเตอร์
ทฤษฎบีท ş.Ś.ś ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ k ∈ R แลว้
ř. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

Ś. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

ś. k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b)

Ŝ. a⃗ · a⃗ = ∥a⃗∥2

ตัวอย่าง ş.Ś.Ŝ ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรบ์นระนาบ จงแสดงวา่
ř. a⃗ · a⃗ = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a⃗ = 0⃗

Ś. ∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2

ś. ∥a⃗− b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 − 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2



ş.Ś. ผลคูณเชงิสเกลาร์ Śŝš

ทฤษฎบีท ş.Ś.ŝ ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ แลว้
a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥cosθ

เมืÉอ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ เมืÉอ 0 ≤ θ ≤ π ดงัรูป

a⃗

b⃗

θ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ตัÊงฉากกัน (orthogonal) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗ · b⃗ = 0 หรอื θ =
π

2



ŚŞŘ บททีÉ ş. เวกเตอร์

ตัวอย่าง ş.Ś.Ş งาน W ทีÉเกิดขึ ÊนเมืÉอมีแรง F⃗ กระทาํกบัวตัถทุาํใหเ้กิดการกระจดั s⃗ จะไดว้า่
W = F⃗ · s⃗

จงหางานทีÉเกิดขึ ÊนเมืÉอออกแรงขนาด řŘ นิวตวัทาํมมุกบัแกน X ŞŘ องศา ทาํใหเ้กิดการกระจดัใน
แนวแกน X ŝ เมตร

ตัวอย่าง ş.Ś.ş ให้ A(1, 2, 0), B(0, 4, 2) และ C(3, 2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลีÉยม ABC

จงหามมุ BÂC

ตัวอย่าง ş.Ś.Š ให้ a⃗ = ⟨3, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 1⟩ และ c⃗ = ⟨3, 4,−2⟩
จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตัÊงฉากกนั



ş.Ś. ผลคูณเชงิสเกลาร์ ŚŞř

ตัวอย่าง ş.Ś.š กาํหนดแรง F⃗1 และ F⃗2 ดงัแผน

F⃗1

F⃗2

θ

จงหาขนาดขแรงแรงลพัธ์ หรอื ∥F⃗1 + F⃗2∥ และทิศทาง (ตอบในรูปมมุ)



ŚŞŚ บททีÉ ş. เวกเตอร์

บทนิยาม ş.Ś.řŘ ให้ a⃗ ̸= 0⃗, b⃗ ̸= 0⃗ และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ ลากเสน้ตรงจาก A ไปตัÊงฉาก
กบั −−→

OB ทีÉจดุ C ดงัรูป

B

A

θ

O C

a⃗

b⃗
B

A

θ

OC

a⃗

b⃗

เรยีก −→
OC วา่ ภาพฉายเวกเตอร์ (vector projection) ของ a⃗ บน b⃗ เขียนแทนดว้ย Proj⃗ba⃗

ทฤษฎบีท ş.Ś.řř ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ แลว้จะไดว้า่ Proj⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥2

b⃗

ตัวอย่าง ş.Ś.řŚ จงหาภาพฉายเวกเตอรข์อง a⃗ บน b⃗

ř. a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2,−2⟩

Ś. a⃗ = ⟨3, 1⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2⟩



ş.Ś. ผลคูณเชงิสเกลาร์ ŚŞś

แบบฝึกหดั ş.Ś
ř. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 1,−1⟩, b⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 2, 5⟩ จงหา

ř.ř b⃗ · c⃗

ř.Ś c⃗ · 2⃗b+ 2a⃗ · b⃗

ř.ś (c⃗+ b⃗) · (⃗b− a⃗)

ř.Ŝ มมุระหวา่ง a⃗ กบั c⃗

ř.ŝ มมุระหวา่ง a⃗+ b⃗ กบั a⃗− b⃗

ř.Ş ภาพฉายเวกเตอรข์อง b⃗ บน c⃗

ř.ş ภาพฉายเวกเตอรข์อง a⃗ บน b⃗

Ś. จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตอ่ไปนีÊตัÊงฉากกนับา้ง

a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨1,−2, 3⟩, c⃗ = ⟨−3, 3, 1⟩ และ d⃗ = ⟨−1, 1, 7⟩

ś. ให้ A(1, 2), B(3, 1) และ C(2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลีÉยม ABC จงหามมุ AB̂C

Ŝ. เมืÉอออกแรง F⃗1 และ F⃗2 ทาํมมุกนั ŞŘ องศา และมีขนาด řŘ และ ŚŘ นิวตนัตามลาํดบั จงหา
ขนาดและทิศทางของแรงลพัธที์Éเกิดกบัวตัถชิุ Êนนี Ê

ŝ. จงอธิบายงานทีÉเกิดขึ ÊนเมืÉอแบกสิÉงของเดินไปตามแนวราบ



ŚŞŜ บททีÉ ş. เวกเตอร์

ş.ś ผลคูณเชิงเวกเตอร์
บทนิยาม ş.ś.ř ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (vector product/cross product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗× b⃗ คือ

a⃗× b⃗ = ⟨a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1⟩

หรอื
a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
เมืÉอ |M | แทนดีเทอรมิ์แนนทข์องเมตรกิซ์M

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

ตัวอย่าง ş.ś.Ś กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨0, 2, 1⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 1,−1⟩ จงหา
ř. a⃗× b⃗

Ś. b⃗× c⃗



ş.ś. ผลคูณเชงิเวกเตอร์ ŚŞŝ

ทฤษฎบีท ş.ś.ś ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้
ř. a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗)

Ś. a⃗× (⃗b+ c⃗) = (⃗a× b⃗) + (⃗a× c⃗)

ś. k(⃗a× b⃗) = (ka⃗)× b⃗ = a⃗× (k⃗b)

Ŝ. a⃗ · (⃗a× b⃗) = 0 = b⃗ · (⃗a× b⃗)

ตัวอย่าง ş.ś.Ŝ จงหาเวกเตอรที์ÉตัÊงฉากกบั a⃗ = ⟨1,−3, 4⟩ และ b⃗ = ⟨2, 2, 1⟩

ทฤษฎบีท ş.ś.ŝ ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ แลว้
∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥sinθ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ขนานกัน (paralell) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗× b⃗ = 0⃗ หรอื θ = 0 หรอื π

ทฤษฎบีท ş.ś.Ş ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้พื ÊนทีÉสีเหลีÉยมด้านขนาน (parallelogram)
ทีÉมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั ∥a⃗× b⃗∥

a⃗

b⃗

ตัวอย่าง ş.ś.ş จงหาพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น A(2, 1, 1), B(−1, 3, 1) และ C(0, 2,−3)



ŚŞŞ บททีÉ ş. เวกเตอร์

ตัวอย่าง ş.ś.Š แรง F⃗ ทีÉเกิดกบัประจุ q ในสนามแม่เหลก็ B⃗ จนทาํใหเ้กิดความเรว็ v⃗ สมัพนัธ์กนั
ดงันี Ê

F⃗ = qv⃗ × B⃗

จงหาแรงทีÉเกิดขึ Êนกบักระจุ řŘ ไมโครคลูอมป์เคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็ ŝŘ เมตรตอ่วินาที ในทิศตัÊงฉาก
กบัสนามแมเ่หลก็ทีÉขนาด Ř.Ś เทสลา

บทนิยาม ş.ś.š ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอร์ใน R3 แลว้ผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์
(scalar triple products) ของ a⃗, b⃗ และ c⃗ คือ a⃗ · b⃗× c⃗ หรอื a⃗ · (⃗b× c⃗) นัÊนคือ

a⃗ · b⃗× c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
เมืÉอ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩, b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ c⃗ = ⟨c1, c2, c3⟩

โดยสมบตัิของดีเทอรมิ์แนนทจ์ะไดว้า่ a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗

ตัวอย่าง ş.ś.řŘ กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨0, 1, 2⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 0, 1⟩ จงหา
ř. a⃗ · b⃗× c⃗ Ś. c⃗× b⃗ · c⃗



ş.ś. ผลคูณเชงิเวกเตอร์ ŚŞş

ทฤษฎบีท ş.ś.řř ปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหน้าขนาน (parallepiped) ซึÉงมีดา้นประชิดเป็น
a⃗, b⃗ และ c⃗ เทา่กบั |⃗a · b⃗× c⃗|

b⃗× c⃗

c⃗

b⃗

a⃗

A

h

θ

จากรูป V = Ah = ∥⃗b× c⃗∥∥a⃗∥|cosθ| = |⃗a · b⃗× c⃗|

ตัวอย่าง ş.ś.řŚ จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนานซึÉงมีดา้นประชิดเป็น ⟨1, 1,−1⟩, ⟨2, 1, 0⟩
และ ⟨0, 1, 3⟩

ตัวอย่าง ş.ś.řś จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 4,−7⟩, ⟨2,−1, 4⟩ และ ⟨0,−9, 18⟩
อยูบ่นระนาบเดยีวกัน (coplanar)



ŚŞŠ บททีÉ ş. เวกเตอร์
แบบฝึกหดั ş.ś

ř. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨2, 3, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 3, 2⟩ จงหา
ř.ř a⃗× b⃗

ř.Ś a⃗× c⃗

ř.ś (⃗a× c⃗)× b⃗

ř.Ŝ (⃗a× b⃗)× (c⃗× a⃗)

ř.ŝ a⃗ · (⃗b× c⃗)

ř.Ş ∥c⃗× d⃗∥

ř.ş ∥2a⃗× b⃗∥

ř.Š ∥a⃗× 3c⃗∥+ |⃗a · c⃗|

Ś. จงหาพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น (−3, 1, 2), (−5, 1, 0) และ (4,−2, 1)

ś. กาํหนดให้ A(1, 1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 0, 0) และ D(2, 1,−1) จงแสดงวา่รูปสีÉเหลีÉยม ABCD

เป็นสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน และหาพืÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมนี Ê
Ŝ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนานซึÉงมีดา้นประชิดเป็น a⃗ = ⟨2, 1,−3⟩,

b⃗ = ⟨4,−1, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 4,−1⟩

ŝ. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ทีÉทาํให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

Ş. จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 5,−2⟩, ⟨3,−1, 0⟩ และ ⟨5, 9,−4⟩
อยูบ่นระนาบเดียวกนั

ş. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่
ş.ř ∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)

ş.Ś ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ แลว้ a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

ş.ś (⃗a− b⃗)× (⃗a+ b⃗) = 2(⃗a× b⃗)

ş.Ŝ a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

ş.ŝ a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) = 0⃗

Š. ทอรก์ τ⃗ คือความพยายามของแรง F⃗ ทีÉจะหมนุวถัตรุอบแกนหมนุดว้ยระยะหา่งจากจดุหมนุ
r⃗ สมัพนัธก์นัดงันี Ê

τ⃗ = r⃗ × F⃗

จงหาทอรก์ทีÉเกิดขึ ÊนเมืÉอออกแรง řŘ นิวตนัหา่งจากจดุหมนุ ŝŘ เซนติเมตร โดยแรงทาํมมุกบั
แนวเสน้แกนหมนุ ŞŘ องศา



ş.Ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ ŚŞš

ş.Ŝ ฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
บทนิยาม ş.Ŝ.ř กาํหนดให้ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิบนช่วง I แลว้
F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ (vector value function) จาก I ไป R2

F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ จาก I ไป R3

ตัวอย่าง ş.Ŝ.Ś ให้ F⃗ (t) = ⟨t, t2⟩, 0 ≤ t ≤ 2 และ G⃗(t) = ⟨sint, cost, t⟩, 0 ≤ t ≤ π จงหา
ř. F⃗ (1) Ś. G⃗

(π
3

)

บทนิยาม ş.Ŝ.ś ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ และ u เป็นฟังกช์นัจาก I ไป R และ t ∈ I

แลว้
ř. (F⃗ + G⃗)(t) = F⃗ (t) + G⃗(t)

Ś. (uG⃗)(t) = u(t)F⃗ (t)

ś. (F⃗ · G⃗)(t) = F⃗ (t) · G⃗(t)

Ŝ. (F⃗ × G⃗)(t) = F⃗ (t)× G⃗(t)

ทฤษฎบีท ş.Ŝ.Ŝ กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมืÉอ t ∈ I และ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีÉมี
อนพุนัธบ์นชว่ง I จะไดว้า่ F⃗ มีอนพุนัธที์É t และ

F⃗ ′(t) = ⟨x′(t), y′(t), z′(t)⟩

ตัวอย่าง ş.Ŝ.ŝ จงหาอนพุนัธข์อง F⃗ (t) =
⟨
t2 + t− 3, cos2t, 2et⟩

ตัวอย่าง ş.Ŝ.Ş กาํหนดให้ F⃗ = ⟨1, t, sint⟩ และ G⃗ = ⟨t2, t, 1⟩ จงหา
ř. (F⃗ · G⃗)′(t) Ś. F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)



ŚşŘ บททีÉ ş. เวกเตอร์
บทนิยาม ş.Ŝ.ş กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรบ์นโดเมน D ⊂ R ถา้
x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีÉอินทิเกรตไดบ้นช่วง [a, b] แลว้ F⃗ เป็นฟังกช์นัทีÉอนิทเิกรตได้ (integrable)
บนชว่ง [a, b] ⊂ D และ ∫ b

a

F⃗ (t)dt =

⟨∫ b

a

x(t)dt,

∫ b

a

y(t)dt,

∫ b

a

z(t)dt

⟩
ตัวอย่าง ş.Ŝ.Š กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨cost, sint, 1⟩ และ C⃗ = ⟨1, 2, 1⟩ จงหา

ř.
∫ π

0

F⃗ (t)dt Ś.
∫ 2

1

C⃗ · F⃗ (t)dt

ตัวอย่าง ş.Ŝ.š จงหา
∫ 2π

0

∥⟨cost, sint, 1⟩∥dt



ş.Ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ Śşř

กราฟแสดงการเคลืÉอนทีÉของฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
กราฟของการเคลืÉอนทีÉ r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมืÉอ a ≤ x ≤ b คือ

กราฟความสมัพนัธ์ {(x(t), y(t)) : r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมืÉอ a ≤ x ≤ b}

r⃗(t) = ⟨t, t2⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 4
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ตัวอย่าง ş.Ŝ.řŘ จงเขียนกราฟแสดงการเคลืÉอนทีÉตอ่ไปนีÊ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 4

ř. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1⟩

X

Y

Ś. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1, 3 + 2t⟩

X

Y

Z



ŚşŚ บททีÉ ş. เวกเตอร์

ให้ r⃗(t) = x(t)⃗i+ y(t)⃗j (หรอื r⃗(t) = x(t)⃗i+ y(t)⃗j + z(t)k⃗ ใน ś มิติ) เป็นฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉ
หรอืเวกเตอรต์าํแหนง่

เวกเตอรค์วามเร็ว v⃗(t) = r⃗′(t) = x′(t)⃗i+ y′(t)⃗j = vx(t)⃗i+ vy(t)⃗j

อัตราความเร็ว v(t) = ∥v⃗(t)∥ =
√

v2x + v2y

เวกเตอรค์วามเร่ง a⃗(t) = v⃗′(t) = r⃗′′(t) = x′′(t)⃗i+ y′′(t)⃗j = ax(t)⃗i+ ay(t)⃗j

อัตราความเร่ง a(t) = ∥a⃗(t)∥ =
√

a2x + a2y

ตัวอย่าง ş.Ŝ.řř ให้ r⃗(t) = i⃗+ 2t⃗j + 3t2k⃗ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2 เป็นสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถุ
จงหาตาํแหนง่ของการเคลืÉอนทีÉ เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่และอตัราเรง่ เมืÉอเวลา
t = 1

ตัวอย่าง ş.Ŝ.řŚ เรอืลาํนี ÊเคลืÉอนทีÉในระนาบ XY โดยมีฟังกช์นัตาํแหน่งทีÉ เวลาใด ๆ ในระบบพิกดั
ฉากเป็น x(t) = 3t2 − 2t + 1 และ y(t) = −t2 + 2t − 3 จงหาเวกเตอรต์าํแหน่ง และความเรว็ของ
เรอืลาํนี ÊทีÉเวลา ś วินาที



ş.Ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ Śşś

ตัวอย่าง ş.Ŝ.řś รถคนัหนึÉงเคลืÉอนทีÉในระนาบ XY ดว้ยความเรง่ a⃗(t) = 2⃗i m/s2 ถา้รถคนันี ÊเริÉม
เคลืÉอนเมืÉอเวลา Ř วินาที มีความเรว็เริÉมตน้ v⃗0 = 10⃗i− 5⃗j m/s

ř. ความเรว็ทีÉเวลาใด ๆ จากสมการ v⃗ = v⃗0 + a⃗t

Ś. ความเรว็และอตัราเรว็ทีÉเวลา ŝ วินาที
ś. เวกเตอรต์าํแหน่งทีÉเวลาใด ๆ



ŚşŜ บททีÉ ş. เวกเตอร์
แบบฝึกหดั ş.Ŝ

ř. กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t⟩ และ G⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ จงหา
ř.ř F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

ř.Ś (F⃗ · G⃗)′(t)

ř.ś (F⃗ ′ × G⃗′)(t)

ř.Ŝ (F⃗ · G⃗′)(t)

Ś. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ 3

1

⟨
t, 2t+ 1, t2

⟩
dt Ś.Ś

∫ π

0

⟨sint, cost, t+ 1⟩ dt

ś. จงเขียนกราฟแสดงการการเคลืÉอนทีÉของฟังกช์นัเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
ś.ř r⃗(t) = ⟨t,

√
t2 − 1⟩ เมืÉอ 1 ≤ t ≤ 3

ś.Ś r⃗(t) =

⟨
t+

1

t
, t− 1

t

⟩
เมืÉอ 1 ≤ t ≤ 4

ś.ś r⃗(t) = ⟨1 + t, 2 + t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 5

ś.Ŝ r⃗(t) = ⟨1, t, t2⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2

Ŝ. จงหา ตาํแหน่งของการเคลืÉอนทีÉ เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่ เมืÉอ
กาํหนดสมการการเคลืÉอนทีÉดงันี Ê ขณะเวลาทีÉกาํหนดให้
Ŝ.ř r⃗(t) = t⃗i+ (t2 + 1)⃗j เมืÉอ t = 2

Ŝ.Ś r⃗(t) = (t+ 1
t
)⃗i+ (t− 1

t
)⃗j เมืÉอ t = 1

Ŝ.ś r⃗(t) = (t2 − 2t)⃗i+ (t+ 1)⃗j − 3tk⃗ เมืÉอ t = 1

Ŝ.Ŝ r⃗(t) = sin3t⃗i+ cos2t⃗j เมืÉอ t = π
4

Ŝ.ŝ r⃗(t) = sin2t⃗j + etcost⃗j + tk⃗ เมืÉอ t = 0

ŝ. ถา้การเดินทางของอนภุาคตวัหนึÉงเป็น r⃗(t) = x(t)⃗i + y(t)⃗j โดยมี x(t) = at2 + bt + c และ
y(t) = dt+ e เมืÉอ a, b, c, d, e เป็นคา่คงทีÉ จงหาการกระจดัของอนภุาคนีÊทีÉเวลา Ř วินาที

Ş. เรอืมีฟังกช์นัความเรว็เป็น v⃗(t) = at2⃗i+ bt⃗j โดยกาํหนดให้ a = 10 m/s2 และ b = −5 m/s2

จงหา
Ş.ř ความเรว็ทีÉเวลา ř วินาที และ Ś วินาที
Ş.Ś ความเรง่ทีÉเวลา ř.ŝ วินาที
Ş.ś ความเรง่เฉลีÉยระหวา่งชว่งเวลา ř ถงึ Ś วินาที



บททีÉ Š
สถติเิบืÊองต้น

Š.ř ความรู้เบืÊองต้นเกีÉยวกับสถติิ
คาํวา่สถติิตรงกบัคาํในภาษาองักฤษStatistics ซึÉงเป็นคาํทีÉแปลมาจากศพัท์ Statistik ในภาษา

เยอรมนั ซึÉงคิดคน้ขึ Êนโดย Got fried Ache wall (ค.ศ. řşřš-řşşŚ ) เป็นคาํทีÉมีรากศพัทเ์ดียวกบัคาํ
วา่ “State” ซึÉงแปลวา่ “รฐั” มีความหมายถงึขอ้มลูหรอืขา่วสาร ซึÉงเป็นประโยชนต์อ่การบรหิารงาน
ของรฐัในดา้นตา่ง ๆ แต่ในปัจจบุนัมีนกัวิชาการใหค้วามหมายของคาํวา่สถิติไวห้ลายความหมาย
เชน่

ř. สถิติหมายถงึตวัเลขทีÉแสดงขอ้เท็จจรงิเกีÉยวกบัเรืÉองใดเรืÉองหนึÉง เชน่

• สถิติทีÉแสดงปรมิาณนํÊาฝนในกรุงเทพมหานครในเดือนมกราคม พ.ศ. ŚŝŞś
• สถิติอบุตัิเหตทีุÉเกิดในประเทศไทย พ.ศ.ŚŝŞŚ
• สถิตินกัเรยีนทีÉมาสายของโรงเรยีนแหง่หนึÉงในปีการศกึษา ŚŝŞŘ

Ś. สถิติหมายถงึคา่ตวัเลขทีÉคาํนวณไดจ้ากขอ้มลูกลุม่ตวัอยา่ง คา่ทีÉคาํนวณไดอ้อกมานัÊนเรยีก
วา่ คา่สถิติ เชน่ คา่เฉลีÉยเลขคณิต คา่มธัยฐาน คา่ฐานนิยม และคา่สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
เป็นตน้

ś. สถิติหมายถงึศาสตร์ทีÉวา่ดว้ยการเก็บรวมรวมขอ้มลู การนาํเสนอขอ้มลู และการวิเคราะห์
ขอ้มลู

ข้อมูล (Data) คือ สิÉงทีÉแสดงถงึลกัษณะของขอ้เท็จจรงิเกีÉยวกบับคุคล สิÉงของหรอืเหตกุารณ์
ในรูปแบบของตวัเลข ภาพ ตวัอกัษร และสญัลกัษณต์า่ง ๆ ซึÉงอาจเป็นตวัเลขหรอืไม่ก็ได้ และตอ้ง
จาํนวนมากพอทีÉจะแสดงลกัษณะของเรืÉองนัÊนได้ เชน่ อายุ นํÊาหนกั ความสงู รายได้ เพศ ระดบัการ
ศกึษา อาชีพ เป็นตน้ ขอ้มลูทีÉเก็บรวบรวมมาไดเ้รยีกวา่ ข้อมูลดบิ (raw data) จากนัÊนจะนาํขอ้มลู
ไปวิเคราะหแ์ละประมวลผลตอ่ไป ซึÉงจะเรยีกวา่ สารสนเทศ (Information) ดงันัÊนสารสนเทศหมาย
ถงึ ขอ้มลูไดผ้า่นการเปลีÉยนแปลงหรอืมีการประมวลผลหรอืวิเคราะหส์รุปผลดว้ยวิธีการตา่ง ๆ

Śşŝ



ŚşŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
ขอ้มลูดิบ สารสนเทศ

- คะแนนนกัเรยีนในหอ้ง - นกัเรยีนสว่นใหญ่ในหอ้งนี Êมีคะแนนสงูกวา่เกณฑ์
- รายไดข้องครูในพื ÊนทีÉ กทม. - ครูในพื ÊนทีÉ กทม. มีรายไดเ้ฉลีÉย śŝ,ŘŘŘ ตอ่เดือน
- จาํนวนพายทีุÉผดัผา่นประเทศไทย - โดยเฉลีÉยแลว้พายจุะผดัผา่นประเทศไทยปีละ řŝ ครัÊง
- จาํนวนคนทีÉกดไลคเ์ฟสบคุ - คนทีÉกดไลคเ์พจแมทโคตรสว่นใหญ่มีอายชุว่ง ŚŘ-śŘ ปี

ขอ้มลูทีÉนาํมาวิเคราะหป์ระกอบดว้ยขอ้มลูหลายประเภท อาจพิจารณาตามลกัษณะตา่ง ๆ ดงันี Ê

แบง่ตามลักษณะของข้อมูล

ř. ข้อมูลเชิงปริมาณ (Quantitative data) คือขอ้มลูทีÉวดัคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย จงึแสดงเป็น
ตวัเลข เชน่ รายได้ นํÊาหนกั สว่นสงู คะแนนสอบ อายุ เป็นตน้ แบง่ออกเป็น Ś แบบคือ
ř.ř ข้อมูลแบบไม่ต่อเนืÉอง (Discrete data) หมายถงึขอ้มลูทีÉ มีคา่เป็นจาํนวนเตม็หรอื

จาํนวนนบั
ř.Ś ข้อมูลแบบต่อเนืÉอง (Continunous data) หมายถงึขอ้มลูทีÉ มีคา่ได้ทกุคา่ในชว่งทีÉ

กาํหนดทีÉมีความหมาย

ขอ้มลูแบบไมต่อ่เนืÉอง ขอ้มลูแบบตอ่เนืÉอง
- จาํนวนใขไ่ก่ในตะกรา้ - นํÊาหนกัของไขไ่ก่ ř ฟอง
- จาํนวนเดก็ในหอ้งเรยีน - สว่นสงูของนกัเรยีน
- จาํนวนพายทีุÉผดัผา่นในฤดกูาลหนึÉง - ความเรว็ลม
- จาํนวนคนทีÉกดไลคเ์ฟสบคุ - อณุหภมิูของนํÊา

Ś. ข้อมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative data) หรอืขอ้มลูจาํแนกประเภท (Categorical data) หรอื
บางครัÊงเรยีกวา่ขอ้มลูเชิงกลุม่เป็นขอ้มลูทีÉไม่สามารถระบุคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย มกัจะเป็น
ขอ้ความ เชน่ ระดบัการศกึษา การนบัถือศาสนา เพศ เป็นตน้

แบง่ตามแหล่งทีÉมาของข้อมูล

ř. ข้อมูลปฐมภมูิ (Primary data) คือขอ้มลูทีÉเก็บรวบรวมดว้ยตวัเองหรอืจากแหลง่ทีÉใหข้อ้มลู
โดยตรง เชน่ การทดลอง การสอบถาม การทาํสาํมะโน การสมัภาษณ์ เป็นตน้ ขอ้มลูปฐมภมิู
จะเป็นขอ้มลูทีÉมีรายละเอียดตรงตามทีÉผูใ้ชต้อ้งการ อาจเสียเวลาและคา่ใชจ้า่ยมาก และเป็น
ขอ้มลูยงัไมท่าํการวิเคราะห์

Ś. ข้อมูลทุตยิภมูิ (Secondary data) คือขอ้มลูทีÉรวบรวมได้จากแหลง่อืÉนทีÉ มีผู้รวบรวมไว้ให้
เช่น รายงานตา่ง ๆ ของหน่วยราชการหรอืเอกชน เป็นตน้ ผูใ้ชข้อ้มลูเพียงนาํขอ้มลูมาใชเ้ทา่นัÊน
จงึประหยดัทัÊงเวลาและคา่ใชจ้า่ย ดงันัÊนขอ้มลูทตยุภมิูคือขอ้มลูทีÉทาํการวิเคราะหเ์บื Êองตน้มา
แลว้ การนาํขอ้มลูชนิดนี Êมาใชอ้าจมีรายละเอียดไม่เพียงพอ หรอืไม่ตรงตามตอ้งการ ดงันัÊนผู้
ใชอ้าจไมท่ราบถงึขอ้ผิดพลาดของขอ้มลู จงึควรระมดัระวงัในการใช้



Š.ř. ความรูเ้บื Êองตน้เกีÉยวกบัสถติิ Śşş
ขอ้มลูปฐมภมิู ขอ้มลูทตุิยภมิู

- คะแนนทีÉไดจ้ากการสอบถามเพืÉอน ๆ ในหอ้ง - คะแนนทีÉไดจ้ากการบนัทกึของครูผูส้อน
- อณุหภมิูของสารตา่ง ๆ ทีÉไดจ้ากทดลอง - คา่ความชืÉนในอากาศทีÉไดจ้ากเวป็ไซค์
- จาํนวนนกัเรยีนทีÉมาสายในแตล่ะวนั ของกรมอตุนิุยมวิทยา
จากการสงัเกตหนา้โรงเรยีน - นํÊาหนกัของผูส้งูวยัใน กทม. ทีÉไดจ้ากสาํนกั

สถิติแหง่ชาติ

หากตอ้งการทราบขอ้มลูทางสถิติบางอยา่ง เชน่ รายได้ของคนไทย สิÉงแรกทีÉตอ้งทาํคือการ
สาํรวจหรอืเก็บขอ้มลูของรายไดข้องคนไทย จะเรยีกคนไทยทกุคนวา่ ประชากร (Population) ของ
การสาํรวจในครัÊงนี Ê ถา้สนใจนํÊาหนกัของนกัเรยีนในกรุงเทพมหานคร ประชากรคือ นกัเรยีนทกุคนใน
กรุงเทพมหานคร ดงันัÊนประชากรในทางสถิติจงึมีความหมายกวา้งกวา่ความคาํวา่ประชากรโดย
ทัÉวไป ดงัจะนิยามดงันี Ê
บทนิยาม Š.ř.ř ประชากร คือเซตของคา่สงัเกตทัÊงหมดในการทดลอง หรอืในการสาํรวจทางสถิติ

จาํนวนของคา่สงัเกตทัÊงหมดของประชากร คือตวัเลขทีÉบอกขนาดของประชากร เชน่สาํรวจคะแนน
สอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนชัÊน ม. ś ของโรงเรยีนแหง่หนึÉงทีÉมีจาํนวนทัÊงหมด ŜŝŘ คน จะได้
วา่ขนาดของประชากรในการสาํรวจครัÊงนี Êคือ ŜŝŘ ประชากรอาจแบง่ตามขนาดได้ Ś ชนิดคือ
ř. ประชากรทีÉมีจาํนวนแน่นอน (Finite population) เช่น จาํนวนรถโดยสารประจาํทางในกรุง

เกพมหานคร จาํนวนนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏั
สวนสนุนัทา เป็นตน้

Ś. ประชากรทีÉมีจาํนวนอนันต์ (Infinite population) เชน่ จาํนวนขา้วทีÉเก็บเกีÉยวไดใ้นปีหนึÉง ๆ
และจาํนวนครัÊงทีÉทอดลกูเตา๋จนไดแ้ตม้ ŝ เป็นตน้

จะห็นวา่การเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุหน่วยในประชากรทีÉ มีขนาดใหญ่ อาจเกิดความยุง่ยาก ใช้
เวลามากและคา่ใชจ้า่ยสงู ผูว้ิจยัอาจเก็บขอ้มลูบางสว่นของประชากร ซึÉงจะเรยีกวา่ตัวอย่าง (Sample)
เชน่ ตอ้งการหาอายเุฉลีÉยของประชากรไทย ประชากรคือคนไทยทกุคน ตวัอยา่งคือคนไทยบางสว่น
ทีÉถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง หรอืนิยามไดด้งันี Ê
บทนิยาม Š.ř.Ś ตัวอย่าง คือเซตยอ่ยของประชากรทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง

การเก็บรวบรวมขอ้มลูเพืÉอนาํมาวิเคราะห์ อาจประกอบดว้ยขอ้มลูปฐมภมิู และขอ้มลูทตุิยภมิู
โดยขอ้มลูทีÉไดอ้าจเป็นขอ้มลูเชิงปรมิาณ และเชิงคณุภาพ ในกรณีการใช้ขอ้มลูปฐมภมิูหนว่ยงาน
จะเป็นผูเ้ก็บขอ้มลู ซึÉงมีวิธีเก็บรวบรวม ś วิธีดงันี Ê
ř. การเก็บรวบรวมขอ้มลูจากทะเบียนหรอืการบนัทกึ

คือการจดบนัทกึหรอืงานทะเบียนของหน่วยงาน หรอืองคก์รตา่ง ๆ เชน่ การบนัทกึจาํนวน
นกัเรยีนทีÉมาเรยีนในแตล่ะวนั ของโรงเรยีนแหง่หนึÉง การบนัทกึขอ้มลูผูม้ารกัษาในโรงพยาบาล
แหง่หนึÉง เชน่ อายุ เพศ และหมู่เลือด เป็นตน้ หา้งสรรพสนิคา้จาํบนัทกึยอดขายของสนิคา้
แตล่ะแผนกทกุวนั
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Ś. การเก็บรวมรวมขอ้มลูโดยการสาํรวจ

ทาํได้ Ś แบบคือ
Ś.ř การทาํสาํมะโน (Census) คือขอ้มลูทีÉเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุ ๆ หน่วยของประชากร
Ś.Ś การสาํรวจด้วยตัวอย่าง (Sample survey) คือการเก็บขอ้มลูบางหน่วยทีÉเลือกมาเป็น

ตวัแทนจากทกุ ๆ หน่วยของประชากร
ś. การเก็บรวบรวมขอ้มลูโดยการทดลอง

ในบางครัÊงเรืÉองทีÉ เราสนใจไม่สามารถทาํการสาํรวจได้ แต่ตอ้งเก็บขอ้มลูโดยทาํการทดลอง
เช่น เปรยีบเทียบการสอนวิชาคณิตศาสตรเ์รืÉองจาํนวนเตม็ Ś รูปแบบ หรอืศกึษาผลสมัฤทธิÍ
ของวิชาคณิตศาสตรเ์รืÉองพื ÊนทีÉผิวและปรมิาตรของนกัเรยีนชัÊน ม.Ŝ โรงเรยีนแหง่หนึÉงโดยใช้
สืÉอประสมรว่มกบัโปรแกรม GeoGebra

การเก็บรวบรวมขอ้มลูทาํไดห้ลายแบบ เช่น
ř. การสมัภาษณ์ (Interview)

การสง่พนกังานไปสมัภาษณห์น่วยตา่ง ๆ ในประชากรหรอืตวัอยา่ง พนกังานจะเป็นผูจ้ดบนัทกึ
คาํตอบในแบบสอบถาม

Ś. การสง่ไปรณีย์ (Mail)
การสง่แบบสอบถามทางไปรษณียไ์ปใหผู้ต้อบแบบสอบถามทีÉถกูเลือก เมืÉอผูต้อบแบบสอบถาม
แลว้ใหส้ง่คืนมาทางไปรษณีย์

ś. การทอดแบบ
การนาํแบบสอบถามไปใหผู้ต้อบ แลว้นดัมารบัแบบสอบถามคืน

Ŝ. โทรศพัท์
พนกังานใชโ้ทรศพัทไ์ปสอบถามผูต้อบ หรอืผูที้Éถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง

ŝ. การชัÉง ตวง วดั หรอืนบั
การศกึษาขอ้มลูบางเรืÉองทีÉตอ้งการตวัเลขทีÉแน่นอน เชน่นํÊาหนกัของเดก็แรกเกิด ขนาดขแง
แปลงเพราะปลกู จงึตอ้ง ชัÉง ตวง วดั หรอืนบั จงึจะไดข้อ้มลูทีÉถกูตอ้ง

Ş. การสงัเกต
การเก็บรวบรวมขอ้มลูทีÉพนกังานสนามตอ้งไปสงัเกตการณใ์นปฏิกิรยิาตา่ง ๆ สว่นใหญ่วิธีนี Ê
จะใชเ้มืÉอไม่สามารถใชว้ิธีอืÉนได้ เชน่การสงัเกตความพอใจในรสชาติของกาแฟยีÉหอ้หนึÉง การ
สงัเกตความพงึพอใจตอ่การจดัการเรยีนการสอนของวิชาหนึÉง เป็นตน้
หลงัจากการเก็บรวบรวมขอ้มลู จะตอ้งทาํการวิเคราะหข์อ้มลูเพืÉอนาํไปสรุปผล การวิเคราะห์

ขอ้มลูอาจแบง่ออกเป็น Ś ชนิดคือ การวิเคราะหข์อ้มลูเบื Êองตน้ และการวิเคราะหข์อ้มลูขัÊนสงู

ř. การวิเคราะหข์อ้มลูเบื Êองตน้หรอืเรยีกวา่ สถติิเชิงพรรณา (Descriptive Statistics) เป็นการ
วิเคราะห์ขัÊนตน้ทีÉมุง่วิเคราะห์เพืÉอหาลกัษณะกวา้ง ๆ ของขอ้มลูชดุนัÊน ซึÉงขอ้สรุปและผลทีÉ
ไดจ้ะพรรณนาลกัษณะหรอืแจกแจงขอ้มลูตามทีÉไดร้วบรวมมาเทา่นัÊน มกันาํเสนอในรูปของ
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ตาราง แผนภาพ แผนภมิู รอ้ยละ เปอรเ์ซน็ไทล์ การแจกแจงความถีÉ การหาคา่เฉลีÉย เป็นตน้
จะกลา่วในบททีÉ Ś

Ś. การวิเคราะหข์อ้มลูขัÊนสงูหรอืเรยีกวา่สถติเิชิงอนุมาน (Inferential Statistics) เป็นการวิเคราะห์
ขอ้มลูทีÉเก็บรวบรวมไดจ้ากตวัอยา่งเพืÉออา้งอิงไปถงึขอ้มลูทัÊงหมดหรอืประชากร การวิเคราะห์
ในขัÊนนี Êไดแ้ก่ การประมาณคา่ การทดสอบสมมติฐาน การวิเคราะหค์วามแปรปรวน เป็นตน้
จะกลา่วในบททีÉ Ŝ-řŘ

การนาํเสนอขอ้มลูสถิติแบง่ออกเป็น Ś แบบ
ř. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยปราศจากแบบแผน (Informal Presentation)

• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความ
• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความกึÉงตาราง

Ś. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยมีแบบแผน (Formal Presentation)
• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยตาราง (Tabular Presentation)
• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยกราฟและรูป (Graphic Presentation)

ในการเก็บรวบรวมคะแนนหรอืขอ้มลูตา่ง ๆ ทีÉ ได้จากการวดั เพืÉอให้มีการจดัระเบียบเตรยีม
ขอ้มลูจดัใหเ้ป็นหมวดหมู่ โดยการทาํใหแ้ปลความหรอืนาํไปใชไ้ดง้า่ย เชน่ การเรยีงขอ้มลูจากมาก
ไปหานอ้ยหรอืนอ้ยไปหามาก การทาํตารางแจกแจงความถีÉ การเขียนแผนภาพตน้ใบ เป็นตน้

ฮสิโทแกรม (Histogram) คือกราฟทีÉแสดงถงึการกระจายของขอ้มลู มีลกัษณะเป็นรูป
สีÉเหลีÉยมมมุฉากวางเรยีงติดตอ่กนับนแกนนอนโดยมีแกนนอนแทนคา่ของตวัแปร ความกวา้งของ
รูปสีÉเหลีÉยมมมุฉากแทนความกวา้งของอนัตรภาคชัÊน ความสงูของรูปสีÉเหลีÉยมมมุฉากจะแสดงความถีÉ

รูปหลายเหลีÉยมความถีÉ (Frequency Polygon) คือรูปกราฟหลายเหลีÉยมทีÉเกิดจากการโยงจดุ
กึÉงกลางของยอดแทง่ของสีÉเหลีÉยมของฮิสโทแกรมดว้ยเสน้ตรง หรอืแผนภมิูเสน้ทีÉแสดงความถีÉของ
คะแนนแตล่ะชัÊน โดยเพิÉมฮิสโทแกรมอีก Ś ชัÊนคือชัÊนตํÉาสดุและชัÊนสงูสดุมีคา่ความถีÉเทา่กบั Ř
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ตัวอย่าง Š.ř.ś ขอ้มลูชดุหนึÉงแสดงตารางแจกแจงความถีÉดงันี Ê
คะแนน ความถีÉ (คน) ขอบเขตจาํกดัลา่ง−ขอบเขตจาํกดับน คา่กึÉงกลาง
6− 10 4 5.5− 10.5 8

11− 15 5 10.5− 15.5 13

16− 20 10 15.5− 20.5 18

21− 25 8 20.5− 25.5 23

26− 30 3 25.5− 30.5 28

จงสรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลีÉยมความถีÉของขอ้มลูชดุนี Ê
วธีิทาํ สรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลีÉยมความถีÉ ไดด้งันี Ê
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ตัวอย่าง Š.ř.Ŝ ขอ้มลูเวลา (นาที) ทีÉใช้ในการเดินทางมาโรงเรยีนกบัจาํนวนนกัเรยีนแสดงดว้ยรูป
หลายเหลีÉยมความถีÉดงันี Ê
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ř. จงหาจาํนวนชัÊนและความกวา้งของอนัตรภาคชัÊน
Ś. จงหาจาํนวนนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่นี Ê
ś. นกัเรยีนทีÉใชเ้วลาเดินทางมาโรงเรยีนนอ้ยกวา่ řŠ นาทีมีกีÉเปอรเ์ซน็ต์
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บางครัÊง เมืÉอสรา้ง รูปหลายเหลีÉยมความถีÉ แลว้สามารถปรบัเสน้โคง้ความถีÉ ให้เรยีบได้เรยีกวา่
เส้นโค้งความถีÉ (Frequency curve) ซึÉงจะแสดงถงึลกัษณะขอ้มลู เสน้โคง้ความถีÉอาจอยู่ในรูป
แบบตา่ง ๆ ดงันี Ê เชน่
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รูปทีÉ Š.ř: รูปแบบตา่ง ๆ ของเสน้โคง้ความถีÉ
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ความถีÉสะสม (Cumulative frequency) คือผลรวมความถีÉของอนัตรภาคชัÊนนัÊนกบัความถีÉของ
ทกุ ๆ อนัตรภาคชัÊนทีÉอยู่ต ํÉากวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่งหนึÉง มกัใช้ Fi แทนความถีÉสะสมของ
ชัÊนทีÉ i ความถีÉสัมพทัธ์ (Relative frequency) คือความถีÉของอนัตรภาคชัÊนนัÊนหารดว้ยผลรวมของ
ความถีÉทัÊงหมด ความถีÉสะสมสัมพทัธ์ (Cumulative relative frequency) คือผลรวมความถีÉสะสม
ของอนัตรภาคชัÊนนัÊนกบัความถีÉสะสมของทกุ ๆ อนัตรภาคชัÊนทีÉอยู่ต ํÉากวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่ง
หนึÉง หรอือาจบอกในรูปรอ้ยละหรอืเปอรเ์ซน็ตเ์มืÉอคณูดว้ย řŘŘ
ตัวอย่าง Š.ř.ŝ ขอ้มลูชดุหนึÉงแสดงตารางแจกแจงความถีÉดงันี Ê

คะแนน ความถีÉ (คน)
6− 10 3

11− 15 5

16− 20 15

21− 25 10

26− 30 7

จากตารางแจกแจงความถีÉจงหาความถีÉสะสม ความถีÉสมัพทัธ์ และรอ้ยละความถีÉสะสมสมัพทัธ์
คะแนน ความถีÉ (คน) ความถีÉสะสม ความถีÉสะสมสมัพทัธ์ รอ้ยละความถีÉสะสมสมัพทัธ์
6− 10 4

11− 15 5

16− 20 10

21− 25 8

26− 30 3

ตัวอย่าง Š.ř.Ş ขอ้มลูชดุหนึÉงมีบางสว่นถกูนาํเสนอในตารางตอ่ไปนีÊ

อนัตรภาคชัÊน ความถีÉ ความถีÉสะสม ความถีÉสมัพทัธ์
2− 6

7− 11 11 0.2

12− 16 14

17− 21 6 0.3

จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
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เส้นโค้งความถีÉสะสม (Cumulative frequency curve) หรือเส้นโค้งโอจฟี (Ogive curve)
เป็นโคง้ทีÉแสดงความถีÉสะสมของขอ้มลูตัÊงแตค่า่ตํÉาสดุถงึคา่สงูสดุ หลกัการเขียนเสน้โคง้ของความถีÉ
สะสมทาํไดด้งันี Ê
ř. ใหแ้กนนอนเป็นคะแนน และแกนตัÊงเป็นความถีÉสะสม
Ś. หาตํÉาแหน่งของจดุ (ขอบเขตจาํกดับน, ความถีÉสะสม) ของอนัตรภาคชัÊนแตล่ะชัÊนทีÉไมใ่ช่ชัÊน

แรก โดยชัÊนแรกใหใ้ชจ้ดุ (ขอบเขตจาํกดัลา่งชัÊนแรก, Ř)
ś. ลากเสน้เชืÉอมแตล่ะจดุทีÉติดกนั แลว้ปรบัโคง้ใหเ้รยีบ

ตัวอย่าง Š.ř.ş จงสรา้งเสน้โคง้ความถีÉสะสมของขอ้มลูจากตารางแจกแจงความถีÉนี Ê

น ํÊาหนกั (กิโลกรมั) ความถีÉ (คน) ความถีÉสะสม ขอบลา่ง−ขอบบน
11− 20 4

21− 30 6

31− 40 10

41− 50 20

51− 60 10

61− 70 6

71− 80 4

นํÊาหนกั
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ตัวอย่าง Š.ř.Š ขอ้มลูอายขุองชมุชนแหง่หนึÉง แสดงดว้ยเส้นโค้งโอจพีดงันี Ê
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จงหาชว่งอายุทีÉมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีÉสงูสดุ) และจงประมาณอายุของคนลาํดบัทีÉ řŝ เมืÉอ
เรยีงอายจุากนอ้ยไปมาก

ในการจดัขอ้มลูทีÉมีอยู่ใหเ้ป็นกลุม่ ๆ เพืÉอความสะดวกในการนาํไปวิเคราะหข์อ้มลูอาจทาํได้
โดยใชต้ารางแจกแจงความถีÉและใชก้ราฟ เชน่ การสรา้งฮิสโทแกรม จะเห็นวา่วิธีดงักลา่วอาจทาํให้
ไมส่ามารถบอกไดว้า่ขอ้มลูทีÉมีอยูมี่คา่ใดบา้ง เนืÉองจากไดจ้ดัแบง่ขอ้มลูทีÉมีอยูเ่ป็นช่วง ๆ

การจดัขอ้มลูเป็นกลุม่มีอีกวิธีหนึÉงคือการสรา้งแผนภาพเพืÉอแจกแจงความถีÉและวิเคราะหข์อ้มลู
เบื Êองตน้ไปพรอ้มกนัคือ แผนภาพต้น-ใบ (stem and leaf diagram) ซึÉงทาํไดด้งัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ

ตัวอย่าง Š.ř.š นํÊาหนกัของนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนึÉงจาํนวน 20 คน ดงันี Ê
34 35 36 38 39 39 40 40 41 42

42 43 44 45 46 50 51 51 52 54



ŚŠŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ตัวอย่าง Š.ř.řŘ คะแนนของวิชาคณิตศาสตรแ์ละฟิสกิสข์องนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนึÉงจาํนวน 20

คน ดงันี Ê
วิชาคณิตศาสตร์

12 15 16 22 23 24 26 30 31 33

33 35 35 39 40 41 42 44 44 45

วิชาฟิสกิส์
10 11 15 19 20 21 21 23 25 27

29 32 35 35 36 37 38 40 45 49

แผนภาพจุด (Dot Plot) เป็นรูปแบบหนึÉงของการนาํเสนอขอ้มลูเชิงปรมิาณทีÉทาํไดไ้ม่ยาก
โดยจะเขียนจดุแทนขอ้มลูแตล่ะตวัไว้เหนือเสน้ในแนวนอนทีÉมีสเกลให้ตรงกบัตาํแหนง่ทีÉแสดงคา่
ของขอ้มลูนัÊน แผนภาพจดุชว่ยให้เห็นภาพรวมของขอ้มลูได้รวดเรว็กวา่การพิจารณาจากขอ้มลู
โดยตรงโดยเฉพาะอยา่งยิÉงเมืÉอสนใจจะพิจารณาลกัษณะของขอ้มลูวา่มีการกระจายมากนอ้ยเพียง
ใด
ตัวอย่าง Š.ř.řř จงสรา้งภาพจดุของคะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ř ทีÉมีคะแนนดงัตอ่ไปนีÊ

Ř ŝ ř ś ş ŝ ş řŘ š ř
ŝ ś Š š Ŝ ŝ Ŝ ś ř Š

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



Š.ř. ความรูเ้บื Êองตน้เกีÉยวกบัสถติิ ŚŠş
แบบฝึกหดั Š.ř

ř. ความหมายของคาํวา่สถิติทีÉเหมาะสมทีÉสดุสาํหรบัคณุคือความหมายใด เพราะเหตใุด
Ś. จงยกตวัอยา่งประโยชนข์องสถิติในงานดา้นตา่ง ๆ มาอยา่งนอ้ย Ś ดา้น พรอ้มเหตผุลประกอบ

ś. จงยกตวัอยา่งขอ้มลูแบบตอ่เนืÉอง Ś ตวัอยา่ง
Ŝ. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของขอ้มลูปฐมภมิูและขอ้มลูทตุิยภมิู

ŝ. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทีÉจาํเป็นตอ้งใช้ การทาํสาํมะโน มาอยา่งนอ้ย Ś ตวัอยา่ง
Ş. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของการสาํมะโน และการสาํรวจดว้ยตวัอยา่ง
ş. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทีÉยงัไมไ่ดก้ลา่วถงึในบทนีÊ
Š. จงบอกขอ้แตกตา่งระหวา่งสถิติเชิงพรรณา และสถิติเชิงอนมุาน
š. จงเติมตารางใหส้มบรูณ์

คะแนน ความถีÉ (คน) ความถีÉสะสม รอ้ยละความถีÉสมัพทัธ์ จดุกึÉงกลางชัÊน
11− 20 20

21− 30 120

31− 40 25

41− 50 80

50 55.5

61− 70 390

71− 80 10

řŘ. ขอ้มลูคะแนนสอบวิชาสถิติ ของนกัเรยีน śŞ คน ดงันี Ê

72 83 82 92 70 91 71 33 42 51 55 75

38 40 75 49 53 41 86 89 51 57 66 92

38 96 85 93 60 75 55 48 85 85 54 56

řŘ.ř จงสรา้งตารางแจกแจงความถีÉ ความถีÉสะสม ความถีÉสมัพทัธ์ และความถีÉสะสมสมัพทัธ์
ทีÉมีอนัตรภาคชัÊนเป็น 30− 39, 40− 49, 50− 59, 60− 69, 70− 79, 80− 89, 90− 99

řŘ.Ś จงหารอ้ยละของจาํนวนนกัเรยีนทีÉไดค้ะแนนระหวา่ง 70− 79 คะแนน
řŘ.ś จงหาจาํนวนนกัเรยีนทีÉไดค้ะแนนมากกวา่ ŝš คะแนน
řŘ.Ŝ จงหารอ้ยละของนกัเรยีนทีÉไดค้ะแนนนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั ŝš คะแนน

řř. ขอ้มลูคะแนนเก็บวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนึÉง แสดงดว้ยเสน้โคง้โอจีพดงันี Ê



ŚŠŠ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

คะแนน

จาํนวนคนสะสม (คน)

5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

20

25

30

35

40

řř.ř จงหาชว่งคะแนนทีÉมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีÉสงูสดุ)
řř.Ś จงประมาณคะแนนของคนลาํดบัทีÉ řŘ เมืÉอเรยีงคะแนนจากมากไปนอ้ย
řř.ś นกัเรยีนทีÉไดค้ะแนนมากกวา่ ŚŜ คะแนน ประมาณกีÉเปอรเ์ซน็ต์

řŚ. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ
44 52 46 59 104 101 46 55 43 60

66 48 54 56 100 109 74 84 49 70

44 59 88 84 40 79 71 104 49 101

řś. ราคาปิด (บาท) ของหุน้ BTS ของ บรษัิท บีทีเอส กรุป๊ โฮลดิ Êงส์ จาํกดั (มหาชน) ยอ้นหลงั śŘ
วนั นบัจากวนัทีÉ š เมษายน ŚŝŞŜ (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี Ê

š.ŚŘ š.ŚŘ š.Śŝ š.ŜŘ š.ŞŘ š.şŘ š.Şŝ š.şŘ š.şŝ š.Ŝŝ
š.Ŝŝ š.Ŝŝ š.ŜŘ š.ŜŘ š.ŜŘ š.ŜŘ š.ŜŘ š.ŜŘ š.Ŝŝ š.ŜŘ
š.Ŝŝ š.ŝŝ š.śŝ š.śŝ š.Ŝŝ š.ŜŘ š.ŝŘ š.śŘ š.śŘ š.ŜŘ

จงสรา้งแผนภาพตน้-ใบ โดยใชท้ศนิยม ř ตาํแหน่งเป็นตน้ และทศนิยมหลกัทีÉ Ś เป็นใบ เชน่
š.Ś | Ř แทนราคาปิด š.ŚŘ บาท

řŜ. แผนภาพตน้-ใบทีÉกาํหนดใหแ้สดงคา่ทีÉนกัเรยีน śŘ คนประมาณความสงูของเสาธงของโรงเรยีน
โดยทีÉ ŝ | ŝ แทนความสงู ŝ.ŝ เมตร

ŝ Ś ş ŝ ŝ ŝ Š š
Ş Ř ř ř Ś Ś Ś ś ŝ Ş Š
ş ř Ś ś š

řŜ.ř มีนกัเรยีนทัÊงหมดกีÉคนทีÉประมาณความสงูเสาธงมากกวา่ Şř เมตร
řŜ.Ś ถา้เสาธงสงู Ş เมตร มีนกัเรยีนรอ้ยละเทา่ใดทีÉประมาณผิดพลาดเกิน ±20 เซนติเมตร



Š.ř. ความรูเ้บื Êองตน้เกีÉยวกบัสถติิ ŚŠš

řŝ. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ

ขอ้มลูชดุ A
61 63 74 84 95 67 71 77 88 92

62 98 68 65 81 74 77 69 96 60

ขอ้มลูชดุ B
62 63 70 98 74 64 62 65 82 84

90 60 63 72 73 75 69 67 85 97

řŞ. จากการสาํรวจวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งเรยีนหนึÉง ปรากฎดงันี Ê

ลาํดบัทีÉ วนัเกิด
ř อาทิตย์
Ś จนัทร์
ś อาทิตย์
Ŝ องัคาร
ŝ พธุ

ลาํดบัทีÉ วนัเกิด
Ş เสาร์
ş ศกุร ์
Š อาทิตย์
š พฤหสับดี
řŘ พฤหสับดี

ลาํดบัทีÉ วนัเกิด
řř ศกุร์
řŚ จนัทร์
řś อาทิตย์
řŜ ศกุร ์
řŝ พฤหสับดี

จงสรา้งภาพจดุแสดงวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งนี Ê
řş. จากการสาํรวจภมิูลาํเนาของผูป่้วยโควิด-řš แสดงเป็นแผนภาพจดุดงันี Ê

โดย • แทนจาํนวน ŝ คน

ภาคเหนือ ภาคอีสาน ภาคกลาง ภาคใต้ ภาคตะวนัออก

řş.ř จาํนวนผูป่้วยทีÉสาํรวจในครัÊงนี ÊมีจาํนวนกีÉคน
řş.Ś จาํนวนผูป่้วยทีÉมาจากภาคกลางสงูกวา่ภาคเหนือคิดเป็นกีÉเปอรเ์ซน็ต์
řş.ś ถา้ผูป่้วยในการสาํรวจครัÊงนี Êมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ ŠŘ% ของผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในภาค

กลาง แลว้ผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ คิดเป็นกีÉเปอรเ์ซน็ตข์องการสาํรวจครัÊงนี Ê



ŚšŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

Š.Ś ค่ากลางของข้อมูล
การวดัแนว้โนม้สู่ศนูยก์ลาง เป็นการคาํนวณคา่กลางของขอ้มลูซึÉง คือคา่ทีÉใช้เป็นตวัแทนของ

ขอ้มลู บอกถงึลกัษณะของขอ้มลู ทาํใหผู้ใ้ชส้ามารถทราบถงึการแจกแจงขอ้มลูวา่เป็นอยา่งไร เพืÉอ
ความสะดวกในการสรุปเกีÉยวกบัขอ้มลูนัÊน ๆ ซึÉงจะช่วยทาํใหเ้กิดการวิเคราะหข์อ้มลูถกูตอ้งขึ Êน

การหาคา่กลางของขอ้มลูมีหลายวิธี แตล่ะวิธีมีขอ้ดีและขอ้เสีย และมีความเหมาะสมในการนาํ
ไปใชไ้ม่เหมือนกนั ขึ Êนอยู่กบัลกัษณะขอ้มลูและวตัถปุระสงคข์องผูใ้ชข้อ้มลูนัÊน คา่กลางทีÉสาํคญัมี 3

ชนิดดงันี Ê คา่เฉลีÉย (Mean) มธัยฐาน (Median) และ ฐานนิยม (Mode)

ř. ค่าเฉลีÉย (Mean)
ค่าเฉลีÉย คือคา่ทีÉไดจ้ากการเฉลีÉยขอ้มลูทัÊงหมดซึÉงคาํนวณไดห้ลายแบบ แบง่ออกเป็น ś ชนิดหลกั ๆ
ซึÉงแตล่ะคา่เหมาะกบัขอ้มลูแตช่นิดแตกตา่งกนั
ř. คา่เฉลีÉยเลขคณิต (Arithematic mean)
Ś. คา่เฉลีÉยเรขาคณิต (Geometric mean)
ś. คา่เฉลีÉยฮารโ์มนิก (Hamonic mean)

บทนิยาม Š.Ś.ř ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนึÉงประกอบดว้ยขอ้มลูทัÊงหมด
X1, X2, X3, ..., XN

คา่เฉลีÉยเลขคณิตของประชากร เขียนแทนดว้ย µ หาไดจ้าก

µ =
X1 +X2 +X3 + · · ·+XN

N
=

N∑
i=1

Xi

N
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ µ =

∑
Xi

N

เมืÉอ N แทนขนาดของประชากร และเมืÉอเลือกตวัอยา่งขนาด n จากประชากร ไดข้อ้มลูดงันี Ê
x1, x2, x3, ..., xn

คา่เฉลีÉยเลขคณิตของตวัอยา่ง เขียนแทนดว้ย X̄ หาไดจ้าก

X̄ =
x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn

n
=

n∑
i=1

xi

n
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ X̄ =

∑
xi

n

คา่เฉลีÉยเลขคณิตเหมาะทีÉจะนาํมาใช้เป็นคา่กลางของขอ้มลูเมืÉอขอ้มลูนัÊนๆ ไมมี่คา่ใดคา่หนึÉง
ซึÉงสงูหรอืตํÉากวา่คา่อืÉน ๆ ทีÉเหลืออยา่งผิดปกติ คา่เฉลีÉยเลขคณิตเป็นคา่เฉลีÉยทีÉนิยมใชม้ากทีÉสดุใน
กลุม่คา่เฉลีÉยทัÊงหมด บางครัÊงอาจเรยีกสัÊน ๆ วา่ คา่เฉลีÉย



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล Śšř

ตัวอย่าง Š.Ś.Ś ราคาปิด (บาท) ของหุน้ AOT ของ บรษัิท ทา่อากาศยานไทย จาํกดั (มหาชน) ยอ้น
หลงั řŘ วนั นบัจากวนัทีÉ śř มีนาคม ŚŝŞŜ (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี Ê

Şš.Ř Şš.ŘŘ ŞŠ.Śŝ Şş.şŝ Şş.ŘŘ Şş.ŘŘ Şş.Śŝ Şş.Śŝ Şş.Śŝ ŞŠ.Śŝ

ř. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตของประชากร

Ś. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตของตวัอยา่ง เมืÉอสุม่มา Ŝ วนั ประกอบดว้ย Şš.ŘŘ, ŞŠ.Śŝ, Şş.Śŝ,
Şş.ŘŘ

ตัวอย่าง Š.Ś.ś ในการสอบวิชาสถิติของเดก็หอ้งหนึÉง คา่เฉลีÉยเลขคณิตของเดก็หอ้งนี Êเทา่กบั 53

คะแนน แต่จากการตรวจสอบพบวา่ขอ้มลูนกัเรยีนสองคนยงัไม่ได้ตรวจ เมืÉอตรวจเสรจ็ปรากฎวา่
คา่เฉลีÉยเลขคณิตของเดก็หอ้งนี Êเป็น 55 คะแนน และผลรวมของคะแนนสอบเพิÉมขึ Êนอีก 180 คะแนน
จาํนวนนกัเรยีนหอ้งนี Êเทา่กบัเทา่ใด



ŚšŚ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

บทนิยาม Š.Ś.Ŝ ค่าเฉลีÉยเลขคณิตสาํหรับข้อมูลทีÉจัดกลุ่ม
ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนึÉงมีขนาดประชากร N มีการแจงแจงความถีÉ k ชัÊน แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของ
ประชากรเมืÉอทราบคา่ขอ้มลูทกุคา่ของประชากร

µ =

k∑
i=1

fiXi

k∑
i=1

fi

=

∑
fiXi∑
fi

Xi คือคา่กึÉงกลางของชัÊนทีÉ i
fi คือความถีÉของชัÊนทีÉ i
N คือขนาดของประชากร หรอื N =

∑
fi

กรณีทีÉทราบขอ้มลูบางหนว่ย n คือขนาดตวัอยา่งซึÉง n =
∑

fi จะไดว้า่

X̄ =

∑
fixi∑
fi

ตัวอย่าง Š.Ś.ŝ นกัเรยีนกลุม่หนึÉงจาํนวน 10 คนมีอายดุงันี Ê ş, řŘ, řŚ, řŘ, řŝ, Š, š, řŘ, řş, Š ปี
ř. จงหาอายเุฉลีÉยของนกัเรยีนกลุม่นี Êโดยใชข้อ้มลูดิบ

Ś. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตของอายขุองนกัเรยีนกลุม่นี Êโดยใชต้ารางแจกแจงความถีÉทีÉกาํหนดให้

อายุ (ปี) ความถีÉ (fi) คา่กึÉงกลางชัÊน (xi) fixi

7− 9

10− 12

13− 15

16− 18

รวม



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล Śšś

ทฤษฎบีท Š.Ś.Ş ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตคือ µ แลว้
n∑

i=1

(xi − µ) = 0

จากขอ้มลู 2, 3, 3, 5, 7 คา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั µ =
2 + 3 + 3 + 5 + 7

5
= 4 จะไดว้า่

คะแนน (xi) (xi − 2)2 (xi − 3)2 (xi − µ)2 (xi − 5)2 (xi − 6)2

2 Ř ř Ŝ š řŞ
3 ř Ř ř Ŝ š
3 ř Ř ř Ŝ š
5 š Ŝ ř Ř ř
7 Śŝ řŞ š Ŝ ř
รวม śŞ Śř řŞ Śř śŞ

กาํหนดให้ y =
5∑

i=1

(xi − x)2 เมืÉอ x = 2, 3, 4, 5, 6 นาํไปเขียนกราฟแลว้ลากเสน้ไประหวา่งจดุปรบั

โคง้ใหเ้รยีบ ไดด้งันี Ê

X

Y

1 2 3 4 5 6 7
0

5

10

15

20

25

30

35

40

จะเห็นไดว้า่กราฟทีÉไดเ้ป็นพาราโบลาหงายทีÉมีจดุยอดอยู่ทีÉ x = µ ซึÉงจะแสดงการพิสจูนไ์ดจ้าก
ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท Š.Ś.ş ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตคือ µ แลว้

n∑
i=1

(xi − µ)2 มีคา่นอ้ยทีÉสดุ



ŚšŜ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
ทฤษฎบีท Š.Ś.Š สมบัตเิชิงเส้น (Linear property)
ใหข้อ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn และขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn โดยทีÉ

yi = a+ bxi เมืÉอ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นคา่คงตวั แลว้
µY = a+ b µX

เมืÉอ µX และ µY เป็นคา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั

ตัวอย่าง Š.Ś.š ขอ้มลูชดุ X คือ š, řŝ, řŘ, š, řŚ สมัพนัธก์บัชดุ Y คือ yi = 1 + 2xi จงหา

ř. คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยเปลีÉยนทกุคา่

Ś. คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยใชส้มบตัิเชิงเสน้

ตัวอย่าง Š.Ś.řŘ ในการสาํรวจนํÊาหนกัของนกัเรยีนชัÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ş ของโรงเรยีนแหง่หนึÉงซึÉงมี
3 หอ้ง มีจาํนวนนกัเรยีน ŜŜ, ŜŞ และ ŜŚ ตามลาํดบั ปรากฎวา่มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั ŝŘ กิโลกรมั
แต่พบวา่เครืÉองชัÉงนํÊาหนกัไดต้วัเลขสงูเกินจรงิคนละ 1 กิโลกรมั ดงันัÊนคา่เฉลีÉยทีÉถกูตอ้งของนํÊาหนกั
ของนกัเรยีนชัÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ş นี Êเทา่กบักีÉกิโลกรมั



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล Śšŝ

ทฤษฎบีท Š.Ś.řř ใหข้อ้มลูทัÊงหมด m ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กบั N1, N2, ..., Nm และคา่เฉลีÉย
เลขคณิต X̄1, X̄2, ..., X̄m ตามลาํดบัแลว้ ค่าเฉลีÉยเลขคณิตรวม (combined arithematic
mean) ของขอ้มมลูทัÊงหมดเขียนแทนดว้ย X̄com คือ

X̄com =
N1X̄1 +N2X̄2 + · · ·+NmX̄m

N1 +N2 + · · ·+Nm

ตัวอย่าง Š.Ś.řŚ จากการสาํรวจรายไดข้องอาชีพตา่ง ๆ หารายไดเ้ฉลีÉยตอ่เดือนของบคุคลากรใน
อาชีพตา่ง ๆ ดงันี Ê

อาชีพ จาํนวนตวัอยา่ง (คน) รายไดต้อ่เดือน (บาท)
คา้ขายออนไลน์ ŞŘ Śŝ,ŘŘŘ
ครูอตัราจา้ง śŘ š,ŘŘŘ
พนกังานธรุกิจเอกชน ŜŘ Śş,ŘŘŘ
ผูป้ฏิบตัิงานในโรงงาน řŘŘ řŝ,ŘŘŘ
นกัคณิตศาสตรป์ระกนัภยั ŝŘ Ŝŝ,ŘŘŘ

จงหารายไดเ้ฉลีÉยตอ่คนตอ่เดือน



ŚšŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

คา่เฉลีÉย เลขคณิตทีÉผา่นมาคาํนวณจากคา่สงัเกตทีÉ มีนํÊาหนกัเทา่กนัทกุคา่ แต่ในหวัขอ้นี Êเรา
จะกาํหนดคา่เฉลีÉยเลขคณิตโดยทีÉแตล่ะคา่สงัเกตไม่จาํเป็นตอ้งมีนํÊาหนกัเทา่กนั เราเรยีกคา่เฉลีÉย
ประเภทนีÊวา่ ค่าเฉลีÉยเลขคณิตแบบถ่วงนํÊาหนัก (weighted arithematic mean)

บทนิยาม Š.Ś.řś ให้w1, w2, ..., wn เป็นนํÊาหนกัของ x1, x2, ..., xn ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิต
แบบถ่วงนํÊาหนกัคาํนวณไดจ้าก

X̄w =
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn

w1 + w2 + · · ·+ wn

ตัวอย่าง Š.Ś.řŜ ถา้อาจารย์ผู้สอนวิชาสถิติให้นํÊาหนกัคะแนนสอบกลางภาครวมกบัปลายภาค
เป็น ś เทา่ของคะแนนสอบยอ่ยแตล่ะครัÊง ถา้นกัศกึษาคนหนึÉงมีคะแนนสอบกลางภาค ŞŘ คะแนน
คะแนนสอบปลายภาค ŠŘ คะแนน และสอบยอ่ย Ŝ ครัÊง คะแนน Š, š, Ŝ และ ş ตามลาํดบั จงหา
คะแนนเฉลีÉยของนกัศกึษาคนนีÊ

ตัวอย่าง Š.Ś.řŝ ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัยใ์นชัÊนมธัยมศกึษาปีทีÉ Ŝ เป็นดงันี Ê
รหสัวิชา คŜřŘř คŜŚřŘř คŜřřŘŚ คŜřŚŘŚ
จาํนวนหน่วยกิต ř ř.ŝ ř ř.ŝ
เกรด Ś.ŝ ś ś.ŝ Ś

จงหาเกรดเฉลีÉยวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัย์



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล Śšş

สาํหรบัขอ้มลูทีÉ มีคา่สงัเกตเป็นคา่บวกทกุคา่และมีคา่แตกตา่งกนัมาก ๆ การใช้คา่กลางของ
ขอ้มลูเป็นคา่เฉลีÉยเลขคณิตจงึไม่เหมาะสม ขอ้มลูลกัษณะแบบนีÊเราจะใชค้า่กลางของขอ้มลูทีÉเรยีก
วา่ ค่าเฉลีÉยเรขาคณิต (Geometric mean)
บทนิยาม Š.Ś.řŞ ใหข้อ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมืÉอ xi > 0 ทกุ ๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลีÉยเรขาคณิต เขียนแทนดว้ย GM นิยามโดย
GM = n

√
x1 · x2 · ... · xn หรอื ℓog GM =

1

n

n∑
i=1

ℓogxi

ตัวอย่าง Š.Ś.řş จากขอ้มลูแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตและคา่เฉลีÉยเรขาคณิต
ř. 1, 2, 2, 4 Ś. 1, 3, 243

ค่าเฉลีÉยฮาร์โมนิก (Hamonic mean) เป็นคา่กลางขอขอ้มลูทีÉเหมาะสมสาํหรบัขอ้มลูเฉพาะ
อยา่ง เช่นระยะทางตอ่เวลา จาํนวนหน่วยตอ่เวลา เป็นตน้ กลา่วคือขอ้มลูลกัษณะเป็นอตัราสว่น
บทนิยาม Š.Ś.řŠ ใหข้อ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมืÉอ xi > 0 ทกุๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลีÉยฮารโ์มนิก เขียนแทนดว้ย HM นิยามโดย

HM =
n

1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

หรอื HM =

(
1

n

n∑
i=1

1

xi

)−1

ตัวอย่าง Š.Ś.řš อตัราเรว็ของรถเดก็เลน่จาํนวน Ŝ คนั คือ Ś, ś, Ŝ และ Ş เมตรตอ่วินาที จงหาคา่
เฉลีÉยของอตัราเรว็ของรถเดก็เลน่

ตัวอย่าง Š.Ś.ŚŘ ในการทาํงานอยา่งเดียวกนัใชเ้วลาทาํงานนีÊเสรจ็ ř ชิ Êน ของเดก็ ŝ คน ใชเ้วลาตา่ง
กนัดงันี Ê

เดก็คนทีÉ เวลาทีÉใชท้าํงาน (วนั)
ř Ŝ
Ś řŘ
ś Ş
Ŝ ŝ
ŝ řŚ

จงหาคา่เฉลีÉยของการทาํงานของเดก็ทัÊง ŝ คน



ŚšŠ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
Ś. มัธยฐาน (Median)
บทนิยาม Š.Ś.Śř มัธยฐาน (Median) ของขอ้มลูชดุหนึÉงคือ คา่ของขอ้มลูทีÉอยู่ตาํแหน่งตรงกลาง
เมืÉอเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย เขียนแทนดว้ย Med

ใหข้อ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซึÉง x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn แลว้

Med =
xn+1

2
เมืÉอ n เป็นจาํนวนคีÉ

1
2

[
xn

2
+ xn

2
+1

] เมืÉอ n เป็นจาํนวนคู่

นัÉนคือขอ้มลูขนาด n เมืÉอเรยีงจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย Med จะมีคา่เทา่กบัขอ้มลูทีÉอยู่
ตาํแหนง่ของ n+ 1

2
ซึÉงเรยีกวา่ตาํแหน่งของมธัยฐาน

ตัวอย่าง Š.Ś.ŚŚ จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ
ř. ś, ř, ŝ, Ş, Ş

Ś. Ś, Ś, Ŝ, ŝ, ş, ş, Š, řŘ

ตัวอย่าง Š.Ś.Śś จากแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูชดุหนึÉงเป็นดงันี Ê
2 1 7 9 9

3 0 1 2 2 5 7

4 2 3 4 5

6 0 3

จงหามธัยฐานของขอ้มลูชดุนี Ê



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล Śšš

สาํหรบัขอ้มลูทีÉจดักลุม่ไวแ้ลว้ทีÉมีจาํนวนขอ้มลู N จาํนวน จะเป็นขอ้มลูทีÉเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไป
มาก ดงันัÊนชัÊนทีÉมีมธัยฐานอยู่คือชัÊนแรกทีÉมีความถีÉสะสมมากกวา่ N

2
ซึÉงคาํนวณไดโ้ดยการเทียบ

บญัญตัิไตรยางค์ ซึÉงพิจารณาจาก
ř. ตาํแหน่งของมธัยฐานเทา่กบั N

2

Ś. ตาํแหน่งสดุทา้ยของชัÊนนัÊนจะมีคา่เทา่กบัขอบเขตจาํกดับนของชัÊนนัÊนเสมอ
ś. ในแตล่ะชัÊนจะตอ้งแบง่ช่องของคา่ขอ้มลูออกเทา่ ๆ กนัเทา่กบัจาํนวนความถีÉของชัÊนนัÊน

ตัวอย่าง Š.Ś.ŚŜ จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ

คะแนน ความถีÉ (คน) ความถีÉสะสม
1− 5 Ŝ Ŝ
6− 10 ŝ š
11− 15 Ŝ řś
16− 20 ś řŞ



śŘŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ทฤษฎบีท Š.Ś.Śŝ สาํหรบัขอ้มลูทีÉจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีÉทีÉมีขนาด N เมืÉอเรยีงขอ้มลู
จากนอ้ยไปมาก (ชัÊนทีÉมาทีÉหลงัมีคา่มากกวา่ชัÊนก่อนหนา้) จะไดว้า่

Med = L+
I

fM

(
N

2
−
∑

fL

)

L คือขอบเขตจาํกดัลา่งของชัÊนมธัยฐาน

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชัÊนมธัยฐาน

fM คือความถีÉของชัÊนมธัยฐาน
∑

fL คือความถีÉสะสมก่อนถงึชัÊนมธัยฐาน

ตัวอย่าง Š.Ś.ŚŞ จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ

คะแนน ความถีÉ (คน)
11− 14 ś
15− 18 Š
19− 22 řŚ
23− 26 ş



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล śŘř

ś. ฐานนิยม (Mode)
บทนิยาม Š.Ś.Śş ฐานนิยม (Mode) คือคา่ของขอ้มลูทีÉเกิดขึ Êนบอ่ยทีÉสดุหรอืมีความถีÉสงูสดุ

ฐานนิยมมกัใชเ้ป็นคา่กลางของขอ้มลูเชิงคณุภาพ เขียนแทนฐานนิยมดว้ย Mod

ตัวอย่าง Š.Ś.ŚŠ จงหาฐานนิยมของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ
ř. 3, 2, 5, 6, 6

Ś. 7, 9, 5, 7, 2, 3, 9

ś. 1, 3, 10, 8, 6, 9

ตัวอย่าง Š.Ś.Śš ขอ้มลูชดุทีÉหนึÉง Ŝ จาํนวนมีคา่มธัยฐานเทา่กบั ŚŚ ฐานนิยมเทา่กบั ŚŘ และพิสยั
เทา่กบั Š จะมีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบัขอ้ใด

ตัวอย่าง Š.Ś.śŘ อายุของเดก็ řŘ คน มีพิสยัเทา่กบั ř และคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั ş.Ş โดยมีอายุ
ต ํÉาสดุในกลุม่นี Êเทา่กบั ş ปี ถา้ทราบวา่อายุของเดก็ทัÊง řŘ เป็นจาํนวนเตม็ จงหาฐานนิยมของเดก็
กลุม่นี Ê



śŘŚ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ทฤษฎบีท Š.Ś.śř สาํหรบัขอ้มลูทีÉจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีÉทีÉมีขนาด N ฐานนิยมจะเป็น
คา่ทีÉอยูใ่นชัÊนทีÉมีความถีÉสงูทีÉสดุ จะไดว้า่

Mod = L+ I

(
d1

d1 + d2

)

L คือขอบลา่งของชัÊนฐานนิยม

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชัÊนฐานนิยม

d1 คือผลตา่งของความถีÉชัÊนฐานนิยมกบัชัÊนก่อนชัÊนฐานนิยม

d2 คือผลตา่งของความถีÉชัÊนฐานนิยมกบัชัÊนหลงัชัÊนฐานนิยม

พิจารณาฮิสโทแกรมชัÊนทีÉมีความถีÉสงูสดุ ดงัรูป

A B

M F K

D
E

G H J

d1

d1 − y
d2

d1 − d2

z

y

I − x

x

L

I

Mod



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล śŘś

ตัวอย่าง Š.Ś.śŚ จงหาฐานนิยมของคะแนนสอบยอ่ยวิชาสถิติ ซึÉงขอ้มลูแสดงดงัตารางแจกแจง
ความถีÉตอ่ไปนีÊ

คะแนน จาํนวนคน
10− 14 10

11− 19 12

20− 24 15

25− 29 13

30− 34 10



śŘŜ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Š.Ś

ř. จากการเลือกตวัอยา่งนกัเรยีนชัÊน ม.ś มาจาํนวน ŚŘ คน เพืÉอคาํนวนคะแนนเฉลีÉยของวิชา
คณิตศาสตรใ์นการสอบ ONET ประจาํปีการศกึษา ŚŝŞŘ เพืÉอเป็นตวัแทนนกัเรยีนชัÊน ม.ś ทัÊง
ประเทศไดค้ะแนนดงัตอ่ไปนีÊ Ŝŝ, ŝŘ, ŝř, śŞ, ŚŜ, ŞŘ, šŘ, šş, řŘŘ, ŞŜ, Śś, Šř, şş, ŞŞ, ŞŜ,
Śŝ, ŝŘ, ŝŘ, ŞŘ, Ŝš จงหาคา่เฉลีÉยของคะแนนของตวัอยา่งดงักลา่ว

Ś. คะแนนสอบ ONET วิชาวิทยาศาสตร์ ของนกัเรยีนหอ้งหนึÉง แสดงดงัแผนภาพตน้-ใบ ดงันี Ê
Ś ř ř ř ś ŝ ş š š
Ŝ Ř ř Ś ś Ŝ
Ş Ś ś ŝ Ş
š ř ś Ş

จงหาเฉลีÉยเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม ของคะแนนสอบครัÊงนี Ê

ś. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x50 ซึÉง
50∑
i=1

(xi − 99) = 250 จงหาคา่เฉลีÉยของ

ขอ้มลูชดุนี Ê

Ŝ. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี Ê ř, Ś, Ś, ś, ś, ś, Ŝ, Ŝ, Ŝ, Ŝ,...,řŘ

ŝ. สว่นสงูของพีÉนอ้ง Ś คน มีพิสยัเทา่กบั řŚ เซนติเมตร มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั řşř เซนติเมตร
จงหาสว่นสงูของพีÉและนอ้ง

Ş. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x10 ซึÉง
10∑
i=1

xi = 30 และ
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 18 จง

หาคา่ของ
10∑
i=1

(xi − µ)2

ş. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั µ ซึÉง
n∑

i=1

(xi − A)2 = K จงพิสจูนว์า่

n∑
i=1

(xi − µ)2 = K − n(µ− A)2

Š. จากขอ้มลูทีÉกาํหนด จงหา x และ y

กลุม่ขอ้มลู ชดุทีÉ ř ชดุทีÉ Ś ชดุทีÉ Ś รวมทัÊง ś ชดุ
คา่เฉลีÉยเลขคณิต x Śŝ řŝ ŚŜ
จาํนวนขอ้มลู śŘ y ŜŘ řŘŘ



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล śŘŝ

š. ในการสอบวิชาภาษาไทยของนกัเรยีน ŚŘ คน มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเป็น řŚ คะแนน ตอ่มาปราก
ฎวา่กรอกผิดไปสองคนโดยกรอก 10 และ řŚ แต่ทีÉถกูตอ้งคือ ŚŘ และ řś ตามลาํดบั แลว้คา่
เฉลีÉยเลขคณิตทีÉถกูตอ้งเทา่กบัเทา่ใด

řŘ. คา่เฉลีÉยเลขคณิตของนํÊาหนกัของพนกังานบรษัิทแหง่หนึÉงเทา่กบั ŜŠ.Řř กิโลกรมั บรษัิทนี Êมี
พนกังานชาย Ŝś คนและพนกังานหญิง ŝş คน ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของนํÊาหนกัพนกังานหญิง
เทา่กบั Ŝŝ กิโลกรมั แลว้นํÊาหนกัเฉลีÉยของพนกังานชายทัÊงหมดรวมกนัเทา่กบัเทา่ใด

řř. เจา้ของคอกหมเูลี Êยงหมไูว้ řŘ ตวั เมืÉอนาํไปขายปรากฎขอ้มลูดงันี Ê

น ํÊาหนกั (กิโลกรมั) Śš śś śş ŜŚ
จาํนวนหมู (ตวั) ř Ŝ ś Ś

นํÊาหนกัเฉลีÉยของหมใูนคอกนีÊตวัละกีÉกิโลกรมั

řŚ. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xN ซึÉง
N∑
i=1

x2
i = A และ

N∑
i=1

(xi + 1)2 = B

จงหาคา่เฉลีÉยของขอ้มลูชดุนี Êในรูป N,A และ B

řś. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี Ê x1, x2, x3, ..., x1000 เมืÉอ

xn =

n เมืÉอ n เป็นจาํนวนคีÉ
2n เมืÉอ n เป็นจาํนวนคู่

řŜ. ในการแขง่ขนักีฬามหาวิทยาลยัโลกครัÊงทีÉ ŚŜ ซึÉงประเทศไทยเป็นเจา้ภาพ มีการสง่รายชืÉอ
นกักีฬาจากประเทศไทย śşš คน มีอายเุฉลีÉย ŚŚ ปี ถา้มีการถอนตวันกักีฬาไทยออก Ŝ คน ซึÉง
มีอายุ ŚŜ, Śŝ, Śŝ และ Śş ปี และมีการเพิÉมนกักีฬาไทยอีก ŝ คน ซึÉงมีอายุเฉลีÉย řş ปี แลว้
อายเุฉลีÉยของนกักีฬาจากประเทศไทยจะเทา่กบัเทา่ใด

řŝ. จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลู Ŝš, ŜŠ, ŝŘ, ŝŚ, ŞŘ, ŝŝ, ŝŚ, ŝś โดยใชท้ฤษฎีบท ?? เมืÉอ
A = 50

řŞ. ใหข้อ้มลูทัÊงหมดm ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กนั และคา่เฉลีÉยเลขคณิต X̄1, X̄2, ..., X̄m ตาม
ลาํดบั จงแสดงวา่คา่เฉลีÉยเลขคณิตรวมของขอ้มมลูทัÊงหมดเทา่กบั

X̄com =

m∑
i=1

X̄i

m

řş. กาํหนดขอ้มลูชดุหนึÉง 10, 3, x, 6, 6 ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุนี Êมีคา่เทา่กบั
มธัยฐาน จงหาคา่ x



śŘŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

řŠ. ในการสาํรวจนํÊาหนกัตวั ของนกัเรยีนในชัÊนเรยีนทีÉมีนกัเรยีน śŘ เป็นดงันี Ê

น ํÊาหนกั (กิโลกรมั) ความถีÉสะสม (คน)
30− 49 řŘ
50− 69 ŚŞ
70− 89 śŘ

คา่เฉลีÉยเลขคณิตของนํÊาหนกัตวัของนกัเรยีนชัÊนเรยีนนี Êเทา่กบักีÉกิโลกรมั
řš. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีน ŝŘ มีการแจกแจงความถีÉดงันี Ê

ชว่งคะแนน จาํนวนนกัเรยีน (คน)
1− 20 ś
21− 40 ŝ
41− 60 řś
61− 80 ŚŘ
81− 100 řš

คา่เฉลีÉยเลขคณิตของคะแนนสอบนีÊเทา่กบัเทา่ใด
ŚŘ. จากตารางแจกแจงความถีÉคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั šŜ.ŝ อนัตรภาคชัÊนทีÉมีความถีÉสะสม P มี

ความถีÉเทา่กบัเทา่ใด

คะแนน ความถีÉสะสม
100− 104 ŚŘ
95− 99 śŝ
90− 94 Ŝŝ
85− 89 ŝś
80− 84 P
75− 79 ŞŘ

Śř. ตารางตอ่ไปนีÊเป็นขอ้มลูเกีÉยวกบัอายขุองพนกังานจาํนวน ŝŘ คน

อายไุมเ่กิน (ปี) จาํนวน (คน)
Śŝ š
śŘ řş
śŝ ŚŜ
ŜŘ śş
Ŝŝ Ŝś
ŝŘ ŝŘ

ถา้อายตุ ํÉาสดุของพนกังานคือ Śř ปี แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบัเทา่ใด



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล śŘş

ŚŚ. ขอ้มลูชดุหนึÉงมี šš จาํนวนเรยีงจากนอ้ยไปมากไดเ้ป็น x1, x2, x3, ..., x99 ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิต
ของขอ้มลูชดุนี Êมีคา่เทา่กบัมธัฐาน จงแสดงวา่

49∑
i=1

|x50 − xi| =
99∑

i=51

|x50 − xi|

Śś. อายขุองเดก็กลุม่หนึÉง มีการแจกแจงดงันี Ê

อายุ (ปี) จาํนวนเดก็ (คน)
1− 3 ś
4− 6 a

7− 9 Ş
10− 12 Ŝ

ถา้มธัยฐานของอายเุดก็คือ ş ปี แลว้ a มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
ŚŜ. เมืÉอสรา้งตารางแจกแจงความถีÉของคะแนนนกัเรยีนจาํนวน śŞ คนโดยใชค้วามกวา้งของแตล่ะ

อนัตรภาคชัÊนเป็น řŘ แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนทัÊงหมดอยูใ่นช่วงคะแนน 50−59 ถา้
นกัเรยีนทีÉสอบไดค้ะแนนตํÉากวา่ Ŝš.ŝ คะแนน มีอยู่จาํนวน řŚ คน และนกัเรยีนไดค้ะแนนตํÉา
กวา่ ŝš.ŝ มีอยูจ่าํนวน ŚŘ คน แลว้มธัยฐานของคะแนนสอบครัÊงนี Êเทา่กบัเทา่ใด

Śŝ. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีมธัยฐานคือ Med จงพิสจูนว์า่
n∑

i=1

|xi −Med| มีคา่นอ้ยทีÉสดุ

ŚŞ. ขอ้มลูชดุ X คือ řř, ŚŚ, śś, ŜŜ, ŝŝ, ŞŞ, şş, ŠŠ, šš ถา้ขอ้มลูชดุ Y คือ yi =
3xi − 1

4
แลว้

คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y คือขอ้ใด
Śş. ความสมัพนัธร์ะหวา่งกาํไร (y) และราคาทนุ (x) ของสนิคา้ในรา้นแหง่หนึÉงเป็นไปตามสมการ

y = 2x−30 ถา้ราคาทนุสนิคา้ 5 ชนิดคือ śř, śŜ, śŝ, śŞ และ śš บาท แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิต
ของกาํไรในการขายสนิคา้ ŝ ชนิดนีÊ เทา่กบัเทา่ใด

ŚŠ. ชายคนหนึÉงตกัปลาทีÉเลี Êยงไวใ้นกระชงัเพืÉอสง่ขายจาํนวน ŝŘŘ ตวั ซึÉงมีนํÊาหนกัโดยเฉลีÉยตวัละ
şŘŘ กรมั ในจาํนวนนีÊเป็นปลาจากกระชัÉงทีÉหนึÉง śŘŘ ตวั และจากกระชัÉงทีÉสอง ŚŘŘ ตวั ถา้ปลา
ในกระชัÉงทีÉหนึÉงมีนํÊาหนกัเฉลีÉยตอ่ตวัมากกวา่ในกระชัÉงทีÉสอง ŝŘ กรมั แลว้เขาตกัปลาจากกระ
ชัÉงทีÉสองมากีÉกิโลกรมั

Śš. อายุเฉลีÉยของคนกลุม่หนึÉงเทา่กบั śř ปี ถา้อายุเฉลีÉยของผู้หญิงในกลุม่นี Êเทา่กบั śŝ ปี และ
อายุเฉลีÉยของผูช้ายกลุม่นี Êเทา่กบั Śŝ ปี อตัราสว่นระหวา่งจาํนวนผู้หญิงตอ่จาํนวนผูช้ายใน
กลุม่นี Êเทา่กบัเทา่ใด

śŘ. นกัเรยีนกลุม่หนึÉงเป็นนกัเรยีนชาย m คน เป็นนกัเรยีนหญิง n คน หาคา่เฉลีÉยเลขคณิตของ
นกัเรยีนทัÊงหมดได้x ปี ถา้นกัเรยีนชายมีอายเุฉลีÉย y ปี แลว้นกัเรยีนหญิงจะมีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
ของอายเุทา่กบัเทา่ใด

śř. จงหาคา่เฉลีÉยเรขาคณิตของขอ้มลู ř, Ś, Ŝ, Š, ..., ŜŘšŞ เรยีงกนัเป็นลาํดบัเรขาคณิต



śŘŠ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
śŚ. จงหามธัยฐานของขอ้มลู ś, ş, řř, řŝ, ..., şšš เรยีงเป็นลาํดบัเลขคณิต
śś. โรงงานแหง่หนึÉงมีพนกังานจาํนวน ŜŘ คน และตารางแจกแจงความถีÉสะสมของอายพุนกังาน

เป็นดงันี Ê
อายุ (ปี) ความถีÉสะสม
11− 20 Ş
21− 30 řŜ
31− 40 ŚŞ
41− 50 śŞ
51− 60 ŜŘ

ถา้ผูจ้ดัการมีอายุ ŜŠ.ŝ ปี แลว้พนกังานทีÉมีอายุระหวา่งมธัยฐานของพนกังานและอายุของผู้
จดัการมีจาํนวนประมาณเทา่ใด

śŜ. จากสมบตัิเชิงเสน้ (ทฤษฎีบท Š.Ś.Š) เป็นจรงิสาํหรบัคา่เฉลีÉย คณุคิดวา่จะเป็นจรงิสาํหรบั
มธัยฐาน และฐานนิยม หรอืไมเ่พราะเหตใุด จงยกตวัอยา่งและใหเ้หตผุลประกอบคาํตอบ

śŝ. ครอบครวัหนึÉงมีบตุร Ŝ คน บตุร Ś คนมีนํÊาหนกัเทา่กนัและมีนํÊาหนกันอ้ยกวา่บตุรอีก Ś คน ถา้
นํÊาหนกัของบตุรทัÊง Ŝ คนมีคา่ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยั เทา่กบั Ŝŝ, Ŝş.ŝ และ ş กิโลกรมั
ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของนํÊาหนกัของบตุรทัÊง Ŝ คน มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

śŞ. ขอ้มลูชดุหนึÉงเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก řŘ, ŚŘ, śŘ, śŘ, a, b, ŞŘ, ŞŘ, šŘ, řŚŘ ถา้ฐานนิยม
และมธัยฐานคะแนนชดุนี Êเป็น śŘ และ ŜŘ ตามลาํดบั แลว้ขอ้มลูชดุตอ่ไปนีÊคือ

11, 22, 33, 34, a+ 5, b+ 6, 67, 68, 99, 130

จงหาคา่เฉลีÉยเลขคณิต
śş. ขอ้มลูชดุหนึÉง ŝ จาํนวน คา่เฉลีÉยเลขคณิตเป็น śŘ.Š มธัยฐานเป็น Śş ฐานนิยมเป็น Śŝ และ

คา่เฉลีÉยเรขาคณิตเป็น śŘ จะไดพิ้สยัของขอ้มลูเป็นเทา่ใด
śŠ. เงินเดือนของพนกังาน ŝŘ คนของบรษัิทแหง่หนึÉงมีการแจกแจงความถีÉดงันี Ê

เงินดือน (บาท) จาํนวนพนกังาน (คน)
10, 000− 19, 999 ŝ
20, 000− 29, 999 řŘ
30, 000− 49, 999 Śŝ
50, 000− 59, 999 řŘ

จงหาคา่มธัฐานและฐานนิยมของขอ้มลูชดุนี Ê

śš. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตคือ X̄ ถา้
n∑

i=1

(xi − A) = B เมืÉอ A,B เป็น

คา่คงทีÉ จงแสดงวา่ X̄ =
B

n
+ A



Š.Ś. คา่กลางของขอ้มูล śŘš

ŜŘ. คา่เฉลีÉยเลขคณิตของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนึÉงเป็น 43 คะแนน ถา้
คิดคา่เฉลีÉยคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงจะไดเ้ป็น 45 และ 40 คะแนนตาม
ลาํดบั จงหาอตัราสว่นระหวา่งจาํนวนนกัเรยีนชายและจาํนวนนกัเรยีนหญิง

Ŝř. ขอ้มลูชดุหนึÉงมี Ş จาํนวนคือ Ś, ś, Ş, řř, a, b ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบั Š
และมธัยฐานเทา่กบั ş แลว้ |a− b| มีคา่เทา่ใด

ŜŚ. สรา้งตารางแจกแจงความถีÉของคะแนนการสอบของนกัเรยีนกลุม่หนึÉง โดยใหค้วามกวา้งแตล่ะ
อนัตรภาคชัÊนเป็น řŘ แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนสอบเทา่กบั ŝş คะแนนซึÉงอยู่ในชว่ง
50− 59 ถา้นกัเรยีนทีÉสอบไดค้ะแนนตํÉากวา่ Ŝš.ŝ คะแนนอยู่จาํนวน řŚ คน และมีนกัเรยีนได้
คะแนนตํÉาหวา่ ŝš.ŝ คะแนนอยูจ่าํนวน ŚŘ คน จงหาวา่นกัเรยีนกลุม่นี ÊมีจาํนวนกีÉคน

Ŝś. กาํหนดตารางแจกแจงความถีÉแสดงอายขุองคนในหมูบ่า้นแหง่หนึÉงดงันี Ê

อายุ (ปี) 0− 9 10− 19 20− 29 30− 39 40− 49 50− 59

จาํนวน (คน) 5 10 A 20 10 10

ถา้อายเุฉลีÉยของคนในหมูบ่า้นนี Êเทา่กบั śś.śś ปี แลว้จาํนวนคนในหมูบ่า้นนี Êเทา่กบัเทา่ใด
ŜŜ. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบดว้ยจาํนวน řř, ś, Ş, ś, ŝ, ś, x ให้ S เป็นเซตของ x ทีÉเป็นไปได้

ทัÊงหมดซึÉงทาํใหค้า่เฉลีÉยเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยมของขอ้มลูชดุนี Êแตกตา่งกนัทัÊงหมด
และในบรรดาคา่เฉลีÉยเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม เหลา่นี Êนาํมาเรยีงใหม่จากนอ้ยไปหา
มากแลว้เป็นลาํดบัเลขคณิต จงหาผลบวกของสมาชิกทัÊงหมดในเซต S

Ŝŝ. ในการวิจยัในชัÊนเรยีนเรืÉองศกึษาผลสมัฤทธิÍทางการเรยีนวิชาคณิตศาสตรเ์รืÉองพีทาโกรสัโดย
ใช้โปรแกรม Geogebra ผู้วิจยัให้นกัเรยีนทาํแบบทดสอบก่อนเรยีนและหลงัเรยีน (คะแนน
เตม็ řŘ คะแนน) ใหผ้ลดงันี Ê

คนทีÉ ř Ś ś Ŝ ŝ Ş ş Š š řŘ řř řŚ
คะแนนก่อนเรยีน ś Ŝ ŝ ŝ Ś Ş Ş ş š ś Ŝ Ş
คะแนนหลงัเรยีน ŝ Ş Ŝ š ş Š š řŘ řŘ š š Š

Ŝŝ.ř จงหาคา่เฉลีÉยของคะแนนก่อนสอบ และหลงัสอบ
Ŝŝ.Ś จงหาคา่เฉลีÉยของคะแนนผลตา่งระหวา่งก่อนสอบและหลงัสอบ
Ŝŝ.ś จงบอกความสมัพนัธ์ของคะแนนเฉลีÉยก่อนสอบ คะแนนเฉลีÉยชหลงัสอบ และคะแนน

เฉลีÉยผลตา่ง



śřŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

Š.ś การวัดการกระจายของข้อมูล
สาํหรบัขอ้มลูเชิงปรมิาณเมืÉอเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เราจะทราบไดว้า่คา่ใดมีคา่มากเพียง

ใดซึÉงระบุดว้ยตาํแหน่ง แต่ในหวัขอ้นี Êเราสนใจการแบง่ขอ้มลูออกสว่น ๆ เทา่กนั ๆ กนั ทีÉนิยมใชก้นั
คือการแบง่ขอ้มลูออกเป็น Ŝ, řŘ และ řŘŘ สว่น ทีÉ เรยีกวา่ ควอไทล์ เดไซล์ และ เปอร์เซน็ต์ไทล์
ประโยชน์ของการแบง่ขอ้มลูเพืÉออา้งอิงขอ้มลูทีÉสนใจกบัขอ้มลูทัÊงหมด เชน่ นาย ก มีคะแนนสอบ
คณิตศาสตรเ์ทา่กบัเปอรเ์ซน็ตไ์ทลที์É ŠŘ หมายถงึนาย ก ไดค้ะแนนสงูสดุของกลุม่ ŠŘ% คะแนนตํÉา
สดุ หรอืมีนกัเรยีนทีÉเขาสอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่นาย ก อยู่ ŠŘ%
บทนิยาม Š.ś.ř ควอไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีÉ เกิดจากการแบง่
ขอ้มลูออกเป็น Ŝ สว่นเทา่ ๆ กนัเมืÉอเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก นิยมหาควอไทล์ ś ตาํแหน่ง คือ Q1

(first quartile หรอื lower quartile), Q2 (second quartile หรอื median) และ Q3 (third quartile
หรอื upper quartile)
ข้อสังเกต จะเห็นวา่ Q2 เทา่กบัคา่มธัยฐานของขอ้มลู
ตัวอย่าง Š.ś.Ś จงหาควอไทลท์ัÊง ś ตาํแหน่งของขอ้มลู Ś, Ś, ś, ś, ŝ, Ş, š

Ś Ś ś ś ŝ Ş š

บทนิยาม Š.ś.ś เดไซล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีÉเกิดจากการแบง่ขอ้มลู
ออกเป็น řŘ สว่นเทา่ ๆ กนัเมืÉอเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเดไซล์ š ตาํแหน่ง คือ D1,
D2, D3, ..., D9

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ D5 = Q2 = Med และ Dr หมายถงึมีจาํนวนทีÉนอ้ยกวา่ Dr อยู่ r × 10% หรอื
มากกวา่อยู่ (100− 10r)%

บทนิยาม Š.ś.Ŝ เปอร์เซน็ไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหนง่ของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีÉ เกิดจากการ
แบง่ขอ้มลูออกเป็น řŘŘ สว่นเทา่ ๆ กนัเมืÉอเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเปอร์เซน็ไทล์
šš ตาํแหน่ง คือ P1, P2, P3, ..., P99

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ P50 = D5 = Q2 = Med และ P25 = Q1, P75 = Q3 โดยทีÉ Pr หมายถงึมี
จาํนวนทีÉนอ้ยกวา่ Pr อยู่ r% หรอืมากกวา่อยู่ (100− r)%



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śřř

บทนิยาม Š.ś.ŝ พสัิยควอไทล์ (Inter Quartile Range) ของขอ้มลูชดุหนึÉง เขียนแทนดว้ย IQR
หมายถงึ Q3 −Q1

แผนภาพกล่อง (Box plot) คือแผนภาพทีÉแสดงคา่สาํคญั ŝ คา่คือ
XMin, Q1, Q2, Q3 และ Xmax

แสดงไดด้งัแผนภาพนีÊ
IQR

XMin Q1 Q2 Q3 Xmax

จากการกาํหนดคา่ดงักลา่วคือการแบง่ขอ้มลูทัÊงหมดออกเป็น 4 สว่นเทา่ ๆ กนัสว่นละ Śŝ% โดย
มีเงืÉอนไข
ř. XMin เป็นคา่ตํÉาสดุยงัไมต่ ํÉาผิดปกติ ถา้มีคา่ไมน่อ้ยกวา่ Q1 − 1.5IQR
Ś. Xmax เป็นคา่สงูสดุยงัไมส่งูผิดปกติ ถา้มีคา่ไมเ่กินกวา่ Q3 + 1.5IQR

และเรยีกวา่ IQR วา่ความกวา้งของกลอ่ง
ตัวอย่าง Š.ś.Ş จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู ř, Ś, ś, Ŝ, ŝ, Ş, š

ř Ś ś Ŝ ŝ Ş š

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



śřŚ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ในกรณีทีÉมี x เป็นขอ้มลูหนึÉงในกลุม่ ถา้
x < Q1 − 1.5IQR หรอื x > Q3 + 1.5IQR

เรยีก x วา่ ค่าผิดปกติ (Outlier) หรอืกลา่ววา่ x มีคา่ตํÉาผิดปกตหิรอืสูงผิดปกติ ตามลาํดบั ในการ
สรา้งแผนภาพกลอ่งใหเ้ขียนแทนดว้ย ∗ ถา้ x มีคา่ตํÉาผิดปกติใหใ้ชค้า่ตํÉาสดุตวัแรกทีÉไมผิ่ดปกติ และ
ถา้ x มีคา่สงูผิดปกติใหใ้ชค้า่สงูสดุตวัสดุทา้ยทีÉไมผิ่ดปกติ
ตัวอย่าง Š.ś.ş จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู ř, Š, řř, řř, řŚ, řŚ, řś, řŜ, řŝ, ŚŘ, Śŝ

ř Š řř řř řŚ řŚ řś řŜ řŝ ŚŘ Śŝ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

ตัวอย่าง Š.ś.Š คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๒ ของนกัศกึษาจาํนวน śŘ คน แสดงแผนภาพกลอ่ง
ไดด้งันี Ê

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗

ř. จงหาคะแนนตํÉาสดุและสงูสดุของการสอบยอ่ยครัÊงนี Ê

Ś. จงหาพิสยัควอไทล์

ś. ถา้นาย ก อยู่ในกลุม่นี Ê และมีคนไดค้ะแนนมากกวา่นาย ก อยู่ประมาณ Śŝ% แลว้นาย ก มี
คะแนนเทา่ใด



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śřś

ตัวอย่าง Š.ś.š ในสถานการณ์โรคระบาดโควิด-řš โรงพยาบาลแหง่หนึÉง จงึสาํรวจเวลา (ชัÉวโมง)
ของผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลในแตล่ะวนัเพืÉอปรบัปรุงการใหบ้รกิาร แสดงไดด้งันี Ê

วนั

เวลา (ชัÉวโมง)

จนัทร์ องัคาร พธุ พฤหสับดี ศกุร ์ เสาร์ อาทิตย์
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

∗

∗
∗

∗

∗

∗

ř. ในสปัดาหนี์ Êผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลทีÉใชเ้วลานานสดุวนัใดบา้ง และเป็นเวลากีÉชวัโมง

Ś. ถา้นาย ก และนาย ข ไปใชบ้รกิารโรงพยาบาลแหง่นี Êวนัองัคารและวนัอาทิตยต์ามลาํดบั ทัÊงคู่
ใชเ้วลาตรงกบัควอไทลที์É ś ของแตล่ะวนั ถามวา่ใครใชเ้วลาในโรงพยาบาลมากกวา่กนัและ
มากกวา่เทา่ใด

ś. จงหาคา่ผิดปกติทัÊงหมดของการบรกิารครัÊงนี Ê



śřŜ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

แผนภาพกลอ่งนัÊนอาจทาํใหบ้อกถงึลกัษณะการกระจายของขอ้มลูหรอืการแจกแจงของขอ้มลู
ซึÉงมี ś ชนิดหลกั ๆ คือ
ř. การแจกแจงปกติหรอืการแจกแจงสมมาตร (Normal or Symmetric distribution)
Ś. การแจกแจงเบท้างขวา (Right-skewed distribution)
ś. การแจกแจงเบท้างซา้ย (Left-skewed distribution)

ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่งแสดงไดด้งันี Ê
รูปทีÉ Š.Ś: ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่ง

การแจกแจงเบท้างซา้ย

การแจกแจงเบท้างขวา

การแจกแจงปกติ

จากรูปทีÉ Š.Ś แผนภาพกลอ่งทีÉ มีลกัษณะสมมาตรจะมีการแจกแจงปกติ แผนภาพกลอ่งทีÉ มี
จาํนวนขอ้มลูสว่นใหญ่มีคา่นอ้ยจะมีการแจกแจงเบท้างขวา และแผนภาพกลอ่งทีÉมีจาํนวนขอ้มลู
สว่นใหญ่มีคา่มากจะมีการแจกแจงเบท้างซา้ย และแผนภาพกลอ่งอาจจะสมัพนัธก์บัเสน้โคง้ความถีÉ
แสดงไดด้งัรูป ตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Š.ś: ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีÉกบัแผนภาพกลอ่ง

Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา

เสน้โคง้ความถีÉทัÊง ś รูปแบบนีÊจะสมัพนัธ์กบัคา่กลาง ś คา่คือ คา่เฉลีÉยเลขคณิต คา่มธัยฐาน
และคา่ฐานนิยม แสดงดงัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Š.Ŝ: ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีÉกบัคา่กลางของขอ้มลู

X̄ ModMed X̄ = Med = Mod MedMod X̄

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śřŝ

การนาํเสนอขอ้มลูดว้ยแผนภาพกลอ่งก็อาจทาํใหท้ราบเพียงลกัษณะการกระจายเทา่นัÊนแต่ยงั
ไมมี่คา่บง่ชี Êวา่กระจายมากหรอืนอ้ย ตอ่ไปนีÊจะกลา่วคา่ในการวดัการกระจายของขอ้มลูทัÊงแบบ
ไม่ เปรยีบกบักลุม่ อืÉน และเปรยีบเทียบกบักลุม่ อืÉน ซึÉง มี Ś แบบคือ การวดัการกระจายสมับรูณ์
(Absolute Variation) และ การวดัการกระจายสมัพทัธ์ (Relative Variation)

ř. การวัดกระจายสัมบรูณ์
การวดัการกระจายสมับรูณ์ คือการวดัการกระจายของขอ้มลูเพียงชดุเดียวเพืÉอดูวา่ขอ้มลูชดุนี Ê
แตล่ะคา่มีความแตกตา่งกนัมากหรอืนอ้ยเพียงใด การวดัการกระจายแบบสมับรูณ์ไม่สามารถนาํ
ไปเปรยีบเทียบกบัขอ้มลูชดุอืÉนได้ การวดัการกระจายสมับรูณที์Éนิยมใชมี้ Ŝ วิธี คือ
ř. พิสยั (Range)
Ś. สว่นเบีÉยงเบนควอไทล ์ (Quartile Deviation)
ś. สว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย (Mean Deviation)
Ŝ. สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation)
พสัิยคือคา่สงูสดุลบคา่ตํÉาสดุใช้ในการวดัการกระจายของขอ้มลูได้ไม่ละเอียดนกั นิยมใช้เมืÉอ

ตอ้งการความรวดเรว็เทา่นัÊน ขอ้เสียของพิสยัของขอ้มลูแตล่ะชดุ คือมีการใช้เฉพาะคะแนนสงูสดุ
และคะแนนตํÉาสดุเทา่นัÊน บางครัÊงทาํให้เกิดการเขา้ใจถงึลกัษณะของขอ้มลูผิดไปได้ แต่ ก็ใช่วา่
พิสยัจะไมมี่ขอ้ดีเสียเลย ถา้พิสยัมีคา่นอ้ยก็อาจคาดไดว้า่ขอ้มลูสว่นใหญ่ก็ไม่หา่งกนัมากนกั เชน่
คะแนนสอบยอ่ยวิชาคณิตศาสตรซ์ึÉงมีคะแนนเตม็ řŘ คะแนน ถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั Ś คะแนน แสดง
วา่คะแนนของนกัเรยีนตา่งกนัไม่เกิน Ś คะแนน ยิÉงไปกวา่นัÊนถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั Ř ก็จะหมายความ
วา่นกัเรยีนทกุคนไดค้ะแนนเทา่กนันัÉนเอง

ถา้ขอ้มลูใดใชค้า่กลางเป็นมธัยฐานเป็นตวัแทนขอ้มลู มกัจะนิยมใชส้ว่นเบีÉยงเบนควอไทลเ์ป็นการ
วดัการกระจายของขอ้มลู โดยทีÉ ส่วนเบีÉยงเบนควอไทล์ คือครึÉงหนึÉงของพิสยัควอไทล์ เขียนแทน
ดว้ย Q.D. นัÉนคือ

Q.D. =
IQR
2

=
Q3 −Q1

2

ตัวอย่าง Š.ś.řŘ คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๑ ของนกัเรยีนกลุม่หนึÉง ประกอบดว้ย Ř, ř, ś, ś,
řŘ
จงหาพิสยัและสว่นเบีÉยงเบนควอไทล์ พรอ้มเลือกคา่การวดัทีÉคิดวา่เหมาะสมโดยใหเ้หตผุลประกอบ



śřŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

พิสยัและสว่นเบีÉยงควอไทลน์ัÊนเป็นการวดัทีÉใช้ขอ้มลูบางสว่นเทา่นัÊนอาจทาํใหเ้กิดความเขา้ใจ
ลกัษณะของขอ้มลูทีÉผิดพลาดไปได้ จงึมีการวดัโดยใชท้กุขอ้มลูเขา้มาเกีÉยวขอ้งซึÉงอาศยัหลกัารทีÉวา่
ถา้ขอ้มลูชดุนัÊนเหมาะกบัคา่กลางทีÉเป็นคา่เฉลีÉยเลขคณิต แลว้จะวดัผลตา่งของทกุขอ้มลูแลว้หาคา่
เฉลีÉยเหลา่นัÊนเรยีกวา่ สว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย และเป็นทีÉนิยมอยา่งมากคือหารากทีÉสองของคา่เฉลีÉยของ
ผลตา่งกาํลงัสองจะเรยีกวา่ สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน ดงัจะกลา่วตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม Š.ś.řř กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ..., xn โดยทีÉประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X̄ ตามลาํดบั
ř. ส่วนเบีÉยงเบนเฉลีÉย เขียนแทนดว้ย M.D. คือคา่นิยามโดย

สาํหรบัตวัอยา่ง: M.D. =

n∑
i=1

|xi − X̄|

n
สาํหรบัประชากร: M.D. =

N∑
i=1

|Xi − µ|

N

Ś. ส่วนเบีÉยงเบนมาตรฐาน
สาํหรบัตวัอยา่ง ให้ S แทนสวนเบีÉยงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

S =

√√√√√√
n∑

i=1

(xi − X̄)2

n− 1

สาํหรบัประชากร ให้ σ แทนสวนเบีÉยงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

σ =

√√√√√√
N∑
i=1

(Xi − µ)2

N

กาํลงัสองของสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเรยีกวา่ ความแปรปรวน (Variance) สาํหรบัตวัอยา่ง
ความแปรปรวนคือ S2 สาํหรบัประชากรความแปรปรวนคือ σ2

ตัวอย่าง Š.ś.řŚ จากการสอบถามเวลา (นาที) ในการเดินทางมายงัโรงเรยีนของนกัเรยีน řŘ คน
śŘ śŝ ŜŘ Ŝŝ ŝŘ ŞŘ ŞŘ şŘ şŘ šŘ

จงหาสว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉยและสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน เมืÉอ
ř. ขอ้มลูเป็นประชากร
Ś. ขอ้มลูเป็นตวัอยา่ง



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śřş

ทฤษฎบีท Š.ś.řś กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ...xn โดยทีÉประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X̄ ตามลาํดบั จะไดว้า่

สาํหรบัตวัอยา่ง S2 =

n∑
i=1

x2
i − n(X̄)2

n− 1
และ สาํหรบัประชากร σ2 =

N∑
i=1

X2
i

N
− µ2

ตัวอย่าง Š.ś.řŜ ถา้ความยาวรศัมีวงกลม 10 วงมีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั 3 และมีความแปรปรวน
เทา่กบั 5 แลว้ผลรวมของพื ÊนทีÉวงกลมทัÊง 10 วงนี Êมีคา่เทา่กบัเทา่ใด ถา้ขอ้มลูดงักลา่วเป็นประชากร



śřŠ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่ ในรูปตารางแจกแจงความถีÉทีÉมีจาํนวน k ชัÊน แตล่ะชัÊนมีความถีÉ fi และXi

เป็นจดุกึÉงกลางของชัÊนทีÉ i เมืÉอ i = 1, 2, ..., k จะไดว้า่
สาํหรบัตวัอยา่ง สาํหรบัประชากร

M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi − X̄|

n
M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi − µ|

N

S =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi − X̄)2

n− 1
σ =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi − µ)2

N

ตัวอย่าง Š.ś.řŝ จงหาสว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานและความแปรปรวน ของคะแนน
สอบกลางภาคของวิชาภาษาองัถฤษ ซึÉงแสดงดงัตารางตอ่ไปนีÊ

คะแนน จาํนวนคน
11− 15 ŝ
16− 20 Ŝ
21− 25 řŘ
26− 30 Ŝ
31− 35 ŝ

คะแนน ความถีÉ (fi) Xi fiXi |Xi − µ| fi|Xi − µ| (Xi − µ)2 fi(Xi − µ)2

11− 15 5

16− 20 4

21− 25 10

26− 30 4

31− 35 5

รวม



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śřš

ทฤษฎบีท Š.ś.řŞ ขอ้มลูชดุ X คือ x1, x2, , ..., xn และขอ้มลูชดุ Y คือ y1, y2, , ..., yn ถา้

yi = axi + b เมืÉอ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
ř. สาํหรบัขอ้มลูแบบตวัอยา่ง

ให้ SX และ SY เป็นสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

SY = |a|SX หรอื S2
Y = a2S2

X

Ś. สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ให้ σX และ σY เป็นสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

σY = |a|σX หรอื σ2
Y = a2σ2

X

ตัวอย่าง Š.ś.řş ในการทาํธรุกิจเลก็ ๆ อยา่งหนึÉงในแตล่ะวนั ความสมัพนัธข์องตน้ทนุ X (บาท) และ
กาํไร Y (บาท) เป็นแบบเชิงเสน้คือ

y = 1.25x− 500

ถา้สุม่ตวัอยา่งการลงทนุมา ŝ วนั เป็นเงินลงทนุดงันี Ê ŝŘŘ, ŝŝŘ, ŞŝŘ, şŘŘ, řŘŘŘ บาท จงหาความ
แปรปรวนของกาํไรในการลงทนุครัÊงนี Ê



śŚŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ตัวอย่าง Š.ś.řŠ ขอ้มลูชดุหนึÉงมี řŘ จาํนวน คือ x1, x2, x3, ..., x10 ซึÉงขอ้มลูชดุนี Êมีสว่นเบีÉยงเบน
มาตรฐานเทา่กบั Ś.ś ถา้ขอ้มลูชดุทีÉสองคือ

3x1 + 174, 3x2 + 174, 3x3 + 174, ..., 3x10 + 174

แลว้สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุทีÉสองนี Êจะเทา่กบัเทา่ใด

ทฤษฎบีท Š.ś.řš สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ขอ้มลูชดุทีÉ 1 มีจาํนวน N1 มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั µ1 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2

1

ขอ้มลูชดุทีÉ 2 มีจาํนวน N2 มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั µ2 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2
2

ความแปรปรวนรวมของขอ้มลูทัÊงสองชดุ เขียนแทนดว้ย σ2
com

ř. ถา้ µ1 = µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

Ś. ถา้ µ1 ̸= µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+N1N2

(
µ2 − µ1

N1 +N2

)2



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śŚř

ตัวอย่าง Š.ś.ŚŘ ขอ้มลูสรุปของระดบัคะแนน (ประชากร) ของนกัเรยีน ś หอ้ง แสดงไดด้งันี Ê
หอ้ง จาํนวนนกัเรยีน ระดบัคะแนนเฉลีÉย สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
ก 20 2.96 0.75

ข 30 3.25 0.50

ค 25 3.25 0.30

ř. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ข และ ค

Ś. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ก และ ข



śŚŚ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

Ś. การวัดกระจายสัมพทัธ์
การวัดการกระจายสัมพทัธ์ คือการหาคา่เพืÉอเปรยีบเทียบการกระจายระหวา่งขอ้มลูมากกวา่
หนึÉงชดุ โดยใช้อตัราสว่นหรอืเปอรเ์ซน็ต์ การเปรยีบเทียบการกระจายของขอ้มลูระหวา่งชดุทีÉนิยม
ใชมี้ Ŝ ชนิดคือ

ř. สัมประสิทธิÍของพสัิย (Coefficient of Range)

C.R =
Xmax −XMin
Xmax +XMin

Ś. สัมประสิทธิÍของส่วนเบีÉยงเบนควอไทล ์ (Coefficient of Quartile Deviation)

C.Q.D. =
Q3 −Q1

Q3 +Q1

ś. สัมประสิทธิÍของส่วนเบีÉยงเบนเฉลีÉย (Coefficient of Mean Deviation)

C.M.D. สาํหรบัตวัอยา่ง =
M.D.

X̄
และ C.M.D. สาํหรบัประชากร =

M.D.

µ

Ŝ. สัมประสิทธิÍของการแปรผัน (Coefficient of Varian)

C.V. สาํหรบัตวัอยา่ง =
S

X̄
และ C.V. สาํหรบัประชากร =

σ

µ

ตัวอย่าง Š.ś.Śř จากการสาํรวจสุม่ตวัอยา่ง ระยะรอคอย (waiting period) หนว่ยเป็นวนั ของ
ประกนัโควิด-řš จาํนวน ŝ บรษัิท เป็นดงันี Ê ş, řŘ, řŜ, řŜ, ŚŘ จงหาสมัประสทิธิÍทัÊง Ŝ ชนิด



Š.ś. การวดัการกระจายของขอ้มูล śŚś

ตัวอย่าง Š.ś.ŚŚ ขอ้มลูเกีÉยวกบันํÊาหนกัของเดก็แรกเกิดของโรงพยาบาลตา่งๆดงันี Ê

โรงพยาบาล จาํนวนนกัเรยีน นํÊาหนกัเฉลีÉย (กรมั) สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน (กรมั)
A řŘŘ Ś,ŜŘŘ śŘŘ
B řŘŘ Ś,ŝŘŘ ŝŘŘ
C ŚŘŘ ś,ŘŘŘ śŘŘ
D řŝŘ Ś,ŜŘŘ ŚŘŘ
E ŚŝŘ Ś,ŠŘŘ şŘŘ

จงตอบคาํถามตอ่ไปนีÊ
ř. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนํÊาหนกัเดก็แรกเกิดนอ้ยทีÉสดุ

Ś. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนํÊาหนกัเดก็แรกเกิดมากทีÉสดุ

ตัวอย่าง Š.ś.Śś ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์พบวา่ คะแนนสอบของนกัเรยีนมีการแจกแจงปกติ
สว่นเบีÉยงเบนควอไทลเ์ทา่กบั Ş สมัประประสิทธิÍควอไทลเ์ทา่กบั Ř.Ş คะแนนเฉลีÉยของการสอบครัÊง
นี Êเทา่กบัเทา่ใด



śŚŜ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
แบบฝึกหดั Š.ś

ř. จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของคะแนนสอบวิชาสงัคม Ś หอ้ง (เขียนในแผนภาพเดียวกนั)
หอ้ง ก : 11, 12, 12, 14, 15, 16, 20

หอ้ง ข : 11, 12, 13, 15, 15, 15, 16, 17, 18, 20, 20

Ś. ในการสาํรวจจาํนวนชัÉวโมงของนกัเรยีนทีÉเรยีนเสรมิแบบออนไลน์ จาํนวน ŝŘ ตวัอยา่ง แสดง
แผนภาพกลอ่งไดด้งันี Ê

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗
∗

∗

Ś.ř จงหาวลาทีÉใชเ้รยีนนอ้ยสดุและมากสดุในการสาํรวจครัÊงนี Ê
Ś.Ś จงหาพิสยัควอไทล์
Ś.ś จงหาคา่ผิดปกติของแผนภาพกลอ่ง
Ś.Ŝ จาํนวนชัÉวโมงสงูสดุของ Śŝ% ตํÉาสดุของทีÉเรยีนออนไลนเ์ทา่กบัเทา่ใด

ś. จงหาพิสยัและสว่นเบีÉยงเบนควอไทลข์องขอ้มลูตอ่ไปนีÊ

คะแนน จาํนวนคน
1 5

2 8

4 10

6 8

10 4

Ŝ. จากการสาํรวจนํÊาหนกัของนกัเรยีนกลุม่หนึÉงจาํนวน Ŝ คน มี Ś คน นํÊาหนกัเทา่กนัและหนกั
นอ้ยกวา่อีก Ś คนทีÉเหลือ ถา้ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยัของนกัเรยีน Ŝ คนนีÊคือ Ŝŝ, ŜŞ และ
Ş กิโลกรมั ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของนํÊาหนกันกัเรยีน Ŝ คนเทา่กบัเทา่ใด

ŝ. กาํหนดตารางแสดงเงินคา่อาหารกลางวนัทีÉนกัเรยีนหอ้งหนึÉงไดร้บัจากผูป้กครองดงันี Ê

คา่อาหารกลางวนั (บาท) จาํนวนนกัเรยีน (คน)
50− 54 ř
55− 59 Ŝ
60− 64 ŝ
65− 69 ŝ
70− 74 ŝ

คา่เฉลีÉยเลขคณิต คา่มธัยฐาน และสว่นเบีÉยงเบนควอไทลต์ามลาํดบั มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

Ş. ขอ้มลูชดุหนึÉงประกอบไปดว้ย x1, x2, , ..., xN จงพิสจูนว์า่
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σ = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x1 = x2 = ... = xN

เมืÉอ σ เป็นสว่นเบีÉยงมาตรฐานของขอ้มลูชดุนี Ê
ş. นกัเรยีนชัÊน ม.ŝ ของโรงเรยีนแหง่หนึÉงจาํนวน Ś หอ้ง มีความแปรปรวนของคะแนนสอบทัÊง

สองนัÊนหอ้งเทา่กบั řŚ นกัเรยีนหอ้ง ก. มีจาํนวน ŚŘ คน คาํนวณสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของ
คะแนนสอบไดเ้ทา่กบั ś คะแนน นกัเรยีนหอ้ง ข. จะมีจาํนวนเทา่กบัเทา่ใดถา้สว่นเบีÉยงเบน
มาตรฐานของคะแนนสอบหอ้งนี Êเทา่กบั Ŝ คะแนน โดยทัÊงสองหอ้งมีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กนั

Š. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนึÉงซึÉงประกอบดว้ย x1, x2, .., x10 มีคา่เฉลีÉยเลขคณิต x̄ และขอ้มลูชดุ
ทีÉสองประกอบไปดว้ย y1, y2, .., y20 มีคา่เฉลีÉยเลขคณิต ȳ โดยทีÉ

10∑
i=1

(xi − x̄)2 = 160,
20∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 110 และ x̄ = ȳ

ถา้นาํขอ้มลูทัÊงสองชดุมารวมเป็นชดุเดียวกนั แลว้สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน (ประชากร) ของ
ขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

š. จงหาสว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน และความแปรปรวน ของขอ้มลูตอ่ไปนีÊ
ขอ้มลูตวัอยา่ง : řŘ, řŜ, ş, řŝ, řŞ, řś, řŞ
ขอ้มลูประชากร : řŘ, řŜ, ş, řŝ, řŞ, řś, řŞ

řŘ. จงหาพิสยั สว่นเบีÉยงเบนควอไทล์สว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน ของประชากร

คะแนน ความถีÉ
11− 20 4

21− 30 10

31− 40 11

41− 50 5

51− 60 9

61− 70 6

řř. ขอ้มลูชดุหนึÉงเรยีงจากนอ้ยไปหามากดงันี Ê a, 3, 5, 7, b ถา้ขอ้มลูชดุนี Êมีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
เทา่กบั ş และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั 2

√
10 แลว้คา่ของ 2a+ b มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

řŚ. ขอ้มลูชดุหนึÉงมี 11 จาํนวนดงันี Ê
15 10 12 15 16 x 16 19 13 17 15

ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบั řŝ แลว้กาํลงัสองของสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของ
ขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบัเทา่ใด

řś. มีขอ้มลู ŝ จาํนวนซึÉงเรยีงจากนอ้ยไปมากคือ x1, x2, , x3, x4, x5 โดยมี x1 = 7 คา่เฉลีÉย
เลขคณิตเทา่กบั µ และความแปรปรวนเทา่กบั řŞ ถา้กาํหนดตารางแสดงคา่ xi − µ ดงันี Ê
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i xi − µ

1 7− x̄

2 −3

3 −1

4 3

5 6

แลว้คา่ของ µ เทา่กบัเทา่ใด
řŜ. พิจารณาถกูผิดของขอ้ความตอ่ไปนีÊ พรอ้มใหเ้หตผุล

řŜ.ř ในการสอบของนกัเรยีน ś คนพบวา่คา่เฉลีÉยเลขคณิตของคะแนนสอบเทา่กบั ŠŘ คะแนน
คา่มธัยฐานเทา่กบั şŝ และพิสยัเทา่กบั Śŝ คะแนน คะแนนของนกัเรยีนทีÉไดค้ะแนนตํÉา
สดุเทา่กบั 70 คะแนน

řŜ.Ś ขอ้มลูชดุหนึÉงมี ŝ จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4, x5 และขอ้มลูชดุทีÉสองมี Ŝ จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4

โดยทีÉคา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูทัÊงสองชดุเทา่กนั ถา้ a และ b เป็นสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
ของขอ้มลูชดุทีÉหนึÉงและสองตามลาํดบั แลว้ b

a
=

√
5

2

řŝ. ขอ้มลูชดุหนึÉงมีคา่สงัเกต (x) และรอ้ยละของความถีÉสะสมสมัพทัธ์ แสดงดงัตารางตอ่ไปนีÊ

คา่สงัเกต (x) รอ้ยละของความถีÉสะสมสมัพทัธ์
1 20

2 40

a 70

6 90

10 100

เมืÉอ a เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ขอ้มลูชดุนี Êมีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั Ŝ แลว้ความแปรปรวนของ
ขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบัเทา่ใด

řŞ. โรงเรยีนอนบุาลแหง่หนึÉงมีนกัเรยีน ŠŘ คน โดยการแจกแจงอายขุองนกัเรยีนเป็นดงัตาราง

อายุ (ปี) 3.5 4 4.5 5 5.5 6

จาํนวนนกัเรยีน (คน) a 15 10 20 b 5

ถา้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของอายุนกัเรยีนมีคา่ Ŝ.ŝ ปี แลว้สว่นเบีÉยงเบนเลีÉยของอายนุกัเรยีนมีคา่
เทา่กบัเทา่ใด

řş. คะแนนสอบของวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรยีนจาํนวน śŘ คน มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตและสว่น
เบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั Śŝ และ ŝ คะแนน ตามลาํดบั ถา้นาํคะแนนของนายสายชลและ
นางสาวฟา้ซึÉงสอบได้ ŚŘ และ śŘ คะแนน ตามลาํดบั มารวมดว้ย แลว้สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
จะเทา่กบัเทา่ใด
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řŠ. ขอ้มลูชดุหนึÉงมี ŝ จาํนวน และมีมธัยฐานเทา่กบัฐานนิยมซึÉง เทา่กบั řŝ คา่เฉลีÉยเลขคณิต
เทา่กบั řŞ ควอไทล์ทีÉ ř เทา่กบั řŜ และพิสยัเทา่กบั ş แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี Ê
เทา่กบัเทา่ใด

řš. มีนกัเรยีน ŝ คน รว่มกนับรจิาคเงิน ไดเ้งินรวม śŞŘ บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทา่กบั
ŞŞŘ ถา้มีนกัเรยีนอีก ř คนมารว่มบรจิาคเป็นเงิน ŞŘ บาท ความแปรปรวนจะเพิÉมขึ Êนหรอืลด
ลงเทา่กบัเทา่ใด

ŚŘ. ตารางตอ่ไปนีÊเป็นคะแนนสอบของวิชาหนึÉงของนกัเรยีน ŜŘ คน
คะแนน จาํนวนนกัเรยีน (fi)

10− 14 4

15− 19 6

20− 24 a

25− 29 8

30− 34 4

35− 39 6

โดยมีคะแนนเฉลีÉย (µ) เทา่กบั ŚŜ.ŝ ถา้สว่นเบีÉยงเบนควอไทล์เทา่กบั b และสว่นเบีÉยงเบน
เฉลีÉยเทา่กบั c จงหา a+ b+ c

Śř. ถา้ขอ้มลูชดุหนึÉงซึÉงประกอบดว้ย x1, x2, .., xn มีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั řŚ และสว่นเบีÉยง
เบนมาตรฐานเทา่กบั ś เมืÉอบวกขอ้มลูแตล่ะจาํนวนดว้ย ŝ ขอ้มลูชดุใหมจ่ะมีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบัเทา่ใด

ŚŚ. ถา้ขอ้มลูชดุหนึÉงมีสมัประสทิธิÍของสว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉยเทา่กบั Ř.řŚ สว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉยเทา่กบั
Ş และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั 10 แลว้สมัประสทิธิÍความแปรผนัมีคา่เทา่กบัเทา่ใด

Śś. เมืÉอสองปีก่อน นกัเรยีนหอ้งหนึÉงมี śŘ คน แบง่ออกไดเ้ป็นสองกลุม่ กลุม่ทีÉหนึÉงมี řŘ คน ทกุคน
มีอายุ řŘ ปี กลุม่ทีÉสองมี ŚŘ คน มีอายเุฉลีÉย Š.ŝ ปี ถา้ความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนกลุม่ทีÉ
สอง เทา่กบั Ř แลว้ ปัจจบุนัความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนหอ้งนี Ê เทา่กบัเทา่ใด

ŚŜ. กาํหนดให้ x1, x2, x3, ..., xn เป็นขอ้มลูชดุหนึÉง ซึÉงมีคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั Ş และสว่นเบีÉยง
เบนมาตรฐานเทา่กบั 2 y1, y2, y3, ..., yn เป็นขอ้มลูชดุทีÉสอง โดยทีÉ yi = axi + b เมืÉอ i =

1, 2, 3, ..., n และ a, b ∈ R และ a > 0 ถา้นาํขอ้มลูทัÊงสองชดุมารวมกนั x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn

พบวา่คา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั ş และความแปรปรวนเทา่กบั 21 แลว้ a2 + b2 เทา่กบัเทา่ใด
Śŝ. นาํขอ้มลู ś จาํนวนทีÉแตกตา่งกนัมารวมกนัเทา่กบั řšŝ ถา้ขอ้มลูชดุนี Êมีคา่มธัยฐานและสมัประสทิธิÍ

ของพิสยัเทา่กบั ŞŘ และ Ř.Ś ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบัเทา่ใด
ŚŞ. ครอบครวัหนึÉงมีสมาชิก Ş คน มีอายเุฉลีÉย śŜ ปี สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของอายเุทา่กบั Š ปี

อีก Ş ปีตอ่มามีญาติสองคนมาขออยู่อาศยัดว้ย โดยทีÉญาติทัÊงสองคนมีอายุเทา่กนัเทา่กบัคา่
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เฉลีÉยของคนทัÊงคน Ş คนในครอบครวันี Êพอดี สมัประสทิธิÍการแปรผนัของอายขุองคนทัÊง Š คน
นีÊเทา่กบัเทา่ใด

Śş. ถา้คะแนนสอบคะแนนวิชาสถิติและวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนกลุม่หนึÉงมีดงันี Ê

นกัเรยีนคนทีÉ 1 2 3 4 5

คะแนนสอบวิชาสถิติ 8 5 4 2 1

คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ 9 6 5 3 2

แลว้อตัราสว่นสมัประสทิธิÍความแปรผนัระหวา่งของคะแนนสอบวิชาสถิติและคณิตศาสตรเ์ทา่กบั
เทา่ใด

ŚŠ. กาํหนดขอ้มลู Ś ชดุดงันี Ê ชดุทีÉหนึÉงคือ ŝ, Š, Ş, ş, š ชดุทีÉสองคือ x1, x2, x3, x4, x5 ถา้สว่น
สมัประสทิธิÍความแปรผนัของขอ้มลูชดุทีÉหนึÉงเป็น Ś เทา่ของขอ้มลูชดุทีÉสอง และความแปรผนั
ของขอ้มลูชดุทีÉสองเทา่กบั š แลว้คา่เฉลีÉยเลขคณิตของขอ้มลูชดุทีÉสองเทา่กบัเทา่ใด

Śš. คา่เฉลีÉยเลขคณิตของคะแนนสอบของนกัเรยีนกลุม่หนึÉงเทา่กบั şŚ คะแนน ความแปรปรวน
(ประชากร) เทา่กบั ŞŘŘ ถา้มีนกัเรยีนมาเพิÉมอีก ř คน ซึÉงสอบได้ ŞŘ คะแนน ทาํใหค้า่เฉลีÉย
เปลีÉยนไปเป็น şŘ คะแนน ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

śŘ. ขอ้มลูชดุหนึÉงมี ŝ จาํนวน มีฐานนิยม มธัยฐาน และคา่เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั řŝ, řŞ และ řş
ตามลาํดบั ถา้พิสยัของขอ้มลูชดุนี Êเทา่กบั ş จงหาความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี Ê

śř. ขอ้มลู ş คนมีคา่แตกตา่งกนัดงันี Ê 9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยทีÉ 2 < a < 12 ถา้ขอ้มลูชดุนี Êมีคา่
เฉลีÉยเลขคณิตเป็นสองเทา่ของสว่นเบีÉยงเบนควอไทล์ จงหาคา่ของ a ทัÊงหมดทีÉเป็นไปได้

śŚ. พิจารณาขอ้มลูชดุหนึÉงซึÉงเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมากดงัตอ่ไปนีÊ 8, a, 12, 17, 22, b, 26 ถา้คา่
เฉลีÉยเลขคณิตเทา่กบั řş และควอไทลทีÉ ř เทา่กบั řŘ แลว้สมัประสทิธิÍของสว่นเบีÉยงเบนเฉลีÉย
และสมัประสทิธิÍของสว่นเบีÉยงเบนควอไทลต์ามลาํดบั เทา่กบัเทา่ใด

śś. ในการสอบชิงทนุการศกึษาทีÉมีผูเ้ขา้สอบ ř,ŘŘŘ คน ซึÉงในจาํนวนนีÊเป็นนกัเรยีนชายอยู่ ŞŘŘ
คนปรากฎวา่ไดค้า่เฉลีÉยเลขคณิตของคะแนนสอบนกัเรยีนชายและหญิงเทา่กนัคือ ŝŘ คะแนน
แตส่ว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงเทา่กบั ř.ŝ และ
ř คะแนนตามลาํดบั จงหาสมัประสทิธิÍความแปรผนัของคะแนนสอบนกัเรยีนทัÊงหมด
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Š.Ŝ การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที
บทนิยาม Š.Ŝ.ř ตัวแปรสุ่ม (random variable) คือฟังกช์นัทีÉมีคา่เป็นจาํนวนจรงิ ซึÉงกาํหนดโดย
แตล่ะสมาชิกในปรภิมิูตวัอยา่ง

เรามกันิยมใชต้วัแปร X, Y, Z แทนตวัแปรสุม่ และ x, y, z แทนคา่ของตวัแปรสุม่
ตัวแปรสุ่มต่อเนืÉอง (continuous random variable) ซึÉงหมายถงึจาํนวนคา่ของตวัแปรสุม่มีเป็น
จาํนวนนบัไม่ได้ ปรภิมิูตวัอยา่งทีÉมีจดุตวัอยา่งเป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืÉองเรยีกวา่ ปริภมูิตัวอย่างต่อ
เนืÉอง (continuous sample space)

บทนิยาม Š.Ŝ.Ś ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืÉองทีÉมีคา่เป็น x1, x2, ..., xn, ... ดว้ยความนา่จะเป็น
f(x1), f(x2), ..., f(xn), .... ตามลาํดบั ถา้เหตกุารณ์ A เป็นเซตยอ่ยของ {x1, x2, ..., xn, ...} จะได้
วา่ความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ A คือ

P (A) =
∑
x

f(x) ทกุคา่ x ของเหตกุารณ์ A

บทนิยาม Š.Ŝ.ś ให้X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืÉองใด ๆ กาํหนดให้
f(x) = P (X = x)

โดยทีÉ f(x) ≥ 0 และ∑
x

f(x) = 1 ทกุคา่ x ของ X
เรยีก f วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น (probability mass function) เขียนยอ่ p.m.f หรอืการแจกแจง
ความน่าจะเป็น (probability distribution) ของตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืÉอง X
บทนิยาม Š.Ŝ.Ŝ เรยีก f วา่เป็น ฟังกชั์นความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density
function) เขียนยอ่วา่ p.d.f หรอืเรยีกสัÊน ๆ วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น ของตวัแปรสุม่ตอ่เนืÉอง X
ก็ตอ่เมืÉอ
ř. f(x) ≥ 0 ทกุ ๆ x ∈ R

Ś.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

ś. P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x) dx

สาํหรบัตวัแปรสุม่ตอ่เนืÉอง X จะกาํหนดใหมี้เป็นจาํนวนจรงิทกุคา่ หรอืกลา่วไดว้า่มีคา่ใน R หรอื
ในชว่ง (−∞,∞) และจะเห็นวา่

P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X < b)

P (X = c) = P (c ≤ X ≤ c) =

∫ c

c

f(x) dx = 0



śśŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
การแจกแจงปกติ (normal distribution)หรอืเรยีกอีกอยา่งวา่การแจกแจงแบบเกาส์ (Gaussian

distribution) คือการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ทีÉสว่นมากจะมีคา่ใกลเ้คียงคา่เฉลีÉยของ
ตวัแปรเหลา่นัÊน จะมีคา่ของตวัแปรทีÉมากกวา่หรอืนอ้ยกวา่คา่เฉลีÉยอยา่งมากเป็นสว่นนอ้ย ตวัแปร
สุม่ทีÉ ได้จากการแจกแจงนีÊเรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มปกติ (normal random variable) เขียนแทนดว้ย
N(µ, σ2) ถา้ให้คา่เฉลีÉยและสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุม่ปกติคือ µ และ σ ตามลาํดบั
ฟังกช์นัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X ∼ N(µ, σ2) เขียนแทนดว้ย n(x;µ, σ2) และ

n(x;µ, σ2) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2 เมืÉอ x ∈ R

µ

ให้X ∼ N(µ, σ2) และให้ Z =
X − µ

σ
จะไดว้า่ Z เป็นตวัแปรสุม่ปกติ นัÉนคือ Z ∼ N(0, 1)

เรยีกการแจกแจง n(z; 0, 1) วา่ การแจกแจงปกตมิาตรฐาน (standard normal distribution)
ดงันัÊนตวัแปรสุม่ X สมัพนัธก์บั Z ตวัอยา่งเชน่

P (x1 < X < x2) = P

(
x1 − µ

σ
<

X − µ

σ
<

x2 − µ

σ

)
= P (z1 < Z < z2)

= P (Z < z2)− P (Z < z1)

ดงันัÊนเราอาจคาํนวนคา่ความน่าจะเป็นของการแจกแจงปกติ อาศยัการคาํนวณจากการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน Z ซึÉงทาํไดโ้ดยการเปิดคา่จากตาราง Z ซึÉงบอกคา่พื ÊนทีÉทีÉหมายถงึ P (Z < z) เช่น

ตารางทีÉ Š.ř: ตวัอยา่งตาราง z

z

Ř.ŘŘ Ř.Řř Ř.ŘŚ Ř.Řś Ř.ŘŜ Ř.Řŝ
ř.Ř Ř.ŠŜřś Ř.ŠŜśŠ Ř.ŠŜŞř Ř.ŠŜŠŝ Ř.ŠŝŘŠ Ř.Šŝśř
ř.ř Ř.ŠŞŜś Ř.ŠŞŞŝ Ř.ŠŞŠŞ Ř.ŠşŘŠ Ř.ŠşŚš Ř.ŠşŜŝ
ř.Ś Ř.ŠŠŜš Ř.ŠŠŞš Ř.ŠŠŠŠ Ř.ŠšŘş Ř.ŠšŚŝ Ř.ŠšŜŜ



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śśř

ตัวอย่าง Š.Ŝ.ŝ จงใชต้าราง Z หาความน่าจะเป็นตอ่ไปนีÊพรอ้มวาดกราฟ
ř. P (Z < 1)

Ś. P (Z > 1.1)

ś. P (1.12 < Z ≤ 1.25)

Ŝ. P (Z < −1)

ŝ. P (Z > −1.1)

Ş. P (−1 ≤ Z ≤ 1.15)

ş. P (|Z| < 1.1)

Š. P (|Z| ≥ 1.12)



śśŚ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ตัวอย่าง Š.Ŝ.Ş จงใชแ้อปพลเิคชัÉนหา z ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
ř. P (Z < z) = 0.99

Ś. P (Z > z) = 0.3514

ś. P (|Z| < z) = 0.95

Ŝ. P (|Z| > z) = 0.10

ตัวอย่าง Š.Ŝ.ş ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ปกติ โดยทีÉ µ = 10 และ σ = 2 จงหาความน่าจะเป็นตอ่ไปนีÊ
ř. P (X < 12) Ś. P (12 < X < 12.3)



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śśś

ตัวอย่าง Š.Ŝ.Š ถา้ X ∼ N(µ = 50, σ2 = 100)

ř. จงหาความน่าจะเป็นทีÉ X มีคา่ระหวา่ง Ŝŝ และ ŞŚ

Ś. จงหา a ทีÉทาํให้ P (X < a) = 0.95

ตัวอย่าง Š.Ŝ.š แบตเตอรีÉชนิดหนึÉงมีอายุการใชง้านเฉลีÉย ś ปี และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน Ř.ŝ ปี
สมมติวา่อายกุารใชง้านของแบตเตอรีÉชนิดนี Êมีการแจกแจงปกติ จงหาความน่าจะเป็นทีÉแบตเตอรีÉจะ
มีอายนุอ้ยกวา่ Ś ปี



śśŜ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řŘ อายุของหลอดไฟชนิดหนึÉงมีการแจกแจงปกติทีÉมีคา่เฉลีÉย ŠŘŘ ชัÉวโมง และสว่น
เบีÉยงเบนมาตรฐาน ŜŘ ชัÉวโมง จงหาความน่าจะเป็นทีÉหลอดไฟชนิดนีÊจะมีอายุการใช้งานระหวา่ง
şşŠ และ ŠśŜ ชัÉวโมง

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řř คะแนนเฉลีÉยของวิชาวิทยาศาสตร์ ONET ระดบัประถมศกึษาปีทีÉ Ş ของโรงเรยีน
แหง่หนึÉงเทา่กบั ŜŘ คะแนน และมีสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั řŘ คะแนน สมมติวา่คะแนนมี
การแจกแจงปกติ ถา้นกัเรยีนทีÉเขา้สอบมีจาํนวน ŝŘŘ คน มีนกัเรยีนประมาณกีÉคนทีÉสอบไดค้ะแนน
มากกวา่ ŝŝ คะแนน



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śśŝ

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řŚ คะแนนสอบของวิชาแคลคลูสัทีÉมีการแจกแจงปกติ มีคะแนนเฉลีÉยเทา่กบั ŞŘ คะแนน
และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั řŝ คะแนน ถา้ผูส้อนจะใหเ้กรด A แก่นกัศกึษาทีÉสอบไดค้ะแนน
สงูสดุ ŝ% ของหอ้ง อยากทราบวา่นกัศกึษาจะตอ้งไดค้ะแนนอยา่งนอ้ยเทา่ใดจงึจะไดเ้กรด A

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řś ผลผลติของขา้วโพดทีÉดินทัÊงหมด řŘŘŘ ไร่ มีการแจกแจงปกติ คา่เฉลีÉยเลขคณิต
ŚŘ.ŝŘ ถงัตอ่ไร่ จากการสาํรวจพบวา่มีอยู่ ŚŘŘ ไร่ ทีÉใหผ้ลผลติไมม่ากกวา่ řş.şŝ ถงัตอ่ไร่ จงหาสว่น
เบีÉยงเบนมาตรฐานของขา้วโพดเหลา่นี Ê



śśŞ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

การแจกแจงที
การแจกแจงของตวัแปรสุม่ที เขียนแทนดว้ย t(ν) มีองศาเสรเีป็น ν นิยามฟังกช์นัความน่าจะเป็นคือ

h(t) =
Γ
(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2

)√
πν

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2 เมืÉอ t ∈ R

เมืÉอ Γ คือฟังกชั์นแกมมา (gamma function) นิยามโดย Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt เมืÉอ x > 0

เรยีกวา่ การแจกแจงสติวเดนทท์ี (Student's t-distribution) เรยีกยอ่ ๆ วา่ การแจกแจงที ตาม
ชืÉอผู้คิดคน้คือ วิลเลียม กอสเสต (William Sealey Gosset, řŠşŞ-řšśş) โดยใช้ชืÉอในการตีพิมพ์
วา่ Student เนืÉองจากขณะนัÊนเขาทาํงานในโรงงานตม้กลัÉนของพวกไอรชิ ซึÉงหา้มเจา้หนา้ทีÉโรงงาน
พิมพเ์ผยแพรผ่ลงานวิจยั

รูปทีÉ Š.ŝ: กราฟการแจกแจงที เมืÉอ ν = 2, 5, 10

จะไดว้า่คา่เฉลีÉย µ = 0 และคา่ความแปรปรวน σ2 =
ν

ν − 2
เมืÉอ ν ≥ 3

จะเห็นไดว้า่การแจกแจงทีคลา้ยกบัการแจกแจงปกติ โดยเมืÉอ n มีคา่มากพอการแจกแจงทีจะ
เป็นการแจกแจงปกติ พิจารณาจากกราฟจะเห็นวา่เป็นแบบสมมาตร ถา้ a > 0 จะไดว้า่

−a aŘ

P (T > a) = P (T < −a)

P (|T | < a) = 1− 2P (T > a) = 1− 2P (T < −a)

P (|T | > a) = 2P (T > a)

จากฟังกช์นัความน่าจะเป็นของทีมีความยุง่ยากในการหาความน่าเป็น เราอาจหาคา่โดยวิธีอืÉน
เชน่ ใชต้ารางที และ ใชแ้อปพลเิคชนั เป็นตน้



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śśş

การใช้ตารางที
ตางรางทีจะแสดงพื ÊนทีÉดา้นขวามือ นัÉนคือ P (T > a) ซึÉงมกัเขียนแทนดว้ย

tα,ν หรอื tα เป็นคา่ทีÉทาํให้ P (T > tα) = α

ตารางทีÉ Š.Ś: ตวัอยา่งตารางที
α

ν Ř.řŘ Ř.Řŝ Ř.ŘŚŝ Ř.Řř Ř.ŘŘŝ
ř ś.ŘşŠ Ş.śřŜ řŚ.şŘŞ śř.ŠŚř Şś.Şŝş
Ś ř.ŠŠŞ Ś.šŚŘ Ŝ.śŘś Ş.šŞŝ š.šŚŝ
ś ř.ŞśŠ Ś.śŝś ś.řŠŚ Ŝ.ŝŜř ŝ.ŠŜř
Ŝ ř.ŝśś Ś.řśŚ Ś.şşŞ ś.şŜş Ŝ.ŞŘŜ
ŝ ř.ŜşŞ Ś.Řřŝ Ś.ŝşř ś.śŞŝ Ŝ.ŘśŚ

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řŜ จากตาราง Š.Ś จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ
ř. t0.05,4

Ś. t0.99,2

ś. P (T > t0.01,3)

Ŝ. P (T < t0.95,5)

ŝ. P (T > 1.533) เมืÉอ ν = 4

Ş. P (|T | < 4.541) เมืÉอ ν = 3

ş. a ซึÉง P (|T | < a) = 0.90 เมืÉอ ν = 5

Š. a ซึÉง P (|T | > a) = 0.05 เมืÉอ ν = 4



śśŠ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้
การใช้แอปพลิเคชัน
สาํหรบั X ∼ t(ν) ขอยกตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ทาํได้ Ś ลกัษณะคือ
การหาพืÊนทีÉใตก้ราฟเมืÉอกาํหนดคา่ tα และหาคา่ tα เมืÉอกาํหนดพืÊนทีÉใตก้ราฟมาให้
เชน่ถา้ X ∼ t(15) จงหาคา่ P (X > 1) และ a เมืÉอ P (X < a) = 0.72

รูปทีÉ Š.Ş: ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ในการแจกแจงที

จะไดว้า่ P (X > 1) = และ a =

อาจเลือกใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ทาํไดโ้ดยกด ≡ จากนัÊน
View→ Probability Calculator→ Distribution→ Student

รูปทีÉ Š.ş: ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงที



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śśš

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řŝ ให้ t(ν) เป็นการแจกแจงทีทีÉมีองศาเสรี ν จงใชแ้อปพลเิคชัÉนหาคา่ตอ่ไปนีÊ

ř. P (T < 3.15) เมืÉอ ν = 7

Ś. P (T > 2) เมืÉอ ν = 10

ś. P (T < −2.5) เมืÉอ ν = 9

Ŝ. P (|T | < 3) เมืÉอ ν = 15

ŝ. จงหา a ซึÉง P (T < a) = 0.75 เมืÉอ ν = 11

Ş. จงหา a ซึÉง P (|T | < a) = 0.75 เมืÉอ ν = 11



śŜŘ บททีÉ Š. สถติเิบื Êองตน้

ในการสุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรทีÉมีการแจกแจงปกติ n(x;µ, σ2) ดว้ยคา่เฉลีÉย µ

เมืÉอไม่ทราบความแปรปรวน σ2 เราจะประมาณคา่ความแปรปรวนตวัอยา่ง S2 จะได้
T =

X − µ

S
มีการแจกแจงแบบที ทีÉองศาเสรี n− 1

ตัวอย่าง Š.Ŝ.řŞ ถา้ทราบนํÊาหนกัของลาํไยกระป๋องยีÉหอ้หนึÉงมีการแจกแจงแบบปกติทีÉ มีนํÊาหนกั
เฉลีÉย řśŝ กรมั ถา้สุม่ลาํไยกระป๋องยีÉหอ้นี Êมา řŚ กระป๋อง แลว้ชัÉงนํÊาหนกัแตล่ะกระป๋อง คาํนวณหา
คา่สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานของลาํไยกระป๋องตวัอยา่ง řŘ กรมั ถา้เลือกลาํไยกระป๋องมา ř กระป๋อง
จากกลุม่ตวัอยา่ง řŚ กระป๋องขา้งตน้ จงหาความน่าจะเป็นทีÉลาํไยกระป๋องนัÊนจะมีนํÊาหนกัมากกวา่
řŜš กรมั



Š.Ŝ. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที śŜř

แบบฝึกหดั Š.Ŝ
ř. จงใชต้าราง Z หรอืแอปพลเิคชัÉนหาความน่าจะเป็นตอ่ไปนีÊพรอ้มวาดกราฟ

ř.ř P (Z < −1)

ř.Ś P (Z > 2)

ř.ś P (−1.3 < Z ≤ 2.3)

ř.Ŝ P (Z < −1.15)

ř.ŝ P (−1 < Z < 3)

ř.Ş P (Z > −1.1)

ř.ş P (|Z| > 1.16)

ř.Š P (|Z| < 2.5)

ř.š P (1 < |Z| < 2)

ř.řŘ P (|Z − 1| < 1.5)

Ś. จาก N(µ = 40, σ2 = 36) จงหา
Ś.ř P (X < 32)

Ś.Ś P (X > 27)

Ś.ś a ซึÉง P (X > a) = 0.1539

Ś.Ŝ a ซึÉง P (X < a) = 0.2578

ś. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ โดยใชต้ารางแจกแจงที
ś.ř t0.95,9

ś.Ś t0.05,12

ś.ś จงหา a ทีÉทาํให้ P (|T | < a) = 0.95 ถา้องศาเสรเีทา่กบั řŠ
Ŝ. ให้ t(ν) เป็นการแจกแจงทีทีÉมีองศาเสรี ν จงใชแ้อปพลเิคชัÉนหาคา่ตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř P (T < 4) เมืÉอ ν = 8

Ŝ.Ś P (T > 5) เมืÉอ ν = 9

Ŝ.ś P (T < −1.5) เมืÉอ ν = 10

Ŝ.Ŝ P (|T | < 2) เมืÉอ ν = 13

Ŝ.ŝ P (|T | > 3) เมืÉอ ν = 14

Ŝ.Ş จงหา a ซึÉง P (T < a) = 0.85 เมืÉอ ν = 19

Ŝ.ş จงหา a ซึÉง P (|T | < a) = 0.85 เมืÉอ ν = 19

Ŝ.Š จงหา a ซึÉง P (|T | > a) = 0.05 เมืÉอ ν = 21

ŝ. ในการแจกแจงที จงหาคา่ k ทีÉทาํให้ P (|T | < k) = 0.9 ทีÉองศาเสรี Śś
Ş. คะแนนสอบของนกัเรยีนจาํนวน 1000 คน มีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลีÉยเลขคณิต 150 คะแนน

และสว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั 20 คะแนน
Ş.ř จาํนวนคนทีÉไดค้ะแนนมากกวา่ řŞŘ
Ş.Ś จาํนวนคนทีÉไดค้ะแนนอยูร่ะหวา่ง řŚŘ และ řŜŘ
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Ş.ś คนทีÉไดค้ะแนน řŠŘ คะแนน อยูเ่ปอรเ์ซนตที์Éเทา่ใด
Ş.Ŝ มีคนทีÉไดค้ะแนนมากกวา่ řşŘ คะแนน อยูกี่Éคน
Ş.ŝ คนทีÉคะแนนตํÉาสดุของ řŝ% สงูสดุ

ş. ถา้อายุการใชง้านของเครืÉองซกัผา้ยีÉหอ้ A มีการแจกแจงแบบปกติดว้ยคา่เฉลีÉย ŝ.řŘ ปี และ
สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเป็น ř.ŝŜ ปี ถา้เครืÉองซกัผา้ยีÉหอ้ A รบัประกนัไว้ Ś ปี จงหาโอกาสทีÉ
เครืÉองซกัผา้ยีÉหอ้ A จะเสียในชว่งเวลาทีÉรบัประกนั

Š. ถา้เชืÉอกนัวา่อตัราผลตอบแทนของการลงทนุมีการแจกแจงปกติซึÉงมีคา่เฉลีÉย ŚŘ% คา่สว่น
เบีÉยงเบนมาตรฐาน ś% จงหาความน่าจะเป็นทีÉอตัราผลตอบแทนจะ
Š.ř มากกวา่ ŚŞ% หรอืนอ้ยกวา่ řŜ%
Š.Ś อยา่งนอ้ย Ş%
Š.ś มากกวา่ ŚŠ.ŝ%

š. เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในวงแหวนมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลีÉยเลขคณิต Ŝ.ŘŘ นิ Êว สว่นเบีÉยง
เบนมาตรฐานเทา่กบั Ř.Řř นิ Êว

š.ř จงหาสดัสว่นของวงแหวนทีÉมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในมากกวา่ Ŝ.ŘŚŝ นิ Êว
š.Ś จงหาความน่าจะเป็นวงแหวนเหลา่นี Êมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในอยู่ระหวา่ง ś.šš และ

Ŝ.Řř นิ Êว
š.ś เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในทีÉมีวงแหวนอยู่ řŝ% ตํÉากวา่คา่ใด

řŘ. ถา้คะแนนสอบวิชาสถิติมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลีÉยเลขคณิต şŜ สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
เทา่กบั ş.š
řŘ.ř ถา้นกัศกึษาสอบได้ F คิดเป็น řŘ% จากทัÊงหมด คะแนนตํÉาสดุของนกัศกึษาทีÉไม่ได้ F

เทา่กบัเทา่ใด
řŘ.Ś คะแนนสงูสดุสาํหรบัเกรด B ถา้นกัศกึษาทีÉสอบไดค้ะแนนรวม ŝ% ไดเ้กรด A

řř. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนึÉงมีการแจกแจงปกติ นาย ก และ นาย ข เป็น
นกัเรยีนในหอ้งนี Ê ถา้มีนกัเรยีนในหอ้งนี Êรอ้ยละ 9.48 สอบไดค้ะแนนมากกวา่คะแนนสอบของ
นาย ก มีนกัเรยีนรอ้ยละ 10.64 สอบได้คะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ข และนาย ข
สอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ก อยู่ 51 คะแนน แลว้สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน
ของคะแนนครัÊงนี Êเทา่กบัเทา่ใด

řŚ. บรษัิทผลติหลอดไฟตอ้งการรบัประกนัคณุภาพผลติภณัฑข์องบรษัิท โดยจะเปลีÉยนหลอดไฟ
ใหมถ่า้หลอดเดิมชาํรุดบรษัิทจะรบัประกนัไมเ่กิน Ŝ.ř% ของจาํนวนทีÉผลติ หลอดไฟมีอายกุาร
ใชง้านเฉลีÉย ŚŝŘŘ ชัÉวโมง มีสมัประสทิธิÍของความแปรผนัเทา่กบั Ř.Ś ถา้คาดวา่ตามปกติคน
จะใชห้ลอดไฟวนัละ ŝ ชัÉวโมง บรษัิทนี ÊควรกาํหนดเวลาประกนัมากทีÉสดุกีÉวนั
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řś. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนึÉงมีการแจกแจงปกติ ถา้หยิบขอ้มลู x และ y จากขอ้มลูชดุนี Êมาพิจารณา
พบวา่ řś.řŜ% ของขอ้มลูมีคา่มากกวา่ x และ x มากกวา่ y อยู่ Ś% ของสว่นเบีÉยงเบน
มาตรฐาน แลว้จาํนวนขอ้มลู (คิดเป็นเปอรเ์ซน็ต)์ ทีÉมีคา่นอ้ยกวา่ y เทา่กบัเทา่ใด

řŜ. นํÊาหนกัและสว่นสงูของนกัเรยีนหอ้งหนึÉงตา่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีนํÊาหนกัเฉลีÉย 40 กิโลกรมั
สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน 2 กิโลกรมั สว่นสงูเฉลีÉย 150 เซนติเมตร สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน 4

เซนติเมตร ถา้มีนกัเรยีน a เปอรเ์ซน็ตที์Éสงูไมต่ ํÉากวา่ 125 เซนติเมตร และไมเ่กิน 155 เซนติเมตร
คือกลุม่นกัเรยีนทีÉมีนํÊาหนกัไมต่ ํÉากวา่ 36 กิโลกรมัและไมเ่กิน b กิโลกรมั จงหาคา่ของ a และ b

řŝ. ในการสอบวิชาแคลคลูสัครัÊงหนึÉงให้คะแนนไว้เป็นจาํนวนเตม็ คะแนนเหลา่นี Êมีการแจกแจง
ปกติโดยประมาณ คา่เฉลีÉยเลขคณิต ŠŚ สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐาน ŝ นกัศกึษา Š คน สอบได้
คะแนนตัÊงแต่ ŠŠ ถงึ šŜ ไดเ้กรด B จงหาจาํนวนนกัศกึษาทีÉเขา้สอบวิชานี Ê

řŞ. ไอคิวของผู้สมคัรเขา้เรยีนของมหาวิทยาลยัแหง่หนึÉงมีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลีÉยเลขคณิต
řřŝ สว่นเบีÉยงเบนมาตรฐานเทา่กบั řŚ ถา้มหาวิทยาลยัทีÉตอ้งการผูมี้ไอคิวอยา่งตํÉาทีÉสดุ šŝ
จะมีผูส้มคัรจาํนวนเทา่ใดทีÉไมไ่ดเ้ขา้ไปเนืÉองจากเหตนีุ Êและไมพิ่จารณาคณุสมบตัิอืÉน

řş. ถา้ทราบวา่นํÊาหนกัของคนไทยทีÉอายุ ŚŘ ปี มีการแจกแจงปกติทีÉมีคา่เฉลีÉย Ŝş กิโลกรมั ถา้
สุม่ตวัอยา่งคนไทยทีÉ มีอายุ ŚŘ ปีมา řŘ คน แลว้ชัÉงนํÊาหนกัและคาํนวณคา่สว่นเบีÉยงเบน
มาตรฐานได้ ŝ.Ŝ กิโลกรมั ถา้สม่คนไทยมา ř คนจากกลุม่นี Ê จงหาความน่าจะเป็นทีÉคนทีÉ
สุม่ไดจ้ะมีนํÊาหนกัมากกวา่ ŝŘ กิโลกรมั
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Š.ŝ สมการถดถอย
ในทางสถิติตวัแปรทีÉเกิดจากการทดลองหรอืสาํรวจ อาจไดจ้ากการวดัมากกวา่หนึÉงชนิด เช่น สว่น
สงู อายุ นํÊาหนกั เป็นตน้ เมืÉอพบวา่ตวัแปรทีÉไดจ้ากทดลองหรอืสาํรวจมี Ś ตวัขึ Êนไปจงึเกิดความสนใจ
วา่ ตวัแปรเหลา่นัÊนมีความสมัพนัธ์กนัหรอืไม่ ถา้สมัพนัธ์กนัจะอยู่ในรูปใด การศกึษานีÊเราเรยีกวา่
การวเิคราะหก์ารถดถอย (Regression Analysis) ในบทนีÊเราจะกลา่วเฉพาะตวัแปร Ś ตวัแปรทีÉ
เกีÉยวกบั การถดถอยเชิงเส้นเชิงเดยีว (Simple linear regression)

ในการสรา้งความสมัพนัธ์ของตวัแปรทีÉทราบคา่เรยีกวา่ตวัแปรอิสระ (Indepedent variation)
หรอืเรยีกวา่ตวัพยากรณ์ (Predictor) นิยมใชส้ญัลกัษณ์ X ซึÉงสามารถนาํมาพยากรณค์า่ของตวัแปร
อีกตวัหนึÉงได้ เรยีกวา่ ตวัแปรตาม (Depedent variation) ใชส้ญัลกัษณ์ Y ในการสรา้งความสมัพนัธ์
ของตวัแปรเหลา่นัÊน ขัÊนแรกคือการรวบรวมขอ้มลูทีÉตอ้งการพิจารณา เช่น

ขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn และ ขอ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn

ขัÊนตอ่ไปนาํจดุ (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) ไปเขียนกราฟจะไดก้ารกระจายของของจดุบนกราฟ
เรยีกวา่ แผนภาพกระจาย (Scatter diagram) จากแผนภาพการกระจายจะมองเห็น แนว้โนม้ (Trend)
ซึÉงอาจจะเสน้ตรงหรอืเสน้โคง้แบบตา่ง ๆ ถา้เป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธ์เชิงเสน้ (Linear
relationship) ถา้ไมเ่ป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธไ์มเ่ชิงเสน้ (Non-linear relationship)

สาํหรบัความสมัพนัธที์Éไมเ่ชิงเสน้เราจะหาสมการเพืÉอประมาณเสน้โคง้ทีÉเหมาะสมกบัขอ้มลูทีÉกาํหนด
ให้ โดยทัÉวไปเรยีกวา่ การปรบัเสน้โคง้ (Curve fitting)

การพยากรณต์วัเลขในอนาคตทีÉอา่นคา่จากแนวโนม้ทีÉไดจ้ากขอ้มลูในอดีตจะเป็นประโยชนใ์น
ดา้นตา่ง ๆ แมว้า่คา่จะผิดพลาดไปจากคา่จรงิทีÉควรจะเป็น ก็ยงัดีกวา่เราไมท่ราบอะไรเลย
สมการของการถดถอยเชิงเส้นของประชากรเป็น

ỹ = α + βx

เมืÉอ α และ β เป็นพารามิเตอรเ์รยีกวา่ สัมประสิทธิÍการถดถอย (regression coefficients)
ใหส้มการการถดถอยของตวัอยา่งเป็น

ŷ = a+ bx
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เมืÉอ a และ b เป็นคา่ประมาณของ α และ β ตามลาํดบั และ ŷ เป็นคา่ประมาณของ ỹ
ใหข้อ้มลูอยูใ่นรูป (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) สาํหรบัประชากรจะไดว้า่

Yi = α + βxi + Ei

เมืÉอตวัแปรสุม่ Ei คือความผิดพลาดทีÉมีคา่เฉลีÉยเป็นศนูย์ แตล่ะคู่ (xi, yi) จะสอดคลอ้งสมการ
yi = α + βxi + εi

ในทาํนองเดียวกนัสมการถดถอยเชิงเสน้ทีÉประมาณจากตวัอยา่งเป็น ŷ = a + bx จะไดว้า่แตล่ะคู่
สอดคลอ้งสมการ

yi = a+ bxi + ei

เรยีก ei วา่ ส่วนเหลือ (residual)

X

Y

ei

εi

ŷ = a+ bx

µY |x = α+ βx

(xi, yi)

จากนีÊเราจะประมาณคา่สมัประสทิธิÍของการถดถอยดว้ย วธีิกาํลังสองน้อยสุด (Least Squares
Method) จะไดเ้สน้ถดถอยของขอ้มลูทีÉดีเพราะวิธีนี Ê เป็นการเฉลีÉยคา่ความคลาดเคลืÉอนของขอ้มลู
ใหมี้คา่เหลือนอ้ยทีÉสดุ จะไดว้า่

ei = yi − ŷi เมืÉอ i = 1, 2, ..., n

X

Y

ŷ = a+ bx

e1

(x1, y1)

e2

(x2, y2)

e3

(x3, y3)

e4

(x4, y4)

en

(xn, yn)
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ผลบวกกาํลังสองของความคลาดเคลืÉอน (Sum of squares of error) เขียนแทนดว้ย SSE
คือ

SSE =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

วิธีกาํลงัสองนอ้ยสดุคือสนใจ SEE มีคา่นอ้ยทีÉสดุ หรอืตอ้งการผลบวกกาํลงัสองของความคลาด
เคลืÉอนทีÉมีคา่นอ้ยทีÉสดุ

คา่สงัเกตของขอ้มลูในรูปคูอ่นัดบั (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) มีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้
ŷ = a+ bx

ให้ ŷi = a+ bxi ผลบวกกาํลงัสองของความคลาดเคลืÉอนคือ
SSE =

n∑
i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑
i=1

(yi − a− bxi)
2

ตอ่ไปเราจะหาคา่นอ้ยสดุโดยใชท้ฤษฎีในแคลคลูสั โดยพิจารณา ฟังกช์นั SSE(a, b) แลว้
∂(SSE)
∂a

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−1) = 0

∂(SSE)
∂b

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−xi) = 0

จดัรูปสมการจะได้
n∑

i=1

yi = an+ b
n∑

i=1

xi (Š.ř)
n∑

i=1

xiyi = a
n∑

i=1

xi + b
n∑

i=1

x2
i (Š.Ś)

ดงันัÊน (a, b) ทีÉสอดคลอ้งสมการ (Š.ř) และ (Š.Ś) จะใหค้า่ SSE ทีÉนอ้ยทีÉสดุ
เรยีกสมการ (Š.ř) และ (Š.Ś) วา่ สมการปกติ (Normal equation) ของสมการ ŷ = a+ bx และ

b เป็นความชนัของสมการนีÊ เรยีกวา่ สมัประสทิธิÍการถดถอย
จากสมการ (Š.ř) และ (Š.Ś) เราจะได้

b =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

xi

)2

− n
n∑

i=1

x2
i

=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2
และ a =

n∑
i=1

yi − b
n∑

i=1

xi

n

จะเห็นวา่ a = ȳ − bx̄ นัÉนแสดงวา่จดุ (x̄, ȳ) อยูบ่นเสน้ถดถอย ŷ = a+ bx

ในทาํนองเดียวกนัการหาสมัประสทิธิÍของเสน้ถดถอย x̂ = c+ dy จะไดว้า่

d =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

yi

)2

− n

n∑
i=1

y2i

และ c = x̄− dȳ
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ตัวอย่าง Š.ŝ.ř กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง
x 1 2 3 4 5

y 1 3 2 4 5

จงหาสมการของเสน้ถดถอยตอ่ไปนีÊ พรอ้มเขียนกราฟประกอบ
ř. เสน้ถดถอยของ y เทียบกบั x Ś. เสน้ถดถอยของ x เทียบกบั y

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6
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ตัวอย่าง Š.ŝ.Ś ความสมัพนัธร์ะหวา่งความสงูของตน้ถัÉวชนิดหนึÉงกบัเวลาเป็นดงันี Ê
เวลา (วนั) 1 2 3 4 5

ความสงูของตน้ถัÉว (เซนติเมตร) 1 1.3 1.5 1.7 2.5

ถา้ความสมัพนัธ์ระหวา่งเวลากบัความสงูของตน้ถัÉวแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่วนัทีÉ 7 ตน้ถัÉวชนิดนี Ê
จะมีความสงูกีÉเซนติเมตร

ตัวอย่าง Š.ŝ.ś หุน้นอ้งใหม่ชืÉอยอ่ MATH ทาํการเขา้ขายในตลาดหลกัทพัยแ์หง่ประเทศไทย (SET)
มีความสมัพนัธร์ะหวา่งวนักบัราคาปิด ดงันี Ê

วนัทีÉซื Êอขาย (นบัจากวนัแรกทีÉเขา้ตลาด) 1 2 3 4 5

ราคาปิด (บาท) 1.00 1.05 1.12 1.08 1.15

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งวนัทีÉซื Êอขายกบัราคาปิดเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายในวนัทีÉ 10 นบัจากหุน้
MATH เขา้ตลาด จะมีราคาปิดประมาณกีÉบาท

ตัวอย่าง Š.ŝ.Ŝ ถา้ระยะเวลากบัรายไดข้องบรษัิทหนึÉงในรอบ 5 ปี มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง ดงั
ขอ้มลู

พ.ศ. 2553 2554 2555 2556 2557

รายได้ (รอ้ยลา้นบาท) 1 1.5 2 3 4.5

จงคาดคะเนวา่ในปี 2560 บรษัิทจะมีรายไดเ้ทา่ใด
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ตัวอย่าง Š.ŝ.ŝ ในการหาความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัระหวา่งคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ (X) และ
วิชาฟิสกิส์ (Y ) ของนกัเรยีน 100 คนของโรงเรยีนแหง่หนึÉง ไดพ้จนต์า่ง ๆ ทีÉใชใ้นการคาํนวณคา่คงตวั
สมการถดถอย ŷ = a+ bx ดงันี Ê

100∑
i=1

xi =
100∑
i=1

yi = 1000,
100∑
i=1

xiyi = 2000 และ
100∑
i=1

x2
i = 4000

ถา้คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายสมชายเทา่กบั 15 คะแนน แลว้คะแนนสอบวิชาฟิสกิส์ (โดย
ประมาณ) ของนายสมชายเทา่กบัเทา่ใด
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แบบฝึกหดั Š.ŝ

ř. จากขอ้มลูการปลกูถัÉวเขียวของนายถัÉวแระทัÊงหมด 5 กระถาง ในแตล่ะกระถางใส่เมลด็ถัÉว
เขียวลงไปจาํนวนตา่งๆกนั หลงัจากนัÊน 7 วนัก็นบัจาํนวนถัÉวเขียวทีÉงอก ปรากฎดงันี Ê

กระถางทีÉ จาํนวนถัÉวเขียวทีÉใสล่งไป (เมลด็) จาํนวนถัÉวเขียวทีÉงอกเมืÉอนบัในวนัทีÉ 7 (เมลด็)
1 2 1

2 4 2

3 6 5

4 8 6

5 10 8

ř.ř จงวาดแผนภาพการกระจาย และระบุความสมัพนัธ์ระหวา่งจาํนวนถัÉวเขียวทีÉใส่ลงไป
และทีÉจาํนวนทีÉงอก

ř.Ś จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธข์า้งตน้
ř.ś จงทาํนายจาํนวนถัÉวเขียวทีÉจะงอก เมืÉอปลกูจาํนวน 9 เมลด็ และจาํนวน 20 เมลด็

Ś. การทดลองวดัความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลา t (วินาที) กบัระยะทาง s (เมตร) ของวตัถทีุÉเคลืÉอนทีÉ
เป็นดงันี Ê

t 1 2 3 4

s 2 8 18 32

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัระยะทางเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่ระยะทางทีÉวตัถเุคลืÉอนทีÉ
ไดข้ณะ t = 1.5 วินาที เทา่กบักีÉเมตร

ś. ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบัและรายจ่ายของครอบครวัในหมูบ่า้นแหง่เป็นดงันี Ê

รายรบั (หน่วยหมืÉนบาท) 1.2 1.8 2.5 4.5 6

รายจา่ย (หน่วยหมืÉนบาท) 1 1 2.2 3.4 4.4

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบักบัรายจา่ยเป็นแบบเชิงเสน้ แลว้ครอบครวัทีÉมีรายรบั 50, 000

บาท จะมีรายจา่ยเทา่ใดกีÉบาท
Ŝ. กาํหนดใหข้อ้มลูดงัตารางตอ่ไปนีÊ

x 1 2 3 3

y 1 3 4 6

จงหาสมการถดถอยเชิงเสน้ของ Y เทียบ x
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ŝ. ขอ้มลูสว่นสงู (เซนติเมตร) และนํÊาหนกั (กิโลกรมั) ของนกัเรยีนหญิง 4 คนดงันี Ê

นกัเรยีนหญิง คนทีÉ 1 คนทีÉ 2 คนทีÉ 3 คนทีÉ 4
สว่นสงู (เซนติเมตร) 150 152 154 156

นํÊาหนกั (กิโลกรมั) 45 45 48 50

ถา้สว่นสงูและนํÊาหนกัของนกัเรยีนมีความสมัพนัธคื์อ ŷ = a + 0.9x เมืÉอ x เป็นความสงูและ
y เป็นนํÊาหนกั แลว้นกัเรยีนทีÉมีสว่นสงู 155 เซนติเมตร จะมีนํÊาหนกักีÉกิโลกรมั

Ş. ถา้ความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัระหวา่งตวัแปร x และ y มีกราฟเป็นเสน้ตรง โดยทีÉ
8∑

i=1

xi = 32,
8∑

i=1

yi = 16,
8∑

i=1

xiyi = 65
8∑

i=1

x2
i = 140 และ

8∑
i=1

y2i = 34

ถา้ x = 8 คะแนน แลว้จะประมาณคา่ y ไดเ้ทา่ใด
ş. จากสถิติการขายบา้นของบรษัิทแหง่หนึÉง จาํนวนบา้นทีÉขายได้มีความสมัพนัธ์กบัเวลาใน

ลกัษณะเสน้ตรง
พ.ศ. 2551 2552 2553 2554 2555 2556

จาํนวนบา้นทีÉขายได้ (รอ้ยหลงั) 5 8 12 15 20 25

จงหาวา่จาํนวนบา้นทีÉขายไดใ้นปี พ.ศ. 2558
Š. ในการหาความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัระหวา่งปรมิาณสารปนเปืÊอนชนิดทีÉ 1 (X) และปรมิาณ

สารปนเปืÊอนชนิดทีÉ 2 (Y ) จากตวัอยา่งสารอาหารจาํนวน 100 ตวัอยา่ง พบวา่ความแปรปรวน
ของปรมิาณสารชนิดทีÉ 1 เทา่กบั 1.75 คา่เฉลีÉยเลขคณิตของปรมิาณสารชนิดทีÉ 2 เทา่กบั 0.5

100∑
i=1

xiyi = 100, และ
100∑
i=1

x2
i = 200

ถา้สมการถดถอยคือ ŷ = a+ bx แลว้ เมืÉอพบสารปนเปืÊอนชนิดทีÉ 1 อยู่ 4 หน่วย จะพบสารปน
เปืÊอนชนิดทีÉ 2 (โดยประมาณ) เทา่กบัเทา่ใด

š. พิจารณาขอ้มลู x และ y ดงันี Ê

x −3 −1 0 1 3

y 0 a a+ 3 a+ 4 a+ 6

เมืÉอ a เป็นคา่คงทีÉ โดย x และ y มีความสมัพนัธเ์ป็นกราฟเสน้ตรง โดยมีความชนัเทา่กบั 1.55

ถา้ x = 4 จะประมาณคา่ y
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řŘ. ถา้สมการทีÉใช้แทนความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัทีÉใช้สาํหรบัการประมาณหอ้งพกัทีÉมีแขกมาพกั
จรงิ (y) จากจาํนวนหอ้งพกัทีÉมีการจองลว่งหนา้ (x) คือ

ŷ = a+ 0.75x

โดยทีÉ x̄ = 40 และ ȳ = 60 ถา้ x = 60 แลว้จาํนวนหอ้งพกัทีÉมีแขกมาพกัจรงิโดยประมาณ
เทา่กบัเทา่ใด

řř. ขอ้มลูระหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง ดงัขอ้มลู

พ.ศ. 2550 2551 2552 2553 2554

ราคาปิด (บาท) 2.25 2.50 2.75 3.00 3.50

จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX
řŚ. มลูคา่อตุสาหกรรมสิÉงทอ้ทีÉประเทศไทยสง่ออกไปขายยงัตา่งประเทศระหวา่ง พ.ศ. 2520 −

2524 เป็นดงันี Ê
พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524

มลูคา่ (ลา้นบาท) 1 3 4 5 9

ความสมัพนัธ์ของการสง่ออกกบัเวลาเป็นแบบเสน้ตรง จงคาดการณ์วา่มลูคา่การสง่ออกกีÉ
ลา้นบาทในปี พ.ศ. 2527

řś. จาํนวนประชากรในจงัหวดัหนึÉง ตัÊงแต่ พ.ศ. 2550 ถงึ พ.ศ. 2554 มีดงันี Ê
พ.ศ. 2550 2551 2552 2553 2554

จาํนวนประชากร (แสนคน) 1.2 2.6 a 5.4 6.3

ถา้จาํนวนประชากรสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นักบัเวลา (พ.ศ.) เป็นเสน้ตรง และทาํนายวา่ในปี พ.ศ.
2557 จะมีประชากร 1, 028, 000 คน แลว้ใน พ.ศ. 2552 จะมีประชากรกีÉคน
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