
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2568
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1303 แคลคลัูส ๒ เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันอังคาร ที่ 4 พฤศจกิายน 2568 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืกจำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบจำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำจำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. อนญุาตใหน้ำกระดาษทีเ่ขยีนดว้ยตัวเอง 1 แผน่ ขนาด A4

5. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

6. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ A(2,−π
4
) เปน็จดุในระบบพกัิดเชงิขัว้ แลว้ A ตรงกับจดุใดในระบบพกัิดฉาก

ก. (
√
2,
√
2)

ข. (−
√
2,
√
2)

ค. (
√
2,−

√
2)

ง. (−
√
2,−

√
2)

จ. (2, 7π
4
)

2. เมือ่แปลงสมการ
(r + sin θ)2 + cos2 θ = 0

ใหอ้ย ูใ่นระบบพกัิดฉาก จะตรงกับขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. x2 + y2 + 2y + 1 = 0

ข. x2 + y2 + 2x+ 1 = 0

ค. x2 + y2 + 2y = 0

ง. x2 + y2 + 2x = 0

จ. x2 + y2 − 2y = 0
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ขอ้ใดคอืสมการของกราฟตอ่ไปนี้

X

Y

ก. r = 4 sin 2θ

ข. r = 4 cos 2θ

ค. r = 2 cos 2θ

ง. r = 2 sin 2θ

จ. r = 4 sin θ

4. สมการเชงิอนพัุนธใ์ดตอ่ไปนีม้ผีลเฉลยเฉพาะคอื x = r cos θ

ก. ∂x

∂θ
− ∂2x

∂r2
= 0

ข. r
∂x

∂θ
+

∂2x

∂r2
= 0

ค. r
∂x

∂θ
− ∂2x

∂r2
= 0

ง. ∂x

∂θ
− r

∂2x

∂r2
= 0

จ. ∂x

∂θ
+ r

∂2x

∂r2
= 0
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
5. กราฟขอ้ใดแสดงโดเมนของฟงักชั์น

f(x, y) =
1√

4− x2 − y2

ก. X

Y

ข. X

Y

ค. X

Y

ง. X

Y

จ. X

Y
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

lim
(x,y)→(1,0)

x2 − y2 − x+ y

x+ y − 1
มคีา่เทา่ใด

7.

กำหนดให้ f(x, y) = x3 ln y จงหาคา่ของ fxy(1, 1)
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

จงใชค้า่เชงิอนพัุนธป์ระมาณคา่
√
1.02 + 3

√
1.03 (ตอบในรปูทศนยิม 2 ตำแหนง่)

9.

ปรพัินธส์องชัน้
∫ 1

0

∫ 1

−1

3(x− y)2 dxdy มคีา่เทา่ใด
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

10.

กำหนดให้ f(x, y) = 3(x+ y) กำหนดใหอ้าณาบรเิวณ ในระบบพกัิดเชงิขัว้คอื

D = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1 และ 0 ≤ θ ≤ π}

จงหาคา่ของ
∫∫
D

f
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงหาพืน้ทีแ่รเงาตอ่ไปนีโ้ดยใชป้รพัินธใ์นรปูเชงิข้ัว

X

Y

r = 2 + 2 cos θ
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ลมิติ lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
หาคา่ไมไ่ด้

ข้อเสนอแนะ: ใชล้มิติตามเสน้โคง้

12.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่
lim

(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= 0
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
13. (10 คะแนน) กำหนดให้

u =
x

y
+

y

x
และ x = st, y = s+ t

จงหาคา่ของ ∂u

∂s
+

∂u

∂t
ที่ (s, t) = (1, 1)
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของปรพัินธส์องชัน้ตอ่ไปนี้∫ 3

−3

∫ 3−|x|

0

f(x, y) dydx

และเปลีย่นลำดับการปรพัินธ์

X

Y
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของปรพัินธส์องชัน้ตอ่ไปนี้∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

√
x2 + y2 dxdy

และหาคา่ของปรพัินธดั์งกลา่วโดยใชร้ปูแบบเชงิข้ัว

X

Y
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้

16.1 (5 คะแนน) y(x+ 1)dx− xdy = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการแบบแยกตัวแปรได้

16.2 (5 คะแนน) (x+ y2)dx+ 2xydy = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการแมน่ตรง
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้

(2x+ 3y)dx+ 4xdy = 0

เมือ่ y(1) = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการเอกพันธุห์รอืตัวประกอบปรพัินธ์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้

x
dy

dx
+ y = xex

2

เมือ่ y(1) = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการเชงิเสน้อันดับหนึง่
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2568
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1303 แคลคลัูส ๒ เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันอังคาร ที่ 4 พฤศจกิายน 2568 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ A(2,−π
4
) เปน็จดุในระบบพกัิดเชงิขัว้ แลว้ A ตรงกับจดุใดในระบบพกัิดฉาก

ก. (
√
2,
√
2)

ข. (−
√
2,
√
2)

ค. (
√
2,−

√
2) Answer

ง. (−
√
2,−

√
2)

จ. (2, 7π
4
)

ตอบขอ้ ค. เนือ่งจาก

x = 2 cos
(
−π

4

)
= 2 ·

√
2
2

=
√
2 และ y = 2 sin

(
−π

4

)
= 2 · −

√
2

2
= −

√
2

ดังนัน้ A ตรงกับจดุ (
√
2,−

√
2) ในระบบพกัิดฉาก

2. เมือ่แปลงสมการ
(r + sin θ)2 + cos2 θ = 0

ใหอ้ย ูใ่นระบบพกัิดฉาก จะตรงกับขอ้ใดตอ่ไปนี้

ก. x2 + y2 + 2y + 1 = 0 Answer
ข. x2 + y2 + 2x+ 1 = 0

ค. x2 + y2 + 2y = 0

ง. x2 + y2 + 2x = 0

จ. x2 + y2 − 2y = 0

ตอบขอ้ ก. กำหนดให้ x = r cos θ, y = r sin θ และ x2 + y2 = r2 จะไดว้า่

r2 + 2r sin θ + sin2 θ + cos2 θ = 0

r2 + 2(r sin θ) + 1 = 0

x2 + y2 + 2y + 1 = 0
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ขอ้ใดคอืสมการของกราฟตอ่ไปนี้

X

Y

ก. r = 4 sin 2θ

ข. r = 4 cos 2θ Answer
ค. r = 2 cos 2θ
ง. r = 2 sin 2θ

จ. r = 4 sin θ

ตอบขอ้ ข. กราฟกลบีกหุลาบ 4n กลบีโดยกลบีอยูบ่นแกน X และมคีวามยาวดอก k หนว่ย คอื r = k cos 2nθ
(ในกรณนีี้ n = 1 และ k = 4)

4. สมการเชงิอนพัุนธใ์ดตอ่ไปนีม้ผีลเฉลยเฉพาะคอื x = r cos θ

ก. ∂x

∂θ
− ∂2x

∂r2
= 0

ข. r
∂x

∂θ
+

∂2x

∂r2
= 0

ค. r
∂x

∂θ
− ∂2x

∂r2
= 0

ง. ∂x

∂θ
− r

∂2x

∂r2
= 0 Answer

จ. ∂x

∂θ
+ r

∂2x

∂r2
= 0

ตอบขอ้ ง. เนือ่งจาก
∂x

∂θ
− r

∂2x

∂r2
=

∂

∂θ
(r cos θ)− r

∂

∂r

(
∂

∂r
(r cos θ)

)
= −r sin θ − r

∂

∂r
(cos θ)

= −r sin θ − r(− sin θ)

= −r sin θ + r sin θ = 0
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
5. กราฟขอ้ใดแสดงโดเมนของฟงักชั์น

f(x, y) =
1√

4− x2 − y2

ก. X

Y

ข. X

Y

ค. X

Y

ง. X

Y

จ. X

Y

ตอบขอ้ จ. จะเหน็วา่ f หาคา่ไดก้ต็อ่เมือ่ 4− x2 − y2 > 0 หรอื x2 + y2 < 4 ดังนัน้

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4}

โดเมนคอืรปูพืน้ทีภ่ายในวงกลม 2 หนว่ย ทีไ่มเ่อาขอบวงกลม
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แคลคลัูส ๒ MAI1303 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 1

lim
(x,y)→(1,0)

x2 − y2 − x+ y

x+ y − 1
มคีา่เทา่ใด

แนวคำตอบ จะเหน็วา่

lim
(x,y)→(1,0)

x2 − y2 − x+ y

x+ y − 1
lim

(x,y)→(1,0)

(x− y)(x+ y)− (x− y)

x+ y − 1

= lim
(x,y)→(1,0)

(x− y)[(x+ y)− 1]

x+ y − 1

= lim
(x,y)→(1,0)

(x− y) = 1− 0 = 1 #

7. ตอบ 3

กำหนดให้ f(x, y) = x3 ln y จงหาคา่ของ fxy(1, 1)

แนวคำตอบ พจิารณา

fx(x, y) = 3x2 ln y

fxy(x, y) = 3x2 · 1
y

ดังนัน้

fxy(1, 1) = 3(12) · 1
1
= 3 #

8. ตอบ 2.02

จงใชค้า่เชงิอนพัุนธป์ระมาณคา่
√
1.02 + 3

√
1.03

แนวคำตอบ กำหนดให้ f(x, y) = √
x+ 3

√
y จะไดว้า่

fx(x, y) =
1

2
√
x

และ fy(x, y) =
1

3
y−

2
3

ประมาณคา่ที่ x = 1, y = 1 และ dx = 0.02, dy = 0.03 โดย
√
1.02 +

3
√
1.03 = f(1.02, 1.03) = f(1 + 0.02, 1 + 0.03)

≈ f(1, 1) + fx(1, 1)dx+ fy(1, 1)dy

= (1 + 1) +
1

2
√
1
· 0.02 + 1

3
· 1−

2
3 (0.03)

= 2 + 0.01 + 0.01

= 2.02 #
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9. ตอบ 4

ปรพัินธส์องชัน้
∫ 1

0

∫ 1

−1

3(x− y)2 dxdy มคีา่เทา่ใด

แนวคำตอบ พจิารณา∫ 1

0

∫ 1

−1

3(x− y)2 dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

−1

3(x2 − 2xy + y2) dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

−1

3x2 − 6xy + 3y2 dxdy

=

∫ 1

0

[
x3 − 3x2y + 3y2x

]x=1

x=−1
dy

=

∫ 1

0

[
1− 3y + 3y2

]
−
[
−1− 3y − 3y2

]
dy

=

∫ 1

0

2 + 6y2 dy

= [2y + 2y3]10 = (2 + 2)− 0 = 4 #

10. ตอบ 2

กำหนดให้ f(x, y) = 3(x+ y) กำหนดใหอ้าณาบรเิวณ ในระบบพกัิดเชงิขัว้คอื

D = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1 และ 0 ≤ θ ≤ π}

จงหาคา่ของ
∫∫
D

f

แนวคำตอบ พจิารณา x = r cos θ และ y = r sin θ จะไดว้า่∫∫
D

f =

∫∫
D

3(x+ y) dxdy

=

∫ 1

0

∫ π

0

3(r cos θ + r sin θ)rdθdr

=

∫ 1

0

∫ π

0

3r2 cos θ + 3r2 sin θdθdr

=

∫ 1

0

[
3r2 sin θ − 3r2 cos θ

]θ=π

θ=0
dr

=

∫ 1

0

[
0 + 3r2

]
− [0− 3r2]dr

=

∫ 1

0

6r2 dr

= [2r3]10 = 2− 0 = 2 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงหาพืน้ทีแ่รเงาตอ่ไปนีโ้ดยใชป้รพัินธใ์นรปูเชงิข้ัว

X

Y

r = 2 + 2 cos θ

แนวคำตอบ จากกราฟพืน้ทีท่ ีแ่รเงาคอืพืน้ทีป่ดิลอ้มดว้ย r = 2+2 cos θ จาก 0 ถงึ 2π ดังนัน้พืน้ทีท่ ีแ่รเงาเทา่กับ

A =

∫ 2π

0

1

2
r2dθ

=

∫ 2π

0

1

2
(2 + 2 cos θ)2dθ

=

∫ 2π

0

1

2

[
4 + 8 cos θ + 4 cos2 θ

]
dθ

=

∫ 2π

0

2 + 4 cos θ + 2 cos2 θdθ

=

∫ 2π

0

2 + 4 cos θ + 2 · 1
2
(1 + cos 2θ)dθ

=

∫ 2π

0

2 + 4 cos θ + (1 + cos 2θ)dθ

=

∫ 2π

0

3 + 4 cos θ + cos 2θdθ

=

[
3θ + 4 sin θ +

1

2
sin 2θ

]π
0

= [6π + 0 + 0]− 0

= 6π #
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ลมิติ lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
หาคา่ไมไ่ด้

ข้อเสนอแนะ: ใชล้มิติตามเสน้โคง้
แนวคำตอบ พจิารณาเสน้โคง้ทีผ่า่นจดุ (0, 0) คอื C1 : x = 0 และ C2 : y = x

X

Y

0 1 2

1

2

C1 : x = 0

C2 : y = x

บน C1 : x = 0 จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

บนC1

xy

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
บนC1

0 · y
02 + y2

= lim
y→0
บนC1

0

y2
= 0

บน C2 : y = x จะได้

lim
(x,y)→(0,0)

บนC2

xy

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
บนC2

x · x
x2 + x2

= lim
x→0
บนC2

x2

2x2
=

1

2

เนือ่งจากลมิติบน C1 และ C2 มคีา่ไมเ่ทา่กัน ดังนัน้ lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
หาคา่ไมไ่ด้

12.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่
lim

(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= 0

แนวคำตอบ

ให้ f(x, y) =
y2

x2 + y2
และ g(x, y) = x

เนือ่งจาก x2 ≥ 0 นัน่คอื x2 + y2 ≥ y2 ดังนัน้ y2

x2 + y2
≤ 1 สำหรับ (x, y) ̸= (0, 0) แลว้

|f(x, y)| = y2

x2 + y2
≤ 1 สำหรับ (x, y) ̸= (0, 0)

และ lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

x = 0 ดังนัน้

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= 0 #
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13. (10 คะแนน) กำหนดให้

u =
x

y
+

y

x
และ x = st, y = s+ t

จงหาคา่ของ ∂u

∂s
+

∂u

∂t
ที่ (s, t) = (1, 1)

แนวคำตอบ พจิารณาแผนภาพ

u

y

s t

x

ts

∂u

∂s
=

∂u

∂x
· ∂x
∂s

+
∂u

∂y
· ∂y
∂s

∂u

∂t
=

∂u

∂x
· ∂x
∂t

+
∂u

∂y
· ∂y
∂t

จะไดว้า่
∂u

∂s
=

∂

∂x

(
x

y
+

y

x

)
· ∂

∂s
(st) +

∂

∂y

(
x

y
+

y

x

)
· ∂

∂s
(s+ t)

=

(
1

y
− y

x2

)
· t+

(
− x

y2
+

1

x

)
· 1

และ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
x

y
+

y

x

)
· ∂

∂t
(st) +

∂

∂y

(
x

y
+

y

x

)
· ∂

∂t
(s+ t)

=

(
1

y
− y

x2

)
· s+

(
− x

y2
+

1

x

)
· 1

เนือ่งจาก s = 1 และ t = 1 จะไดว้า่ x = 1 · 1 = 1 และ y = 1 + 1 = 2 ดังนัน้

∂u

∂s
(1, 1) +

∂u

∂t
(1, 1) =

(
1

2
− 2

12

)
· 1 +

(
− 1

22
+

1

1

)
· 1 +

(
1

2
− 2

12

)
· 1 +

(
− 1

22
+

1

1

)
· 1

= −3

2
+

3

4
− 3

2
+

3

4

= −3 +
3

2
= −3

2
#
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14. (10 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของปรพัินธส์องชัน้ตอ่ไปนี้∫ 3

−3

∫ 3−|x|

0

f(x, y) dydx

และเปลีย่นลำดับการปรพัินธ์
แนวคำตอบ จากปรพัินธส์องชัน้โดเมนคอื

D = {(x, y) ∈ R2 : −3 ≤ x ≤ 3 และ 0 ≤ y ≤ 3− |x|}

พจิารณา y = 3− |x| จะไดว้า่ |x| = 3− y นัน่คอื

x = 3− y ถา้ x > 0 และ −x = 3− y ถา้ x < 0

แสดงกราฟไดดั้งนี้

X

Y
y = 3− |x|3

x = 3− yx = y − 3

−3 3

จะไดว้า่

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 3 และ y − 3 ≤ x ≤ 3− y}

ดังนัน้ ∫ 3

−3

∫ 3−|x|

0

f(x, y) dydx =

∫ 3

0

∫ 3−y

y−3

f(x, y) dxdy #
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15. (10 คะแนน) จงวาดกราฟแสดงโดเมนของปรพัินธส์องชัน้ตอ่ไปนี้∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

√
x2 + y2 dxdy

และหาคา่ของปรพัินธดั์งกลา่วโดยใชร้ปูแบบเชงิข้ัว
แนวคำตอบ จากปรพัินธส์องชัน้โดเมนคอื

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1 และ 0 ≤ x ≤
√
1− y2}

พจิารณา x =
√

1− y2 จะไดว้า่ x2 = 1− y2 หรอื

y2 + x2 = 1 เมือ่ x ≥ 0 และ y ≥ 0

แสดงกราฟไดดั้งนี้

X

Y

r = 1
1

10

ขอบเขตของ r หาไดจ้าก 0 ถงึ x2 + y2 = 1 นัน่คอืจาก r = 0 ถงึ r = 1

ขอบเขตของ θ จาก y = 0 ถงึ x = 0 นัน้คอื [0, π
2
] ดังนัน้โดเมนในระบพกัิดเชงิขัว้คอื

D =
{
(r, θ) : 0 ≤ θ ≤ π

2
และ 0 ≤ r ≤ 1

}
เปลีย่นตัวแปร x2 + y2 = r2 และ dxdy เปน็ rdrdθ จะไดว้า่∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

√
x2 + y2 dxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

r · rdrdθ

=

∫ π
2

0

∫ 1

0

r2 drdθ

=

∫ π
2

0

[
r3

3

]1
0

dθ

=

∫ π
2

0

1

3
dθ

=

[
1

3
θ

]π
2

0

=
π

6
− 0 =

π

6
#
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16. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้

16.1 (5 คะแนน) y(x+ 1)dx− xdy = 0
ข้อเสนอแนะ : สมการแบบแยกตัวแปรได้
แนวคำตอบ เปน็สมการแบบแยกตัวแปรได้ ดังนัน้

y(x+ 1)dx = xdy

x+ 1

x
dx =

1

y
dy∫

1 +
1

x
dx =

∫
1

y
dy

x+ ln |x| = ln |y|+ C

ดังนัน้ x+ ln |x| = ln |y|+ C เปน็ผลเฉลยทัว่ไปของสมการนี้
16.2 (5 คะแนน) (x+ y2)dx+ 2xydy = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการแมน่ตรง
แนวคำตอบ ให้ M(x, y) = x+ y2 และ N(x, y) = 2xy จะไดว้า่

∂M

∂y
= 2y =

∂N

∂x

จะไดว้า่ (x+ y2)dx+ 2xydy = 0 เปน็สมการแมน่ตรงทีม่ ี F (x, y) = C เปน็ผลเฉลยทัว่ไป
วธิที ี่ 1 ใช้ Mdx+Ndy = Fxdx+ Fydy = dF = 0
จาก Fx = M จะไดว้า่

F (x, y) =

∫
M(x, y) dx =

∫
x+ y2 dx =

1

2
x2 + y2x+ C(y)

จาก Fy = N จะไดว้า่
∂

∂y

(
1

2
x2 + y2x+ C(y)

)
= 2xy + C ′(y) = 2xy

C ′(y) = 0

C(y) = c1

ดังนัน้ผลเฉลยของสมการนีค้อื
1

2
x2 + y2x = C #

วธิที ี่ 2 ใชส้มบัตคิา่เชงิอนพัุนธ์ df = fxdx+ fydy

(x+ y2)dx+ 2xydy = 0

xdx+ y2dx+ 2xydy = 0

xdx+ d(xy2) = 0∫
xdx+

∫
d(xy2) = C

1

2
x2 + xy2 = C

ดังนัน้ผลเฉลยของสมการนีค้อื
1

2
x2 + xy2 = C #
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17. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้
(2x+ 3y)dx+ 4xdy = 0

เมือ่ y(1) = 0
ข้อเสนอแนะ : สมการเอกพันธุห์รอืตัวประกอบปรพัินธ์
แนวคำตอบ ให้ M(x, y) = 2x+ 3y และ N(x, y) = 4x

วธิที ี่ 1 ใชว้ธิเีอกพันธ์ ุ พจิารณา
M(λx, λy) = 2(λx) + 3(λy) = λ(2x+ 3y) = λM(x, y)

N(λx, λy) = 4(λx) = λ(4x) = λN(x, y)

ดังนัน้ (2x+ 3y)dx+ 4xdy = 0 เปน็สมการเอกพันธุด์กีรสีอง
ให้ y = vx จะไดว้า่ dy = vdx+ xdv ดังนัน้

(2x+ 3(vx))dx+ 4x(vdx+ xdv) = 0

(2x+ 3xv)dx+ 4xvdx+ 4x2dv = 0

(2x+ 7xv)dx = −4x2dv

x(2 + 7v)dx = −4x2dv

x

x2
dx = − 4

2 + 7v
dv∫

1

x
dx = −

∫
4

2 + 7v
dv

ln |x| = −4

7
ln |2 + 7v|+ C = −4

7
ln
∣∣∣2 + 7

(y
x

)∣∣∣+ C

แทนคา่ x = 1 และ y = 0 จะไดว้า่

0 = −4

7
ln 2 + C

C =
4

7
ln 2

ดังนัน้ผลเฉลยเฉพาะของสมการนีค้อื

ln |x| = −4

7
ln
∣∣∣2 + 7

(y
x

)∣∣∣+ 4

7
ln 2 #

หรอือาจจัดรปูไดดั้งนี้

−7

4
ln |x| = ln

∣∣∣∣2 + 7y

x

∣∣∣∣− ln 2

ln |x− 7
4 | = −4 ln

∣∣∣∣2 + 7y

x

∣∣∣∣+ ln 2−1

x− 7
4 = eln|2+ 7y

x |+ln 1
2 = eln|2+ 7y

x | · eln 1
2

x− 7
4 =

(
2 +

7y

x

)
· 1
2

2x− 3
4 = 2x · x− 7

4 = 2x+ 7y

2 = 2x · x
3
4 + 7x

3
4y

2 = 2x
7
4 + 7x

3
4y #
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วธิที ี่ 2 ตัวประกอบปรพัินธ์ พจิารณา

f(x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
=

1

4x
(3− 4) = − 1

4x

จะไดตั้วประกอบปรพัินธค์อื

µ = e
∫
f(x)dx = e

∫
− 1

4x
dx = e−

1
4

lnx = x− 1
4

จะไดว้า่

x− 1
4 (2x+ 3y)dx+ x− 1

4 · 4xdy = 0

(2x
3
4 + 3x− 1

4y)dx+ 4x
3
4dy = 0

2x
3
4dx+ (3x− 1

4ydx+ 4x
3
4dy) = 0

2x
3
4dx+ d

(
4x

3
4y
)
= 0∫

2x
3
4dx+

∫
d
(
4x

3
4y
)
= C

8

7
x

7
4 + 4x

3
4y = C

8x
7
4 + 28x

3
4y = 7C

แทนคา่ x = 1 และ y = 0 จะไดว้า่

8 + 0 = 7C

ดังนัน้ผลเฉลยเฉพาะของสมการนีค้อื 8x
7
4 + 28x

3
4y = 8 หรอื

2x
7
4 + 7x

3
4y = 2 #
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18. (10 คะแนน) จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชงิอนพัุนธต์อ่ไปนี้

x
dy

dx
+ y = xex

2

เมือ่ y(1) = 0

ข้อเสนอแนะ : สมการเชงิเสน้อันดับหนึง่
แนวคำตอบ จัดรปูสมการใหม่

dy

dx
+

1

x
· y = ex

2

ฉะนัน้เปน็สมการเชงิเสน้ทีม่ ี P (x) = 1
x
และ Q(x) = ex

2 จะไดว้า่

µ = e
∫

1
x
dx = elnx = x

ดังนัน้ผลเฉลยของสมการนีค้อื

y =
1

µ

(∫
µQ(x)dx+ C

)
y =

1

x

(∫
x · ex2

dx+ C

)
=

1

x

(
1

2
ex

2

+ C

)
(u = x2)

แทนคา่ x = 1 และ y = 0 จะไดว้า่

0 =
1

1

(
1

2
e+ C

)
C = −e

2

ผลเฉลยของเฉพาะของสมการนีค้อื
y =

1

x

(
1

2
ex

2 − e

2

)
#
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