
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

ข้อสอบกลางภาคเรียนทีÉ 2 ปีการศึกษา 2564
ชืÉอวิชา แคลคลูสั ๒ Calculus 2
รหสัวิชา MAC1303
วนัเวลาสอบ วนัเสาร์ ทีÉ 29 มกราคม 2565 เวลา 8:30 - 12:30
สถานทีÉสอบ หอ้งเรยีนออนไลน์ (โปรแกรม Zoom)
ผูส้อน ผูช้่วยศาสตรจารย์ ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 25%
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• ข้อ 1-15 แบบเติมคาํตอบ/ตวัเลือก ขอ้ละ 1 คะแนน (รวม 15 คะแนน)
• ข้อ 16-24 แบบแสดงวิธีทาํ ขอ้ละ 10 คะแนน (รวม 90 คะแนน)

ข้อ 1
1. จงหาพจนที์É 10 ของลาํดบั 1, 10, 19, 28, ...

2. จงหาพจนที์É 10 ของลาํดบั 2, 10, 18, 26, ...

3. จงหาพจนที์É 20 ของลาํดบั 1,−4, 9,−16, 25,−36, ...

4. จงหาพจนที์É 100 ของลาํดบั 1,−3, 5,−7, 9,−11, ...

ข้อ 2

1. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 1) = 780 จงหาคา่ของ a

2. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 1) = 890 จงหาคา่ของ a

3. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 2) = 570 จงหาคา่ของ a

4. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 2) = 625 จงหาคา่ของ a

ข้อ 3
1. กาํหนดให้ A =

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

60 · 61
จงหาคา่ของ 61A

2. กาํหนดให้ A =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

59 · 61
จงหาคา่ของ 61A

3. กาํหนดให้ A =
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ · · ·+ 1

58 · 61
จงหาคา่ของ 61A

4. กาํหนดให้ A =
1

1 · 5
+

1

5 · 9
+

1

9 · 13
+ · · ·+ 1

57 · 61
จงหาคา่ของ 61A
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ข้อ 4

1. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=0

2

3n
มีคา่เทา่ใด

2. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=1

4

5n−1
มีคา่เทา่ใด

3. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=0

5 · 2−n มีคา่เทา่ใด

4. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=0

6 · 3−n มีคา่เทา่ใด

ข้อ 5

1. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 3 จงหาคา่ของ 60x

2. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 4 จงหาคา่ของ 60x

3. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 5 จงหาคา่ของ 60x

4. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 6 จงหาคา่ของ 60x

ข้อ 6

1. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(x+ 1)n

3n

2. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n

3. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(x+ 2)n

4n

4. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

nx2n+1
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ข้อ 7

1. ชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(2x− 1)n

n
ตรงกบัขอ้ใด

a. (0, 1) b. (0, 1] c. [0, 1) d. [0, 1]

2. ชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(2x− 1)2n

n
ตรงกบัขอ้ใด

a. (0, 1) b. (0, 1] c. [0, 1) d. [0, 1]

ข้อ 8
1. ขอ้ใดคือพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ x = 1 ของฟังกช์นั f(x) = 3

√
x

a. 1 + 1
3(x− 1)− 1

9(x− 1)2 + 10
27(x− 1)3

b. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 10
27(x− 1)3

c. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 8
81(x− 1)3

d. 1 + 1
3(x− 1)− 1

9(x− 1)2 + 5
81(x− 1)3

2. ขอ้ใดคือพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ x = 1 ของฟังกช์นั f(x) =
1
3
√
x

a. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 14
81(x− 1)3

b. 1− 1
3(x− 1) + 2

9(x− 1)2 − 28
27(x− 1)3

c. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 28
27(x− 1)3

d. 1− 1
3(x− 1) + 2

9(x− 1)2 − 14
81(x− 1)3
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ข้อ 9
1. ขอ้ใดคือเศษเหลือ ของการประมาณ 3

√
1.1 โดยใช้ฟังกช์นั f(x) = 3

√
x ดว้ยพหุนามเทยเ์ลอร์

ดีกรี 3 รอบจดุ 1

a. f
(3)(c)

3!
(0.1)3 เมืÉอ 0 < c < 1

b. f
(4)(c)

4!
(0.1)4 เมืÉอ 1 < c < 1.1

c. f
(4)(c)

4!
(0.1)4 เมืÉอ 0 < c < 1

d. f
(3)(c)

3!
(0.1)3 เมืÉอ 1 < c < 1

2. ขอ้ใดคือเศษเหลือ ของการประมาณ 3
√
0.1 โดยใช้ฟังกช์นั f(x) = 3

√
x ดว้ยพหุนามเทยเ์ลอร์

ดีกรี 3 รอบจดุ 1

a. f
(4)(c)

4!
(0.9)3 เมืÉอ 0.1 < c < 1

b. f
(3)(c)

3!
(0.1)4 เมืÉอ 0.1 < c < 1

c. f
(3)(c)

3!
(0.9)4 เมืÉอ 0.1 < c < 1

d. f
(4)(c)

4!
(0.1)3 เมืÉอ 1 < c < 1.1

ข้อ 10
1. ขอ้ใดไม่ถกูต้อง

(คาํตอบมีหลายคาํตอบตอ้งตอบใหค้รบทกุคาํตอบจงึจะไดค้ะแนนเตม็ 1 คะแนน)

a. d

dx

∞∑
n=0

xn

n!
=

∞∑
n=1

xn

(n− 1)!

b. ถา้ lim
n→∞

an = 0 แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

c.
∞∑
n=1

n(n+ 2)

n2 + 2
เป็นอนกุรมลูอ่อก

d. cos(x2) =
∞∑
n=1

(−1)n
x4n

(2n)!

e. ถา้
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้
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ข้อ 11
1. ให้ u⃗ = ⟨1, a, b⟩ และ v⃗ = ⟨a, 1, 2⟩ เมืÉอ a ̸= 0 ถา้ u⃗ และ v⃗ ตัÊงฉากกนั

จงหาคา่ของ
(
a− b

a

)2

2. ให้ u⃗ = ⟨a, b, 2⟩ และ v⃗ = ⟨1, 1,−a⟩ เมืÉอ a ̸= 0 ถา้ u⃗ และ v⃗ ตัÊงฉากกนั
จงหาคา่ของ

(
a+ 2b

a

)2

3. ให้ u⃗ = ⟨1, a, 2⟩ ถา้โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน X เทา่กบั 1
3 จงหาคา่ของ a

4. ให้ u⃗ = ⟨a, 2, 2⟩ ถา้โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน Z เทา่กบั 2
3 จงหาคา่ของ a

ข้อ 12
1. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥3u⃗+ 4v⃗∥

2. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥5u⃗− 12v⃗∥

3. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥7u⃗+ 24v⃗∥

4. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥8u⃗− 15v⃗∥

ข้อ 13
1. ระยะทางระหวา่งจดุ (1, 2, 3) กบัระนาบ 6x+ 2y − 3z + 6 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
2. ระยะทางระหวา่งระนาบ 6x+2y+3z− 11 = 0 กบัระนาบ 6x+2y+3z +10 = 0 เทา่กบั

เทา่ใด
3. ระยะทางระหวา่งระนาบ 6x−2y+3z = 10 กบัระนาบ 6x−2y+3z+18 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
4. ระยะทางระหวา่งจดุ (1, 2, 3) กบัระนาบ 6x+ 2y + 3z − 5 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
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ข้อ 14
1. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x = y, z = 1 กบัระนาบ −y + z = 0

2. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x = y = z กบัระนาบ x+ y + z = 0

3. จงหามมุระหวา่งระนาบ x+ y = 5 กบัระนาบ −y + z = 4

4. จงหามมุระหวา่งระนาบ x+ z = 5 กบัระนาบ x+ y = 4

ข้อ 15
1. ขอ้ใดไม่ถกูต้อง

(คาํตอบมีหลายคาํตอบตอ้งตอบใหค้รบทกุคาํตอบจงึจะไดค้ะแนนเตม็ 1 คะแนน)
a. ถา้ L1 และ L2 ตดักนั แลว้เราจะไมนิ่ยามระยะทางระหวา่งเสน้ตรงทัÊงสอง
b. เวกเตอรแ์นวฉากคู่ (B⃗) ไมจ่าํเป็นตอ้งมีขนาดหนึÉงหนว่ยเสมอไป
c. ถา้ L1 และ L2 ไม่ตดักนัและไม่ขนานกนัดว้ย เรากลา่วได้วา่ L1 และ L2 เป็นเสน้ไขว้ตา่ง

ระนาบ
d. เมืÉอเราทราบอตัราเรง่ขณะเวลา t เรายอ่มหาเวกเตอรค์วามเรง่ทีÉเวลา t นัÉนไดเ้สมอ
e. ระยะหา่งจากจดุ B ไปยงัจดุเชิงตัÊงฉาก (M) บนเสน้ตรงหนึÉง คือระยะทีÉสัÊนทีÉสดุของจดุ B กบั

เสน้ตรงนัÊน ๆ
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ข้อ 16

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 2n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 3n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 4n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

16.2 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้

an = (−1)n cos(nπ) เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

16.2 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้

an = (−1)n sin
(
(2n+ 1)π

2

)
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

16.3 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้

an = (−1)n tan
(
(2n+ 1)π

4

)
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...
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ข้อ 17
17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = 2 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2022∑
n=1

an

17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = −3 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2022∑
n=1

an

17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = 2 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2565∑
n=1

an

17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = −3 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2565∑
n=1

an

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 2) ln(n+ 2)

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 3) ln(n+ 3)

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 4) ln(n+ 4)
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ข้อ 18

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 2n

3n2

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 3n

2n2

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 4n

2n2

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 4n

3n2

18.2 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์ หรอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)! + (2n)!

18.2 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์ หรอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)!− (2n)!
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ข้อ 19

1. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n

n · 9n

2. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n

n · 9n

3. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n+1

n · 9n

4. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n+2

n · 9n

ข้อ 20
1. ให้ f(x) =

1
3
√
x
จงประมาณคา่ของ 1

3
√
1.1

โดยใช้พหุนามเทยเ์ลอร์ 3 ของ f รอบจดุ x = 1

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด
2. ให้ f(x) =

1
3
√
x
จงประมาณคา่ของ 1

3
√
0.9

โดยใช้พหุนามเทยเ์ลอร์ 3 ของ f รอบจดุ x = 1

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด
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ข้อ 21
จงใหต้ารางเทยเ์ลอร์

21.1 จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

x2n+2

2n(n− 1)!

21.1 จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

x2n+2

3n(n− 1)!

21.2 จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ f(x) = x

(
x

x+ 1

)2

21.2 จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ f(x) = x

(
x

x− 1

)2

ข้อ 22
22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 1, ∥⃗b∥ = 2 และ ∥c⃗∥ = 3

จงหาคา่ของ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 1, ∥⃗b∥ = 3 และ ∥c⃗∥ = 4
จงหาคา่ของ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 2, ∥⃗b∥ = 3 และ ∥c⃗∥ = 5
จงหาคา่ของ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 2, ∥⃗b∥ = 1 และ ∥c⃗∥ = 7
จงหาคา่ของ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+ y − 2z = 20
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1,−2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบM ทีÉมีสมการเป็น 2x+y−2z = −7
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2,−1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x + y − 2z =
−12
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (−1, 2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+y−2z = 25
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M
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ข้อ 23
กาํหนดให้ L1 : x =

y − 1

2
=

z

3
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

4
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

กาํหนดให้ L1 : x =
y − 2

2
=

z

2
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

5
= z − 3 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

กาํหนดให้ L1 : x =
y − 1

4
=

z

3
และ L2 :

4− x

2
=

y − 4

5
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

กาํหนดให้ L1 : x =
y

2
=

z + 2

4
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

3
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.1 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2
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ข้อ 24
1. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗

ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 sin2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (2, 0, π2 )

2. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 sin2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (2, 0,−π
2 )

3. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 cos2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (0, 0, π2 )

4. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 cos2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (0, 0,−π
2 )
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เฉลยข้อสอบกลางภาค
ข้อ 1

1. จงหาพจนที์É 10 ของลาํดบั 1, 10, 19, 28, ...

วธีิทาํ จะเห็นวา่ an = 9n− 8 ดงันัÊน a10 = 82 #

2. จงหาพจนที์É 10 ของลาํดบั 2, 10, 18, 26, ...

วธีิทาํ จะเห็นวา่ an = 8n− 6 ดงันัÊน a10 = 74 #

3. จงหาพจนที์É 20 ของลาํดบั 1,−4, 9,−16, 25,−36, ...

วธีิทาํ จะเห็นวา่ an = (−1)n−1n2 ดงันัÊน a20 = −400 #

4. จงหาพจนที์É 100 ของลาํดบั 1,−3, 5,−7, 9,−11, ...

วธีิทาํ จะเห็นวา่ an = (−1)n−1(2n− 1) ดงันัÊน a100 = −199 #

ข้อ 2
1. กาํหนดให้

10∑
n=1

(an+ 1) = 780 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่ a
10∑
n=1

n+ 10 = a(55) + 10 = 780 ดงันัÊน a = 14 #

2. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 1) = 890 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่ a
10∑
n=1

n+ 10 = a(55) + 10 = 890 ดงันัÊน a = 16 #

3. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 2) = 570 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่ a
10∑
n=1

n+ 20 = a(55) + 20 = 570 ดงันัÊน a = 10 #

4. กาํหนดให้
10∑
n=1

(an+ 2) = 625 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่ a
10∑
n=1

n+ 20 = a(55) + 20 = 625 ดงันัÊน a = 11 #
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ข้อ 3
1. กาํหนดให้ A =

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

60 · 61
จงหาคา่ของ 61A

วธีิทาํ พิจารณา telescoping seires จะไดว้า่

61A = 61

(
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

60
− 1

61

)
= 61

(
1

1
− 1

61

)
= 61 · 60

61
= 60 #

2. กาํหนดให้ A =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

59 · 61
จงหาคา่ของ 61A

วธีิทาํ พิจารณา telescoping seires จะไดว้า่

61A = 61 · 1
2

(
1

1
− 1

3
+

1

3
− 1

5
+ · · ·+ 1

59
− 1

61

)
= 61 · 1

2

(
1

1
− 1

61

)
= 61 · 30

61
= 30 #

3. กาํหนดให้ A =
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ · · ·+ 1

58 · 61
จงหาคา่ของ 61A

วธีิทาํ พิจารณา telescoping seires จะไดว้า่

61A = 61 · 1
3

(
1

1
− 1

4
+

1

4
− 1

7
+ · · ·+ 1

58
− 1

61

)
= 61 · 1

3

(
1

1
− 1

61

)
= 61 · 20

61
= 20 #

4. กาํหนดให้ A =
1

1 · 5
+

1

5 · 9
+

1

9 · 13
+ · · ·+ 1

57 · 61
จงหาคา่ของ 61A

วธีิทาํ พิจารณา telescoping seires จะไดว้า่

61A = 61 · 1
4

(
1

1
− 1

5
+

1

5
− 1

9
+ · · ·+ 1

57
− 1

61

)
= 61 · 1

4

(
1

1
− 1

61

)
= 61 · 15

61
= 15 #
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ข้อ 4
1. อนกุรมอนนัต์

∞∑
n=0

2

3n
มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ
∞∑
n=0

2

3n
=

2

1− 1
3

= 3 #

2. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=1

4

5n−1
มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ
∞∑
n=1

4

5n−1
=

4

1− 1
5

= 5 #

3. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=0

5 · 2−n มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ
∞∑
n=0

5 · 2−n =
5

1− 1
2

= 10 #

4. อนกุรมอนนัต์
∞∑
n=0

6 · 3−n มีคา่เทา่ใด

วธีิทาํ
∞∑
n=0

6 · 3−n =
6

1− 1
3

= 9 #

ข้อ 5
1. กาํหนดให้

∞∑
n=0

xn = 3 จงหาคา่ของ 60x

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
= 3 จะไดว้า่ x = 2

3 ดงันัÊน 60x = 40 #

2. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 4 จงหาคา่ของ 60x

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
= 4 จะไดว้า่ x = 3

4 ดงันัÊน 60x = 45 #

3. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 5 จงหาคา่ของ 60x

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
= 5 จะไดว้า่ x = 4

5 ดงันัÊน 60x = 48 #

4. กาํหนดให้
∞∑
n=0

xn = 6 จงหาคา่ของ 60x

วธีิทาํ เนืÉองจาก
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
= 6 จะไดว้า่ x = 5

6 ดงันัÊน 60x = 50 #
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ข้อ 6
1. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั

∞∑
n=0

(x+ 1)n

3n

วธีิทาํ

R = lim
n→∞

1

3n
· 3n+1 = 3 #

2. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n

วธีิทาํ

R = lim
n→∞

1

2n
· 2n+1 = 2 #

3. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(x+ 2)n

4n

วธีิทาํ

R = lim
n→∞

1

4n
· 4n+1 = 4 #

4. จงหารศัมี (R) แหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

n2xn

วธีิทาํ

R = lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1 #

18



ข้อ 7
1. ชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั

∞∑
n=0

(2x− 1)n

n
ตรงกบัขอ้ใด

a. (0, 1) b. (0, 1] c. [0, 1) d. [0, 1]

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(2x− 1)n+1

n+ 1
· n

(2x− 1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|2x− 1| · n

n+ 1
= |2x− 1| < 1

จะไดว้า่
|2x− 1| < 1

−1 < 2x− 1 < 1

0 < 2x < 2

0 < x < 1

พิจารณา
กรณี x = 0 จะไดว้า่

∞∑
n=1

(2x− 1)n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)

กรณี x = 1 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(2x− 1)n

n
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (p = 1)

สรุปไดว้า่ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [0, 1) #

2. ชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

(2x− 1)2n

n
ตรงกบัขอ้ใด

a. (0, 1) b. (0, 1] c. [0, 1) d. [0, 1]

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(2x− 1)2n+2

n+ 1
· n

(2x− 1)2n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|2x− 1|2 · n

n+ 1
= |2x− 1|2 < 1

จะไดว้า่
|2x− 1| < 1

−1 < 2x− 1 < 1

0 < 2x < 2

0 < x < 1

พิจารณา x = 0, 1 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(2x− 1)2n

n
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (p = 1)

สรุปไดว้า่ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ (0, 1) #
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ข้อ 8
1. ขอ้ใดคือพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ x = 1 ของฟังกช์นั f(x) = 3

√
x

a. 1 + 1
3(x− 1)− 1

9(x− 1)2 + 10
27(x− 1)3

b. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 10
27(x− 1)3

c. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 8
81(x− 1)3

d. 1 + 1
3(x− 1)− 1

9(x− 1)2 + 5
81(x− 1)3

วธีิทาํ พิจารณา
f(x) = 3

√
x f(1) = 1

f ′(x) =
1

3
x−

2
3 f ′(1) =

1

3

f ′′(x) = −2

9
x−

5
3 f ′(1) = −2

9

f ′′′(x) =
10

27
x−

8
3 f ′(1) =

10

27

จะไดว้า่

T3(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3

= 1 +
1

3
(x− 1)− 1

9
(x− 1)2 +

5

81
(x− 1)3 #

2. ขอ้ใดคือพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ x = 1 ของฟังกช์นั f(x) =
1
3
√
x

a. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 14
81(x− 1)3

b. 1− 1
3(x− 1) + 2

9(x− 1)2 − 28
27(x− 1)3

c. 1 + 1
3(x− 1)− 2

9(x− 1)2 + 28
27(x− 1)3

d. 1− 1
3(x− 1) + 2

9(x− 1)2 − 14
81(x− 1)3

วธีิทาํ พิจารณา
f(x) = x−

1
3 f(1) = 1

f ′(x) = −1

3
x−

4
3 f ′(1) = −1

3

f ′′(x) =
4

9
x−

7
3 f ′(1) =

4

9

f ′′′(x) = −28

27
x−

10
3 f ′(1) = −28

27

จะไดว้า่

T3(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3

= 1− 1

3
(x− 1) +

2

9
(x− 1)2 − 14

81
(x− 1)3 #
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ข้อ 9
1. ขอ้ใดคือเศษเหลือ ของการประมาณ 3

√
1.1 โดยใชฟั้งกช์นั f(x) = 3

√
x ดว้ยพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ 1

a. f (3)(c)

3!
(0.1)3 เมืÉอ 0 < c < 1

b. f (4)(c)

4!
(0.1)4 เมืÉอ 1 < c < 1.1

c. f (4)(c)

4!
(0.1)4 เมืÉอ 0 < c < 1

d. f (3)(c)

3!
(0.1)3 เมืÉอ 1 < c < 1

วธีิทาํ เศษเหลือเทา่กบั R3(1.1) เมืÉอ 1 < c < 1.1 นัÉนคือ

R3(1.1) =
f (4)(c)

4!
(1.1− 1)4 =

f (4)(c)

4!
(0.1)4

2. ขอ้ใดคือเศษเหลือ ของการประมาณ 3
√
0.1 โดยใชฟั้งกช์นั f(x) = 3

√
x ดว้ยพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 3 รอบจดุ 1

a. f (4)(c)

4!
(0.9)3 เมืÉอ 0.1 < c < 1

b. f (3)(c)

3!
(0.1)4 เมืÉอ 0.1 < c < 1

c. f (3)(c)

3!
(0.9)4 เมืÉอ 0.1 < c < 1

d. f (4)(c)

4!
(0.1)3 เมืÉอ 1 < c < 1.1

วธีิทาํ เศษเหลือเทา่กบั R3(0.1) เมืÉอ 0.1 < c < 1 นัÉนคือ

R3(0.1) =
f (4)(c)

4!
(0.1− 1)4 =

f (4)(c)

4!
(0.9)4

ข้อ 10
1. ขอ้ใดไม่ถกูต้อง

(คาํตอบมีหลายคาํตอบตอ้งตอบใหค้รบทกุคาํตอบจงึจะไดค้ะแนนเตม็ 1 คะแนน)

a. ไมถ่กูตอ้ง d

dx

∞∑
n=0

xn

n!
=

∞∑
n=1

xn

(n− 1)!

b. ไมถ่กูตอ้ง ถา้ lim
n→∞

an = 0 แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

c. ถกูตอ้ง
∞∑
n=1

n(n+ 2)

n2 + 2
เป็นอนกุรมลูอ่อก

d. ถกูตอ้ง cos(x2) =
∞∑
n=1

(−1)n
x4n

(2n)!

e. ไมถ่กูตอ้ง ถา้
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้
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ข้อ 11
1. ให้ u⃗ = ⟨1, a, b⟩ และ v⃗ = ⟨a, 1, 2⟩ เมืÉอ a ̸= 0 ถา้ u⃗ และ v⃗ ตัÊงฉากกนั

จงหาคา่ของ
(
a− b

a

)2

วธีิทาํ เนืÉองจาก 0 = u⃗ · v⃗ = a+ a+ 2b = 2a+ 2b นัÉนคือ a = −b

ดงันัÊน (a−b
a )2 = (−b−b

−b )2 = (−2b
−b )

2 = 22 = 4 #

2. ให้ u⃗ = ⟨a, b, 2⟩ และ v⃗ = ⟨1, 1,−a⟩ เมืÉอ a ̸= 0 ถา้ u⃗ และ v⃗ ตัÊงฉากกนั
จงหาคา่ของ

(
a+ 2b

a

)2

วธีิทาํ เนืÉองจาก 0 = u⃗ · v⃗ = a+ b− 2a = b− a นัÉนคือ a = b

ดงันัÊน (a+2b
a )2 = (a+2a

a )2 = (3aa )
2 = 32 = 9 #

3. ให้ u⃗ = ⟨1, a, 2⟩ ถา้โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน X เทา่กบั 1
3 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน X เทา่กบั
1

∥u⃗∥
=

1

3

1√
1 + a2 + 22

=
1

3

a2 + 5 = 9

a2 = 4 ∴ a = ±2 #

4. ให้ u⃗ = ⟨a, 2, 2⟩ ถา้โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน Z เทา่กบั 2
3 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ จะเห็นวา่โคไซนแ์สดงทิศทางของ u⃗ กบัแกน Z เทา่กบั
2

∥u⃗∥
=

2

3

2√
a2 + 22 + 22

=
2

3

a2 + 8 = 9

a2 = 1 ∴ a = ±1 #
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ข้อ 12
1. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥3u⃗+ 4v⃗∥

วธีิทาํ จะไดว้า่
∥3u⃗+ 4v⃗∥2 = 9∥u⃗∥2 + 24u⃗ · v⃗ + 16∥v⃗∥2 = 9(12) + 24(0) + 16(12) = 25

∥3u⃗+ 4v⃗∥ = 5 #

2. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥5u⃗− 12v⃗∥
วธีิทาํ จะไดว้า่

∥5u⃗− 12v⃗∥2 = 25∥u⃗∥2 − 120u⃗ · v⃗ + 144∥v⃗∥2 = 25(12)− 120(0) + 144(12) = 169

∥5u⃗− 12v⃗∥ = 13 #

3. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥7u⃗+ 24v⃗∥
วธีิทาํ จะไดว้า่

∥7u⃗+ 24v⃗∥2 = 49∥u⃗∥2 + 336u⃗ · v⃗ + 576∥v⃗∥2 = 49(12) + 336(0) + 576(12) = 625

∥7u⃗+ 24v⃗∥ = 25 #

4. ให้ u⃗ และ v⃗ เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ ∥8u⃗− 15v⃗∥
วธีิทาํ จะไดว้า่

∥8u⃗− 15v⃗∥2 = 64∥u⃗∥2 − 240u⃗ · v⃗ + 225∥v⃗∥2 = 64(12)− 240(0) + 225(12) = 289

∥8u⃗− 15v⃗∥ = 17 #

ข้อ 13
1. ระยะทางระหวา่งจดุ (1, 2, 3) กบัระนาบ 6x+ 2y − 3z + 6 = 0 เทา่กบัเทา่ใด

วธีิทาํ จะไดว้า่

d =
|6(1) + 2(2)− 3(3) + 6|√

62 + 22 + (−3)2)
=

7

7
= 1 #

2. ระยะทางระหวา่งระนาบ 6x+ 2y + 3z − 11 = 0 กบัระนาบ 6x+ 2y + 3z + 10 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
วธีิทาํ จะไดว้า่

d =
| − 11− 10|√
62 + 22 + 32)

=
21

7
= 3 #

3. ระยะทางระหวา่งระนาบ 6x− 2y + 3z = 10 กบัระนาบ 6x− 2y + 3z + 18 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
วธีิทาํ จะไดว้า่

d =
| − 10− 18|√

62 + (−2)2 + 32)
=

28

7
= 4 #

4. ระยะทางระหวา่งจดุ (1, 2, 3) กบัระนาบ 6x+ 2y + 3z − 5 = 0 เทา่กบัเทา่ใด
วธีิทาํ จะไดว้า่

d =
|6(1) + 2(2) + 3(3)− 5|√

62 + 22 + 32)
=

14

7
= 2 #
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ข้อ 14
1. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x = y, z = 1 กบัระนาบ −y + z = 0

วธีิทาํ จะเห็นวา่ A⃗ = ⟨1, 1, 0⟩ และ N⃗ = ⟨0,−1, 1⟩ จะไดว้า่

cos θ =
A⃗ · N⃗

∥A⃗∥ · ∥N⃗∥
=

−1√
2 ·

√
2
= −1

2
∴ θ = 120◦

ดงันัÊนมมุระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบคือ |90◦ − 120◦| = 30◦ #

2. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x = y = z กบัระนาบ x+ y + z = 0

วธีิทาํ จะเห็นวา่ A⃗ = ⟨1, 1, 1⟩ และ N⃗ = ⟨1, 1, 1⟩ จะไดว้า่ A⃗ = N⃗ นัÉนคือ A⃗ ขนานกนั N⃗ และทิศเดียวกนั (0◦)
ดงันัÊนมมุระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบคือ |90◦ − 0◦| = 90◦ #

3. จงหามมุระหวา่งระนาบ x+ y = 5 กบัระนาบ −y + z = 4

วธีิทาํ จะเห็นวา่ N⃗1 = ⟨1, 1, 0⟩ และ N⃗2 = ⟨0,−1, 1⟩ จะไดว้า่

cos θ =
N⃗1 · N⃗2

∥N⃗1∥ · ∥N⃗2∥
=

−1√
2 ·

√
2
= −1

2

ดงันัÊนมมุระหวา่งระนาบคือ 120◦ #

4. จงหามมุระหวา่งระนาบ x+ z = 5 กบัระนาบ x+ y = 4

วธีิทาํ จะเห็นวา่ N⃗1 = ⟨1, 0, 1⟩ และ N⃗2 = ⟨1, 1, 0⟩ จะไดว้า่

cos θ =
N⃗1 · N⃗2

∥N⃗1∥ · ∥N⃗2∥
=

1√
2 ·

√
2
=

1

2

ดงันัÊนมมุระหวา่งระนาบคือ 60◦ #

ข้อ 15
1. ขอ้ใดไม่ถกูต้อง

(คาํตอบมีหลายคาํตอบตอ้งตอบใหค้รบทกุคาํตอบจงึจะไดค้ะแนนเตม็ 1 คะแนน)

a. ถกูตอ้ง ถา้ L1 และ L2 ตดักนั แลว้เราจะไมนิ่ยามระยะทางระหวา่งเสน้ตรงทัÊงสอง
b. ไมถ่กูตอ้ง เวกเตอรแ์นวฉากคู่ (B⃗) ไมจ่าํเป็นตอ้งมีขนาดหนึÉงหนว่ยเสมอไป
c. ถกูตอ้ง ถา้ L1 และ L2 ไมต่ดักนัและไมข่นานกนัดว้ย เรากลา่วไดว้า่ L1 และ L2 เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบ
d. ไมถ่กูตอ้ง เมืÉอเราทราบอตัราเรง่ขณะเวลา t เรายอ่มหาเวกเตอรค์วามเรง่ทีÉเวลา t นัÉนไดเ้สมอ
e. ถกูตอ้ง ระยะหา่งจากจดุ B ไปยงัจดุเชิงตัÊงฉาก (M) บนเสน้ตรงหนึÉง คือระยะทีÉสัÊนทีÉสดุของจดุ B กบัเสน้ตรงนัÊน ๆ
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ข้อ 16
16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั

{
1√

n2 + n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

1√
n2 + n− n

= lim
n→∞

1√
n2 + n− n

·
√
n2 + n+ n√
n2 + n+ n

= lim
n→∞

√
n2 + n+ n

(n2 + n)− n2

= lim
n→∞

√
n2(1 + 1

n) + n

n

= lim
n→∞

n
√

1 + 1
n + n

n

= lim
n→∞

n
(√

1 + 1
n + 1

)
n

= lim
n→∞

(√
1 +

1

n
+ 1

)
=
(√

1 + 0 + 1
)
= 2

ดงันัÊน
{

1√
n2 + n− n

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 2n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

1√
n2 + 2n− n

= lim
n→∞

1√
n2 + 2n− n

·
√
n2 + 2n+ n√
n2 + 2n+ n

= lim
n→∞

√
n2 + 2n+ n

(n2 + 2n)− n2

= lim
n→∞

√
n2(1 + 2

n) + n

2n

= lim
n→∞

n
√

1 + 2
n + n

2n

= lim
n→∞

n
(√

1 + 2
n + 1

)
2n

= lim
n→∞

1

2

(√
1 +

1

n
+ 1

)
=

1

2

(√
1 + 0 + 1

)
= 1

ดงันัÊน
{

1√
n2 + 2n− n

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #
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16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 3n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

1√
n2 + 3n− n

= lim
n→∞

1√
n2 + 3n− n

·
√
n2 + 3n+ n√
n2 + 3n+ n

= lim
n→∞

√
n2 + 3n+ n

(n2 + 3n)− n2

= lim
n→∞

√
n2(1 + 3

n) + n

3n

= lim
n→∞

n
√

1 + 3
n + n

3n

= lim
n→∞

n
(√

1 + 3
n + 1

)
3n

= lim
n→∞

1

3

(√
1 +

3

n
+ 1

)
=

1

3

(√
1 + 0 + 1

)
=

2

3

ดงันัÊน
{

1√
n2 + 3n− n

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #

16.1 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั
{

1√
n2 + 4n− n

}
ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

1√
n2 + 4n− n

= lim
n→∞

1√
n2 + 4n− n

·
√
n2 + 4n+ n√
n2 + 4n+ n

= lim
n→∞

√
n2 + 4n+ n

(n2 + 4n)− n2

= lim
n→∞

√
n2(1 + 4

n) + n

4n

= lim
n→∞

n
√

1 + 4
n + n

4n

= lim
n→∞

n
(√

1 + 4
n + 1

)
4n

= lim
n→∞

1

4

(√
1 +

4

n
+ 1

)
=

1

4

(√
1 + 0 + 1

)
=

1

2

ดงันัÊน
{

1√
n2 + 4n− n

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #

26



16.2 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้
an = (−1)n cos(nπ) เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = (−1)1 cos(π) a1 = (−1)(−1) = 1

a2 = (−1)2 cos(2π) a2 = (1)(1) = 1

a3 = (−1)3 cos(3π) a3 = (−1)(−1) = 1

a4 = (−1)4 cos(4π) a4 = (1)(1) = 1

... ...
an = (−1)n cos(nπ) an = 1

ดงันัÊน lim
n→∞

an = 1 นัÉนคือ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #

16.2 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้

an = (−1)n sin
(
(2n+ 1)π

2

)
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = (−1)1 sin
(
3π

2

)
a1 = (−1)(−1) = 1

a2 = (−1)2 sin
(
5π

2

)
a2 = (1)(1) = 1

a3 = (−1)3 sin
(
7π

2

)
a3 = (−1)(−1) = 1

a4 = (−1)4 sin
(
9π

2

)
a4 = (1)(1) = 1

... ...
an = (−1)n sin

(
(2n+ 1)π

2

)
an = 1

ดงันัÊน lim
n→∞

an = 1 นัÉนคือ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #

16.3 จงตรวจสอบวา่ลาํดบั {an} ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก เมืÉอกาํหนดให้

an = (−1)n tan
(
(2n+ 1)π

4

)
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = (−1)1 tan
(
3π

4

)
a1 = (−1)(−1) = 1

a2 = (−1)2 tan
(
5π

4

)
a2 = (1)(1) = 1

a3 = (−1)3 tan
(
7π

4

)
a3 = (−1)(−1) = 1

a4 = (−1)4 tan
(
9π

4

)
a4 = (1)(1) = 1

... ...
an = (−1)n tan

(
(2n+ 1)π

2

)
an = 1

ดงันัÊน lim
n→∞

an = 1 นัÉนคือ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ #
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ข้อ 17
17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = 2 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2022∑
n=1

an

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = 2

a2 =
1 + 2

1− 2
= −3

a3 =
1− 3

1− (−3)
= −1

2

a4 =
1− 1

2

1 + 1
2

=
1

3

a5 =
1 + 1

3

1− 1
3

= 2

...

ดงันัÊนลาํดบันี Êมีเพียง 4 คา่เทา่นัÊน เนืÉองจาก 2022 = 4(505) + 2 ดงันัÊน
2022∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ a2022

= (a1 + a2 + a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2017 + a2018 + a2019 + a2020) + a2021 + a2022

=

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+ · · ·+

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+ 2− 3

= 505

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
− 1

= 505

(
−7

6

)
− 1

= −3541

6
#
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17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = −3 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2022∑
n=1

an

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = −3

a2 =
1− 3

1− (−3)
= −1

2

a3 =
1− 1

2

1 + 1
2

=
1

3

a4 =
1 + 1

3

1− 1
3

= 2

a5 =
1 + 2

1− 2
= −3

...

ดงันัÊนลาํดบันี Êมีเพียง 4 คา่เทา่นัÊน เนืÉองจาก 2022 = 4(505) + 2 ดงันัÊน
2022∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ a2022

= (a1 + a2 + a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2017 + a2018 + a2019 + a2020) + a2021 + a2022

=

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
+

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
+ · · ·+

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
− 3− 1

2

= 505

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
− 7

2

= 505

(
−7

6

)
− 7

2

= −1778

3
#
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17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = 2 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2565∑
n=1

an

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = 2

a2 =
1 + 2

1− 2
= −3

a3 =
1− 3

1− (−3)
= −1

2

a4 =
1− 1

2

1 + 1
2

=
1

3

a5 =
1 + 1

3

1− 1
3

= 2

...

ดงันัÊนลาํดบันี Êมีเพียง 4 คา่เทา่นัÊน เนืÉองจาก 2565 = 4(641) + 1 ดงันัÊน
2565∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ a2565

= (a1 + a2 + a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2561 + a2562 + a2563 + a2564) + a2565

=

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+ · · ·+

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+ 2

= 641

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
+ 2

= 641

(
−7

6

)
+ 2

= −4475

6
#
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17.1 กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งเงืÉอนไข

a1 = −3 และ an+1 =
1 + an
1− an

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ
2565∑
n=1

an

วธีิทาํ พิจารณาคา่ an เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

a1 = −3

a2 =
1− 3

1− (−3)
= −1

2

a3 =
1− 1

2

1 + 1
2

=
1

3

a4 =
1 + 1

3

1− 1
3

= 2

a5 =
1 + 2

1− 2
= −3

...

ดงันัÊนลาํดบันี Êมีเพียง 4 คา่เทา่นัÊน เนืÉองจาก 2565 = 4(641) + 1 ดงันัÊน
2565∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ a2565

= (a1 + a2 + a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2561 + a2562 + a2563 + a2564) + a2565

=

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
+

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
+ · · ·+

(
−3− 1

2
+

1

3
+ 2

)
− 3

= 641

(
2− 3− 1

2
+

1

3

)
− 3

= 641

(
−7

6

)
− 3

= −4505

6
#
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17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)

วธิทาํ ให้ f(x) = 1

(x+ 1) ln(x+ 1)
เมืÉอ x ≥ 1 จะไดว้า่

f ′(x) = −((x+ 1) ln(x+ 1))−2

(
ln(x+ 1) + (x+ 1) · 1

x+ 1

)
= − ln(x+ 1) + 1

(x+ 1) ln(x+ 1)
< 0

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลด พิจารณา

tn =

∫ n

1
f(x) dx

=

∫ n

1

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx =

∫ n

1

1

ln(x+ 1)
· 1

x+ 1
dx

=

∫ n

1

1

ln(x+ 1)
d ln(x+ 1)

= [ln(ln(x+ 1))]n1 = ln(ln(n+ 1))− ln(ln 2)

lim
n→∞

tn = +∞

จะไดว้า่ {tn} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 2) ln(n+ 2)

วธิทาํ ให้ f(x) = 1

(x+ 2) ln(x+ 2)
เมืÉอ x ≥ 1 จะไดว้า่

f ′(x) = −((x+ 2) ln(x+ 2))−2

(
ln(x+ 2) + (x+ 2) · 1

x+ 2

)
= − ln(x+ 2) + 1

(x+ 2) ln(x+ 2)
< 0

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลด พิจารณา

tn =

∫ n

1
f(x) dx

=

∫ n

1

1

(x+ 2) ln(x+ 2)
dx =

∫ n

1

1

ln(x+ 2)
· 1

x+ 2
dx

=

∫ n

1

1

ln(x+ 2)
d ln(x+ 2)

= [ln(ln(x+ 2))]n1 = ln(ln(n+ 2))− ln(ln 3)

lim
n→∞

tn = +∞

จะไดว้า่ {tn} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

1

(n+ 2) ln(n+ 2)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 3) ln(n+ 3)

วธิทาํ ให้ f(x) = 1

(x+ 3) ln(x+ 3)
เมืÉอ x ≥ 1 จะไดว้า่

f ′(x) = −((x+ 3) ln(x+ 3))−2

(
ln(x+ 3) + (x+ 3) · 1

x+ 3

)
= − ln(x+ 3) + 1

(x+ 3) ln(x+ 3)
< 0

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลด พิจารณา

tn =

∫ n

1
f(x) dx

=

∫ n

1

1

(x+ 3) ln(x+ 3)
dx =

∫ n

1

1

ln(x+ 3)
· 1

x+ 3
dx

=

∫ n

1

1

ln(x+ 3)
d ln(x+ 3)

= [ln(ln(x+ 3))]n1 = ln(ln(n+ 3))− ln(ln 4)

lim
n→∞

tn = +∞

จะไดว้า่ {tn} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

1

(n+ 3) ln(n+ 3)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #

17.2 จงตรวจสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

1

(n+ 4) ln(n+ 4)

วธิทาํ ให้ f(x) = 1

(x+ 4) ln(x+ 4)
เมืÉอ x ≥ 1 จะไดว้า่

f ′(x) = −((x+ 4) ln(x+ 4))−2

(
ln(x+ 4) + (x+ 4) · 1

x+ 4

)
= − ln(x+ 4) + 1

(x+ 4) ln(x+ 4)
< 0

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลด พิจารณา

tn =

∫ n

1
f(x) dx

=

∫ n

1

1

(x+ 4) ln(x+ 4)
dx =

∫ n

1

1

ln(x+ 4)
· 1

x+ 4
dx

=

∫ n

1

1

ln(x+ 4)
d ln(x+ 4)

= [ln(ln(x+ 4))]n1 = ln(ln(n+ 4))− ln(ln 5)

lim
n→∞

tn = +∞

จะไดว้า่ {tn} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

1

(n+ 4) ln(n+ 4)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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ข้อ 18
18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

∞∑
n=1

n2 + 2n

3n2

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2

3n2 และ
∞∑
n=1

2n

3n2

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)2

3(n+1)2
· 3

n2

n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

3(n2+2n+1)
· 3

n2

n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)
· 1

32n+1

= (1 + 0 + 0) · 0 = 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

n2

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และพิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 2n+1

3(n+1)2
· 3

n2

2n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n · 2
3(n2+2n+1)

· 3
n2

2n
= lim

n→∞

2

32n+1
= 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

2n

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 + 2n

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ #

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 3n

2n2

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2

2n2 และ
∞∑
n=1

3n

2n2

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)2

2(n+1)2
· 2

n2

n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

2(n2+2n+1)
· 2

n2

n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)
· 1

22n+1

= (1 + 0 + 0) · 0 = 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

n2

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และพิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 3n+1

2(n+1)2
· 2

n2

3n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

3n · 3
2(n2+2n+1)

· 2
n2

3n
= lim

n→∞

3

22n+1
= 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

3n

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 + 3n

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ #
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18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 4n

2n2

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2

2n2 และ
∞∑
n=1

4n

2n2

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)2

2(n+1)2
· 2

n2

n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

2(n2+2n+1)
· 2

n2

n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)
· 1

22n+1

= (1 + 0 + 0) · 0 = 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

n2

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และพิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 4n+1

2(n+1)2
· 2

n2

4n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

4n · 4
2(n2+2n+1)

· 2
n2

4n
= lim

n→∞

4

22n+1
= 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

4n

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 + 4n

2n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ #

18.1 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

n2 + 4n

3n2

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2

3n2 และ
∞∑
n=1

4n

3n2

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)2

3(n+1)2
· 3

n2

n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

3(n2+2n+1)
· 3

n2

n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)
· 1

32n+1

= (1 + 0 + 0) · 0 = 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

n2

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และพิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 4n+1

3(n+1)2
· 3

n2

4n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

4n · 4
3(n2+2n+1)

· 3
n2

4n
= lim

n→∞

4

32n+1
= 0 < 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

4n

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 + 4n

3n2 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ #
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18.2 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์ หรอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)! + (2n)!

วธีิทาํ พิจารณา

an =
(−1)nn!

(2n+ 1)! + (2n)!
=

(−1)nn!

(2n+ 1)(2n)! + (2n)!
=

(−1)nn!

[(2n+ 1) + 1](2n)!
=

(−1)nn!

(2n+ 2)(2n)!

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (−1)n+1(n+ 1)!

(2n+ 4)(2n+ 2)!
· (2n+ 2)(2n)!

(−1)nn!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)(2n+ 2)

(2n+ 4)(2n+ 2)(2n+ 1)

= lim
n→∞

(n+ 1)

(2n+ 4)(2n+ 1)
= 0 < 1

ดงันัÊน
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)! + (2n)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์

18.2 จงทดสอบอนกุรมตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์ หรอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)!− (2n)!

วธีิทาํ พิจารณา

an =
(−1)nn!

(2n+ 1)!− (2n)!
=

(−1)nn!

(2n+ 1)(2n)!− (2n)!
=

(−1)nn!

[(2n+ 1)− 1](2n)!
=

(−1)nn!

(2n)(2n)!

ใชก้ารทดสอบอตัราสว่น

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (−1)n+1(n+ 1)!

(2n+ 2)(2n+ 2)!
· (2n)(2n)!
(−1)nn!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)(2n)

(2n+ 2)(2n+ 2)(2n+ 1)

= lim
n→∞

n

(2n+ 2)(2n+ 1)
= 0 < 1

ดงันัÊน
∞∑
n=1

(−1)nn!

(2n+ 1)!− (2n)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์
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ข้อ 19
1. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม

∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n

n · 9n

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(6− 5x)2n+2

(n+ 1)9n+1
· n · 9n

(−1)n(6− 5x)2n

∣∣∣∣ = |5x− 6|2 lim
n→∞

n

9(n+ 1)

=
1

9
|5x− 6|2 < 1

จะไดว้า่
|5x− 6| < 3

−3 < 5x− 6 < 3

−3

5
< x− 6

5
<

3

5
3

5
< x <

9

5

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 3
5 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ

สาํหรบั x = 3
5 = 9

5 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n

n · 9n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)
สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 3

5 ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [35 ,
9
5 ] #

2. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n

n · 9n

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(6x− 5)2n+2

(n+ 1)9n+1
· n · 9n

(−1)n(6x− 5)2n

∣∣∣∣ = |6x− 5|2 lim
n→∞

n

9(n+ 1)

=
1

9
|6x− 5|2 < 1

จะไดว้า่
|6x− 5| < 3

−3 < 6x− 5 < 3

−1

2
< x− 5

6
<

1

2
1

3
< x <

4

3

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 1
2 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ

สาํหรบั x = 1
3 = 4

3 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n

n · 9n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)
สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 1

2 ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [13 ,
4
3 ] #
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3. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n+1

n · 9n

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(6x− 5)2n+3

(n+ 1)9n+1
· n · 9n

(−1)n(6x− 5)2n+1

∣∣∣∣ = |6x− 5|2 lim
n→∞

n

9(n+ 1)

=
1

9
|6x− 5|2 < 1

จะไดว้า่
|6x− 5| < 3

−3 < 6x− 5 < 3

−1

2
< x− 5

6
<

1

2
1

3
< x <

4

3

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 1
2 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ

กรณี x = 1
3 จะไดว้า่

∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n+1

n · 9n
=

∞∑
n=1

−3(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)

กรณี x = 4
3 จะไดว้า่

∞∑
n=1

(−1)n(6x− 5)2n+1

n · 9n
=

∞∑
n=1

3(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)

สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 1
2 ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [13 ,

4
3 ] #

4. จงหารศัมีและชว่งแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n+2

n · 9n

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1(6− 5x)2n+4

(n+ 1)9n+1
· n · 9n

(−1)n(6− 5x)2n+2

∣∣∣∣ = |5x− 6|2 lim
n→∞

n

9(n+ 1)

=
1

9
|5x− 6|2 < 1

จะไดว้า่
|5x− 6| < 3

−3 < 5x− 6 < 3

−3

5
< x− 6

5
<

3

5
3

5
< x <

9

5

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 3
5 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ

สาํหรบั x = 3
5 = 9

5 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(−1)n(6− 5x)2n+2

n · 9n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (อนกุรมสลบั)
สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 3

5 ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [35 ,
9
5 ] #
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ข้อ 20
1. ให้ f(x) = 1

3
√
x
จงประมาณคา่ของ 1

3
√
1.1

โดยใชพ้หนุามเทยเ์ลอร์ 3 ของ f รอบจดุ x = 1

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด
วธีิทาํ พิจารณา

f(x) = x−
1
3 f(1) = 1

f ′(x) = −1

3
x−

4
3 f ′(1) = −1

3

f ′′(x) =
4

9
x−

7
3 f ′(1) =

4

9

f ′′′(x) = −28

27
x−

10
3 f ′(1) = −28

27

f (4)(x) =
280

81
x−

13
3

จะไดว้า่

T3(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3

= 1− 1

3
(x− 1) +

2

9
(x− 1)2 − 14

81
(x− 1)3

ประมาณคา่ 1
3
√
1.1

โดยแทน x = 1.1 ใน T3(x) จะได้

1
3
√
1.1

= f(1.1)

≈ T3(1.1) = 1− 1

3
(0.1) +

2

9
(0.1)2 − 14

81
(0.1)3

= 1− 0.1

3
+

0.02

9
− 0.014

81
=

78.466

81
= 0.96872

ให้ 1 < c < 1.1 และ

|R4(1.1)| =

∣∣∣∣∣f (4)(c)

4!
(0.1)4

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣280c−

13
3

81 · 4!
(0.1)4

∣∣∣∣∣ = 280

81 · 4!
(0.1)4 · c−

13
3

พิจารณา
1

1.1
< c−1 < 1

∴ c−
13
3 < 1

จะไดว้า่

|R4(1.1)| <
280

81 · 4!
(0.1)4 = 0.0000144
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2. ให้ f(x) = 1
3
√
x
จงประมาณคา่ของ 1

3
√
0.9

โดยใชพ้หนุามเทยเ์ลอร์ 3 ของ f รอบจดุ x = 1

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด
วธีิทาํ พิจารณา

f(x) = x−
1
3 f(1) = 1

f ′(x) = −1

3
x−

4
3 f ′(1) = −1

3

f ′′(x) =
4

9
x−

7
3 f ′(1) =

4

9

f ′′′(x) = −28

27
x−

10
3 f ′(1) = −28

27

f (4)(x) =
280

81
x−

13
3

จะไดว้า่

T3(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3

= 1− 1

3
(x− 1) +

2

9
(x− 1)2 − 14

81
(x− 1)3

ประมาณคา่ 1
3
√
0.9

โดยแทน x = 0.9 ใน T3(x) จะได้

1
3
√
0.9

= f(0.9)

≈ T3(0.9) = 1− 1

3
(−0.1) +

2

9
(−0.1)2 − 14

81
(−0.1)3

= 1 +
0.1

3
+

0.02

9
+

0.014

81
=

93.894

81
= 1.035728

ให้ 0.9 < c < 1 และ

|R4(1.1)| =

∣∣∣∣∣f (4)(c)

4!
(−0.1)4

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣280c−

13
3

81 · 4!
(0.1)4

∣∣∣∣∣ = 280

81 · 4!
(0.1)4 · c−

13
3

พิจารณา

1 < c−1 <
1

0.9

∴ c−
13
3 <

1

0.9
13
3

จะไดว้า่

|R4(0.9)| <
280

81 · 4!
(0.1)4 · 1

0.9
13
3

= 0.0000227
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ข้อ 21
จงใหต้ารางเทยเ์ลอร์

21.1 จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

x2n+2

2n(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

d

dx
ex =

d

dx

∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

ex =

∞∑
n=1

nxn−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

ex =

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e
x2

2 =
∞∑
n=1

(x
2

2 )
n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e
x2

2 =
∞∑
n=1

x2n−2

2n−1 · (n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

x4

2
· e

x2

2 =
x4

2
·

∞∑
n=1

x2n−2

2n−1 · (n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

=
∞∑
n=1

x2n+2

2n(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

21.1 จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

x2n+2

3n(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

d

dx
ex =

d

dx

∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

ex =
∞∑
n=1

nxn−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

ex =
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e
x2

3 =

∞∑
n=1

(x
2

3 )
n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e
x2

3 =

∞∑
n=1

x2n−2

3n−1 · (n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

x4

3
· e

x2

2 =
x4

3
·

∞∑
n=1

x2n−2

3n−1 · (n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

=

∞∑
n=1

x2n+2

3n(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R
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21.2 จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ f(x) = x

(
x

x+ 1

)2

วธีิทาํ พิจารณา
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)nxn เมืÉอ |−x| < 1

d

dx

1

1 + x
=

d

dx

∞∑
n=0

(−1)nxn เมืÉอ |x| < 1

− 1

(1 + x)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnxn−1 เมืÉอ |x| < 1

− 1

(1 + x)2
· (−x3) = (−x3) ·

∞∑
n=1

(−1)nnxn−1 เมืÉอ |x| < 1

x

(
x

x+ 1

)2

=

∞∑
n=1

(−1)n+1nxn+2 เมืÉอ |x| < 1

21.2 จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ f(x) = x

(
x

x− 1

)2

วธีิทาํ พิจารณา
1

x− 1
= − 1

1− x
= −

∞∑
n=0

xn เมืÉอ |x| < 1

d

dx

1

(x− 1)
=

d

dx
−

∞∑
n=0

xn เมืÉอ |x| < 1

− 1

(x− 1)2
= −

∞∑
n=1

nxn−1 เมืÉอ |x| < 1

1

(x− 1)2
=

∞∑
n=1

nxn−1 เมืÉอ |x| < 1

1

(x− 1)2
· x3 = x3 ·

∞∑
n=1

nxn−1 เมืÉอ |x| < 1

x

(
x

x− 1

)2

=

∞∑
n=1

nxn+2 เมืÉอ |x| < 1
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ข้อ 22
22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 1, ∥⃗b∥ = 2 และ ∥c⃗∥ = 3 จงหาคา่ของ a⃗· b⃗+a⃗· c⃗+ b⃗· c⃗

วธีิทาํ พิจารณา
a⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = a⃗ · 0⃗

∥a⃗∥2 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0

1 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0 −→ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = −1

b⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = b⃗ · 0⃗

b⃗ · a⃗+ ∥⃗b∥2 + b⃗ · c⃗ = 0

b⃗ · a⃗+ 4 + b⃗ · c⃗ = 0 −→ b⃗ · a⃗+ b⃗ · c⃗ = −4

c⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = c⃗ · 0⃗

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ ∥c⃗∥2 = 0

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ 9 = 0 −→ c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗ = −9

ดงันัÊน
(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗) + (⃗b · a⃗+ b⃗ · c⃗) + (c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗) = −1− 4− 9 = −14

2(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗) = −14

a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗ = −7 #

22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 1, ∥⃗b∥ = 3 และ ∥c⃗∥ = 4 จงหาคา่ของ a⃗· b⃗+a⃗· c⃗+ b⃗· c⃗
วธีิทาํ พิจารณา

a⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = a⃗ · 0⃗

∥a⃗∥2 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0

1 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0 −→ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = −1

b⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = b⃗ · 0⃗

b⃗ · a⃗+ ∥⃗b∥2 + b⃗ · c⃗ = 0

b⃗ · a⃗+ 9 + b⃗ · c⃗ = 0 −→ b⃗ · a⃗+ b⃗ · c⃗ = −9

c⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = c⃗ · 0⃗

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ ∥c⃗∥2 = 0

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ 16 = 0 −→ c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗ = −16

ดงันัÊน
(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗) + (⃗b · a⃗+ b⃗ · c⃗) + (c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗) = −1− 9− 16 = −26

2(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗) = −26

a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗ = −13 #
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22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 2, ∥⃗b∥ = 3 และ ∥c⃗∥ = 5 จงหาคา่ของ a⃗· b⃗+a⃗· c⃗+ b⃗· c⃗
วธีิทาํ พิจารณา

a⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = a⃗ · 0⃗

∥a⃗∥2 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0

4 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0 −→ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = −4

b⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = b⃗ · 0⃗

b⃗ · a⃗+ ∥⃗b∥2 + b⃗ · c⃗ = 0

b⃗ · a⃗+ 9 + b⃗ · c⃗ = 0 −→ b⃗ · a⃗+ b⃗ · c⃗ = −9

c⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = c⃗ · 0⃗

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ ∥c⃗∥2 = 0

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ 25 = 0 −→ c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗ = −25

ดงันัÊน
(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗) + (⃗b · a⃗+ b⃗ · c⃗) + (c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗) = −4− 9− 25 = −38

2(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗) = −38

a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗ = −19 #

22.1 ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ โดยทีÉ ∥a⃗∥ = 2, ∥⃗b∥ = 1 และ ∥c⃗∥ = 7 จงหาคา่ของ a⃗· b⃗+a⃗· c⃗+ b⃗· c⃗
วธีิทาํ พิจารณา

a⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = a⃗ · 0⃗

∥a⃗∥2 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0

4 + a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = 0 −→ a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ = −4

b⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = b⃗ · 0⃗

b⃗ · a⃗+ ∥⃗b∥2 + b⃗ · c⃗ = 0

b⃗ · a⃗+ 1 + b⃗ · c⃗ = 0 −→ b⃗ · a⃗+ b⃗ · c⃗ = −1

c⃗ · (⃗a+ b⃗+ c⃗) = c⃗ · 0⃗

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ ∥c⃗∥2 = 0

c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗+ 49 = 0 −→ c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗ = −49

ดงันัÊน
(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗) + (⃗b · a⃗+ b⃗ · c⃗) + (c⃗ · a⃗+ c⃗ · b⃗) = −4− 1− 49 = −54

2(⃗a · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗) = −54

a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗ = −27 #
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21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+ y − 2z = 20
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M
วธีิทาํ เนืÉองจาก L ตัÊงฉากกบัระนาบจะไดว้า่ A⃗ ขนาน N⃗ เลือก A⃗ = N⃗ = ⟨2, 1,−2⟩ ดงันัÊนสมการเสน้ตรง L คือ

x = 1 + 2t

y = 2 + t

z = 1− 2t

พิจารณา
2(1 + 2t) + (2 + t)− 2(1− 2t) = 20

2 + 4t+ 2 + t− 2 + 4t = 20

9t = 18 ∴ t = 2

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M คือ (1 + 2 · 2, 2 + 2, 1− 2 · 2) = (5, 4,−3) #

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1,−2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+ y − 2z = −7
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M
วธีิทาํ เนืÉองจาก L ตัÊงฉากกบัระนาบจะไดว้า่ A⃗ ขนาน N⃗ เลือก A⃗ = N⃗ = ⟨2, 1,−2⟩ ดงันัÊนสมการเสน้ตรง L คือ

x = 1 + 2t

y = −2 + t

z = 1− 2t

พิจารณา
2(1 + 2t) + (−2 + t)− 2(1− 2t) = −7

2 + 4t− 2 + t− 2 + 4t = −7

9t = −9 ∴ t = −1

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M คือ (1 + 2(−1), 2− 1, 1− 2(−1)) = (−1,−3, 3) #
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21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2,−1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+ y − 2z = −12
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M
วธีิทาํ เนืÉองจาก L ตัÊงฉากกบัระนาบจะไดว้า่ A⃗ ขนาน N⃗ เลือก A⃗ = N⃗ = ⟨2, 1,−2⟩ ดงันัÊนสมการเสน้ตรง L คือ

x = 1 + 2t

y = 2 + t

z = −1− 2t

พิจารณา
2(1 + 2t) + (2 + t)− 2(−1− 2t) = −12

2 + 4t+ 2 + t+ 2 + 4t = −12

9t = −18 ∴ t = −2

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M คือ (1 + 2(−2), 2− 2, 1− 2(−2)) = (−3, 0, 5) #

21.2 ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (−1, 2, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ M ทีÉมีสมการเป็น 2x+ y − 2z = 25
จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M
วธีิทาํ เนืÉองจาก L ตัÊงฉากกบัระนาบจะไดว้า่ A⃗ ขนาน N⃗ เลือก A⃗ = N⃗ = ⟨2, 1,−2⟩ ดงันัÊนสมการเสน้ตรง L คือ

x = −1 + 2t

y = 2 + t

z = 1− 2t

พิจารณา
2(−1 + 2t) + (2 + t)− 2(1− 2t) = 25

−2 + 4t+ 2 + t− 2 + 4t = 25

9t = 27 ∴ t = 3

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L กบัระนาบ M คือ (1 + 2 · 3, 2 + 3, 1− 2 · 3) = (7, 5,−5) #
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ข้อ 23
กาํหนดให้ L1 : x =

y − 1

2
=

z

3
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

4
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

วธีิทาํ จากสมการของ L1 จะไดว้า่ y − 1 = 2x และสมการของ L2 จะไดว้า่ y − 1 = 4
(
4−x
2

)
= 2(4− x) = 8− 2x นัÉนคือ

2x = 8− 2x

4x = 8 ∴ x = 2

y − 1 = 2(2) = 4 ∴ y = 5

z = 3(2) ∴ z = 6

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2 คือ (2, 5, 6) #
จะเห็นวา่ A⃗1 = ⟨1, 2, 3⟩ และ A⃗2 = ⟨−2, 4, 1⟩ เนืÉองจากระนาบทีÉผา่นเสน้ตรงL1 และL2 จะไดว้า่ N⃗ ตัÊงฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 ฉะนัÊน

N⃗ = A⃗1 × A⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ i⃗ i⃗
1 2 3
−2 4 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣2 3
4 1

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 1 3
−2 1

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 1 2
−2 4

∣∣∣∣
= ⟨−10,−7, 8⟩

สมการของระนาบทีÉผา่นจดุ (2, 5, 6) และตัÊงฉากกบั N⃗ = ⟨−10,−7, 8⟩ คือ
−10(x− 2)− 7(y − 5) + 8(z − 6) = 0

−10x− 7y + 8z = −7 #

กาํหนดให้ L1 : x =
y − 2

2
=

z

2
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

5
= z − 3 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

วธีิทาํ จากสมการของ L1 จะไดว้า่ z = 2x และสมการของ L2 จะไดว้า่ z = 4−x
2 + 3 นัÉนคือ

2x =
4− x

2
+ 3

4x− 6 = 4− x

5x = 10 ∴ x = 2

z = 2(2) = 4 ∴ z = 4

y − 2 = 2(2) ∴ y = 6

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2 คือ (2, 6, 4) #
จะเห็นวา่ A⃗1 = ⟨1, 2, 2⟩ และ A⃗2 = ⟨−2, 5, 1⟩ เนืÉองจากระนาบทีÉผา่นเสน้ตรงL1 และL2 จะไดว้า่ N⃗ ตัÊงฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 ฉะนัÊน

N⃗ = A⃗1 × A⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ i⃗ i⃗
1 2 2
−2 5 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣2 2
5 1

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 1 2
−2 1

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 1 2
−2 5

∣∣∣∣
= ⟨−8,−5, 9⟩

สมการของระนาบทีÉผา่นจดุ (2, 6, 4) และตัÊงฉากกบั N⃗ = ⟨−8,−5, 9⟩ คือ
−8(x− 2)− 5(y − 6) + 9(z − 4) = 0

−8x− 5y + 9z = −10 #
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กาํหนดให้ L1 : x =
y − 1

4
=

z

3
และ L2 :

4− x

2
=

y − 4

5
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.2 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

วธีิทาํ จากสมการของ L1 จะไดว้า่ z = 3x และสมการของ L2 จะไดว้า่ z = 4−x
2 + 5 นัÉนคือ

3x =
4− x

2
+ 5

6x− 10 = 4− x

7x = 14 ∴ x = 2

z = 3(2) = 6 ∴ z = 6

y − 1 = 4(2) ∴ y = 9

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2 คือ (2, 9, 6) #
จะเห็นวา่ A⃗1 = ⟨1, 4, 3⟩ และ A⃗2 = ⟨−2, 5, 1⟩ เนืÉองจากระนาบทีÉผา่นเสน้ตรงL1 และL2 จะไดว้า่ N⃗ ตัÊงฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 ฉะนัÊน

N⃗ = A⃗1 × A⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ i⃗ i⃗
1 4 3
−2 5 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣4 3
5 1

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 1 3
−2 1

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 1 4
−2 5

∣∣∣∣
= ⟨−11,−7, 13⟩

สมการของระนาบทีÉผา่นจดุ (2, 9, 6) และตัÊงฉากกบั N⃗ = ⟨−11,−7, 13⟩ คือ
−11(x− 2)− 7(y − 9) + 13(z − 6) = 0

−11x− 7y + 13z = −7 #

กาํหนดให้ L1 : x =
y

2
=

z + 2

4
และ L2 :

4− x

2
=

y − 1

3
= z − 5 เป็นเสน้ตรงในสามมิติ

23.1 จงหาจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2

23.1 จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L1 และ L2

วธีิทาํ จากสมการของ L1 จะไดว้า่ z = 4x− 2 และสมการของ L2 จะไดว้า่ z = 4−x
2 + 5 นัÉนคือ

4x− 2 =
4− x

2
+ 5

8x− 14 = 4− x

9x = 18 ∴ x = 2

z = 4(2)− 2 = 6 ∴ z = 6

y = 2(2) ∴ y = 4

ดงันัÊนจดุตดัของเสน้ตรง L1 และ L2 คือ (2, 4, 6) #
จะเห็นวา่ A⃗1 = ⟨1, 2, 4⟩ และ A⃗2 = ⟨−2, 3, 1⟩ เนืÉองจากระนาบทีÉผา่นเสน้ตรงL1 และL2 จะไดว้า่ N⃗ ตัÊงฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 ฉะนัÊน

N⃗ = A⃗1 × A⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ i⃗ i⃗
1 2 4
−2 3 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣2 4
3 1

∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣ 1 4
−2 1

∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣ 1 2
−2 3

∣∣∣∣
= ⟨−10,−9, 7⟩

สมการของระนาบทีÉผา่นจดุ (2, 4, 6) และตัÊงฉากกบั N⃗ = ⟨−10,−9, 7⟩ คือ
−10(x− 2)− 9(y − 4) + 7(z − 6) = 0

−10x− 9y + 7z = −14 #
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ข้อ 24
1. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗

ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 sin2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (2, 0, π2 )

วธีิทาํ จะเห็นวา่ r⃗(π2 ) = ⟨2, 0, π2 ⟩ นัÉนคือ t = π
2

เวกเตอรส์มัผสัหนว่ย T⃗ เมืÉอ t = π
2

r⃗′(t) = ⟨4 sin t cos t, 2 cos 2t, 1⟩
r⃗′(t) = ⟨2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

∥r⃗′(t)∥ =
√

4 sin2 2t+ 4 cos2 2t+ 1 =
√
5

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
=

1√
5
⟨2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

T⃗ (
π

2
) =

⟨
0,− 2√

5
,
1√
5

⟩
#

เวกเตอรแ์นวฉากหนว่ย N⃗ เมืÉอ t = π
2

T⃗ ′(t) =
1√
5
⟨4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩

∥T⃗ ′(t)∥ =
1√
5

√
16 cos2 2t+ 16 sin2 2t+ 0 =

4√
5

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
=

1√
5
4√
5

⟨4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩ = ⟨cos 2t,− sin 2t, 0⟩

N⃗(
π

2
) = ⟨−1, 0, 0⟩ #

เวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗ เมืÉอ t = π
2

B⃗(
π

2
) = T⃗ (

π

2
)× N⃗(

π

2
)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 − 2√

5
1√
5

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
⟨
0,− 1√

5
,− 2√

5

⟩
#
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2. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 sin2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (2, 0,−π
2 )

วธีิทาํ จะเห็นวา่ r⃗(−π
2 ) = ⟨2, 0,−π

2 ⟩ นัÉนคือ t = −π
2

เวกเตอรส์มัผสัหนว่ย T⃗ เมืÉอ t = −π
2

r⃗′(t) = ⟨4 sin t cos t, 2 cos 2t, 1⟩
r⃗′(t) = ⟨2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

∥r⃗′(t)∥ =
√

4 sin2 2t+ 4 cos2 2t+ 1 =
√
5

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
=

1√
5
⟨2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

T⃗ (−π

2
) =

⟨
0,− 2√

5
,
1√
5

⟩
#

เวกเตอรแ์นวฉากหนว่ย N⃗ เมืÉอ t = −π
2

T⃗ ′(t) =
1√
5
⟨4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩

∥T⃗ ′(t)∥ =
1√
5

√
16 cos2 2t+ 16 sin2 2t+ 0 =

4√
5

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
=

1√
5
4√
5

⟨4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩ = ⟨cos 2t,− sin 2t, 0⟩

N⃗(−π

2
) = ⟨−1, 0, 0⟩ #

เวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗ เมืÉอ t = −π
2

B⃗(−π

2
) = T⃗ (−π

2
)× N⃗(−π

2
)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 − 2√

5
1√
5

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
⟨
0,− 1√

5
,− 2√

5

⟩
#
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3. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 cos2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (0, 0, π2 )

วธีิทาํ จะเห็นวา่ r⃗(π2 ) = ⟨0, 0, π2 ⟩ นัÉนคือ t = π
2

เวกเตอรส์มัผสัหนว่ย T⃗ เมืÉอ t = π
2

r⃗′(t) = ⟨−4 cos t sin t, 2 cos 2t, 1⟩
r⃗′(t) = ⟨−2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

∥r⃗′(t)∥ =
√

4 sin2 2t+ 4 cos2 2t+ 1 =
√
5

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
=

1√
5
⟨−2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

T⃗ (
π

2
) =

⟨
0,− 2√

5
,
1√
5

⟩
#

เวกเตอรแ์นวฉากหนว่ย N⃗ เมืÉอ t = π
2

T⃗ ′(t) =
1√
5
⟨−4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩

∥T⃗ ′(t)∥ =
1√
5

√
16 cos2 2t+ 16 sin2 2t+ 0 =

4√
5

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
=

1√
5
4√
5

⟨−4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩ = ⟨− cos 2t,− sin 2t, 0⟩

N⃗(
π

2
) = ⟨1, 0, 0⟩ #

เวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗ เมืÉอ t = π
2

B⃗(
π

2
) = T⃗ (

π

2
)× N⃗(

π

2
)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 − 2√

5
1√
5

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
⟨
0,

1√
5
,
2√
5

⟩
#
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4. จงหาเวกเตอรเ์สน้สมัผสัหนว่ย T⃗ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย N⃗ และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗
ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨2 cos2 t, sin 2t, t⟩ ทีÉจดุ (0, 0,−π
2 )

วธีิทาํ จะเห็นวา่ r⃗(−π
2 ) = ⟨0, 0, π2 ⟩ นัÉนคือ t = −π

2

เวกเตอรส์มัผสัหนว่ย T⃗ เมืÉอ t = −π
2

r⃗′(t) = ⟨−4 cos t sin t, 2 cos 2t, 1⟩
r⃗′(t) = ⟨−2 sin 2t, 2 cos 2t, 1⟩

∥r⃗′(t)∥ =
√

4 sin2 2t+ 4 cos2 2t+ 1 =
√
5

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
=

1√
5
⟨−2 sin 2t, 2 cos 2t, 0⟩

T⃗ (−π

2
) =

⟨
0,− 2√

5
,
1√
5

⟩
#

เวกเตอรแ์นวฉากหนว่ย N⃗ เมืÉอ t = −π
2

T⃗ ′(t) =
1√
5
⟨−4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩

∥T⃗ ′(t)∥ =
1√
5

√
16 cos2 2t+ 16 sin2 2t+ 0 =

4√
5

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
=

1√
5
4√
5

⟨−4 cos 2t,−4 sin 2t, 0⟩ = ⟨− cos 2t,− sin 2t, 0⟩

N⃗(−π

2
) = ⟨1, 0, 0⟩ #

เวกเตอรแ์นวฉากคู่ B⃗ เมืÉอ t = −π
2

B⃗(−π

2
) = T⃗ (−π

2
)× N⃗(−π

2
)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 − 2√

5
1√
5

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
⟨
0,

1√
5
,
2√
5

⟩
#
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