
บทที่ 5 ความสัมพนัธ์และฟังก์ชัน



Gottfried Leibniz (1646–1716) 
was a German polymath, a 
philosopher, mathematician, 
logician, and diplomat, 
credited with the independent 
invention of differential and 
integral calculus, and the 
development of the modern 
binary system.







คู่อันดบัและผลคูณคารท์เีซยีน

ความสัมพันธแ์ละสมบัตคิวามสัมพันธ์

โดเมนและเรนจข์องความสัมพันธ์

กราฟของความสัมพันธ์



คู่อนัดบั (Order pair) และ
                                                      ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian Product)

• บทนิยาม 1 : 

 ให ้A และ B เป็นเซตใด ๆ ท่ี 𝑎 ∈ 𝐴 และ 𝑏 ∈ 𝐵 นิยามคู่อนัดบั (a, b)

วา่เป็นเซต {{a}, {a , b}} เรียก a วา่พกิดัทีห่น่ึง (first coordinate) และ
 เรียก b วา่พกิดัทีส่อง (second coordinate) ของคู่อนัดบั (a, b)
 จากนิยาม ถา้ a, c ∈ A และ b, d ∈ B จะได ้

(a, b) = (c, d) กต่็อเม่ือ a = c และ b = d 

และ (a, b) = (b, a) กต่็อเม่ือ a = b



คู่อนัดบั (Order pair) และ
                                                      ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian Product)

• บทนิยาม 2 : 
 ให ้A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian product) ของ A และ B 
คือเซตของคู่อนัดบั (x, y) ทั้งหมดซ่ึง x ∈ A และ y ∈ B และเขียนแทนดว้ย A x B 

นัน่คือ  A x B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}

หรือ     (a, b) ∈ A x B a ∈ A ∧ b ∈ B

*** จากนิยาม A และ B ตอ้งไม่เป็นเซตวา่ง  ถา้ A = ∅ หรือ B = ∅ แลว้ A x B = ∅



•ตัวอย่าง  :  ให ้A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2, 3, 4} จงหา
1. A x B =

2. B x A =

3. A x A =

4. B x B =

**** สรุป : 



•สามารถน าคู่อันดับในแต่ละเซตมาสร้างกราฟได้ดังนี้
1. A x B 2. B x A 

3. A x A 4. B x B 



ทฤษฎบีทผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian Product)

ทฤษฎีบท : ให้ A B C และ D เป็นเซตใดๆ จะได้ว่า
 1) A x (B ∩ C) = (A x B)∩(A x C)

2) A x (B ∪ C) = (A x B) ∪ (A x C)

3) (A x B) ∩ (C x D) = (A ∩ C) x (B ∩ D)

4) (A x B) ∪ (C x D) = (A ∪ C) x (B ∪ D)







ความสัมพนัธ์ (Relations)
• บทนิยาม 3 : 
 ให ้A และ B เป็นเซตใด ๆ ความสัมพนัธ์จาก A ไป B (relation from A to B) 
เป็นสับเซตของ A x B

ถา้ r เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไป B และ (a, b) ∈ r เขียนแทนดว้ย  a r b 

อ่านวา่ a สัมพันธ์ (relate) r กับ b และในกรณีท่ี r เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไป A 

จะเรียก r วา่ ความสมัพนัธ์บน A
**** ในกรณีท่ี (a, b) ∉ r  จะกล่าววา่ a r b





โดเมน (domain) และ เรนจ์ (range) ของความสัมพนัธ์

• บทนิยาม 4 : 
 ให ้A และ B เป็นเซตใดๆ โดยท่ี r ⊆ A x B

- โดเมน (domain) ของ r เขียนแทนดว้ย Dr ก าหนดโดย
  Dr = {x ∈ A| ∃y ∈ B ท่ีท าให ้(x, y) ∈ r}

- เรนจ ์(range) ของ r เขียนแทนดว้ย Rr ก าหนดโดย
  Rr = {y ∈ B| ∃x ∈ A ท่ีท ำให ้(x, y) ∈ r}

***ข้อสังเกตุ :    1.  Dr ⊆ A  และ Rr ⊆ B 

2.  r ⊆ Dr x Rr แต่ Dr x Rr ไม่จ าเป็นต้องเท่ากับ r











ความสัมพนัธ์ผกผนั (Inverse relations)
• บทนิยาม 5 : ให ้r เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไป B

ความสมัพนัธ์ผกผนั (Inverse relations) ของ r เขียนแทนดว้ย r -1 คือความ
สัมพนัธ์จาก B ไป A เขียนแทนดว้ย x r -1y กต่็อเม่ือ y r x

r -1 = {(x, y) ∈ B x A | (y, x) ∈ r}

หรือ      (x, y) ∈ r -1 (y, x) ∈ r



ความสัมพนัธ์ประกอบ (composite relations)

• บทนิยาม 6 : ให ้r เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสัมพนัธ์จาก B ไป C
“ความสมัพนัธ์ประกอบ (composite relations)” ของ r กบั s คือความสมัพนัธ์

จาก A ไปยงั C เขียนแทนดว้ย s ∘r ซ่ึงก าหนดดงัน้ี
s∘r = {(x, z) ∈ A x C | ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s}







สมบัติบางประการของความสัมพนัธ์







ความสัมพนัธ์สมมูล และความสัมพนัธ์อนัดบับางส่วน

• บทนิยาม 7 :
ความสัมพนัธ์ r บนเซต A จะเรียกว่า ความสัมพนัธ์สมมูล (equivalent relation) 

กต่็อเม่ือ r มีสมบัติ สะท้อน สมมาตร และถ่ายทอด

• บทนิยาม 8 : 
 ความสัมพนัธ์ r บนเซต A จะเรียกว่า ความสัมพนัธ์อนัดับบางส่วน (partial 
ordered relation) กต่็อเม่ือ r มีสมบัติ สะท้อน ปฏิสมมาตร และถ่ายทอด



ฟังก์ชัน (Function หรือ Mapping)
• บทนิยาม 9 :

ความสมัพนัธ ์ f ⊆ A x B เป็นฟังก์ชัน (Function หรือ Mapping) กต่็อเม่ือ
แต่ละ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถ้า x1 = x2 แล้ว y1 = y2 นั่นคือ

f ⊆ A x B เป็นฟังกช์นั  ∀(x1, y1) ∈ f ∧ ∀(x2, y2) ∈ f , x1 = x2 → y1 = y2

และ
f ⊆ A x B ไมเ่ป็นฟังกช์นั  ∃(x1, y1) ∈ f ∧ ∃(x2, y2) ∈ f , x1 = x2 ∧ y1 ≠ y2

*** ∅ เป็นฟังกช์นั เพราะ ∅ ⊆ A x B และสอดคลอ้งกบัสมบติัขา้งตน้







ฟังก์ชัน (Function หรือ Mapping)
• บทนิยาม 10 :
      ก าหนดให ้f เป็นฟังกช์นัใดๆ จะเรียก {x|(x, y) ∈ f } วา่โดเมนของ f เขียนแทนดว้ย Df และ 
เรียก {y|(x, y) ∈ f} วา่เรนจข์อง f เขียนแทนดว้ย Rf

***ถา้ Rf ⊂R จะเรียก f วา่ ฟังกช์นัค่าจริง (Real value function) และ ถา้ Rf ⊂ R และ Df⊂ R
จะเรียก f วา่ ฟังกช์นัค่าจริงของจ านวนจริง
• บทนิยาม 11 :
   ให ้f เป็นฟังกช์นัใดๆ ส าหรับแต่ละ (x, y) ∈ f ซ่ึง f เป็นฟังกช์นัจะเรียก y วา่ ภาพ(Image)
ของ x หรือเรียกวา่ x วา่อินเวอร์สอิมเมจ (Inverse Image) หรือ บุพภาพ (Pre-image) ของ 
y ภายใตฟั้งกช์นั f และแทนสัญลกัษณ์ (x, y) ∈ f ดว้ย y = f(x)





ประเภทฟังก์ชัน
• บทนิยาม 12 : 

f เป็นฟังกช์นัจาก A ไป B (Function from A into B) กต่็อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั โดยท่ี Df = A 
และ Rf ⊆ B เขียนแทนดว้ย f : A → B

ทฤษฎ ี: การเท่ากนัของฟังก์ชัน
ให ้f และ g เป็นฟังกช์นั แลว้ f = g กต่็อเม่ือ Df = Dg และ f(x) = g(x) ทุกๆ x ∈ Df





ฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึงแบบทัว่ถึง
• บทนิยาม 13 : f : A → B จะกล่าววา่

1. f เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง (One-to-one หรือ Injection) หรือฟังกช์นั 1–1 กต่็อเม่ือ
  ∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2 เขียนดว้ย f : A

1−1
B

2. f เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง (Onto function หรือ Surjection) กต่็อเม่ือ Rf = B หรือ 
 ∀y ∈ B∃x ∈A, y = f(x) เขียนแทนดว้ย f : A

onto
B

3. f เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึงแบบทัว่ถึง (Bijection) หรือการสมนยัแบบหน่ึงต่อหน่ึง (One-to-one 
correspondence) กต่็อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 และ f เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง  เขียนแทนดว้ย f : A1−1B

onto















ฟังกช์นัผกผนัและฟังกช์นัประกอบ
• บทนิยาม 14 : ฟังก์ชันผกผนั
 ให้ f : A → B จะกล่าววา่ f เป็นฟังกช์นัผกผนัได ้(Invertible function) กต่็อเม่ือ

  f -1 = {(y, x) ∈ f -1 | (x, y) ∈ f} และเรียก f -1 วา่ “ฟังกช์นัผกผนัของ f ”
ทฤษฎีบท 1  f เป็นฟังกช์นัหาตวัผกผนัไดก้ต่็อเม่ือ f : A1−1 B 

ทฤษฎีบท 2 ถา้ f : A1−1 B  แลว้  f -1: B 1−1
A 

ทฤษฎีบท 3 f : A1−1B  กต่็อเม่ือ f -1: B1−1
A 

ทฤษฎีบท 4 f : A1−1B  กต่็อเม่ือ f -1: B1−1
A 

onto onto











ฟังกช์นัผกผนัและฟังกช์นัประกอบ



ฟังกช์นัผกผนัและฟังกช์นัประกอบ
• บทนิยาม 15 : ฟังก์ชันประกอบ
 ให ้f : A → B และ g : B → C จะไดว้า่ ฟังกช์นัประกอบ (Composite of functions)
ของ f และ g คือ

 g ๐ f = {(x, z) | ∃y ∈ B, (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g }
ส าหรับ (x, y) ∈ f และ (y, z) ∈ g อาจเขียนไดว้า่ y = f(x) และ z = g(y) = g(f(x))

 ดงันั้น g ๐ f(x) = g(f(x)) และจะหา g ๐ f ได ้กต่็อเม่ือ Rf ⊆ Dg และ g ๐ f เป็นฟังกช์นัจาก 
Df ไป Rg



ฟังกช์นัผกผนัและฟังกช์นัประกอบ
•ทฤษฎีบท: ให ้f : A → B และ g : B → C จะไดว้า่ 
 1. ถา้ f เป็น g เป็นฟังกช์นั 1-1 แลว้ g ๐ f เป็นฟังกช์นั 1-1
 2. ถา้ f เป็น g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง แลว้ g ๐ f เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง
 3. ถา้ f เป็น g เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัว่ถึง แลว้ g ๐ f เป็นฟังกช์นั 1-1 แบบทัว่ถึง
 4. ถ้า g ๐ f เป็นฟังก์ชัน 1-1 แล้ว f เป็นฟังก์ชัน 1-1
 5. ถ้า g ๐ f เป็นฟังก์ชันทั่วถึง แล้ว f เป็นฟังก์ชันทั่วถึง

 6. ถ้า g ๐ f เป็นฟังก์ชัน 1-1 แบบทั่วถึง แล้ว f เป็นฟังก์ชัน 1-1 แบบทัว่ถึง









พีชคณิตของฟังกช์นั
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