
เฉลย Assignment 8
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน

หัวขอ้ ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT) สัปดาห์ที่ 10 คะแนนเตม็ 10 คะแนน
ผูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาค
5x ≡ 1 (mod 7)
6x ≡ 2 (mod 11)

แนวคำตอบ พจิารณา
5x ≡ 1 (mod 7)
15x ≡ 3 (mod 7)
x ≡ 2 (mod 7)

และ
6x ≡ 2 (mod 11)
12x ≡ 4 (mod 11)
x ≡ 4 (mod 11)

ดังน้ันระบบสมการดังกลา่วจะสอดคลอ้งระบบสมการ
x ≡ 3 (mod 7)
x ≡ 4 (mod 11)

พจิารณาสมการ
11x ≡ 1 (mod 7) −→ x1 = 2
7x ≡ 1 (mod 11) −→ x2 = −3

จะไดว้า่ x0 = 11(2)(3) + 7(−3)(4) = 66− 84 = −18 ดังน้ัน
x ≡ −18 ≡ 59 (mod 77) #

2. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาค
4x ≡ 3 (mod 5)
7x ≡ 1 (mod 13)

แนวคำตอบ พจิารณา
4x ≡ 3 (mod 5)
−x ≡ −2 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 5)

และ
7x ≡ 1 (mod 13)
14x ≡ 2 (mod 13)
x ≡ 2 (mod 11)

ดังน้ันระบบสมการดังกลา่วจะสอดคลอ้งระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 13)

โดยทฤษฎบีท จะไดว้า่
x ≡ 2 (mod 65) #
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3. จงหาคำตอบของสมการ 25x ≡ 102 (mod 357)

แนวคำตอบเนือ่งจาก 357 = 3 ·7 ·17 ดังน้ันคำตอบของสมการ 25x ≡ 102 (mod 357) จะสอดคลอ้งกับระบบสมการ

25x ≡ 102 (mod 3) −→ x ≡ 0 (mod 3)
25x ≡ 102 (mod 7) −→ 4x ≡ 4 (mod 7)
25x ≡ 102 (mod 17) −→ 8x ≡ 0 (mod 17)

ดังน้ันคำตอบสอดคลอ้งระบบสมการ
x ≡ 1 (mod 7)
x ≡ 0 (mod 51)

พจิารณาสมการ
51x ≡ 1 (mod 7) −→ x1 = −3
7x ≡ 1 (mod 51) −→ x2 = a

จะไดว้า่ x0 = 51(−3)(1) + 7(a)(0) = −153 ดังน้ัน

x ≡ −153 ≡ 204 (mod 357) #

4. จงหาคำตอบของสมการสมภาค 100x ≡ 1 (mod 403)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก 403 = 13 · 31 ดังน้ันคำตอบของสมการ 100x ≡ 1 (mod 403) จะสอดคลอ้งกับระบบสมการ

100x ≡ 1 (mod 13)
100x ≡ 1 (mod 31)

x ≡ 2 (mod 7)

พจิารณา
100x ≡ 1 (mod 13)
9x ≡ 1 (mod 13)
27x ≡ 3 (mod 13)
x ≡ 3 (mod 13)

และ
100x ≡ 1 (mod 31)
7x ≡ 1 (mod 31)
28x ≡ 4 (mod 31)
−3x ≡ 4 (mod 31)
−30x ≡ 40 (mod 31)

x ≡ 9 (mod 31)

ดังน้ันระบบสมการดังกลา่วจะสอดคลอ้งระบบสมการ
x ≡ 3 (mod 13)
x ≡ 9 (mod 31)

พจิารณาสมการ
31x ≡ 1 (mod 13) −→ x1 = −5
13x ≡ 1 (mod 31) −→ x2 = 12

จะไดว้า่ x0 = 31(−5)(3) + 13(12)(9) = −465 + 1404 = 939 ดังน้ัน

x ≡ 939 ≡ 133 (mod 403) #
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5. จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุทีส่อดคลอ้งสมการ 49x ≡ 23 (mod 55)

แนวคำตอบ คำตอบของสมการ 49x ≡ 23 (mod 55) จะสอดคลอ้ระบบสมการ
49x ≡ 23 (mod 5)
49x ≡ 23 (mod 11)

นัน่คอื
49x ≡ 23 (mod 5)
−x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ −3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 5)

และ
49x ≡ 23 (mod 11)
5x ≡ 1 (mod 11)
10x ≡ 2 (mod 11)
−x ≡ 2 (mod 11)
x ≡ −2 (mod 11)

ดังน้ันระบบสมการคอื
x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ −2 (mod 11)

พจิารณาสมการ
11x ≡ 1 (mod 5) −→ x1 = 1
5x ≡ 1 (mod 11) −→ x2 = −2

จะได้วา่ x0 = 11(1)(2) + 5(−2)(−2) = 42 ดังน้ัน x ≡ 42 (mod 55) สรปุได้วา่จำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุที ่
สอดคลอ้งสมการนี้คอื 42 #

6. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาค
x ≡ 15 (mod 21)
x ≡ 3 (mod 15)
x ≡ 1 (mod 14)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(21, 15) = 3 ซึง่ 3 | (15− 3), gcd(21, 14) = 7 ซึง่ 7 | (15− 1)

และ gcd(15, 14) = 1 ซึง่ 1 | (3− 1) ดังน้ันระบบสมการนี้มคีำตอบ
จาก x ≡ 15 (mod 21) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 15 (mod 3) −→ x ≡ 0 (mod 3)
x ≡ 15 (mod 7) −→ x ≡ 1 (mod 7)

จาก x ≡ 3 (mod 15) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ
x ≡ 3 (mod 3) −→ x ≡ 0 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้จะสอดคลอ้งระบบสมการ
x ≡ 0 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 1 (mod 14)

ให้ a1 = 0, a2 = 3, a3 = 1,m1 = 3,m2 = 5,m3 = 14 พจิารณาระบบสมการ
5(14)x = 70x = x ≡ 1 (mod 3) ... (1)
3(14)x = 42x = 2x ≡ 1 (mod 5) ... (2)
3(5)x = 15x = x ≡ 1 (mod 14) ... (3)
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จะไดว้า่ x1 = 1, x2 = −2 และ x3 = 1 เปน็คำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว้
x0 = m2m3x1a1 +m1m3x2a2 +m1m2x3a3

= 5(14)(1)(0) + 3(14)(−2)(3) + 3(5)(1)(1)

= 0− 252 + 15

= −237

จะไดว้า่คำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ −237 ≡ 183 (mod 210) นัน่คอื
183 + 210t, t ∈ Z

7. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาค
x ≡ 5 (mod 22)
x ≡ 13 (mod 10)
x ≡ 8 (mod 15)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(22, 10) = 2 ซึง่ 2 | (5− 13), gcd(22, 15) = 1 ซึง่ 1 | (5− 8)

และ gcd(10, 15) = 5 ซึง่ 5 | (13− 8) ดังน้ันระบบสมการนี้มคีำตอบ
จาก x ≡ 5 (mod 22) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 5 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 5 (mod 11) −→ x ≡ 5 (mod 11)

จาก x ≡ 13 (mod 10) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ
x ≡ 13 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 13 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

จาก x ≡ 8 (mod 15) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ
x ≡ 8 (mod 3) −→ x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 8 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

เนือ่งจากคำของสมการ x ≡ 3 (mod 4) จะเปน็คำตอบของสมการ x ≡ 1 (mod 2) ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้จะ
สอดคลอ้งระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 5 (mod 11)

ให้ a1 = 2, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 5,m1 = 2,m2 = 3,m3 = 5,m4 = 11 พจิารณาระบบสมการ
3(5)(11)x = 165x = x ≡ 1 (mod 2) ... (1)
2(5)(11)x = 110x = −x ≡ 1 (mod 3) ... (2)
2(3)(11)x = 66x = x ≡ 1 (mod 5) ... (3)
2(3)(5)x = 30x = −3x ≡ 1 (mod 11) ... (4)

จะไดว้า่ x1 = 1, x2 = −1, x3 = 1 และ x4 = 7 เปน็คำของระบบสมการ (1), (2), (3) และ (4) ตามลำดับ แลว้
x0 = m2m3m4x1a1 +m1m3m4x2a2 +m1m2m4x3a3 +m1m2m3x4a4

= 3(5)(11)(1)(1) + 2(5)(11)(−1)(2) + 2(3)(11)(1)(3) + 2(3)(5)(7)(5)

= 165− 220 + 198 + 1050

= 1193

จะไดว้า่คำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 1193 ≡ 203 (mod 330) นัน่คอื
203 + 330t, t ∈ Z
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8. จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุ เมือ่

หารดว้ย 10, 14 และ 20 เศษเหลอืเทา่กับ 3, 5 และ 13 ตามลำดับ

โดยใชท้ฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT)
แนวคำตอบ ให้ x เปน็จำนวนเตม็ทีส่อดคลอ้งเง ือ่นไข

x ≡ 3 (mod 10)
x ≡ 5 (mod 14)
x ≡ 13 (mod 20)

เนือ่งจาก gcd(10, 14) = 2 ซึง่ 2 | (3− 5), gcd(10, 20) = 10 ซึง่ 10 | (3− 13)

และ gcd(14, 20) = 2 ซึง่ 2 | (5− 13) ดังน้ันระบบสมการนี้มคีำตอบ
จาก x ≡ 3 (mod 10) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 3 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 3 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

จาก x ≡ 5 (mod 14) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 5 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 5 (mod 7) −→ x ≡ 5 (mod 7)

จาก x ≡ 13 (mod 20) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 13 (mod 4) −→ x ≡ 1 (mod 4)
x ≡ 13 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

เนือ่งจากทกุคำคำตอบของสมการ x ≡ 1 (mod 4) จะเปน็คำตอบของสมการ x ≡ 1 (mod 2) ดังน้ันคำตอบของระบบ
สมการนี้จะสอดคลอ้งระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 4)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 5 (mod 7)

พจิารณาสมการ
5(7)x = 35x = −x ≡ 1 (mod 4) −→ x1 = −1
4(7)x = 28x = −2x ≡ 1 (mod 5) −→ x2 = 2
4(5)x = 20x = −x ≡ 1 (mod 7) −→ x3 = −1

x0 = 5(7)(−1)(1) + 4(7)(2)(3) + 4(5)(−1)(5)

= −35 + 168− 100

= 33

จะไดว้า่คำตอบของระบบสมการนี้ คอื x ≡ 33 (mod 140) ดังน้ันจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุเมือ่ หารดว้ย 10, 14 และ
20 เศษเหลอืเทา่กับ 3, 5 และ 13 ตามลำดับ เทา่กับ 33 #
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